ESTRUTURAS ALCEBRICAS

12 LISTA DE EXERCICIOS

1. Considere os conjuntos IR e IR?> = IR x IR e as seguintes operacoes:
+: IR? x IR? — IR?
((@1,91), (22, 92)) = (21,41) + (¥2,92) = (21 + 22,41 + Y2)

)

X IR? x IR? — IR?
(1, 01), (2, 42)) > (z1,91) X (22,%2) = (T122, T1Y2 + Y1)

AN: RxR — R
(z,y) +— zlhy=24

a) Verifique se “ A" é associativa e se possui elemento neutro.

b) Mostre que o produto de nimeros reais é distributivo em rela¢ao a operagao “ A ”.
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¢) Mostre que “ x 7 é associativa, possui elemento neutro e é distributiva a direita em

relacao a “+ 7.
d) Encontre o elemento neutro de “+ 7 em IR? e mostre que todo elemento de IR? é

simetrizavel em relagao a “+ 7. Vale o mesmo para “ x "7

2. Sejam A um conjunto com 2 elementos e “*” uma operagao em A.
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a) Mostre que se “*” possui elemento neutro entao é associativa e comutativa.
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b) Mostre que se “*” é associativa e comutativa, entdo é constante ou possui elemento

neutro.
¢) Dé exemplo de uma operagao associativa e nao comutativa em A e um exemplo de uma

operacgao comutativa e nao associativa em A.

3. Se A e B sao duas partes quaisquer de um conjunto X, definimos a diferenca simétrica
entre A e B como sendo o conjunto AA B = (A—B)U(B—A). Sendo P(X) o conjunto
das partes de X, defina a operagao

A PX)xPX) — PX)
(A, B) — AAB
Mostre que:
a) ANAB=(AUB)— (ANB)eque AANA=g.
b) A operacao de diferenga simétrica é associativa, comutativa e possui elemento neutro.

) AN(BAC)=(ANB)A(ANC).



4. Sabendo que a operagao “x” no conjunto A = {i,7,a,k,c,b,d,x} é associativa, complete
a sua tabua:

x| t|jlalk|c|b|d|x
i || b alc|lxl|yg
J |l x 1| k| d c
all |y kic|b|d
kg kb x| 1
clla|x Jjlb k|d
bl cl|d x|li|a k
d a b1
T it |lx|alyg c

5. Considere em Z, = {x € Z | x > 0} as seguintes operagoes:

*ZZ+XZ+ —)Z+

(m,n) — mxn=|m—n|

m ,sen=1
N:7ly X2y —> Zy, definidapormAn=< n ,sem=1
1 ,sem,n#1

a) Mostre que estas duas operagoes sdo comutativas e possuem elemento neutro.

b) Mostre que o tnico elemento a € Z, que satisfaz a implicagao

a*xT=axy=—2T=1Yy
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para x,y € Z,, € o elemento neutro de “x”.

¢) Mostre que todo b € Z,, com exce¢ao de b = 1, possui infinitos simétricos em relagao

a L(Aﬂ‘

6. Sejam A um conjunto nao vazio e P’'(A) o conjunto de todos os subconjuntos nao vazios
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de A. Considere “*” uma operacao em A e “#; 7 a operagao em P’(A) definida por
XxY={zxylzeX,yeY} , para XY € P'(A).

Mostre que:

2 b

a) “x; 7 é associativa <= “x” é associativa.

7

b) “#; 7 é comutativa <= “*” é comutativa.
c) “*1” possui elemento neutro <= “*” possui elemento neutro.

(Sugestao: para “ =" use subconjuntos unitarios de A.)
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10.

11.

Sejam A; e Ay conjuntos nao vazios e “x;” e “x,” operagoes em A; e Ag, respectivamente.

Considere o produto cartesiano A = A; x Ay e defina x : A x A — A da seguinte forma:
(Ch, CLQ) * (bh b2) = ((11 *1 b1, ag *9 52)-

Mostre que:

” 13 b 43 7

a) “x” é associativa se, e somente se, “*; 7 e “x9” sdo.
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b) “*” é comutativa se, e somente se, “*; 7 e “*y” sdo.
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c) “x” possui elemento neutro se, e somente se, “*; 7 e “*y” possuem.

Considere o conjunto F(Z) de todas as fungoes de Z em Z e a operacao de composigao
de fungoes, “o”, em F(Z). Considere também h, f € F(Z) definidas por:

2 3 divid
h(n) = 3n o f)y=14 3 , se 3 divide n

0 , caso contrario

a) Prove que foh = Idy. E verdade que ho f=1Idy?
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b) f é simetrizavel em relagao a “o”7 Justifique sua resposta.

Seja A um conjunto nao vazio com n elementos. Mostre que:

7 ~ 2’ 2
a) O nimero de operagdes em A é n™".

2+n

b) O nimero de operagbes comutativas em A é igual a n™ 2

7 ~ L o _1)2
¢) O niimero de operacdes com elemento neutro em A é igual a n(~1"+1,

Deé exemplo de:
a) Uma operacao que possui infinitos elementos neutros a direita.
b) Uma operacao que possui infinitos elementos neutros a esquerda.

¢) Uma operagao “*” num conjunto A para a qual existem = € A e m, n € N tais que

g e g =2 R

Sejam n um inteiro positivo e Z, = {0,1,...,n — 1}. Considere em Z,, as operagoes de
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soma, “@ 7, e produto, “® "7, médulo n. Mostre que:

a) “@7” é associativa, comutativa e possui elemento neutro.
b) “®7” é associativa, comutativa e possui elemento neutro.
¢) Todo elemento de Z,, é simetrizével em relacao a “ @ ”.

d) Um elemento = € Z, é simetrizavel em relacdo a “®” se, e somente se, mdc(z,n) = 1.
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13.

14.

15.

16.

Considere no conjunto IR? a operagao “*” definida por (a,b) * (¢,d) = (ac+ bd, ad + bc).
a) Mostre que (IR?, %) ¢ um mondide comutativo.

b) Sendo o = (1,1), descreva o conjunto A = {v € R? | a * v = a} e mostre que A ¢ um
submondide de (IR? x).

«

¢) Mostre que 8 = (1,2) é simetrizavel em relacao a “*”. O elemento « é simetrizavel
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em relacao a “* 77 Justifique sua resposta.

Considere (M, *) um mondide.

a) Mostre que a operacao * : M x M — M é uma funcao sobrejetora.
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b) Que condicao M deve satisfazer para que “*” seja injetora?

¢) Mostre que se a é um elemento simetrizavel do mondide (M, x), entdo a possui um
Unico simétrico.
d) Mostre que se a é um elemento simetrizavel do mondéide (M, *), entdo as aplicagoes

ha, go : M — M, definidas por g,(x) = z *a e hy(z) = a * x, sdo bijetoras.

(1PN

Sejam (F,x) um mondide, “¢” o seu elemento neutro e U(E,*) o conjunto dos seus
elementos simetrizaveis. Mostre que:
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a) U(E,x) é fechado em rela¢ao a operagao “

b) O simétrico de cada elemento de U(E, *) pertence a U(FE, *).

Sejam (M, *) um mondide e a € M. Considerando C' = {x € M |axz =z % a = a},
mostre que:
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a) C' é nao vazio e é fechado em relacao a “x
b) Se x € C e x é simetrizavel, entdo o simétrico de z também pertence a C.
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Sejam A um conjunto e “*” uma operacao associativa em A.

a) Mostre que R(A,*) é fechado em relagao a operacao “x*”.
b) Se A é finito e a € R(A, %), mostre que as aplicagdes
Jgo: A — A he: A — A
r — go(x)=z%a r — he(x)=axzx

sao bijetoras.

c) Se A é finito e a € R(A, %), mostre que g, '(a) é um elemento neutro & esquerda para
“x7 e hyt(a) é um elemento neutro & direita para “*”
d) Conclua que se A ¢ finito e R(A, ) é nao vazio, entao existe em A elemento neutro

7

para a operacao “
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18.

19.

20.
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Sejam M um conjunto nao vazio e “x” e “.” operacoes em M, sendo

14

-7 distributiva

« «

em relacao a “*”. Suponha que “*” possui elemento neutro e este elemento por 0.

“x 7, entao

a) Mostre que se todo elemento de M é regular a esquerda em relacao a
0-x=2x-0=0 para todo x € M.

« 7

b) Mostre que se todo elemento de M é regular a direita em relacdo a “ *”, entao
0-z=x-0=0 para todo z € M.

¢) Dé um contra-exemplo mostrando que o resultado do item (a) perde a validade se
simplesmente retirarmos a hipdtese de regularidade a esquerda dos elementos de M em
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relacao a “x
Seja A um conjunto nao vazio e considere em A as seguintes operacgoes:

o: AxA — A H: AxA — A
(,y) — zoy=ux (z,y) — xzBy=y

Mostre que:

7

¢é distributiva a direita e “H” é

7

a) Se “*” é uma operagao qualquer em A, entao “o
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distributiva a esquerda em relacao a “x
b) Qualquer operagao em A é distributiva em relagdo a “o” e a “H”.
¢) Mostre que “o” é a tnica operagao em A que é distributiva a direita em relac¢ao a toda

operacao em A.

Sejam A e B conjuntos nao vazios e suponha que existe uma funcao bijetora g : A — B.

Considere “x” uma operacao em A e defina

A: BxB — B
(z.y) — 2Dy =g(g " (x) g7 (y))
Mostre que:

7

a) “x” serd associativa se, e somente se, “A” for.
b) “*” serd comutativa se, e somente se, “A” for.
c) “*” tera elemento neutro se, e somente se, “A” tiver.

d) Se ambas as operagdes tiverem elemento neutro e a € A, entdo a serd simetrizavel com
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respeito a “*” se, e somente se, g(a) for simetrizavel com respeito a “A”.

13 2

Sejam a e b inteiros e defina a operagao “*” em Z por

rxy=axr+ by, para z,y € Z.
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21.

22.

Determine condigoes sobre a e b para que esta operacgao:

a) Seja associativa.

)
b)

Seja comutativa.

¢) Seja associativa e comutativa.

d) Tenha elemento neutro.

e) Defina estrutura de mondide comutativo em Z.

“wn

Sejam (M, *) um mondide e “€” o seu elemento neutro. Considerando o subconjunto
A={x e M |xz+xx =2z} de M (A é o conjunto dos elementos idempotentes), mostre

que:
a) A é nao vazio.

b) O tnico elemento deste mondide que é simetrizével e que pertence a A é o elemento

neutro.

c) Se “x” é comutativa, entao A é um submondide de (M, x).

“x7 entao x Am € Ae

d) Se “A” é uma operagao em M distributiva em relagao a
m A\ x € A para quaisquer m € M e x € A.
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e) Pode-se afirmar que A é fechado em relacao a “*”, mesmo sem a hipdtese de comuta-

tividade desta operacao? Justifique.

f) Dé exemplo de um mondide infinito nao comutativo no qual todo elemento é idempo-

tente.

” uma operac¢ao num conjunto F que é associativa e tem elemento neutro. Sendo

Seja “x
A um subconjunto nao vazio de E, indicamos por C'(A) o conjunto dos elementos = € E
tais que a * x = x * a para todo a € A. No caso de termos A = {a}, indicamos C(A)
simplesmente por C'(a). Provar que:

a) C(A) é fechado em relacao a operagao “x”.
b) Se BC A C E, entao C(B) 2 C(A).
c) C(C(C(A))) = C(A).

d) C(a) C C(a™) para todo a € E e para todo inteiro n > 2.

e) Se z € A e x é simetrizavel em relacao a “x” | entao o simétrico de z também pertence

a A.

f) Dé um exemplo de uma operacdo “ A 7 num conjunto X para a qual existe a € X tal

que Ci(a) ={r € X | x A a=a A x} nao é fechado em relagao a “ A ”.
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Seja (M, *) um mondide e denote por e o seu elemento neutro. Mostre que:

a) Se para um certo elemento a € M existem x,y € M tais que a * z = y ¥ a = e, entdo
xr=1y.
b) Se b é um elemento de M tal que b" é simetrizavel, para algum inteiro n > 1, e se k é

um inteiro tal que 0 < k < n, entdao b* também é simetrizavel.

Dé um contra-exemplo para a afirmacao: se x e y sao elementos de um mondide tais que

xy € simetrizavel, entao necessariamente x e y sao simetrizaveis.

Uma lei de composi¢ao interna (z,y) — x xy em E # @ é dita ser totalmente nao

associativa se (a x b) x ¢ # a x (b ¢) para quaisquer a, b, ¢ € E. Mostre que:
a) Tal lei ndo é comutativa e nao possui elemento neutro.

b) (a,b) — a® é totalmente nio associativa em F = {3,4,5,6,...}.

Mostre que A = {Cosf +iSenf € C | § € IR} é um subconjunto de C fechado em relagao

a multiplicacao usual de niimeros complexos. .

Considere (M, *) um mondide e denote por “e” o seu elemento neutro. Considere também
um subconjunto nao vazio A de M, fechado em relagao a “x”. Suponha que (A, x) possui

elemento neutro e denote este elemento neutro por e;.

a) E necessariamente verdade que e = e;? Se a resposta for afirmativa, dé uma prova; se

for negativa dé um contra-exemplo.
b) Mostre que se existe a € A tal que a é simetrizavel em (M, %), entao tem-se e = ej.
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Considere A um conjunto nao vazio, “*” uma operacao em A. Dizemos que um sub-
conjunto B de A satisfaz a propriedade de absor¢ao em relagao a “*” se para quaisquer
r€Aebe Btem-se xxb€ Bebxx e B. Mostre que:

a) Se B e By sao subconjuntos de A que satisfazem a propriedade de absor¢ao em relagao

a “x”, entao By U By e By N By também satisfazem esta propriedade.

b) Se “x” possui elemento neutro e B # A, entao BNU(A, x) = @.

Sejam (A, %) um mondide comutativo. Mostre que:

a) Se a € A, entao o conjunto B = {a*z | x € A} satisfaz a propriedade de absor¢ao em
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relacao a “x

b) Se X ¢é a unido de todos os subconjuntos préprios de A que satisfazem a propriedade

de absorcao em relagao a “*” entdo X = A — U(A, x).

¢) O resultado do item (a) continua valido sem a hipétese de comutatividade de “* "7

Justifique.
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30. Considere o conjunto F(IR) de todas as fungoes de IR em IR. Dados os subconjuntos
C={feF(R)| f(1)=0} ; A={feF(R)|Im f é finita} e

D= {f e F(R)| f édiferencidvel e f'(z) > 0 Vx € IR}

de F(IR), decida qual(is) deles é (sao) fechado(s) e qual(is) deles satisfaz(em) a proprie-

dade de absorgao em relacao a cada uma das seguintes operacoes:
a) A soma usual de fungoes.
b) O produto usual de fungoes.

¢) A composicao de fungoes.





