ESTRUTURAS ALCEBRICAS

2¢ LISTA DE EXERCICIOS
. Considere o conjunto de matrizes

)

Mostre que M, munido do produto de matrizes, é um grupo.

a,b,c,d € 7 , \ad—bc]zl}.

. Considere o conjunto P(A), onde A é um conjunto nao vazio, e a operagao de intersecao

de conjuntos. (P(A),N) é um grupo? Justifique sua resposta.

. Sejam G um grupo e a € G. Mostre que a aplicacao v, : G — G, definida por

Ya(g) = a"'ga, é uma bijecao.
. Sejam G um grupo e a,b € G tais que ab = ba. Mostre que:

a) a™b = ba™ para todo n € Z.
b) (ab)™ = a"b" para todo n € Z.

. Sejam A e B conjuntos nao vazios de mesma cardinalidade e seja g : A — B uma bijecao

43

Considere em A uma operagao “*” de modo que (A, *) seja um grupo. Defina entdo em

14

©o” da seguinte forma:

by o by = 9(971(61) * 971(62»-

B a operacao

Mostre que (B,©) é um grupo e identifique o seu elemento neutro.

7

. Considere o conjunto A = {1,a,b,xz,y} e “x” uma operacao em A, definida pela seguinte

tabela:
xlalb|lxly|l
al|lblxz|1]b|a
blal|l|ly|lxz]|b
xlllalbl|ly|x
yllz|lylallly
lija|blz|y|l

a) Existe em A um elemento neutro para a operagao “*”7

b) (A, *) é um grupo? Justifique sua resposta.
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c) “x7 é associativa?



10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

Seja G um grupo com elemento neutro e. Suponha que 2% = e para todo x € G. Mostre

que G ¢é abeliano. (Dica: se z, y € G, temos (zy)* = e.)

Considere o conjunto Zg = {0,1,2,3,4,5,6, 7} e a operagao @& definida da seguinte forma:
a @ b = resto da divisao de a + b por 8, para a,b € Zg. Construa a tabua de operacao do

grupo (Zs, @) e exiba um subgrupo de Zg de ordem 2, se existir.

Consideremos o grupo Sz (grupo simétrico sobre o conjunto Z) e f,g € Sz, definidas da

seguinte forma:

n+1 ,sen épar n—1 ,sen épar
f(n) = » e g(n)= »
n—1 ,sen éimpar n+1 ,sen éimpar

Mostre que o(f) = 0(g) =2 e que o(f og) =

Considere o grupo M do exercicio 1 e os elementos A = ( (1) _01 ) e B= ( 0 1 )
de M. Mostre que 0o(A) =4, o(B) =3 e 0(AB) =

Calcular as ordens de todos os elementos de S3 e construir a tabua de operacao deste
grupo.

Seja G um grupo finito de ordem par. Mostre que existe z € G tal que o(z) = 2.

Sejam G um grupo e z € G um elemento de ordem finita. Suponha que o(z) = nm, com

m e n inteiros positivos. Mostre que o(z") = m.

Considere o conjunto Do, = Z x {1,—1} e a operacao * : Dy, X Doy — D, definida por
(n,x) * (m,y) = (n+ xm, zy).

a) Mostre que (D, %) é um grupo.

b) Mostre que H = {(m, 1) / m € Z} é subgrupo de D,

¢) Mostre que o((m,—1)) = 2, para todo m € Z.

d) (Do, *) é abeliano? Justifique sua resposta.

Considere o grupo C* = C—{0}, cuja operagao é o produto de niimeros complexos. Sejam
C={z€Cl|z|=1}eC,={2€C| 2" =1}, onde n € N. Mostre que C,, < C < C*.

Considere o grupo GLy(IR) e o conjunto

{(5)

Mostre que H é um subgrupo abeliano de GLy(IR).

a,be R, a2+627é0}.
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18.
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20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

Considere § = {(an)nen | an € IR} e o grupo (S,+), onde “+ 7" denota a operagao de
soma de sequéncias. Considere também os subconjuntos K, das progressoes aritméticas,

e (', das sequéncias convergentes, de S.
a) Mostre que K e C sao subgrupos de S.
b) Determine K N C.

Sejam G um grupo, g € G e H e K dois subgrupos de G.
a) Mostre que C(g) = {z € G | xg = gz} é um subgrupo de G.
b) Se G é abeliano, mostre que HK = {hk | h € H , k € K} é um subgrupo de G.

Seja G um grupo abeliano e considere o conjunto T'(G) = {g € G | o(g) < co}. Mostre
que T'(G) é um subgrupo de G. Vale o mesmo resultado sem a hipétese de comutatividade
de G? Justifique.

Sejam G um grupo e a € G. Mostre que o(a) = o(a™') e (a) = (a™1).
Encontre todos os subgrupos de S3 e verifique qual(is) deles é(sdo) normal(is).

Seja G um grupo abeliano finito com pelo menos dois elementos de ordem 2. Mostre que
|G| é um multiplo de 4. (Dica: se a e b sao dois elementos de G de ordem 2, mostre que
H ={e,a,b,ab} é um subgrupo de G).

Suponha um grupo finito G' com dois subgrupos de ordens m e n primos entre si. Mostre

que |G| é multiplo de nm.

Considere o grupo (Cia,-), onde C1o = {w € C | w'? = 1}. Existe algum elemento

w € O, diferente de 1, tal que w® = 1?7 Caso exista, encontre todos.
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Considere X um conjunto finito com exatamente 10 elementos e “*” uma operacao em
X. Suponha que a e b sao dois elementos distintos de X tais que axa = (b*b) x b = a.

Mostre que (X, %) ndo pode ser um grupo.

Verifique se cada uma das seguintes aplicagoes sao homomorfismos de grupos.

a) Y : Sy — Sy, definida por (a) = a?.

b) M, (IR) é o grupo aditivo das matrizes n X n com entradas reais, IR é o grupo aditivo
dos reais e det : M, (IR) — IR ¢ a funcao determinante.

¢) Z é o grupo aditivo dos inteiros e f, g : Z x Z — 7 sao definidas por f(z,y) =x+vy
eg(z,y) =zy.

d) IR* é o grupo multiplicativo dos reais nao nulos e det : GL,(IR) — IR* é a fungao

determinante.



27.

28.

29.

30.

e) F(IR) é o grupo aditivo das fungdes de IR em IR, My(IR) é o grupo aditivo das
matrizes 2 x 2 com entradas reais e T' : F(IR) — My(IR) é definida por T(f) =

( 1(0) o)
FO+ @) f) )

Considerando G um grupo, mostre que as seguintes afirmacgoes sao equivalentes:
a) G ¢é abeliano.

p: G — G

b) r — pr)=a"!

¢ um homomorfismo.

Considere C*°(R) = {f : R — IR | f ¢é infinitamente diferencidvel} e o grupo

(C>®(IR),+), onde ” +” é a soma de fung¢oes. Considere também o operador derivagao:

D: C®(R) — C>(R)
f — D(f)=f"

Mostre que D é um homomorfismo sobrejetivo e determine o seu nicleo.

Sejam G e Gy grupos e ¢ : G — G um homomorfismo. Mostre que:
a) Se H é um subgrupo de G, entao p(H) = {¢(h) | h € H} é um subgrupo de G;.
b) Se H QG e ¢ é sobrejetor, entao p(H) <Gy

¢) Se g € G é um elemento de ordem finita, entao ¢(g) também tem ordem finita e o(¢(g))
divide o(g).

d) Se K é um subgrupo de Gy, entao ¢ '(K) = {x € G | ¢(x) € K} é um subgrupo de
G. Se K <Gy, entao ¢ H(K) 9 G.

Considere os grupos (IR, +) e (IR, -) (IR}, = {x € R |z > 0}). Mostre que a aplicacdo

erp: IR — IR}
r — exp(r)=e"

é um isomorfismo.





