ESTRUTURAS ALCEBRICAS

3¢ LISTA DE EXERCICIOS
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. Considere em Z as operacoes “+; 7 e “*” definidas por
a+i1b=a+b-1 e axb=a+b—ab.

a) Mostre que (Z, 41, *) é um anel. Identifique o zero deste anel.
b) (Z,+1,*) é comutativo?
¢) (Z,+1,*) possui unidade? Em caso afirmativo, identifique-a.
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. Considere o conjunto IR? e as operacoes “+", “-7 “x 7 e “x” em IR? definidas por:
(@1, 01) + (2, 02) = (@1 + 22,910 +12) 0 (21,41) - (22, 42) = (2172, 9172)
(1, 91) X (22,92) = (2122, 2192) 5 (21, 91) * (22,92) = (221 — Y2, 9172)
a) Mostre que (IR?,+,-) é um anel comutativo com unidade.
b) Mostre que (IR?,+, x) é um anel nao comutativo e sem unidade.
¢) (IR* +, ) é um anel? Justifique sua resposta.

. Sejam V um espago vetorial e L£(V') o conjunto de todas as transformagoes lineares de V'

em V. Considere as operagoes de soma de transformacoes lineares, “ + 7, e composi¢ao
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de fungoes, “o
a) Mostre que (L(V),+,0) é um anel com unidade.
b) Identifique o zero e a unidade deste anel.

c¢) Existe algum espaco vetorial V' para o qual (£L(V),+,0) é comutativo? Justifique.

. Seja A um anel. Mostre que as seguintes afirmagoes sao equivalentes:
i) A é comutativo.

ii) (z +y)(z — y) = 2* — y? para quaisquer x,y € A.

. Sejam A um anel e a, b € A.
a) Desenvolva (a + b)% e (a + ).

b) Desenvolva as poténcias do item (a) com a hipdtese de que ab = ba.

c¢) Supondo que ab = ba e que a®> = b?> = 0, mostre que (a + b)" = 0 para todo inteiro

n > 3.
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Seja A um anel com a seguinte propriedade: a? = a para todo a € A. Mostre que:

a) a = —a para todo a € A.

b) A é comutativo.

Mostre que todo anel com grupo aditivo ciclico é comutativo. Conclua que todo anel
finito de ordem prima é comutativo.

Sejam A um anel com unidade. Mostre que:

a) Se a, b, ¢ € A sdo tais que ab = ca = 1, entdo b = ¢ e portanto a é um elemento

inversivel do anel A.

b) Se z € A é tal que x? é inversivel, entao x também é inversivel.

Sejam R um anel com unidade e a € U(R). Mostre que:
a) Se x € R e axr =0, entao z = 0.

c) Se b, c € Reab=ac, entao b = c.

d) Se 3a = 0, entao 3z = 0 para todo = € R.

Sejam K um corpo de 2 elementos. Considere o produto cartesiano R = K x K e as

operacoes “+7 e “x” em R definidas por
(a,b) + (¢,d) = (a+ ¢, b+ d) e (a,b) * (¢,d) = (ac+ bd,ad + bc + bd) .
Mostre que (R, +,*) é um corpo e construa as tabelas de suas operagoes.

Seja K um corpo. Mostre que sao equivalentes:

i) Nao existe z € K tal que 2? = —1.

ii) Para a, b € K com a? + b* = 0 tem-se necessariamente a = b = 0.

Encontre nos corpos C, (Z5,®,®) e (Z13,®, ®) elementos z tais que 22 ¢é igual ao oposto
aditivo da unidade.

Em cada item, mostre que o anel nao ¢ um dominio de integridade e determine os seus
elementos inversiveis.

a) (Z10,®,0).

b) (Z12,®,0).

¢) Z x 7 (produto direto).
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Em cada item, verifique se o anel é um dominio de integridade. Em caso negativo, exiba

algum divisor de zero.

a) (A,+,x*), onde A é o conjunto Z x Z e “+”7 e “x” sado operagoes em A definidas por
(w1,91) + (2,92) = (1 + 22,51 +32) e (21,01) * (22,42) = (2172 — Y1y, T1Y2 + Y122) -

b) (Z13,®,®).

ao-{( ")

d) F(IR), cujas operagoes sao a soma e o produto usuais de fungoes.

a,bElR}

a,b e R} (subanel de Ms(IR)).

Considere o anel de matrizes Ms(IR). Mostre que

s

¢ um subanel de M(IR) e que M é um corpo.

Mostre que:

)

b) {(z,y) € Z X Z | © + y é par} é um subanel, mas nao um ideal, do produto direto
Z x 7.

a,be ]R} ¢ um subanel, mas nao um ideal de Ms(IR).

¢) {(0,y) | y € Z} é um ideal primo do produto direto Z x Z.

d) Do ={f € F(IR) | f'(0) existe e ¢ igual a 0} ¢ um subanel do anel F(IR) de todas as
fungoes de IR em IR. Dy é um ideal de F(IR)? Justifique.

e) I ={feF(UR)| f(1) =0} é um ideal maximal do anel F(IR).
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g) Se A é um anel, entao I = {a € A | 3a =0} é um ideal de A.
h) Z ={X € P(A) | X é finito} é ideal do anel P(A) das partes de A.

a,be ]R} ¢ um ideal do anel S do item (a).

Sejam A um anel, b € A, B um subanel de A e I e J ideais de A. Mostre que:
a) C(b) ={x € A| xzb= bz} é um subanel de A.

b) S ={z € A|xb=x} é um subanel de A.

c) B+I={x+y|xze B, yecl}éumsubanel de A.

d) BN I éum ideal de B. BN I é necessariamente um ideal de A?
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e) Z(A) ={x € A| /xa = ax Ya € A} é um subanel comutativo de A (Z(A) é chamado
de centro de A).

f) Se A é comutativo, entdo Ann(b) = {x € R | b =0} é um ideal de A.
g) T'={reR|xJ CI}éumideal de A.

Mostre que:

a) Se [ =8Z e J =127 (ideais de Z), entdo [ + J =4Z, INJ = 24Z e 1J = 96Z.

b) Se I =27 e J = 3Z (ideais de Z), entao [ +J =7, INJ = 1J = 6Z.

¢) Se R é um anel comutativo com unidade e a, b € R sdo tais que a + b = 1, entao para
I =aReJ =0bRtemse I+ J=RelINJ=1J=abR. (Dica: para mostrar que
IJ=1InJ tomex € INJeobserve que z = za + zb.)

Seja D um dominio de integridade. Mostre que:

a) Se a € D é tal que a®> = a, entdo a = 0 ou a = 1p.

b) Se S # {0} é um subanel de D com unidade, entao 1g = 1p.

¢) Se I e J sao ideais de D, ambos diferentes de {0}, mostre que I N J # {0}.

Considere o subconjunto Q(v/2) = {a 4+ bv/2 | a,b € Q} de IR. Mostre que:
a)Sea+bvV2=c+dy2,coma,b c,dcQ, entdoa=ceb=d.
b) Q(v/2) é um subcorpo de IR e determine o', onde @ = a + bv/2 # 0.

Em cada item, verifique se a aplicagao é um homomorfismo de anéis. No caso da aplicagao

ser um homomorfismo, determine seu ntcleo.

a) f: My(IR) — IR ¢ definida por f(A) = det A.

b) Considere o anel (219, ®,®) e a aplicagdo r : Z — 249, definida por r(n) = resto da
disvisao de n por 10.

¢) A éum anel, a € A é um elemento idempotente e g : Z — A é definida por g(n) = na.
d) D : CY{IR) — C°(IR), definida por D(f) = f’. Aqui C*(IR) e C°(IR) sdo os anéis
das funcoes de IR em IR de classe C'! e continuas, respectivamente, cujas operacoes sao a

soma e o produto usuais de fungoes.

e) Sendo A um conjunto e B C A, considere o anel P(A) e a aplicagao

¢: P(A) — P(A)
X — e(X)=XNB
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f) Considere C°(IR) como no item (d) e a aplicagao
Yv: C(R) — IR
1
— = d
i vin) = [ s

Sejam A e R anéis e ¢ : A — R um homomorfismo. Mostre que:
a) Se B ¢é subanel de A, entao ¢(B) é subanel de R.

b) Se I ¢ ideal de R, o '(I) ={z € A| p(x) € I} é ideal de A.
c¢) Se A possui unidade, ¢(14) é unidade de I'm ¢.

d) Se x € Aen €Z, entao p(nx) = np(z).

e)Sex € Aen€Z, comn >0, entdao p(z") = p(z)".
Sejam A um anel comutativo com unidade e @ € A. Defina

Va: A — A
r — pu(x) =ax
a) ¢, ¢ um homomorfismo se, e somente se, « é idempotente.
b) se A é um dominio de integridade e ¢, ¢ um homomorfismo, entao ¢, = 0 ou ¢, = [d4.
¢) Se B é um subanel com unidade de A e & = 1— 15, mostre que ¢, é um homomorfismo

cujo nucleo contém B.

Sejam A um anel com unidade e a € U(A). Considerando a aplicacao

Ya: A — A

r — pu(z) = ara?

mostre que:

a) @, ¢ um automorfismo de A.

b) Se a,b € U(A), entao vup = @a © ©p.

Considerando o anel M do exercicio 14, mostre que a aplicacao

g: C — M

a+bi — g(a+bi):( ab b)
—b a

é um isomorfismo de anéis.

Mostre que os corpos Q e Q(v/2) (exercicio 19) ndo sdo isomorfos.





