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Resumo: O presente trabalho tem o intuito de propor atividades envolvendo a andlise de padroes com de-
terminantes de matrizes, com os objetivos de estabelecer formulas para o cdlculo de determinantes de matrizes
especiais, abrir horizontes para manipulacoes das propriedades deste objeto de estudo e desenvolver o pensamento
matemdtico. Destacamos também a investigacao matemdtica como metodologia para produzir e redescobrir co-
nhecimentos e o uso de tecnologias como ferramenta para divulgar e expandir o uso experimental na Matemdtica,
expondo como um professor pode desenvolver essas atividades de forma a promover um ensino de qualidade na
FEducagao Bdsica.
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1. Introdugao

A preocupacao em oferecer um ensino de qualidade na Educacgao Bésica em Matemaética nos instiga a refletir a
nossa pratica como educador e buscar solugoes que atendam a demanda de um mundo cada vez mais globalizado
e tecnoldgico.

Visando o desenvolvimento do protagonismo estudantil na aprendizagem da matematica, dos pensamentos
algébrico e computacional do estudante, os professores podem consultar os documentos normativos do Ministério
da Educagao e Cultura, tais como a Base Nacional Comum Curricular (BNCC) e os Parametros Curriculares
Nacionais (PCN), a fim de buscarem orientagoes para a pratica pedagégica do docente e, consequentemente,
garantir as aprendizagens essenciais.

Entre as recomendagoes expostas nestes registros temos a indicagao de atividades pedagodgicas envolvendo
a identificagdo de regularidades e generalizacoes de padroes para desenvolver o dominio de um saber/fazer
Matemética e de um saber/pensar matematico. Segundo |Giraldo, Paulo e Mattos| (2012)), “a incorporagao de
tecnologias computacionais no ensino de Matematica possibilita novas abordagens, e em alguns casos revelando
aspectos dos conceitos matematicos que nao poderiam ser ensinados por meio de recursos convencionais”.
Assim, o uso desse tipo de tecnologia subsidia a realizacao de atividades essenciais para o desenvolvimento e
formacao da aprendizagem da matemadtica, tais como a identificagao de padroes, elaboragao de conjecturas,
fazer experimentos e avaliar ou reavaliar os resultados, propor generalizagoes e em certos casos estabelecer suas
demonstragoes.

Conforme (PONTE; BROCARDO; OLIVEIRA! [2006), a investigacdo matemética “envolve naturalmente
conceitos, procedimentos e representagoes matematicas, mas o que mais fortemente os caracteriza é o paradigma
de conjectura-teste-demonstragdo”. A incorporagao dessa préatica na sala de aula pode favorecer a interacao
do estudante com métodos ativos de aprendizagem, possibilitando e incentivando a busca de demonstragoes,
contraexemplos e reflexoes de suas descobertas que devem fazer parte de uma aprendizagem pautada no préprio
educando.

Diante dessa perspectiva, elaboramos algumas atividades para analisar padroes, envolvendo determinantes e
matrizes, com os objetivos de estabelecer férmulas e abrir horizontes para novas manipulagoes das propriedades
deste objeto de estudo. E assim, promover praticas distintas de uma simples algoritmizacao tao recorrentes na
sala de aula.

Para tanto, propomos o uso do software MaximaEL para a exploracao das atividades, verificagoes e refinamen-

Ihttp://maxima.sourceforge.net/
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tos das conjecturas estabelecidas. A escolha desse software ocorre porque ele é disponibilizado gratuitamente
e permite a manipulacao de objetos matemdticos em suas representacoes algébricas e simbdlicas. Com isso,
priorizamos o tempo de estudo do estudante na validagao do pensamento, em detrimento ao tempo gasto no
processo de algebrizagao.

Como resultado da nossa pesquisa, apresentamos algumas atividades que explora o paradigma exploragao-
conjectura-demonstragao que exibiremos na préxima Segao.

2. Exemplo de atividade envolvendo padroes, conjecturas e determinantes

Quando pensamos em padroes e regularidades, logo associamos ao que é comum a todos os objetos em
um dado conjunto/grupo. A identificagdo e as generalizagoes de padroes favorecem o desenvolvimento do
pensamento algébrico, em todas as etapas da Educagdo Bésica, como apontam BRASIL| (2018) e BRASIL|
(2000).

Durante a nossa pesquisa percebemos que o determinante de algumas matrizes especiais, que apresentam
regularidades e padroes na disposicao dos elementos que a compoem, também figura padroes em funcao da
ordem ou de alguns elementos destacados da matriz. Sabemos que o determinante possui muitas aplicagoes,
entre elas caracterizar um conjunto de trés pontos colineares e, por sua vez, oferece uma maneira alternativa
para a obtencao da equagao da reta que passa por dois pontos dados, assim como sao utilizados para o calculo
de area de figuras planas e o cdlculo de volume de alguns sélidos geométricos, sendo, portanto, um conteido
riquissimo do ponto de vista educacional, merecendo maior destaque no Ensino Médio.

A despeito deste objeto matemético estar relacionado a problemas de dreas e volumes, bem como a colineari-
dade de pontos no plano, ele ndo provoca afinidades dos estudantes com o seu estudo pelo fato de envolver, além
de célculos cansativos, atividades que requerem do estudante apenas a aplicacao de regras, desestimulando o
interesse do discente. Além disso, é bastante comum encontrar nos livros diddticos apenas exercicios propostos
de repeticao, sem nenhum destaque as propriedades desse interessantissimo objeto.

Por meio das atividades propostas a seguir, os estudantes, por meio da observagao dos resultados, dos padroes
e regularidades percebidos, sao estimulados a utilizar as propriedades para demonstrar casos particulares, testar
ou refutar uma conjectura. A anilise de uma das propostas serd apresentada na Secdo 3.

Atividade Proposta 1. Sejam a € R e a matriz A, = [aijlnxn, definida por:
aij:{ 1, sei;éj',

a, se i =j.
Quais seriam os valores dos determinantes quando a € {0,1}, para as matrizes de ordem 2,3,4 ¢ 5% O que se
percebe nestes resultados? Agora, o que aconteceria se a € {2,3,4} 7
Conjectura 1. |A,| = (a—1)" - (a+n—1).

Atividade Proposta 2. Seja b € R, utilize o Maxima para obter o determinante da matriz abaizo, considerando
0s casos de ordem 3, 4 e 5, descreva o padrao observado.

b, sei=jei#1,
1, caso adverso.

B, = [bij]nxn tal que bij = {
Conjectura 2. |B,|= (b—1)""1.
Atividade Proposta 3. Sejam a,b € R, considere a matriz C,, = [¢;j]nxn definida por:
a, sei=7j,
Cij = b, sei—j=1loui=1ej=n,
0, caso adverso.

Utilize o Maxima para obter o determinante da matriz C,, com n = 3, 4 e 5. Registre os resultados dos
determinantes e observe os expoentes de a e b. Consegue detectar alguma relagdo? Registre a sua conjectura e
procure justificd-la.

Conjectura 3. |C,| = a" + (—1)""'p".
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3. Resultado e discussao da Atividade Proposta 1.

Nessa atividade, o professor pode motivar os estudantes a utilizar o Maxima para calcular o determinante da
matriz fornecida. Apds estabelecerem a conjectura intuitivamente, direcionar os discentes a realizarem algumas
verificagbes para casos particulares, por exemplo considerando inicialmente alguns valores de a e de n. Caso elas
sejam refutadas, o estudante é aconselhado a refind-las. Para isso, os questionamentos apontados no enunciado
do exemplo devem direcionar o estudante a perceber que, no caso a = 0, o determinante é igual a ordem da
matriz menos uma unidade, variando o sinal conforme a paridade da ordem da matriz. Podemos representar
esses resultados em uma tabela para facilitar a observacao de resultados e identificagao dos padroes.

Tabela 1: Resultado do determinante, em fungao do valor de a

n|la=0|a=2|a=3
2 1 3 8
3 -2 4 20
4 3 5 48
5 -4 6 112

Fonte: Elaborada pela autora

Nesta etapa da investigacao, para cada valor de a, os estudantes podem estabelecer conjecturas distintas.
O professor pode estimular os alunos a realizarem algumas verificagoes no Maxima e justificd-las, mediando
através das propriedades dos determinantes. Possiveis conjecturas podem surgir para casos de a € {0,2,3},
sendo:

a = 0=[A,[=(n—-1)- (1),
a = 2=A,]=(n+1),
a = 3=|A,]=2"n+2).

Para os dois primeiros casos, classificamos de facil percepgao a identificagao dos padroes. Para a = 3, é possivel
que os estudantes apresentem dificuldades: para supera-las, sugerirmos que o professor estimule os estudantes
a reescrever cada resultado obtido como um produto de fatores primos, a fim de estabelecer relagbes com as
poténcias de 2. Note que, para cada caso particular do valor de a, temos conjecturas distintas. Para o caso
geral, recomendamos que seja realizado pelo professor, uma vez que, para alguns estudantes, o processo de
demonstracao é desconhecido.

Vale ressaltar que para conjecturar é preciso explorar e imaginar uma generalizacao a partir de exemplos
significativos. E, quando os estudantes observam os casos particulares, adquirem experiéncias, o processo de
refutacao e reformulagao ocorrem espontaneamente. Para isso, exploraremos os casos particulares:

Para n = 1, por definicao de determinante, temos que:

|A1] = a.
Paran=2:
a
ol = |40 |-,
Para n = 3, temos:
a 1 1 a 1 1 a 1 1
[As] = |1 a 1 |=| 1 a 1 |=(+2)-|1 a 1
1 1 a a+2 a+2 a—+2 1 1 1

a—1 0 1
0 a—1 1
0 0 1

(a+2)- =(a+2) - (a—1)2

Embora essa opgao envolva manipulagoes com varias propriedades, ela é vidvel pois os algoritmos realizados
também apresentam regularidades, fundamentais para a demonstragao e a obtencao do determinante de uma
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cabe ao professor estimular os alunos através de uma pergunta norteadora, por exemplo, qual a relagao entre o
expoente do fator (a — 1) e a ordem da matriz?

A partir dos resultados acima, podemos observar que existem relagoes, em funcio da ordem n da matriz e
dos elementos a da diagonal, nos direcionando a formular a seguinte conjectura:

Conjectura 1:|4,| = (a— )" ' (a+n—1).

Antes de apresentar a demonstragao do resultado, é interessante observar que o professor deve pedir aos
alunos que testem essa conjectura para outros valores que nao fizeram parte do processo inicial. Por fim, o
professor pode expor o resultado como proposicao, respeitando a linguagem e simbologia matemaética e siste-
matizando a sua demonstragao.

Proposicao 1. Seja A = [a;;] a matriz quadrada de ordem n, cujos elementos sao fornecidos pela sequinte lei

de formacgao: para cadai=1,2,....nej=1,2,...,n, oij—ésimo elemento de A é
0= 4 ase =7,
U 1sei g

Entio, |[Al=(a—1)-(a+n—1).

Demonstracao. Observe que:

a 1 1 1
1 a 1 1
[An] =
1 1 a 1
1 1 1 a
a 1 1 1
1 a 1 1
1 .
1 1 a 1
a+n—1 a+n-—1 a+n—1 a+n-—1
a 1 1 1
1 a 1 1
2 (a+n—-1) :
1 1 a 1
1 1 1 1
a—1 0 0 1
0 a—1 1 1
3 (a+n—-1) :
0 0 a—1 1
0 0 0 1
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Nas igualdades acima foram aplicadas as seguintes operagoes:

n—1
1. Substituimos a n-ésima linha por L1 + Lo +---+ L, _1, isto é: L, + Z L.
i=1

2. Utilizamos o fato que ao multiplicarmos uma linha da matriz por uma constante, o determinante fica
multiplicado por esta constante.

3. Para j € {1, 2, 3,..., n— 1}, substituimos as colunas C; por C; — Cy, isto é&: C; < C; — C,,.

4. Usamos o fato de que o determinante de uma matriz triangular é o produto dos elementos da diagonal
principal.

4. Conclusoes

O progresso do presente trabalho viabilizou uma proposta de atividade que pode favorecer a descoberta
ou redescoberta de conhecimentos matemdticos, a criacao e andlise de conjecturas, além de desenvolver o
pensamento algébrico e computacional. Todavia, pudemos comprovar as limitagoes da utilizacao de um software
no processo formativo, haja vista que com ele podemos realizar a verificacdo para casos particulares, mas nao
para o caso geral. Para isto, devemos recorrer as propriedades dos objetos e da linguagem matemaética para
realizar a demonstracao das conjecturas.
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