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Resumo: Na Geometria Fuclidiana Plana existe um resultado bastante conhecido sobre a soma dos dngulos
internos de um tridngulo, a saber, dado um tridngulo A(ABC') qualquer, sendo «, 5 e v seus dngulos internos,
a soma destes resultam em um dngulo Taso, ou seja, o+ B + v = 180°, ou ainda em radianos o+ B+ v = 7.
Contudo, se o triangulo ndo estiver contido em um plano, e sim na superficie S de uma esfera de raio r > 0,
entdo a soma de seus angulos internos serd superior a dois dngulos retos, conforme mostrou o matemdtico

francés Albert Girard em 1629. Mais precisamente, a + 8+~ =7 + —, em que A € a drea do triangulo e r ¢
r
o raio da esfera que o contém. Objetivamos apresentar e demonstrar tal resultado, a qual pode ser encontrada

em LIMA (2012)
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1. Introdugao

A Geometria Euclidiana, assim nomeada em homenagem ao filésofo e matematico grego Euclides (325 a.C.
- 265 a.C.) é um ramo da Matemadtica que estuda as figuras geométricas planas e espaciais, seus elementos e
suas medidas relacionadas como perfmetro, drea, volume, dngulo (abertura), etc. Em meados do século IIT a.C
FEuclides publicou o que viria a ser uma das obras mais bem sucedidas de toda a Histéria da Matematica, Os
Elementos, EUCLIDES (2009), constituida de 13 livros (capitulos) dos quais 5 tratam de Geometria Plana; 3
sobre Numeros; 1 sobre Proporgoes; 1 sobre Incomensurabilidade e os 3 ltimos sobre Geometria Espacial.

Nos Elementos, a proposicao 32 nos diz que dado um tridngulo A(ABC) qualquer, sendo a, 3 e 7 seus
angulos internos, a soma destes resultam em um angulo raso, ou seja, a + 8 + v = 180°, ou ainda em radianos
a+ B+ v = w. Este resultado é bastante conhecido e serve como base para muitas outras demonstragoes
envolvendo angulos de figuras quaisquer.

Toda a geometria envolvida nos Livros de 1 a 5 dos Elementos possuem algo em comum, a saber, tais figuras
estao contidas em algum plano. Contudo, se o tridngulo nao estiver contido em um plano, e sim na superficie S
de uma esfera de raio r > 0, entdo a soma de seus angulos internos sera superior a dois angulos retos, conforme
nos indica intuitivamente na Figura 1:

Figura 1: Angulos internos de um triangulo esférico

Fonte: Wikipédia
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Nao é dificil, contudo, convencer-se desse fato, bastando para isso considerar o ponto C' da figura anterior
como sendo um polo da esfera e os pontos A e B contidos no equador relativo a C, e desse modo devemos

ter a = B = %, edail a4+ f+~v =7+~ > 7 Em 1629 o matemdtico francés Albert Girard (1595 - 1632)

apresentou uma expressao que nos permite calcular tal soma conhecendo-se apenas a area A do triangulo e o
raio r da esfera que o contém.

Objetivamos com isso apresentar e demonstrar o teorema de Girard para a soma dos angulos internos de
um triangulo esférico.

2. Definigoes e Resultados Preliminares

Pretendemos aqui apresentar algumas defini¢oes e resultados que servirao de suporte teérico para o resultado
que demonstramos na se¢ao seguinte.

Definigao 1: Seja S uma esfera de centro O e raio r > 0. Um Circulo Maximo C ¢é a interse¢ao de S com
um plano que passa por O.

Definigao 2: Um circulo maximo C divide a esfera S em duas regioes denominadas Hemisférios.
As defini¢ées anteriores foram extraidas de DOLCE (2013)

Definicao 3: Seja S uma esfera de centro O e raio > 0. Um Tridngulo Esférico é uma regiao de S total-
mente contida em um hemisfério H limitada por trés arcos de circulo maximo, denominado seus lados.

Definicao 4: Seja P um ponto sobre a superficie da esfera S. Um ponto P’ ¢ dito um Ponto Antipodal a P
quando é diametralmente oposto a ele.

Definicao 5: Um Fuso f é uma regiao da esfera compreendida entre dois semicirculos maximos.

A Figura 2 mostra uma um exemplo de fuso:

Figura 2: Esfera, Circulo Méaximo e Fuso

Fonte: https://mundoeducacao.uol.com.br/

Definigao 6: Um Angulo esférico é o angulo formado por dois arcos de circulo maximo. A medida de um
angulo esférico é obtida pela abertura das semirretas tangentes a esses arcos.

A Figura 3, extraida de SANTOS (2018), ilustra a forma de se medir um angulo esférico:
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Figura 3: Angulo esférico

Fonte: file:///C:/Users/55839/Downloads/4645-19421-1-PB.pdf

Também ¢ sabido que a drea da esfera é dada por A(S) = 4772, em que r > 0 é o raio. Para a a drea do
fuso, perceba que sendo « o dngulo do fuso (medido em radianos), sua drea é diretamente proporcional a este,
e a expressio A(f) = 2ar? determina a 4rea de tal fuso.

3. Resultado Principal

Vamos agora apresentar e demonstrar o teorema devido a Girar, demonstrado por ele em 1629, a qual pode
ser encontrada em LIMA (2012)

Teorema: (Girar) A soma dos dngulos internos «, 3 e v de um triangulo esférico é dada por a+ 4~y =7+ >
,

em que A é a drea do tridngulo e r é o raio da esfera que o contém.

Demonstragao: De fato, tome um tridngulo esférico A(ABC) arbitrdrio de 4ngulos internos a, 3 e 7 totalmente
contido em um hemisfério H da esfera S, conforme ilustra a Figura 4:

Figura 4: Tridngulo Esférico A(ABC)

Fonte: https://www.gratispng.com/png-8cg2uz/
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Sem perda de generalidade, considere o ponto C' como sendo um polo do tridngulo e o circulo méaximo de preto,
ilustrado na Figura 5 como sendo o equador relativo a C. Agora, prolongue o lado AC (verde) em ambas as
diregoes até o ponto P e o ponto P’, seu ponto antipodal. Prolongue também o lado BC (azul) em ambas as
diregoes até o ponto Q e o ponto Q’, seu ponto antipodal até seu equador relativo (preto), ou seja, até o ponto
P e o ponto P’, seu ponto antipodal, conforme mostra a Figura 5:

Figura 5: Prolongamento dos lados até seu equador relativo

Fonte: Elaborada pelo autor

Com isso, obtemos exatamente a drea de um fuso de angulo v, que denotaremos por f, cuja drea ¢ dada por

A(fy) = 2972, (1)
Efetuando o mesmo procedimento a partir dos pontos B e A do triangulo, obtemos anéloga e respectivamente
A(fp) = 2612 e A(f.) = 2ar? (2)

Fazendo A(fy) + A(fg) + A(f) obtemos a drea do hemisfério H, que corresponde & metade da drea da esfera.
Mas, neste caso, a area A do triangulo foi somada duas vezes a mais, donde obtemos

2ar? +28r? + 2yr? =212 + 24 = 2r2(a +8+7) = 2712 + 2A.

1
Multiplicando por 5,2 em ambos os membros, vem
r

. 21r2 24
! =—+—
TT 2 T o2

. A
e efetuando os devidos cancelamentos, obtemos finalmente a + 8 +v =7+ ok

O resultado do Girard possui uma consequéncia imediata no que diz respeito ao valor minimo e maximo da
soma de tais angulos.
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Coroldrio: Seja A(ABC) um tridngulo esférico com «, 8 e v angulos internos. Entao,
T<a+pf+vy<3m
Demonstragao: De fato, pelo Teorema anterior tem-se
A
atf+y=71+ 3,
r

em que A é a drea do triangulo. Entao, quanto menor for a drea do tridngulo menor serd a soma dos angulos

. . A . . ‘s . [

internos, pois A —+ 0= — — 0= a+ +v — 7. Agora, quanto maior for a drea do tridngulo maior serd a
r

soma dos angulos internos, e maximizamos a rea do triangulo esférico quando A — 2772, e isto nos diz que

.A*>27T’I"2:>£2*>27T$Oé+ﬂ+74)3ﬂ'.1;0g0,
r

T<a+p+y<3m

4. Conclusoes

O resultado obtido por Girard é de grande relevancia para o nosso contexto, uma vez que 0 NOSsSO espago
ambiente (habitat) tem a forma de uma esfera, a saber, o planeta terra. Entender como funciona a geometria
de uma esfera nos permite entender com mais clareza como estudar e aplicar a geometria em escala global.

E interessante também ressaltar que, para a Astronomia, a Geologia e a Cosmologia, por exemplo, a geo-
metria esférica é de suma importancia, visto que tais areas da ciéncia estudam, dentre outras coisas, o nosso

planeta como um dos ambientes principais de pesquisa cientifica.
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