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Resumo: Neste trabalho pretendemos discutir a presenc¢a do contetiido de Andlise Combinatdria no FExame
Nacional do Ensino Médio - ENEM. Iniciamos por um breve historico do exame, destacando a sua Matriz de
Referéncia e a abordagem dada as questées de combinatdria. Apontamos um levantamento realizado nas provas
aplicadas a partir de 2009, quando o exame foi reformulado e passou para o modelo atual, onde identificamos
a incidéncia de 26 questoes que exigem o dominio das diferentes técnicas de contagem. Por fim, indicamos
uma estratégia para resolver problemas combinatorios e explicamos sua utilizagdo através de uma proposta de
resolu¢ao para uma questao.
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1. Introducao

Este trabalho é derivado da dissertacao do Mestrado Profissional de Matematica, elaborada por |[COSTA
(2021)), que apresenta uma proposta de ensino para o conteido Anélise Combinatéria no Ensino Médio. Um
dos capitulos foi dedicado a discussao desse conteiido no Exame Nacional do Ensino Médio - ENEM, apés a
reformulacao da Matriz Curricular, ocorrida em 2009.

O ENEM ¢, certamente, o principal instrumento avaliativo da etapa final da Educagao Bésica. Instituido
através da Portaria MEC n° 438, de 28 de maio de 1998, o ENEM cumpre com a atribuigdo da Uniao de
realizar o processo de avaliagao nacional para os estudantes do Ensino Médio, conforme o previsto no Artigo
92 da LDB (BRASIL], [1996)), Inciso VI: “Assegurar processo nacional de avaliagdo do rendimento escolar no
ensino fundamental, médio e superior, em colaboracao com os sistemas de ensino, objetivando a definicao de
prioridades e a melhoria da qualidade do ensino”.

Tabela 1: Quantidade de inscritos no ENEM: 1998 a 2019
Ano Quantidade de Inscritos Ano Quantidade de Inscritos

1998 157.221 2009 4.148.721
1999 346.819 2010 4.626.094
2000 390.180 2011 5.380.857
2001 1.624.131 2012 5.791.332
2002 1.829.170 2013 7.173.574
2003 1.882.393 2014 8.722.290
2004 1.552.316 2015 7.792.025
2005 3.004.491 2016 8.627.371
2006 3.742.827 2017 6.731.186
2007 3.568.592 2018 5.513.662
2008 4.018.070 2019 5.095.308

Fonte dos dados: |(https://www.gov.br/inep/pt-br/areas-de-atuacao/avaliacao-e-exames-educacionais/enem /historico)| Acesso
01,/06/2021, as 00:09.

O exame, que é aplicado anualmente, registrou as menores quantidades de inscritos nas primeiras edigoes
pois a participagao era voluntdria, conforme expresso no Artigo 5° da (BRASIL, [1998)). Mas, a partir de 2005,
quando a obtida passou a ser utilizada como meio para o ingresso nas instituicoes privadas, através do Programa
Universidade Para Todos - PROUNI (2004) e do Fundo de Financiamento Estudantil - FIES (2010), o nimero
de 1nscr1(;oes aumentou con51deravelmente Com a 1mplantaga0 do Slstema de Selecao Unlﬁcada - SISU, que
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ENEM como critério de selegao, em substituicdo parcial/total aos vestibulares, o nimero de inscritos supera
os 5 milhdes de inscritos, desde 2011. Assim, cabe destacar que uma maior quantidade de inscritos representa,
estatisticamente, que a concorréncia por vaga no Ensino Superior também aumenta (quantidade de inscritos
por nimero de vagas ofertadas).

A partir da Matriz de Referéncia e do levantamento nas avaliagoes anteriores identificamos os contetidos
mais recorrentes, onde é possivel constatar que o dominio das diferentes técnicas de contagem esta sempre pre-
sente. Isto implica na necessidade de conhecermos os conceitos elementares da Analise Combinatéria: Principio
Fundamental da Contagem, Permutacao, Arranjo, Combinagao (Simples ou Com Repetigao), entre outras.

Além disso, pretendemos analisar a insercdo deste contetiddo no ENEM e propor uma discussao sobre a
estratégia para resolver os problemas combinatérios. Em seguida, selecionamos uma questao, dentre todas
pertinentes a combinatoéria, e apresentamos uma proposta de solucao, acompanhada da discussao.

2. Metodologia

Este trabalho foi desenvolvido, principalmente, a partir de uma pesquisa documental, bibliografias relacio-
nadas ao conteido de Andlise Combinatdria e consulta ao acervo de provas do ENEM.

Inicialmente analisamos a Portaria MEC n°438/1998 que criou o0 ENEM, e a Portaria Normativa N°18/2012
que instituiu o SISU.

Em seguida, analisamos a Matriz de Referéncia, documento vigente desde 2009, que é o principal instrumento
norteador sobre os conteudos e habilidades exigidos no exame, organizados em quatro areas do conhecimento e
uma producdo do genéro dissertativo-argumentativo. A drea de Matemadtica e Suas Tecnologias contempla 45
questoes, ou seja, o equivalente a 20% da nota final do candidato.

Neste documento, identificamos que o conteiido de Andlise Combinatéria é mencionado na Competéncia
1, através da Habilidade 2: “H2 - Identificar padroes numéricos ou principios de contagem”. Contudo, esta
é uma descricao abrangente, que deixa implicito quais topicos atendem aos “Principios de Contagem”. Mais
adiante, a Matriz de Referéncia cita, novamente, os principios de contagem, ao tratar dos Conhecimentos
Numéricos: “Conhecimentos numéricos: operagoes em conjuntos numéricos (naturais, inteiros, racionais e reais),
desigualdades, divisibilidade, fatoragao, razoes e proporgoes, porcentagem e juros, relagoes de dependéncia entre
grandezas, sequéncias e progressoes, principios de contagem.” (BRASIL; [2009)

Como os Principios de Contagem sao aplicdveis em diferentes contextos, principalmente, em situagoes-
problemas do cotidiano, o estudo da Anélise Combinatéria é dividido em subtépicos que possibilitam com-
preender as tépicos derivados do Principio Fundamental de Contagem, que podemos chamar de técnicas de
contagem.

Para o estudo de cada uma dessas técnicas e como, referéncias desse trabalho, destacamos MORGADO,
HAZZAN| e PEREIRA; CAMPOS| pois, reunem as principais teorias e apresentam exemplos que permitem
aprofundar os conhecimentos na temaética, sendo um recurso além do livro didatico. Dentre estes, destacamos
a estratégia de MORGADO e CARVALHO) (2015, p. 108-109) para atacar e resolver problemas de contagem:

1) Postura. Devemos sempre nos colocar no papel da pessoa que deve fazer a ac¢ao solicitada pelo
problema e ver que decisdes devemos tomar. (...)

2) Divisao. Devemos, sempre que possivel, dividir as decisdes a serem tomadas em decisées mais
simples. (...)

3) Nao adiar as dificuldades. Pequenas dificuldades adiadas costumam se transformar em imen-
sas dificuldades. Se uma das decisoes a serem tomadas for mais restrita que as demais, essa é a
decisao que deve ser tomada em primeiro lugar.

E, também as recomendagoes de PEREIRA e CAMPOS| (2012, p. 16) que apresentam uma estratégia
semelhante para chegar a solugao de problemas combinatérios, dividir a decis@ao em subdecises e aplicar o
Principio da Multiplicagao.

O Principio da Multiplicagao pode ser utilizado também quando a decisao é dividida em mais que
duas subdecisoes. Por exemplo, suponha que a decisao tenha que ser tomada e que tal decisao seja
dividida em trés subdecisoes dq,d2,d3 que deverao ser tomadas uma apds a outra e numa seqiiéncia.
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de dy uma decisao ds tem que ser tomada, depois de tomadas as decisoes dy e ds, uma decisdo ds
tem que ser tomada.

Ambas estratégias indicam a necessidade prévia de organizar as ideias e, em seguida, aplicar o conhecimento
matematico correspondente, ter uma postura ativa para buscar solugoes e aprender com os préprios erros.
Adquirindo, neste processo, uma base de conteiidos que permita-o solucionar situagdes mais complexas que
venham a surgir, inclusive para os desafios do Ensino Superior.

Assim, o préximo passo, € identificar e resolver questoes que possam ser aplicadas estas estratégias. Por
isso, prosseguimos com um levantamento das questoes do ENEM, identificando, dentre estas, quais contemplam
o conteido de Analise Combinatéria.

3. Resultado e discussao

O Instituto Nacional de Estudos e Pesquisas Educacionais Anisio Teixeira - é responsavel pela ela-
boragao e aplicacao do ENEM, mantendo, em seu site, o banco de provas e gabaritos de todos os exames
aplicados, desde o primeiro realizado em 1998 até o ano de 2020.

Analisamos cada prova e cada questao, com a finalidade de averiguar a incidéncia das questoes cujo contetido
é Andlise Combinatdéria, a partir de 2009. O resultado estd ilustrado no Gréfico Figura[l] onde é possivel observar
o quantitativo anual, variando de 1 a 4 questoes, e o total de 26 questoes aplicadas nas doze dltimas edicoes.

Figura 1: Questdes de Anélise Combinatéria no ENEM - 2009 a 2020
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Depois que as questoes foram identificadas e catalogadas, somos motivados a resolver algumas, aplicando a
estratégia de resolucdo apresentada na metodologia. Assim como o trabalho de (2021)), que sugeriu as
resolucoes para dez questoes aplicadas no ENEM, referentes ao mesmo contetido.

Aqui, detalharemos a solugdo para apenas uma questao, que foi aplicada no exame de 2017. Selecionada
porque exemplifica bem o modelo de questao aplicado no exame e pode, claramente, ser resolvida segundo a
estratégia de MORGADO e CARVALHO)| (2015). Além disso, a resolugéo é interessante devido a sua comple-
xidade, que pode ser desenvolvida por uma técnica de contagem menos usual. Vejamos:

Um brinquedo infantil caminhao-cegonha é formado por uma carreta e dez carrinhos nela transpor-
tados, conforme a figura.
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No setor de producao da empresa que fabrica esse brinquedo, é feita a pintura de todos os carrinhos
para que o aspecto do brinquedo fique mais atraente. Sao utilizadas as cores amarelo, branco, laranja
e verde, e cada carrinho é pintado apenas com uma cor. O caminh&o-cegonha tem uma cor fixa. A
empresa determinou que em todo caminhao-cegonha deve haver pelo menos um carrinho de cada
uma das quatro cores disponiveis. Mudanga de posi¢ao dos carrinhos no caminhao-cegonha nao gera
um novo modelo do brinquedo.

Com base nessas informacoes, quantos sao os modelos distintos do brinquedo caminhao-cegonha que
essa empresa poderd produzir?

A) Csa

Co3

Cio,4

64
46

ACRERSRCY

Solugao: Existem 10 carrinhos a serem coloridos, utilizando-se quatro cores, onde cada cor deve ser utilizada
pelo menos uma vez. Sigamos as seguintes etapas:

1#) Tomando 4 carrinhos e colorindo-os um de cada cor, todas as cores serdo utilizadas e teremos 10 — 4 = 6
carrinhos restantes;

2%) Para colorir os 6 carros, teremos 4 cores & disposigdo, que podem repetir-se ou ndo. Por isso serd utilizado
conceito de Combinagao com repeticdo: Cr—14p,6 = Ca—146,6 = Cy;

3%) Pela propriedade de Combinagao, onde Cy, , = Cy, ,—p, temos que Co g = Cgg_g. Ou seja, a quantidade
de modelos distintos do brinquedo-caminhao cegonha é Cy 5. Portanto, a alternativa correta é B.

O

Note que, a estratégia de resolugao possui uma sequéncia. Primeiramente, assuminos o papel de quem deseja
resolver o problema e tomar a decisao de colorir os carros sob as condicoes dadas. Em seguida, dividimos esta
decisao principal em trés decisdoes mais simples: no primeiro momento colorimos um carro com cada cor, que
garante que todas as cores serao utilizadas. Por fim, aplicamos o conceito de Combinagao com Repeticao para
encontrar a quantidade de maneiras possiveis de colorir os seis carrinhos restantes e, aplicamos ainda, uma
propriedade das combinagoes para chegar ao resultado.

Uma avaliagao interessante de ser feita é quais as interpretacoes equivocadas do enunciado, que levariam as
demais opcoes incorretas. Vejamos:

A) Cs4: Esta opgéo representa uma tentativa equivocada de selecionar 4 carros distintos (que nao é o caso),
dentre os 6 restantes. Ou talvez, um erro na aplicagao da propriedade das combinagoes.

C) Cho,4: Esta opgao estaria correta se, e somente se, o questionamento fosse com relagdo & escolha de 4
carrinhos quaisquer, dentre 10 carrinhos distintos disponiveis.

D) 6% Esta opcdo expressa uma tentativa de usar o conceito de Arranjo com Repeticdo dos elementos
6 x 6 x 6 x 6 =6 porém a maneira correta deveria ser as cores 4 disponiveis para os 6 carros restantes.
Mas, nédo estaria correta pois fixaria uma ordem.

E) 4% Aplicacdo do conceito de Arranjo com Repeticdo, ou seja, 4 X 4 x 4 x 4 x 4 x 4 = 4%, Porém, neste
caso, a ordem na coloracao dos carrinhos nao é relevante, entao deve-se usar o conceito de combinagao.

A partir dessa investigacao, entendemos que o objetivo principal da questao é avaliar se o canditato saberd
distinguir sobre os agrupamentos ordendveis ou nao ordendveis, além de aplicar corretamente as técnicas de
contagem e suas propriedades.

Percebamos que, para se chegar a resposta, utilizando corretamente o conceito de Combinagao com elementos
repetidos, foi necessario responder aos seguintes questionamentos:

a) Os elementos (cores) podem se repetir? Sim
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b) Vai utilizar todos os elementos (cores)? Sim.
¢) A ordenagao dos elementos (coloracao dos carrinhos) interfere na contagem? Nao.

Assim, percebemos que as demais alternativas estdo baseadas em raciocinios equivocados e/ou escolha das
outras técnicas de contagem. Por isso, a tarefa de analisar as alternativas incorretas é muito recomendada
para discussao em sala de aula. Em especial, para interacao em grupos, onde cada aluno pode apresentar
sua interpretagao e a motivacao para marca-las. Porém, quando o aluno se detém a assinalar a alternativa e,
ap6s a conferéncia do resultado, percebe que acertou ou errou, limita-se a discussao e, consequentemente, a
aprendizagem.

4. Conclusoes

As questées do ENEM sao elaboradas em consonancia com a Matriz de Referéncia, que faz mengao ao
contetido de Anélise Combinatdria, quando aponta para o dominio dos principios de contagem. Deste modo, o
exame exige a habilidade de compreender as variadas técnicas de contagem e a capacidade de distinguir entre
agrupamentos simples ou com repeti¢ao, aplicados em diferentes contextos.

Este fato é constatado quando levantamos a quantidade de questoes e detalhamos a resolucao de uma delas.
Pois, vimos que é necessario ter uma boa estratégia para resolver os problemas combinatdrios, e, que estes
questionamentos exigem engenhosidade associada ao dominio das principais técnicas.

Concluimos que, dentro do contetido programético para a Educacao Bésica, o estudo de Andlise Combinatdria
deverd contemplar o maior niimero possivel de técnicas, e exemplos, que permitam reconhecer e resolver os
problemas de contagem. Assim, destacamos as estratégias de MORGADO e CARVALHO]| (2015)) e PEREIRA|
le CAMPOS| (2012)) pois direcionam sobre a abordagem para resolugao desses problemas.
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