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Resumo: Neste trabalho abordamos o conceito de Indugao; relatamos sobre Recorréncia Matemdtica; expusemos
definicoes, enunciamos teoremas associados ao contetudo Progressoes Aritméticas. Tem como objetivo compor
um material de apoio para auziliar estudantes da educag¢do basica quando envolvidos com a Olimpiada Brasileira
de Matemdtica das Fscolas Publicas - OBMEP. Foi realizado uma revisdo bibliogrdfica e andlise de provas
aplicadas em edi¢oes anteriores desta Olimpiada. Por fim, dedicamo-nos a resolu¢do das questoes selecionadas
e relacionadas aos temas apresentados. Nosso trabalho € relevante para alunos e professores envolvidos em
competicoes Matemdticas, ou mesmo, para aqueles que buscam aprofundar seus conhecimentos sobre os temas
abordos.
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1. Introducao

Este trabalho é decorrente da Dissertagdo de Mestrado Profissional em Matemadtica de [Dantas| (2021), na
qual foram dedicados dois de seus Capitulos sobre os conteidos mateméticos que iremos abordar.

Neste trabalho é apresentado conceitos de Indugéo e Recorréncia Matematica, Progressoes Aritméticas e
duas Questoes da OBMEP, estas foram selecionadas das provas aplicadas nos anos de 2012 e 2014.

Este trabalho tem como objetivos: Desenvolver o conceito de Indugao Matematica, apresentando situagoes
problemas, bem como sua utilidade para demonstragoes Matematicas, no nosso trabalho, nos assuntos Pro-
gressoes Aritméticas e Progressao Geométricas; Revisar os conceitos de Progressoes Aritméticas e Progressoes
Geométricas, através da resolugao de questoes da OBMEP que abordam esse assunto e apresentar, e desenvolver
Recorréncias Matematicas.

Os conceitos matematicos abordados neste trabalho sao necesséarios para as provas desta Olimpiada, o que
torna, o estudo deles relevantes para discentes e docentes envolvidos nesta Competicdo. Pois, as provas da
OBMEP tém histérico de abordar temas que envolvem raciocinio recursivo — conforme Problemas (1| e 2| (ver
Secéo 3). Indugdo e Recorréncia estdo presentes em apostilas de preparacao para esta Olimpiada. Por isso,
trabalhamos tais conceitos a luz de Morgado e Carvalho| (2015)), apresentando aplicagdes. Ainda, para que fique
claro ao leitor a importancia desses contetidos, iremos usé-los no estudo de Progressées Aritméticas.

2. Metodologia

Para o desenvolvimento deste trabalho, foi realizada pesquisa na literatura com o intuito de selecionarmos
as referéncias bibliograficas. Apds esta selecao, foi desenvolvida a parte histérica e conceitual do texto. Em
seguida, selecionou-se questoes de provas aplicadas em edigoes da OBMEP. A resolucao destas questoes foram
desenvolvidas com uma linguagem prépria, acessivel ao publico alvo focada na justificacao dos argumentos
utilizados.

Para entender a importancia de Indugéo e Recorréncia Matematica na prova da OBMEP é necesséario com-
preender tais conceitos. Para Indugao é necessario saber o que significa uma sentenga matematica. Com base em
Vieiral (2015)), considere P uma propriedade e P(n) uma sentenga aberta que depende da varidvel n, para n € N.
Desse modo, quando uma sentenga contém n e ao substituir n por a € N, obtém-se P(a), que é verdadeira ou
falsa. Desse modo, a propriedade P serd verdadeira ou falsa. A seguir, enunciamos o Teorema [T conhecido
como o Principio de Inducdo Finita.
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Teorema 1. Seja P uma propriedade sobre niumeros naturais. Suponhamos que P € tal que
(¢) P(1) € vdlida;
(i) para cada natural k > 1, a validade de P(k) implica a validade de P(k+1).
Entdo, P(n) é verdadeira para todon € N, n > 1.
A seguir apresentamos defini¢ao de recorréncias.

Definicao 1. Uma relagao de recorréncia € uma equacdo que expressa cada elemento de uma sequéncia em
funcdo de elementos anteriores. Mais precisamente, no caso em que apenas o elemento imediatamente anterior
estd envolvido, uma relacao de recorréncia possui o formato a sequir

ZTp = (N, Tp_1) paran > 1,

onde, p : Nx X — X € uma funcdo, e X € um conjunto ao qual os elementos de uma sequéncia devem pertencer.
Para qualquer zo € X, isso define uma sequéncia unica com xy como seu primeiro elemento.

Trazemos agora, o conceito de Progressao Aritmética, & luz de Morgado e Carvalho| (2015]).

Definicao 2. Chama-se Progressao Aritmética (PA) wma sequéncia na qual a diferenca entre cada termo e o
termo anterior é constante. Essa constante é chamada de razdo da PA e é representada pela letra r.

Note que, a definicao de progressao aritmética é de cunho recursivo, ou seja, ¢ um exemplo da aplicacao de
recorréncia. Temos, a seguir, o Teorema[2] que trata do célculo da soma dos n primeiros termos de uma PA.

Teorema 2. Seja a Progressao Aritmética (a1, as,...,a,) de n termos. A soma dos n primeiros termos dessa
PA € dada por:
ai + anp)n
5% ::( 1 5 n)

3. Resultado e discussao

Este trabalho aborda alguns conceitos da Matematica Discreta, dentre eles Indugao, Recorréncia e Pro-
gressoes. E um material de apoio para a OBMEP, no entanto, nao aborda todos os contetidos para este Evento,
existem outros trabalhos que complementam assuntos nao abordados neste, como o de (2018)), por exem-
plo. Temos ainda o banco de Questoes da OBMEP, que é composto por exercicios para o treinamento desta
Olimpiada.

Adiante temos duas questoes da OBMEP, em que suas resolucoes foram desenvolvidas a luz de
. B importante perceber que tais questoes fazem uso do raciocinio recursivo, o que mostra a importancia
do estudo de recorréncias na preparagao para esta Olimpiada. Quanto a relevancia de Inducao Matematica
para este Evento, estd no fato de serem provadas a validade, por inducao, das férmulas utilizadas no contetido
de progressoes.

1. Problema (Questao 9, Primeira Fase, Nivel 2) (OBMEP), [2012). Renata montou uma sequéncia
de tridngulos com palitos de f6sforo, seguindo o padrao indicado na Figura [l Um desses tridngulos foi
construido com 135 palitos de fésforo. Quantos palitos formam o lado desse triangulo?
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Figura 1: OBMEP 2012 - Questao 9

N\ INININ

Prova da 12 fase da OBMEP 2012

Solucao: Perceba que a posicao ocupada por cada tridangulo é igual ao nimero de palitos do lado do
tridngulo. Seja (a,) a sequéncia formada pelo ntimero de palitos de fésforo de cada tridngulo. Temos

a1:3
as=a1+3-2
a3:a2+3-3

E de modo anélogo,

Ay = Gp_1 + 3n.
Esta tltima igualdade é possivel prové-la por Inducao.
Agora, somando os membros respectivos das igualdades apresentadas, segue
a1 +ax+ag+---+a,=3+a;+ax+---+ap_1+3n.
Subtraindo a; 4+ as + as + - -+ + a,_1 dos dois membros da igualdade anterior, obtemos

anp=3+324+33+--+3n
=3-(1+243+--n).

1
Como1+2+3+---+n= %, o termo geral da sequéncia (a,) é dado por
3(1+n)n
ay = 5 )

Com a expressao do termo geral, obtemos o nimero de palitos de fésforo em cada montagem dos triangulos.

Sabemos que um tridngulo foi construido com 135 palitos de fésforo. Assim, a,, = 135. Dai,

3n%+3
sn” +dn - 135
2
que resulta no polinémio de segundo grau n? +n — 90 = 0, cujas raizes sdo n = —10 e n = 9. Note que n
deve ser positivo, pois representa a posi¢ao dos triangulos. Assim, n = —10 nao serve e n = 9 é solucao.
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2. Problema (Questao 8, Primeira Fase, Nivel 3)(OBMEP, 2014). Comegando com um quadrado
de 1cm de lado, formamos uma sequéncia de figuras, como na ilustragao. Cada figura, a partir da segunda,
é formada unindo-se trés copias da anterior. Os contornos destacados em vermelho das quatro primeiras
figuras medem, respectivamente, 4cm, 8cm, 20cm e 56cm. Quanto mede o contorno da Figura 67

Figura 2: OBMEP 2014 - Questao 8

O H:I ] |

Figura 1 Figura 2 Figura 3 Figura 4 -un

Prova da primeira fase da OBMEP 2014

Solugao: Para resolvermos este exercicio, utilizaremos o raciocinio recursivo. Considere (F,) a sequéncia
formada pela medida do contorno de cada figura.

Vejamos o processo de construgdo da segunda imagem na Figura[2} ela é dada pela unido de trés quadrados,
isto é, pela uniao de trés cépias da primeira imagem. Por exemplo, na segunda figura, temos a uniao de trés
quadrados. Perceba que os lados que nao estdo destacados em vermelho representavam 4 lados antes. Assim,
a medida do contorno desta figura é dado pelo produto entre o niimero de figuras sobrepostas e o niimero de
lados destacados em vermelho, neste caso 4, menos 4. Anélise semelhante pode ser feita para o contorno das
demais figuras. Desse modo, temos

F =4
F,=3-4-4=38
Fy=3-8—4=20
F,=3-20—4=56
Fy=3-56—4=164
Fs=3-164 — 4 = 488.

Portanto, o contorno da Figura 6 mede Fg = 488 cm. Além disso, perceba a conexdo desta questdo com
recorréncias matematica, pois

F=4
Fy=3-F —4=8

Fy=3-Fy—4=20
Fy=3 F;—4=56
Fr=3-F,—4=164

F,=3-F, 4 —4.

Desse modo, temos a seguinte recorréncia: F,, =3-F,_1 —4e F} =4.
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4. Conclusoes

Nos contetidos desenvolvidos, abordamos demonstracoes, mostramos aplicagoes voltadas aos contetidos apre-
sentados. Trouxemos questoes de provas da OBMEP juntamente com suas solugoes. As solugoes foram desen-
volvidas por meio de uma escrita propria, e, sempre que possivel, fazendo comentarios sobre o desenvolvimento
de tais solugoes.

O nosso trabalho é relevante para professores e alunos da Educacao Baésica, independentemente do envolvi-
mento com a OBMEP. Entendemos que a aprendizagem vai além dos contetidos ministrados em sala de aula, e
que existe a necessidade de melhorar a qualidade da educagao piiblica do nosso pafs.
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