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Resumo: O presente trabalho aborda um estudo para conceitualizacao dos logaritmos baseada mo seu processo
de construcao historica e no estudo dos métodos puramente algébricos, utilizados na construcdo das tabuas de
logaritmos. Apresentamos uma proposta, até certo ponto, autoral, para a constru¢do do conceito de logaritmo a
partir do resgate histdrico da ligagdo desse conceito com os de PAs e de PGs. Em consequéncia, discutiremos
algumas limitagdes desse processo para definir o logaritmo de todo nimero real positivo, porém, contornaremos
esses “obstaculos” usando importantes resultados da Andlise Matemdtica na reta real. Intencionando levar, até
certo ponto, nosso trabalho para uma sala de aula, encerramos com uma proposta de atividade construtivista, com
o intuito de proporcionar ao professor uma sugestao de trabalho que possibilitard ao aluno uma aprendizagem
historica e significativa sobre os logaritmos, a partir da ideia de PAs e de PGs.
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1. Introdugao

O ensino dos logaritmos, pode muitas vezes ser visto pelos alunos do Ensino Médio como um conteido de
pouca importancia para o conhecimento, e sem conexao com qualquer outro assunto que os alunos ja viram.
Um fator que contribui para essa ocorréncia pode ser a forma como os logaritmos sao abordados em sala
de aula, por ser, quase sempre, consequéncia de processos pedagdgicos focados na memorizagao da definigao,
nas propriedades e repetigao dessas propriedades em exercicios manipulativos. Muitas vezes, nao se exibe a
necessidade da criagdo dos logaritmos, tampouco se faz um resgate dos processos historicos que levaram a sua
construcao, e nem se trabalham com os conhecimentos prévios dos alunos para facilitar a compreensao desse
conceito. Para mudar essa realidade, faz-se necessario realizar um trabalho que conduza o aluno a um novo
olhar para o estudo do tema, percebendo a importancia dos logaritmos no contexto da Histéria da Matemadtica,
bem como para resolugao de diversas situagoes-problemas.

Acreditamos ser indispensavel que o professor desenvolva uma postura de pesquisador, e que agregue as suas
aulas conhecimentos além dos livros didaticos, como uma forma de enriquecer seu trabalho. Nesse sentido, pode
acrescentar questionamentos e debates que levem o aluno a agir, a pensar e a ir de encontro as respostas, além
de estimuld-lo na participagao ativa do processo de construcao do conhecimento, pois “aprende-se agindo sobre
o conteiido a ser aprendido e retirando das agoes sobre esse conteudo qualidades proprias dessas agoes e nao
mais dos conteidos apenas” (BECKER [2012al p.265).

Com esse intuito, encontramos na Histéria da Matematica uma alternativa para realizar um estudo estimu-
lador dos logaritmos, partindo da necessidade da sua engenhosa construcao, associada aos conceitos de PAs e
de PGs, que proporcionaram aos pioneiros matematicos dos séculos XVI e XVII pensar em maneiras para se
chegar ao conceito dos logaritmos principiando-se com essas sequéncias numéricas. Empregando um processo
construtivo, elaborado por questionamentos, construcgoes de teoremas e discussoes de exemplos, apresentaremos
como garantir a existéncia do logaritmo de todo ntimero real positivo, bem como encontrar boas aproximacoes

para ele, a partir de PAs e PGs, refazendo o verdadeiro processo histérico de criagdo dessas ideias.
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Analisamos, também, livros didaticos atuais para verificar se encontramos algum resquicio do elo histérico
perdido entre o estudo dos logaritmos e as progressoes aritméticas e geométricas. Tendo em vista o resgate

histérico didéatico desse elo, e, propondo uma ressignificacao para o estudo dos logaritmos, temos por objetivos:
1.1 Objetivo Geral

Desenvolver uma proposta de trabalho para o estudo dos logaritmos envolvendo a histéria da matematica

sob uma perspectiva construtivista.
1.1.1 Objetivos Especificos

e Analisar os processos histéricos-algébricos usados na construcdo das tdbuas de logaritmos;
e Discutir como os logaritmos apareciam nos livros didaticos antigos e atuais;
e Propor uma atividade histérica-construtivista para o estudo dos logaritmos.

e Disponibilizar uma proposta, para ser usada por professores em sala de aula, que fornega conhecimento

histérico-construtivista dos logaritmos.
2. Metodologia

O presente trabalho foi motivado pela andlise de um dos livros da colegao de livros didaticos da editora FTD,
intitulada “ALGEBRA CURSO SUPERIOR: Para o ciclo Colegial e admissao as Escolas Superiores”, publicado
no ano de 1947 , que aborda a definicdo dos logaritmos associando-a as PAs e PGs. Inspirados
por esta apresentacao e realizando um levantamento bibliografico em livros de Historia da Matematica, e, até
mesmo, na obra original de Henry Briggs , um dos criadores dos logaritmos, realizamos uma
releitura, até certo ponto, autoral, para trazer a conceitualizacido dos logaritmos, para professores e alunos, sob
uma nova perspectiva.

Adicionalmente ao nosso trabalho, analisamos livros diddticos atuais, (IEZZI et all, [2016)), (SOUZA; GAR-|
, para verificar como a relacao entre logaritmos e PAs e PGs é abordada no Ensino Médio, e

percebemos que essa relacao nao era enfatizada. Pensando na sala de aula, apresentamos uma proposta de

atividade para o estudo do logaritmo, partindo da associagao essas sequéncias numéricas e o logaritmo.
3. Resultado e discussao

Interessado em desenvolver uma ferramenta capaz de simplificar os longos e exaustivos calculos de mul-
tiplicagoes, divisoes e extracoes de raizes — cada vez mais demandados pelo desenvolvimento da Ciéncia em
sua época — o escocés, John Napier (1550-1617), criou os logaritmos. Sua ideia surgiu da observacao de que,

associando-se os termos de uma progressao geométrica
2 13 14 m n
b, b7, b°,b%, ..., 0™, . b .
com os termos da progressao aritmética

1,2,3,4,....m,...,n, ...,
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o produto b™ - b™ = ™", de dois termos da primeira progressio, estd associado & soma m + n dos termos

correspondentes da segunda progressao(EVES, [2011)). Logo, seria possivel simplificar a tarefa de multiplicar
por somar.

No entanto, essa abordagem, que inspirou a construgao do conceito do logaritmos, nao consta, ou apresenta-
se de forma bem oculta nos livros didaticos. O aluno do Ensino Médio, ao se deparar com um problema sobre
logaritmos, nao tem a percepcao de que este conteido estd associado as progressoes aritméticas e geométricas.

Para a construgao da definicdo dos logaritmos a partir da associacao entre as PAs e as PGs, abordamos as
definigoes destas sequéncias com algumas peculiaridades inerentes aos nossos objetivos, como apresentaremos a
seguir.

Definigao: Uma progressao aritmética (PA) é uma sequéncia infinita da forma (PA), = (..., —3r, —2r, —r,
0,r,2r,3r,...), onde r € R, r > 0 e a diferenca entre cada termo da sequéncia e o termo anterior é cons-
tante, chamada de razdo. Uma progressao geométrica (PG) é uma sequéncia infinita da forma (PG), =

(...,q_3,q_2,q_1, l,ql,qQ,q3,...)7 onde g € R, ¢ >0, g # 1 e o quociente entre cada termo e o termo anterior
é constante, chamado de razao.

Exemplo: A sequéncia infinita (..., —3v/2,-2v2,—v2,0,V2,2V2,3V2, ...) € uma PA de razio V2.
N 7 ! N\ 1\ /1) 1
A sequéncia infinita (..., (3) , (3) , (3) 1, <3> , (3) , (3) ,...) € uma PG de razio 3

Baseando-se no contexto histdrico, associamos cada ¢" da (PG),, para n € Z, a um tUnico termo nr da

(PA)y, por exemplo, a (PG). estd associada a (PA), 5, como mostra a tabela abaixo:

Tabela 1: (PG)% associada a (PA) 5
AN NES 1y’
3 3 3

V2 | —2v2 | 12 0 V2 | 2v2 | V2

Definimos que o logaritmo do termo ¢" € (PG), é o seu correspondente na nr € (PA),, com ¢,r € R} e
q # 1, ou seja, log(¢™) = nr. Mas, como determinar o logaritmo de um nimero que néo pertence a (PG),? A
ideia natural seria inserir termos entre cada dois termos consecutivos e gerar novas PGs, e, com isso, encontrar

uma PG que contivesse esse nimero. Com esses questionamentos, pensamos e chegamos a ideia de refinamento
para PAs e PGs:

Definicao: Sejam os mimeros reais positivos v e v'. A (PA),» é um refinamento da (PA),, se

(PA), C (PA),,. Sejam os nimeros reais positivos q,q', com q,¢ # 1. A (PG)gy é um refinamento
da (PG)g, se (PG), C (PG)y -

r
Quando os respectivos refinamentos existem temos 1’ = — e ¢’ = q%, para certos m, k € N.
m
3.1 Uma importante pergunta sobre refinamentos das PAs e das PGs

Diante da defini¢ao acima, ficam as perguntas:

Dados x € R e uma (PA),, com r € Rer > 0, tal que x ¢ (PA),, é possivel encontrar um refinamento
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(PA), de (PA), de modo que z € (PA),/?

Dados z € R e uma (PG), com g € R, tal que ¢ > 0 e ¢ # 1, é possivel encontrar um refinamento (PG)
de (PG)q de modo que z € (PG)y?

As respostas estao nas Tabelas 2] e 3] encontradas mais adiante. Os resultados apresentados nas tabelas nos
mostraram que nem sempre é possivel determinar um refinamento dessas sequéncias, tal que todo nimero real

positivo x pertenca a algum refinamento.

Tabela 2: Respostas as perguntas sobre refinamentos de PAs

x I Resposta
zeQ reQ Sim
z € R\Q reQ Nao
z€Q | reR\Q Néo
z €R\Q | r € R\Q | Nem sempre

Fonte: Elaborada pelos autores

Tabela 3: Resposta as perguntas sobre refinamentos de PGs

T q Resposta
zeQ qeqQ Nao
z € R\Q qeQ Nem sempre
zeQ g € R\Q | Nem sempre
z €R\Q | ¢ € R\Q | Nem sempre

Fonte: Elaborada pelos autores

3.2 Definicao formal dos logaritmos

Até este ponto relacionamos os termos de uma (PG), aos termos de uma (PA), para definir logaritmo de
um ndmero que estd na (PG), ou em algum refinamento de (PG),. Na se¢io anterior, mesmo com refinamentos
de PAs e PGs, vimos nem sempre ser possivel determinar o logaritmo de um nimero positivo qualquer, mesmo
inserindo uma quantidade tao grande, quanto se queira, de termos entre termos da PGs.

Entao, como determinar o logaritmo de um nimero que nao pertence ao refinamento? Para responder a essa
pergunta, montamos um resultado de suma importancia nessa construgao, que culminou na definicao formal

dos logaritmos

Teorema: Dados uma progressao geométrica de razao q, com q > 0 e ¢ # 1, e um numero real positivo b, existe

um unico numero real ¢, tal que ¢ = b.

Para demonstracao deste Teorema, utilizamos resultados muito importantes na formagao de um professor de
Matemadtica, como o Teorema dos Intervalos Encaixantes (OLIVEIRA| |2017), o Axioma de Dedekind
e o Teorema de Bolzano-Weierstrass . Isso comprova a grande contribuicdo da Andlise
Matematica para compreender em profundidade ideias de temas do Ensino Médio.
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Posteriormente vimos que nossas ideias de refinamento de progressoes coincidem com as ideias do matematico
Henry Briggs(1561-1631), que calculou o logaritmo apenas com sucessivas raizes quadradas, ou seja, a média
geométrica, que equivale ao refinamento para m = 2. Com o resultado anterior, formalizamos a definicao dos
logaritmos:

Definicao Dados os niumeros reais positivos q e b, com q # 1. Chamamos de logaritmo de b na base q, o
numero real ¢ tal que ¢ = b, ou seja,

log,b=c&q°=b.
4. Conclusoes

Partindo da necessidade historica da engenhosa criagao dos logaritmos, até o ponto de conceitud-los, resgata-
mos o elo perdido dessa criagdo, partindo de PAs, PGs, bem como de seus refinamentos, para a definicao forma
de logaritmo. Tentamos convencer de que, para obter o logaritmo de qualquer ntimero positivo, necessita-se de

uma argumentacao mais elaborada, fundamentada na Anélise Real.
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