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CONSTRUCAO DO PROBLEMA 10 DE APOLONIO
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Resumo: FEste presente trabalho tem por objetivo apresentar uma construcao do problema 10 de Apolonio.
Para tanto, faremos uso das propriedades basicas da Geometria Inversiva. As figuras foram construidas usando
o software de Geometria dinamica: o Geogebra.
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1. Introdugao

De acordo com (BOYER; MERZBACH, 2019), Apolénio foi um brilhante matemético que nasceu em Perga
por volta de 262 a.C e morreu por volta de 190 a.C. Durante sua existéncia, Apolonio desenvolveu diversos tra-
balhos no ramo da Matematica, em particular, na Geometria. Dentre esses trabalhos, hd um que é considerado,
por diversos matematicos, o mais famoso e influente: o tratado das Conicas.

Embora seja notavel a relevancia dos trabalhos desenvolvidos por Apolonio, sabe-se que muitos destes
trabalhos foram perdidos e, o conhecimento acerca destes, deu-se devido a Pappus, outro grande matemético
que viveu por volta do século IV d.C.

No meio destes trabalhos perdidos, destacamos aqui o tratado das Tangéncias em que consta o problema de
Apolénio, descrito por Pappus, o qual podemos enuncia-lo da seguinte forma:

Dados trés objetos, cada um dos quais pode ser um ponto, uma reta ou uma circunferéncia, trace todas as
circunferéncias tangentes aos trés simultaneamente.

Observagao: ¢é importante ressaltar que a tangéncia a um ponto, nesse contexto, significa que a circunferéncia
passa pelo ponto.

Conforme (SOUSA et all [2014)), denotando P para o ponto, R para a reta e C' para a circunferéncia,
podemos verificar que hé dez situagoes possiveis para o problema de Apolonio a partir da disposigao destes trés
objetos no plano:

Tabela 1: Problema de Apolonio

Situacao | Disposi¢ao dos objetos no plano
12 PPP
24 RRR
32 PPR
42 PPC
52 PRR
62 PCC
I CRR
82 PRC
92 RCC
102 CCC

Fonte: O autor.

Na Grécia antiga, os gregos acreditavam que as trajetérias dos corpos celestes eram circulares. Assim, o
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Astronomo, tinha interesse em questoes relacionadas a problemas de tangéncia. Diante disso, escolhemos resol-
ver a ultima situacdo, ou seja, o problema 10 de Apolénio. Além disso, consideraremos as trés circunferéncias
disjuntas e externas duas a duas.

Observe que resolver o problema de Apolonio considerando trés circunferéncias disjuntas e externas duas a
duas, nao é uma tarefa facil usando a geometria plana, uma vez que esse problema admite oito solugoes, isto é,
hé oito circunferéncias tangentes a estas trés circunferéncias dadas. De fato, se tomarmos um ponto em uma
circunferéncia, hé dois tipos de circunferéncias tangentes a ela: uma interna e a outra externa. Como sao trés
circunferéncias, logo, pelo principio multiplicativo, existem, no maximo, 2% = 8 circunferéncias tangentes a estas
trés circunferéncias dadas.

Agora, fazendo uso das propriedades da inversao, podemos reduzir este problema a um problema um pouco
mais simples o qual segue-se:

Problema 10 de Apolénio: Dadas as circunferéncias concéntricas ¥ (A, AB) e X**(A, AC) e a cir-

cunferéncia """ (D, DE) no interior de ¥"** e no exterior de ¥'*, construir oito circunferéncias tangentes
simultaneamente a X, X/** ¢ X***,

Figura 1: esboco do Problema de Apolonio, parte 1.

Fonte: O autor.

Antes de resolver o problema anterior que é o principal objetivo deste trabalho, apresentaremos defini¢oes
e propriedades, tratados como resultados, que serao importantes para a compreensao da solugao do referido
problema na se¢ao que trata de Resultado e discussao.

Definigao 1: Fizemos no plano uma circunferéncia ¥ de centro O e raio r. Para cada ponto P distinto de
O, o ponto inverso de P em relagio a ¥ é o ponto P' da reta OP que satisfaz a relagio OP - OP' = r%. Nos
referimos a ¥ como a circunferéncia de inversdo e dizemos que o ponto O é o centro de inversao.

Resultado 1: Se uma circunferéncia 31 nao passa pelo centro O da circunferéncia de inversdo X, entdo a
sua inversa X € uma circunferéncia que nao passa pelo centro de inversao.

Resultado 2: Se 1 e X9 sao duas circunferéncias que nao se intersectam, entio as suas inversas ¥j e X
G0 concéntricas.

2. Metodologia

Quanto a metodologia, este trabalho foi desenvolvido a partir de pesquisas bibliograficas. Inicialmente,
trouxemos uma contextualizagao histérica do Problema de Apolonio. Em seguida, apresentamos a defini¢ao
e alguns resultados relevantes da Geometria Inversiva para resolver o problema 10 de Apolénio. Por fim,
descrevemos o passo a passo para a construgdo da solucdo do problema 10 de Apolénio usando o software
Geogebra e apresentamos as conclusoes.
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3. Resultado e discussao

Nesta se¢ao apresentamos o passo a passo para a construcao do problema 10 de Apoldnio usando o software
Geogebra. Aqui cabe ressaltar que (LINARES]| 2021) e (LINARES] 2022)) tiveram uma relevante contribuigao
em relagao as construgoes das figuras.

Solugao: Inicialmente, construiremos oito circunferéncias 37, X5, ¥4 e X, XL, 35, X% e X% de tal forma
que:

e Y seja tangente internamente a ¥"** e externamente a ¥'* e X,

e Y, seja tangente internamente a ¥"** e """ e externamente a ¥'*.

e X seja tangente internamente a X" e ¥*** e externamente a X'*.

e Y, seja tangente internamente a ¥"** e externamente a 3'* e X***.

e XL seja tangente internamente a ¥ e X" e externamente a X***.
e X} seja tangente internamente a ¥ e L ¢ X,
e X seja tangente internamente & X e L e XL,

e X} seja tangente internamente & X ¥** e externamente & X"***.

A figura a seguir ilustra a situacdo descrita acima.

Figura 2: esboco do Problema de Apolonio, parte 2.

Fonte: O autor.

Denotando por Oy, Oa, O3 e Oy, os centros das circunferéncias, X}, X5, X5 e ¥}, respectivamente, note que

- . . = . — BC
todos esses centros estdo em uma circunferéncia que denotamos por ¥} de centro A e raio AB + — Além

AC — AB
disso, perceba que as circunferéncias X/, 35, 3% e X)) tém o mesmo raio de medida — Descreveremos

agora 0os passos para construir essas quatro circunferéncias e, em seguida, os passos para construir as outras

quatro circunferéncias X5, Mg, 37 e 3§ utilizando o software de Geometria Dinamica: Geogebra.

. L . — AC-AB
e Com centro no ponto D, construa uma circunferéncia de raio DFE + — 5

e Marque os pontos O; e Oy de intersec@o entre a circunferéncia construida e ¥;

AC — A

Z

e Agora, com centro em O e Oy, construa as circunferéncias ¥/ e ¥/, de raio
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AC - AB —
e Com centro no ponto D, construa uma circunferéncia de raio ——— — DE;

e Marque os pontos Oy e Os de interse¢ao entre a circunferéncia construida e 37;

AC - AB

e Por fim, com centro em O3 e O3, construa as circunferéncias X e ¥4 de raio >

Agora, denotando por Oy, Og, O e Og, os centros das circunferéncias, X%, T&, ¥7 e X%, respectivamente
) ) ) ) ) 59 6 7 8 ’

~ . . 5 . AC - AB
note que todos esses centros estdo em uma circunferéncia que denotamos por ¥4 de centro A e raio 5
. . . . ., AC+ AB
Além disso, perceba que as circunferéncias X5, ¥, ¥ e 2§ tém o mesmo raio de medida — Descreve-

remos agora 0s passos para construir essas quatro circunferéncias utilizando o software de Geometria Dinamica:
Geogebra.
—— AC+ AB
e Com centro no ponto D, construa uma circunferéncia de raio DE + f;

e Marque os pontos Os e Og de intersegao entre a circunferéncia construida e 3J;

. N . +
e Agora, com centro em Os e Og, construa as circunferéncias X7 e ¥f de raio — g

AC+4B

e Com centro no ponto D, construa uma circunferéncia de raio ;

Marque os pontos Og e O7 de intersecao entre a circunferéncia construida e 27’2;
AC + AB
5 .

Por fim, com centro em Og e Oz, construa as circunferéncias X e ¥4 de raio

Agora, para obtermos a solugao desejada para o problema de Apolonio, basta “desinvertermos” as circun-
feréncias X, X7 200 85 85 B N5 S5, XL e g, obtendo assim as circunferéncias ¥¥, ¥ 3 3,
Yo, X3, X4, 25, 26, 27 € 2g, conforme consta na figura a seguir.

Figura 3: esbogo do Problema de Apolénio, parte 3.

Fonte: O autor.

UFCG

@\

m
Y
(99

W https://www.even3.com.br/ecprofmat2022/ U



A IV €&ncontro Campinense do PROFMAT
21 de outubro de 2022

A
AAAA Universidade fFederal de Campina Grande
Universidade €stadual da Paraiba
PROFMAT ISSN 2764963 1

4. Conclusoes

De maneira reflexiva, entende-se que a Matematica esté presente na existéncia humana desde a percepcao da
abstragao na mente até a compreensao da aplicagao em descrever movimentos de corpos celestes, por exemplo.
A potencialidade e abrangéncia, promovidas por essa importante ciéncia, e os mistério que a cercam, talvez,
tenham contribuido para que os mateméticos buscassem solugoes para alguns questionamentos os quais envol-
vessem determinados padroes. Essa perseguicao por solugoes de problemas, algumas vezes, levam a caminhos
divergentes, mas que ampliam os horizontes para uma nova descoberta, um “novo mundo”, digamos assim.
Nesse contexto, destaca-se as“geometrias nao euclidianas”, em particular, a Geometria Inversiva, o principal
objeto desta pesquisa.

Fizemos uso das propriedades bésicas da Inversao Geométrica e descrevemos o passo a passo da construgao,
utilizando o software Geogebra, do problema 10 de Apolénio o qual consiste em construir oito circunferéncias
tangentes a trés circunferéncias dadas no plano disjuntas duas a duas. E importante ressaltar que o Geogebra,
software dinamico de matematica, foi extremamente fundamental na construcdo das figuras deste trabalho,
principalmente por possuir a ferramenta padrao de inversao.

Direcionando o olhar em relagao ao espectro académico, desenvolvemos este trabalho com o principal obje-
tivo de mostrar as potencialidades da geometria inversiva e, possivelmente, propiciar ao professor leitor deste
trabalho uma visao sobre problemas de tangéncia utilizando o Software Geogebra, podendo ser explorado como
forma de abordagem, com os estudantes do Ensino Médio, na perspectiva de preparagao para as diversas
olimpiadas de matematica, uma vez que os resultados de geometria inversiva, permite-nos, em determinadas
situagoes, transformar problemas dificeis envolvendo tangéncias de circunferéncias, por exemplo, em problemas
mais simples de resolver.
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