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Resumo: As fracdes continuas desempenham um papel fundamental no que se refere as aproximagoes racionais
de numeros reais. Nesse contexto, os objetivos deste trabalho sao, a exposicao dos principais resultados sobre
as melhores aprorimagdes e a descri¢io de uma proposta diddtica do tema na educagdo bdsica. A metodologia
do trabalho consistiu em uma revisdo bibliogrdfica de livros, artigos, periddicos e documentos oficiais. Os
resultados sobre as chamadas melhores aproximacdes de numeros reais, garantem que estas sao convergentes
ou intermedidrias das fracoes continuas. Além disso, € exposta uma sequéncia diddtica introduzindo as fragdes
continuas no ensino fundamental, tomando por base o algoritmo de Fuclides e contemplando diversas habilidades
dessa etapa de ensino, relacionando, em particular, elementos algébricos e geométricos com o auzilio do software
Geogebra.
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1. Introdugao

De acordo com [Brezinski| (1991), existiram diversos algoritmos equivalentes as fragoes continuas, muitos
séculos antes de sua descoberta e estudo. Conforme ressaltam |Vargas| (2011)), o algoritmo de Euclides, apresen-
tado no livro VII dos Elementos, e alguns métodos de aproximacgoes de raizes, podem ser considerados como
ancestrais das fragoes continuas, sendo inclusive o Algoritmo de Euclides utilizado em algumas abordagens do
tema atualmente, no ensino superior e na educagao bésica.

As fragoes continuas representam qualquer nimero real, sendo essa representacao finita para nimeros raci-
onais e infinita para nimeros irracionais, pode-se obter essa representacdo a partir de quocientes do algoritmo
de Euclides aplicado sucessivas vezes. A cada novo quociente podemos obter uma fracdo como aproximacao,
estas recebem o nome de convergentes.

As convergentes de uma fracao continua e suas intermedidrias, se notabilizam por fornecerem as melhores
aproximagoes de numeros reais por racionais, sendo essas melhores aproximagoes definidas como a fracao com
denominador menor ou igual que ¢ € N, que mais se aproxima do nimero dado. Reciprocamente, toda melhor
aproximagao de um numero real é um convergente ou uma intermediaria.

Nao obstante, além de fornecer as melhores aproximagoes, é possivel majorar o erro cometido em uma
aproximagao do tipo, o teorema de Hurwitz Markov, garante que, o erro cometido por pelo menos 1/3 das
convergentes é sempre menor que 1/ \/5q2 onde ¢ é o denominador da convergente.

Além disso, as fragoes continuas possuem forte relagao com conceitos expostos nas grades curriculares, tanto
do ensino fundamental quanto do ensino médio. Levando em consideracao a base nacional comum curricu-
lar(BNCC), foi proposta uma sequéncia didética sobre as fragoes continuas no ensino fundamental, que além de
apresentar uma forte relacdo entre elementos algébricos e geométricos a partir do uso de tecnologias, contempla
as seguintes habilidades presentes em Brasil| (2018)), (EF06MA22), (EFOTMA04), (EFOTMAO05), (EFOTMAO06),
(EFOTMAO07), (EF07TMA11), (EF0TMA12), (EFO8MA15), (EF09MAO01), (EF09MA02) e (EFOIMA1G).

Além disso, conforme [Waldschmidt| (2015)), as fragdes continuas possuem diversas aplicagoes tanto dentro da
matematica, quanto em outras areas do conhecimento. Podem-se destacar as aplicagoes a resolugao de equagoes
diofantinas, problemas envolvendo circuitos elétricos, sua relacdo com as famosas equagoes de Pell ou ainda
sobre o estudo de fungoes analiticas.

Os objetivos do presente trabalho sao apresentar resultados sobre fragoes continuas e suas utilidades, em
especial com relagao aos conceitos de melhores aproximagoes racionais, e também expor uma proposta de
insercao do estudo das fracoes continuas no ensino fundamental, levando em consideragao seus aspectos tedricos
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e metodolégicos.
2. Metodologia

A metodologia deste trabalho consiste em uma revisdo bibliogréfica de livros, artigos e periédicos sobre as
fragoes continuas, além de documentos norteadores sobre o curriculo escolar do ensino fundamental.

3. Resultado e discussao
3.1 Fracgoes continuas e boas aproximagoes

E possivel encontrar na literatura definigoes diversas de fracbes continuas, neste trabalho, usaremos a de-
finicdo a seguir, que restringe todos os numeradores das fracoes a serem iguais a 1. Apresentaremos a seguir
definigbes e resultados sobre fragdes continuas, que foram obtidos de [Moreira) (2011)) e Khinchin| (1964)).
Defini¢ao: Dado um nimero z € R, denotaremos por |z] a parte inteira do nimero x e {x} como a parte

decimal ou fraciondria. Dado = € R, seja ap = |z|. Se © ¢ Z, ponha oy = — = . Observe que

{z} z—ap

r=ag+ —.
(€3]
. 1
Seja a1 = [a1]. Se a1 ¢ Z tome vy = ———— e observe que
a1 — Q1
1
T =ag+ 1"
ay —+ —
(€5]
. . . 1
Continuando assim o processo, para n € N, considera-se a,, = |, ] e, se a,, ¢ Z, define-se app 1 = ——.
Qp — Qp

H& duas possibilidades:

i. Para algum n € N, tem-se «,, = a,, e chega-se a:

T =ag+ T = [ag; a1y .y Gp—1, ap] .
ag+ ———

ii. Caso contrério, Vn € N, a,, # a,, e chega-se a:

1
ag + T = [ag;ar, oy @ny o] -

Qualquer uma das expressoes acima é denominada uma representagao em fracao continua do nimero x.

Teorema Todo nimero racional pode ser expresso como uma fragado continua finita.
Demonstracao: Seja z € Q, entdo = = E, comp € Z e q € Neq#0, existe a fragdo continua de a. O
q
T T
algoritmo de Euclides garante que: b_ aop + —0, ay€Zel0<ryg<qg = 0< 2.
q q q

. q . . . .
Repetindo o processo temos, — > 1, ¢ = ay - 79 + 71, € assim por diante, o algoritmo de FEuclides garante

To
que o processo se finaliza, uma vez que, rq > 11 > o e =20 [l
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Teorema Uma fracao continua finita representa um niumero racional.

Demonstragao: Se

T =ap+ 1 5
a1+ﬁ

T
an—1tg,

como ag, ay,...,a, € Z € na expressao acima sé temos as operacoes de adi¢ao e inversao, entao as propriedades
de fechamento do conjunto dos racionais garantem que = € Q. O

Dos teoremas acima é possivel concluir a proposicao a seguir.
Proposicao: Um ntmero é irracional se, e sé se, sua fracao continua ¢ infinita.

De um modo geral, as fragoes continuas possuem como utilidade a aproximacdo de nimeros irracionais
por racionais, com o menor erro possivel, para fracdes com denominador menor ou igual ao obtido em cada

convergente.

Definicao: Considere x = [ag;aq,az,...]. Sejam p, € Z, q, € N* tais que, (pn,q,) =1e
Pn _ [ag; a1, ..., an],m > 0.
qn

~ DPn P . - ,
A fracdo — é chamada n-ésima reduzida ou convergente da fragdo continua de x.

n
Seja z irracional. Fixado n € N, é possivel mostrar que

|2 — pn/an| < 1/q2,

ou seja, qualquer convergente de uma fracao continua, possui erro menor que o quadrado do inverso do de-

. . P . p
nominador. Logo, do Teorema do Confronto, é possivel concluir que —+ — x, quando n — oco. Desse modo,
dn
doravante escreveremos

1
T =ag -+
a1 + a2+ . B
.
an+-
quando x é irracional.
Além disso, tem-se
1 1
x—p—n<—20u _ Pott -
an| 2q; qn+1 2q, 14

Ainda mais: O Teorema de Hurwitz-Markov afirma que, para todo z irracional,

p 1
x-S < ——
Q‘ V52

para pelo menos um racional

P {pnl Pn pn+1}
q Gn—-1 qn’ An+1 ’

1
sendo C = — a constante otima.

V5

(1964)) define uma melhor aproximagao racional do 1° tipo de um nimero z € R como uma fracdo
a/b tal que para
|x —a/b] < |x — ¢/d|, para toda fracao ¢/d # a/b com d <b.
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Sobre as aproximagoes desse tipo, é possivel afirmar que cada aproximacao é uma convergente ou intermediaria
da fragao continua de x.
As chamadas intermediarias, sao fracoes do tipo:

Pk—2 Pk-2+Pk—1 Ph-2+2pk—1  Pk-2+@kPr—1 _ Pk
Gr—2 Q-2+ Q-1 Qr—2+2qk—1" " Qr-2+argr—1  qr’

para cada k > 2.Por outro lado, [Khinchin| (1964)) define uma melhor aproximagao do 2° tipo aquela fracdo a/b
em que, dado x € R, para ¢/d # a/b com d <b tem-se |dx —c|> |bx — al.

Sobre as melhores aproximagoes do segundo tipo, temos o seguinte resultado, toda melhor aproximacao do
segundo tipo é uma convergente.

3.2 Proposta didatica ensino fundamental

A proposta tem como publico alvo alunos do 9° ano do ensino fundamental, os objetivos sao expor uma
aplicacao do algoritmo da divisao, escrita de fragoes continuas, utilizagao de software Geo gebra em repre-
sentacoes geométricas, e ainda a escrita de niimeros racionais e irracionais. A metodologia utilizada sera de aula
expositiva e dialogada, uso de tecnologias e resolu¢ao de problemas. Tomando como referéncia Paixao| (2011)),
Moreiral (2011)) e [Brasill (2018). Descreveremos a seguir as aulas que descrevem a proposta.

e Aula 01 - Algoritmo de Euclides

Escrevendo divisoes do tipo 9 + 2 na forma 9 =4 -2+ 1. Em seguida, sera realizada a discussao sobre qual
unidade divide dois nimeros e deixa resto zero, exemplificando com niimeros 12 e 18, 17 e 30 e 1,2 e 3,5. Aqui
introduziremos o algoritmo de Euclides para solucionar tais problemas de forma prética.

Em seguida serd proposto aos estudantes exercicios e problemas do tema, em especial o questionamento se
existem 2 nimeros, em que, nao € possivel encontrar uma unidade que divide ambos resultando em um ntmero
inteiro.

e Aula 02 - Interpretacao geométrica do algoritmo e segmentos comensuraveis

Com auxilio do software Geogebra, determinaremos uma interpretacao geométrica do processo do Algoritmo
de Euclides, e definiremos os chamados segmentos comensurdveis.

O objetivo nesse ponto é, que os alunos realizem o processo do algoritmo de Euclides geometricamente com
o auxilio do software Geogebra, apds a apresentagdo de um tutorial rdpido, os estudantes determinarao a maior
unidade que mede 1,2 e 1,8. Seguindo os passos descritos: construir um retangulo de lados 1,2 e 1,8; construir
continuamente quadrados com maior tamanho possivel até preencher o retangulo; determinar o lado do menor
quadrado utilizado; essa é a medida procurada, nesse caso 0,6.

e Aula 03 - Fracgoes continuas

Nesse ponto associaremos o processo geométrico da construgao de quadrados méaximos, com o algoritmo de
Euclides, e a partir daqui escreveremos as fragées continuas. Por exemplo:

3,5 1 35
1,2 1+ 12
A expressao acima é uma fracao continua, definida como uma expressao do tipo a+b71, coma,b,c,... €

o+

Z cada numero real x possui uma fragao continua associada que é finita quando x € @ e infinita quando
z € (R—Q).

Para determinar a fragao continua de um ntimero, devemos aplicar o algoritmo com a unidade. Veja como
determinamos a fracao continua de 3,15:
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Exemplo: Use o algoritmo de Euclides nos ntimeros 1 e 3,15.
3,15=1-340,15,1=0,15-640,10; 0,15=0,10-14 0,05 ¢ 0,10 = 0,05 - 2. Portanto, 3,15 tem a seguinte
1
6+ 1-{%
Nesse ponto, a partir das operacoes de inversao e adi¢ao de racionais, os estudantes conseguem determinar
cada fragao convergente de um numero qualquer.

fracao continua: 3,15 =3 +

e Aula 04 - Numeros irracionais(segmentos incomensuraveis)

Questionados sobre a construcao de um segmento com medida irracional e definindo a incomensurabilidade,
o algoritmo de Euclides serd aplicado com 1 e v/2, com auxilio do software Geo gebra visando construcoes
rigorosamente precisas, buscando que os alunos sugiram que o processo ¢ infinito.

Por outro lado, nesse ponto é estabelecido um critério para racionalidade ou irracionalidade de um ntimero,
em geral os estudantes devem se perguntar como garantimos que essas fragoes serao realmente infinitas.

Usaremos entao a fracao continua do numero de ouro ¢ = 1.61803399..., que decorre da sequéncia de

1 .
Fibonacci e que possui a propriedade de que ¢ = 1+ g, dessa forma, podemos escrever entao:

1 1

veja que o processo se repete indefinidamente, sendo assim justifica-se aos estudantes que o nimero ¢ =
1.61803399... é irracional.

4. Conclusoes

A partir dos resultados expostos, é possivel entender as fracoes continuas como uma forma de representar
numeros irracionais e racionais, mas, principalmente como uma teoria capaz de determinar melhores apro-
ximagoes racionais de um numero irracional, sendo assim, utilizado em pesquisas de algumas areas da ma-
tematica.

Por outro lado, é notavel a relagao entre diversos conceitos da matemédtica que esse tema pode engajar na
educacao basica, fornecendo ainda uma oportunidade para o uso de novas tecnologias e auxiliando o desenvol-
vimento de diversas habilidades simultaneamente.
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