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Resumo: Considerando a falta de uma bibliografia adequada sobre sistemas de recorrências lineares de primeira
ordem e o uso dessa ferramenta para resolver problemas práticos, apresentamos um estudo anaĺıtico sobre o tema,
considerando os casos bidimensional e tridimensional quando a matriz dos coefientes do sistema tem autovalores
reais. A abordagem utiliza a decomposição de Jordan da matriz dos coeficientes e uma mudança de variável
para simplificar o sistema. Em seguida, resolve-se o sistema simplificado utilizando técnicas adequadas para
recorrências lineares de primeira ordem e obtém-se a solução do sistema original.
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1. Introdução

Recorrências lineares constitui uma classe de problemas extremamente comuns em análise combinatória. A
teoria das recorrências lineares de primeira ordem está consolidada e pode ser encontrada em (CARVALHO;
MORGADO, 2013). Ao estudar as recorrências lineares de segunda ordem e os sistemas de recorrências li-
neares de primeira ordem, nos deparamos com indicações às técnicas amplamente estudadas e aplicadas em
cursos de equações diferenciais para obtenção de solução, ao mesmo tempo em que cada problema é tratado
individualmente.

Não muito usual, sistemas de recorrências lineares modelam problemas como ”Sequências ternárias”e ”Ca-
valeiros da Távola Redonda”, encontradas em (SANTOS; MELLO; MURARI, 2007). Ademais, a partir de
sistemas de recorrências lineares, podemos resolver qualquer recorrência linear com coeficientes constantes. En-
tretanto, apesar da importância do tema, não existe uma vasta bibliografia à disposição. Essa falta de material
nos motivou a escrever sobre o tema e apresentar, de modo detalhado, as soluções para sistemas de recorrências
lineares de primeira ordem com duas e três incógnitas.

Neste sentido, este trabalho se propõe a apresentar um estudo anaĺıtico sobre sistemas de recorrências lineares
de primeira ordem, bidimensional e tridimensional, considerando os casos em que a matriz dos coefientes do
sistema tem autovalores reais . A abordagem utiliza a decomposição de Jordan da matriz dos coeficientes e uma
mudança de variável apropriada para simplificar o sistema. Em seguida, resolvemos o sistema simplificado com
as técnicas para recorrências lineares de primeira ordem e obtemos a solução do sistema original.

2. Metodologia

Trata-se de uma pesquisa qualitativa exploratória, onde buscamos na literatura informações sobre decom-
posição de Jordan de uma matriz n-dimensional e sistemas de recorrências lineares. Através das fontes consul-
tadas e dos dados coletados buscamos obter a solução geral para sistemas de recorrências lineares bidimensional
e tridimensional quando aplicamos técnicas similares àquelas aplicadas para obtenção de soluções das equações
diferencias lineares de primeira ordem.

3. Resultado e discussão

Nesta seção estudaremos com mais detalhes os sistemas de recorrências lineares de 1a ordem homogêneo
para duas e três coordenadas. Antes, porém, vamos fixar algumas notações.

Seja A = [ai,j ]n×n uma matriz real de ordem n. Considere as sequências {x1
n}, {x2

n}, . . . , {xn
n} de números

reais. No que segue, vamos adotar a seguinte convenção xk(n) := xk
n para representar o n-ésimo termo da

sequência {xk}, k = 1, 2, . . . , n e para Xn = (x1(n), x2(n), . . . , xn(n))
′
o vetor coluna cuja k-ésima entrada é o
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n-ésimo termo da sequência xk. O apóstrofe simboliza a operação transposta.
Um sistema de recorrências lineares de 1a ordem homogêneo na variáveis x1(n), x2(n), . . . , xn(n) é um sistema

na forma 
x1(n+ 1)
x2(n+ 1)

...
xn(n+ 1)

 =


a1,1 a1,2 . . . a1,n
a2,1 a2,2 . . . a2,n
...

...
. . .

...
an,1 an,2 . . . an,n

 ·


x1(n)
x2(n)

...
xn(n)


ou simplesmente,

Xn+1 = A ·Xn. (1)

Para resolver o sistema (1) utilizaremos o Teorema da Decomposição de Jordan da matriz A, dado pelo
seguinte Teorema (ver (NOBLE; DANIEL, 1988)):

Teorema 1 (Teorema da Decomposição de Jordan). Cada matriz A n-dimensional de escalares é similiar
a uma matriz J na forma


Jν1 0 . . . 0
0 Jν2 . . .
...

...
. . .

...
0 0 . . . Jνk

 com Jℓ =



λ 0 . . . 0 0

1 λ
. . . 0 0

...
. . .

...
. . .

...

0 0
. . . λ 0

0 0 . . . 1 λ


onde cada Jℓ é um bloco de Jordan de dimensão nℓ × nℓ e ν = ν1 + ν2 + . . . νk corresponde a soma das
multiplicidades geométricas dos autovalores distintos de A.

Ou seja, escreveremos A na forma U · J ·U−1 onde U é uma matriz invert́ıvel de ordem n e J é a matriz de
Jordan similar à matriz A. Em seguida, definimos a seguinte mudança de variável Yn = U−1Xn. Observe que,
sendo U invert́ıvel

Yn = U−1Xn ⇔ Xn = U · Yn.

Utilizando a decomposição de Jordan da matriz A no sistema e a respectiva mudança de variável, obtemos:

Xn+1 = A ·Xn ⇔ Xn+1 = [U · J · U−1] ·Xn ⇔ (U−1Xn+1) = J · [U−1 ·Xn] ⇔ Yn+1 = J · Yn.

Logo, a solução Xn do sistema se obtém em dois passos:

Passo 1. Resolvendo o sistema (considere as constantes que aparecem aqui!)

Yn+1 = J · Yn. (2)

Passo 2. Obtendo a solução Xn dada por
Xn = U · Yn.

3.1 Sistemas de Recorrências Lineares de Primeira Ordem Homogêneo bidimensionais

Nesta seção consideramos A como sendo uma matriz de ordem 2. Segue que A é similar à uma das duas
matrizes de Jordan abaixo

(a)

[
α 0
0 β

]
ou (b)

[
α 0
1 α

]
podendo ocorrer α = β. Da teoria de Álgebra Linear, sabe-se que α e β são os autovalores da matriz A. No
primeiro caso, (a), A é diagonalizável possuindo dois autovetores linearmente independentes, enquanto que no
segundo caso, (b), A possui um único autovetor linearmente independente. Vamos dividir a análise em dois
casos:
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Caso (a): Primeiramente, vamos considerar o caso em que a matriz dos coeficientes do sistema é diagonalizável.
Neste caso, o sistema Yn+1 = J · Yn pode ser escrito como:{

y1(n+ 1) = αy1(n)
y2(n+ 1) = βy2(n)

É fácil ver que y1(n) = c1 · αn−1 e y2(n) = c2 · βn−1 são soluções do sistema com c1, c2 constantes e n ∈ N.
Escrevendo a matriz U = [u1 u2], particionada por colunas, a solução Xn é dada por

Xn = U · Yn = [u1 u2] ·
[

y1(n)
y2(n)

]
= u1y1(n) + u2y2(n) = c1u1α

n−1 + c2u2β
n−1

onde c1 e c2 são escalares e as colunas de U são tais que

(A− αI)u1 = 0 e (A− βI)u2 = 0.

Caso (b): Considere agora o caso (b) em que a matriz A é similar à matriz J =

[
α 0
1 α

]
, com α ̸= 0 (o caso

α = 0 resulta y1(n) = y2(n) ≡ 0). O sistema Yn+1 = J · Yn pode ser escrito como:[
y1(n+ 1)
y2(n+ 1)

]
=

[
α 0
1 α

]
·
[

y1(n)
y2(n)

]
⇔

{
y1(n+ 1) = αy1(n)
y2(n+ 1) = y1(n) + αy2(n)

Resolvendo recursivamente cada recorrência linear de primeira ordem, obtemos

y1(n) = c1α
n−1 e y2(n) = c2λ

n−1 + c1(n− 1)λn−2.

De onde segue a solução

Xn = u1y1 + u2y2 = c1
(
u1λ

n−1 + u2(n− 1)λn−2
)
+ c2u2λ

n−1

onde, do Teorema da Decomposição de Jordan, as colunas de U são tais que

(A− αI)u1 = u2 e (A− αI)u2 = 0.

3.2 Sistemas de Recorrências Lineares de Primeira Ordem Homogêneo tridimensionais

Nesta seção apresentaremos as soluções do sistema de recorrências lineares de primeira ordem homogêneas
quando A é uma matriz de ordem 3. Segue que A é similar a uma das matrizes de Jordan abaixo

(a)

 α 0 0
0 β 0
0 0 γ

 ou (b)

 α 0 0
0 β 0
0 1 β

 ou (c)

 γ 0 0
1 γ 0
0 1 γ


podendo ocorrer α = β = γ. Da teoria de Álgebra Linear, sabe-se que α, β e γ são os autovalores da matriz A.
No caso (a), A é diagonalizável possuindo três autovetores linearmente independentes, enquanto que no caso (b)
A possui apenas dois autovetores linearmente independentes. O último caso, (c), a matriz A possui um único
autovetor linearmente independente. No que segue utilizaremos a notação A ∼ J para representar que J é a
matriz de Jordan similar à matriz A. Vamos dividir a análise em três casos:

Caso (a): A ∼

 α 0 0
0 β 0
0 0 γ

 . O sistema Yn+1 = J · Yn pode ser escrito como:

 y1(n+ 1) = α · y1(n)
y2(n+ 1) = β · y2(n)
y3(n+ 1) = γ · y3(n)

Resolvendo recursivamente cada recorrência linear de primeira ordem, obtemos

y1(n) = c1α
n−1, y2(n) = c2β

n−1 e y3(n) = c3γ
n−1.
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Escrevendo a matriz U = [u1 u2 u3], particionada por colunas, a solução Xn pode ser expressa como

Xn = c1u1α
n−1 + c2u2β

n−1 + c3u2γ
n−1,

com c1, c2 e c3 constantes e as colunas ui, i = 1, 2, 3 de U satisfazendo

(A− αI)u1 = 0, (A− βI)u2 = 0 e (A− γI)u3 = 0.

Caso (b): A ∼

 α 0 0
0 β 0
0 1 β

 . O sistema Yn+1 = J · Yn pode ser escrito como:

 y1(n+ 1) = α · y1(n)
y2(n+ 1) = β · y2(n)
y3(n+ 1) = y2 + β · y3(n).

Resolvendo recursivamente cada recorrência linear de primeira ordem, temos

y1(n) = c1α
n−1, y2(n) = c2β

n−1 e y3(n) = c3β
n−1 + c2(n− 1)βn−1.

Que implica,
Xn = c1u1α

n−1 + c2
(
u2β

n−1 + u3(n− 1)βn−1
)
+ c3u3β

n−1,

onde c1, c2 e c3 são escalares e as colunas de U satisfazem :

(A− αI)u1 = 0, (A− βI)u2 = u3 e (A− βI)u3 = 0.

Caso (c): A ∼

 γ 0 0
1 γ 0
0 1 γ

 . O sistema Yn+1 = J · Yn pode ser escrito como:

 y1(n+ 1) = γy1(n)
y2(n+ 1) = y1(n) + γy2(n)
y3(n+ 1) = y2(n) + γy3(n)

Do sistema, obtemos

y1(n) = c1γ
n−1, y2(n) = c2γ

n−1 + c1(n− 1)γn−2 e y3(n) = c3γ
n−1 + c2(n− 1)γn−2 + c1(n− 1)2γn−3.

Escrevendo a matriz U por colunas [u1 u2 u3], a solução Xn pode ser expressa por

Xn = c1
[
u1λ

n−1 + u2(n− 1)λn−2 + u3(n− 1)2λn−3
]
+ c2

[
u2λ

n−1 + u3(n− 1)λn−2
]
+ c3u3λ

n−1,

onde c1, c2 e c3 são escalares e as colunas de U satisfazem :

(A− γI)u1 = u2, (A− γI)u2 = u3 e (A− γI)u3 = 0.

3.3 Aplicação

Nesta Seção apresentamos um exemplo do segundo caso da Seção anterior para sistemas de recorrências
lineares de primeira ordem tridimensionais, considerado o caso mais “emblemático” uma vez que as colunas da
matriz U não são obtidas diretamente. Mais precisamente, desde que qualquer combinação linear de autove-
tores de uma matriz associada a um mesmo autovalor ainda é autovetor dessa matriz associada a esse mesmo
autovalor, segue que a coluna u3 da matriz U , por ser um autovetor de A, deve ser escolhida apropriadamente
no espaço das combinações lineares dos autovetores de A. Já a primeira coluna será qualquer outro autovetor
que seja linearmente independente com u3, enquanto que a segunda coluna será determinada por uma equação
apropriada.
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Exemplo: Obtenha a solução do seguinte sistema de recorrências lineares:

xn+1 = xn + 6yn − 4zn
yn+1 = 7yn − 4zn
zn+1 = 9yn − 5zn

Solução: Um cálculo simples mostra que λ = 1 é o único autovalor, de multiplicidade algébrica 3, da matriz A
dos coeficientes do sistema, com autovetor associado dado por

u⃗ =

 x
2

3
z

z

 = x

 1
0
0

+ (
1

3
z)

 0
2
3

 ; com x2 + z2 ̸= 0. (3)

Observe que a multiplicidade geométrica de λ = 1 é 2. Assim, a matriz de Jordan similiar à matriz A assume a
forma  1 0 0

0 1 0
0 1 1

 com

 (A− I)u1 = 0
(A− I)u2 = u3

(A− I)u3 = 0

Finalmente, determinamos u3 na forma α · (1, 0, 0)
′
+ β · (0, 2, 3)

′
, onde α e β são escolhidos de modo que o

sistema
(A− λI)u⃗ = u⃗3

tenha solução u2 não trivial. A partir de um cálculo direto deduzimos que este sistema tem solução se, e somente
se, α = 2β. Escolhendo, α = 2 e β = 1 obtemos u3 = (2, 2, 3)

′
e u2 = (0, 1, 1)

′
. O vetor u1 é qualquer autovetor

linearmente independente com u3. Considerando x = 1 e z = 0 em (3), obtemos u1 = (1, 0, 0)
′
. Portanto, a

solução do sistema é dado por

Xn = c1u1λ
n−1 + c2

(
u2λ

n−1 + u3(n− 1)λn−1
)
+ c3u3λ

n−1

= c1

 1
0
0

+ c2

 0
1
1

+ (n− 1)

 2
2
3

+ c3

 2
3
3

 .

4. Conclusões

Apresentamos no texto uma análise completa dos sistemas de recorrências lineares de primeira ordem com
duas e três variáveis com coeficientes reais . A técnica aplicada é a mesma para sistema de equações lineares
com o uso da teoria das recorrências lineares de primeira ordem. Os resultados sugerem de modo natural que
os resultados obtidos podem ser generalizados.
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