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Resumo: Constatando a escassez na literatura de pesquisa nacional sobre a temdtica aqui abordada, a caréncia
de textos normativos que tratem das possibilidades de ensino de niumeros reais no ensino fundamental e a
necessidade de materiais sobre como convencer os alunos de que numeros como T SG0O rracionais, Propomos
neste trabalho um roteiro de atividade investigativa, baseada no método arquimediano, que os professores podem
adotar para estimar e aproximar com seus alunos o numero w através do comprimento da circunferéncia.
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1. Introdugao

A ideia de tratar da irracionalidade de 7 veio de inquietacoes com respeito as justificativas de que esse
namero ¢é irracional e as formas como isso é tratado no ensino fundamental. Por ser um nimero transcendenteﬂ
nao hd uma prova simples da irracionalidade de 7, embora esse fato seja apresentado como verdadeiro em todas
as etapas do ensino, sem a preocupagao de qualquer justificativa.

Neste contexto, a busca que originalmente motivou |Gabriel (2023) era por uma apresentagido possivel da
irracionalidade de 7 na sala de aula do ensino bésico. Contudo, constatamos que mesmo a demonstragao mais
simples que fomos capazes de encontrar, devida a [Breusch| (1954)), faz uso de elementos inacessiveis nesse nivel
de ensino: prova por contradicdo, séries de Taylor, estimativas para séries e limites. Apesar disso, deparamo-nos
com questoes mais gerais sobre o tratamento dos ntimeros irracionais na educacao bésica, abarcando também
questoes sobre os numeros racionais e sobre a reta real como um todo. Constatamos que, no Brasil, ainda hé
pouca literatura sobre o tema, merecendo destaque as contribuigdes de Broetto| (2016)), Broetto e Santos-Wagner
(2019), [Soares, Ferreira e Moreira| (1999).

A escassez na literatura de pesquisa, soma-se uma caréncia de textos normativos que tratem das possibili-
dades de ensino de numeros reais no ensino fundamental, desde a apresentacdo dos nimeros racionais até seu
completamento com os nimeros irracionais. A Base Nacional Comum Curricular (BNCC) destaca que,

Com referéncia ao Ensino Fundamental — Anos Finais, a expectativa é a de que
os alunos resolvam problemas com ndmeros naturais, inteiros e racionais, envol-
vendo as operagdes fundamentais, com seus diferentes significados, e utilizando es-
tratégias diversas, com compreensao dos processos neles envolvidos. Para que apro-
fundem a nogdo de nimero, é importante coloca-los diante de problemas, sobretudo
0s geométricos, nos quais os nimeros racionais nao sao suficientes para resolvé-los, de
modo que eles reconhecam a necessidade de outros nimeros: os irracionais. (BRA-
SIL} 2018]), p.269)

Entretanto, os nimeros irracionais s6 aparecem em uma tnica habilidade a ser desenvolvida nos anos finais
do ensino fundamental e somente no 92 ano, ou seja, ultimo dessa etapa de ensino. Quando buscamos esse
direcionamento na Proposta Curricular do Estado da Paraiba (PCPB) BRASIL|(2019), deparamo-nos com uma
situagao curiosa no que se refere ao curriculo da area de Matemdtica: hé comentarios ou sugestoes metodoldgicas
para abordagem de cada uma das habilidades a serem fomentadas nos anos iniciais do ensino fundamental;

1Um ndmero transcendente é um niimero real ou complexo que ndo é raiz de nenhuma equagdo polinomial com coeficientes
inteiros. Uma prova da transcendéncia de 7 é dada em |Jones| (2017)).
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quando se trata dos anos finais, o curriculo se resume a associar cada habilidade aos contetdos que devem ser
trabalhados.

Diante isso, neste trabalho propomos um roteiro de atividade investigativa que os professores podem adotar
para estimar e aproximar com seus alunos o numero 7 através do comprimento da circunferéncia, tentando mini-
mamente dirimir o ciclo indicado por Broetto e Santos-Wagner| (2019) e desenvolver o potencial das habilidades
contidas na BNCC e da PCPB.

2. Uma proposta de investigacao em sala de aula

Ano: Esta atividade devera ser preferencialmente desenvolvida no 8° ano (mas pode ser feita no 92) e compre-
ende a Habilidade EFO8MA19 da BNCC.

Conteudo: Estimativa e aproximacao para o nimero 7 através do comprimento da circunferéncia.

Pré-requisitos: Os alunos devem compreender o Teorema de Pitagoras, propriedades bésicas sobre triangulos
(soma dos angulos internos, tridngulos equildteros e equidngulos).

Objetivos:

I. Entender como funciona um processo de aproximagao de um numero irracional por racionais;

I1. Estimar valores para 7 a partir de construgoes manuais dos alunos, antes de mostrar como o processo fun-
ciona computacionalmente.

Motivacgao:

Sabemos que o comprimento da circunferéncia de um circulo de raio R é dado por C = 27R. Nesta
aplicagdo, recriamos o processo de Arquimedes com poligonos regulares inscritos em um circulo com raio pré
fixado. Construimos uma aproximagao para m por sucessoes de nimeros racionais, obtendo assim aproximagoes
por falta para este ntimero irracional.

A ideia é usar hexdgonos inscritos ao circulo e ir duplicando o nimero de lados dos poligonos. Utilizando
0 GeoGebra, um aplicativo de geometria dinamica, podemos mostrar que quando os poligonos tem 96 lados
se verifica a aproximacao 223/71 < 7 < 22/7 (considerando, na tltima desigualdade, também o processo com
os poligonos circunscritos, o qual ndo iremos tratar aqui), que foi realizada por Arquimedes (287 - 212 a.E.C).
Para mais detalhes sobre o processo arquimediano, sugerimos consultar Heath| (1921)).

Etapas:
i) Primeiramente temos um circulo de raio 1. Nesse circulo construimos um hexdgono regular inscrito. Pelas
propriedades do hexdgono sabemos que seu lado l; mede 1.

Como a figura mostra (Figura 1), o hexdgono é formado por 6 tridngulos equildteros. E daf temos a primeira
aproximagao para para o comprimento da circunferéncia. Sendo 6 o perimetro do hexdgono e o comprimento
da circunferéncia dado por 27 R = 27, entdo 6 < 27 = 3 < 7.

ii) Agora, iremos refinar esse processo dobrando o ntimero de lados do hexdgono inscrito, isto é, tomando um
poligono de 12 lados. Para isso, basta construirmos um triangulo isésceles usando como base o lado do hexdgono
anterior. Veja a Figura 2.

Para calcular o perimetro do dodeciagono precisamos descobrir quanto mede seu lado l5. Descobrindo a
altura a; do tridngulo equilatero do hexdgono anterior, podemos encontrar a diferenca by = 1 — a7 e, assim,
calculando por Pitagoras, o lado l; do dodecdgono.

I1\2 3 2-3
a=\1-(3) =5 =h=1-a="5

Iy = (%)2+b2: V2 - 3.

e, por Pitagoras, temos
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Figura 1: Hexagono regular inscrito na circunferéncia

P

v

Fonte: GABRIEL (2023)

Figura 2: Dobrando os lados do hexdgono

l

Fonte: GABRIEL (2023)

Isso nos da que o perimetro do hexagono é 61/ 2 — V/3, 0 que nos d4 a aproximacio 7 > 61/2 — v/3 &~ 3, 10583.
iii) Agora, prosseguimos o processo indutivamente, dobrando em cada etapa o nimero de lados do poligono,
isto é, 24, 48, 96, etc. O método para obter o lado do préximo poligono é o mesmo e pode ser generalizado da
seguinte forma (Figura 3).

Temos:

In\2 In\2
apn = 1—(—) , bh=1—a, e Il = (—) +b2.
2 2

Arquimedes conseguiu realizar esse procedimento manualmente até um poligono de 96 lados, obtendo a
incrivel aproximacao m > 3,1394. Obviamente nao iremos realizar o mesmo cédlculo em sala de aula, mas a ideia
é entender e mostrar aos alunos como esse procedimento pode ser pensado em infinitas etapas, cada uma delas

se aproximando mais do comprimento da circunferéncia.
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Figura 3: Generalizagao do processo de obtencao do lado dos poligonos subsequentes

Fonte: GABRIEL (2023)

Recomendagoes metodoldgicas: A ideia primordial aqui é que os alunos experienciem essa atividade no
carater mais investigativo possivel, isto é, que eles desenvolvam ideias sobre como medir um comprimento,
antes de aplicarmos formulas. Esse guia acima serve mais ao professor como uma maneira mais rapida de
chegar aos resultados, mas em sala isso deve partir da experiéncia dos alunos com o problema. Inclusive, o fato
surpreendente aqui, é que esse processo deve funcionar para quaisquer circulos, ja que parte da investigagao é o
alunos perceberem que a razao entre o comprimento da circunferéncia e seu diametro é constante, e aproxima-se
do valor que acabamos de estimar. Essa parte da atividade deve ser experienciada pelos alunos como uma
forma deles se convencerem que esse nimero existe, mas que s6 podemos obter aproximacgoes finitas para ele,
utilizando nimeros racionais.

3. Conclusoes

Na atividade proposta, partimos do pressuposto de que o aluno deve protagonizar a investigacao matematica,
inclusive em temas concepcionalmente dificeis como trabalhar com o niimero 7.

Para [Ponte, Brocardo e Oliveira; (2003), as atividades de natureza investigativa tém ganhado crescente
visibilidade nos curriculos escolares, pois, ainda segundo eles, estudos em educagao tém mostrado que investigar
constitui uma importante forma de construir conhecimento. também ressalta a importancia
das atividades investigativas na construcao do saber quando diz que “Aprender Matematica nao é simplesmente
compreender a Matemédtica ja feita, mas ser capaz de fazer investigacdo de natureza matemdtica (ao nivel
adequado a cada grau de ensino)”.

Ainda carecemos de bons materiais sobre como convencer os estudantes de que niimeros como T ou € Sao
irracionais. Mais pesquisas sobre o ensino desses niimeros se fazem necesséria, e é o que objetivamos, ja que esses
sao alguns dos irracionais mais importantes na formagao escolar. Acreditamos que hd métodos vidveis ainda
por desenvolver ou nao explorados para que os alunos do ensino basico nao tenham de se contentar apenas com
o fato bastante conhecido, mas sem sentido e justificativa, de que certos niimeros sao irracionais. A atividade
aqui proposta pode nao dar conta da irracionalidade de w, mas ajuda a tornar esse nimero mais acessivel e
familiar para os alunos os quais, se apresentados a outras propostas de investigagdo (inclusive para fomentar
uma boa compreensao sobre racionais e dizimas) podem tirar conclusdes satisfatérias e interessantes no que
tange a irracionalidade.
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