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Resumo: FEste presente trabalho tem por objetivo apresentar uma construg¢ao do Porisma de Steiner. Para
tanto, faremos uso das propriedades basicas da Geometria Inversiva. As figuras foram construidas usando o
software de Geometria dinamica: o GeoGebra.
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1. Introdugao

Um problema interessante da Geometria Inversiva é o Porisma ou Cadeia de Steiner, proposto pelo ma-
temdtico suigo Jacob Steiner (1796 - 1863). Este problema nos diz que: dadas duas circunferéncias nao
concéntricas, uma interior a outra, queremos saber se existe uma cadeia de circunferéncias, cada uma delas
tangente & anterior e & posterior, e todas elas tangentes as duas circunferéncias dadas. (TARRIDA, 2003)

A seguir, apresentaremos uma defini¢ao formal e ilustraremos a situacao.

Definigao: Seja X* e ¥** duas circunferéncias néo concéntricas, consideremos circunferéncias X1, Yg, X3, ...
de tal maneira que cada X, com k > 2, sejam tangentes a X.*, X" e ¥;_;. Se existe um ntmero natural n
nessas condigoes, entao dizemos que {Xj}3_; é um porisma de Steiner para ¥* e X**.

Na Figura[l] a seguir, ilustramos exemplos de porisma de Steiner para n = 20, 10 e 5.

Figura 1: Porisma de Steiner.

n=2=5,

Fonte: O autor.

Embora nos limitemos a construir uma quantidade finita de circunferéncias, este problema tem infinitas
solugodes, isto é, hd uma infinidade de circunferéncias que podem ser postas em forma de porisma. Observe
que nao é uma tarefa simples construir essas circunferéncias como na Figura [I] utilizando o conhecimento de
geometria plana. Porém, podemos transformar o problema em um outro um tanto quanto mais simples, o
qual consideramos as duas circunferéncias concéntricas e n circunferéncias tangentes, em que cada uma delas
é tangente a anterior, & posterior e as duas circunferéncias dadas, como ilustra a Figura [2] e, a partir disso,
usamos o conhecimento da inversao geométrica para construir o porisma.
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Figura 2: circunferéncias concéntricas.

Fonte: O autor.

Antes de justificarmos matematicamente como dispor tais circunferéncias e com o intuito de facilitar a
compreensao do leitor deste resumo, organizamos, em forma de tabela, as propriedades da inversao geométrica,

as quais podem ser encontradas, com mais detalhes, em (JUNIOR)] 2022 p.49-56).

Tabela 1: Propriedades da Inversao

Propriedades Inversao
o ) —=;  AB-r?
Distancia entre os pontos inversos de A e B A'B = ————
. _ 0OA-OB
Reta que passa pelo centro de inversao Transforma-se nela mesma
Reta que nao passa pelo centro de inversao Transforma-se em uma circunferéncia que passa

pelo centro de inversao
Circunferéncia que nao passa pelo centro de in- | Transforma-se em uma circunferéncia que nao

Versao passa pelo centro de inversao

Circunferéncias que nao se intersectam Transformam-se em circunferéncias concéntricas
Circunferéncias ortogonais Transformam-se nelas mesmas

Angulos formados pelas tangentes entre curvas A transformagdo mantém os angulos

O objetivo do nosso trabalho é mostrar uma construgao do Porisma de Steiner utilizando o software Geo-
Gebra, a qual serd descrita na se¢do que trata sobre Resultado e discussao.

2. Metodologia

Quanto a metodologia, este trabalho foi desenvolvido a partir de pesquisas bibliograficas. Inicialmente,
trouxemos uma definicao sobre o Porisma de Steiner. Em seguida ilustramos, através de uma tabela, as
principais propriedades da inversao geométrica. Por fim, descrevemos o passo a passo e a justificativa para
a construgao do Porisma de Steiner usando o software GeoGebra e apresentamos as conclusoes.

3. Resultado e discussao

Nesta secao apresentamos a construcao do porisma de Steiner, bem como a sua justificativa. Agora, va-
mos descrever os passos para a construgao de n circunferéncias, conforme Figura [2] utilizando o Software de
Geometria Dinamica: o GeoGebra.

1. Escolha o seu poligono selecionando a opcao de poligono regular no GeoGebra;

2. Use a ferramenta ponto médio para encontrar o ponto médio de cada lado;
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9.

Use a ferramenta circulos dado centro e um de seus pontos para construir uma circunferéncia centrada
em cada vértice e tendo uma distancia radial do vértice a um ponto adjacente;

Se o poligono tiver nimero impar de lados, trace uma semirreta partindo do um ponto médio ao vértice
oposto. Faga isso novamente com outro ponto médio e vértice.

Se o poligono tiver um nimero par de lados, trace uma semirreta partindo de um vértice ao vértice oposto.
Faga isso novamente com outros dois vértices.

Coloque um ponto onde as semirretas se intersectam e este é o centro do poligono.

Coloque um ponto na parte superior e inferior da circunferéncia onde a semirreta intersecta a circun-
feréncia.

Desenhe duas circunferéncias: uma com um raio do centro ao ponto do circulo interno e a outra com um
raio do centro ao outro ponto.

Limpe todos os pontos, semirretas, raios e o poligono, deixando apenas as circunferéncias.

A proposicao a seguir nos dd uma condi¢ao necesséria e suficiente para que seja possivel realizar tal cons-
trucao.

Proposigao: Duas circunferéncias concéntricas " (O; R) e X"*(0;r) admitem uma cadeia de n circun-
feréncias tangentes entre si e tangentes a elas se, e somente, se

R_ 1—sen%

g o
r 1+senn

Demonstragao:

Figura 3: cadeia de n circunferéncias tangentes entre si e tangentes as duas circunferéncias dadas.

Fonte: O autor.

Nas notagoes da Figura [3] suponha que seja possivel inscrever, conforme as condigoes do enunciado, n
circunferéncias entre essas duas circunferéncias concéntricas. Por simetria, todas essas circunferéncias sao
congruentes. Assim, se tomarmos o ponto P como o ponto de tangéncia entre duas dessas circunferéncias e o
ponto @) como o centro de uma delas, o triangulo OPQ é retdngulo em P, pois o raio é perpendicular no ponto
de tangéncia.

Além disso, se PQ é o raio de uma dessas circunferéncias, entdo 2PQ = R — r, isto é,

R—r

PO =
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2R—R+r
R @
R+r
= . 3
Agora, observe que o angulo P@Q = E, uma vez P@Q é angulo central, que as circunferéncias estao
n

igualmente espagadas e sao congruentes. Com isso, temos

sen PQ R-r 2 R—1r
N — = —— = . = .
n  0Q 2 R+r R+

(4)

Dividindo o numerador e o denominador do lado direito de [f] por r, obtemos

£ _1
sen — = —+ 5
n B 5)
T
ou seja,
sen—- —+sen— — — +1=0, (6)
n
isto é,
R
—~<senﬁ—1):—(1+senﬁ), (7)
T n n
logo,
R 1l+sen”
ah n. 8
r 1—sen? (8)
Para a reciproca, basta usar o argumento desenvolvido anteriormente partindo da igualdade acima. O

Como a inversao é uma transformacao involutiva, isto é, quando se aplica a transformagao de inversao em
um elemento j4 transformado, retorna-se ao elemento original, podemos inverter as circunferéncias da Figura [3]
e obter o resultado desejado. Ver Figura [d] a seguir.

Figura 4: inversao na cadeia de n circunferéncias.

Fonte: O autor.
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4. Conclusoes

Fizemos uso das propriedades bésicas da Inversao Geométrica e descrevemos o passo a passo da construcao,
utilizando o software GeoGebra, do Porisma de Steiner, que consiste em: dadas duas circunferéncias nao
concéntricas, uma interior a outra, queremos saber se existe uma cadeia de circunferéncias, cada uma delas
tangente a anterior e a posterior, e todas elas tangentes as duas circunferéncias dadas.

Esperamos que este trabalho sirva como referéncia para possiveis pesquisas futuras, uma vez que a geometria
inversiva é uma potencial ferramenta para resolver determinados problemas e, especifamente, problemas que
envolvem tangeéncia.
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