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Resumo: Neste trabalho, exploramos algumas técnicas de resolucao de problemas de geometria plana conhe-
cidas como “tragados auxiliares”. FEstas técnicas auziliam na resolugcao de problemas que ndo saéo comumente
resolvidos com a geometria bdsica presente no componente de Matemdtica da FEducagao Bdsica; problemas es-
tes geralmente exploradas em olimpiadas de matemdtica. Discorremos aqui um recorte de uma pesquisa, em
andamento, que objetiva descrever e exemplificar (construindo no software GeoGebra e material concreto em
impressora 3D) sete técnicas de tragados auxiliares no triangulo do livro “Construcciones en Tridgulos: Técnicas
y criterios para realizar trazos auziliares” do autor José Luis Meza Barcena (Lima, Peru). Porém, este trabalho
limita-se em descrever e exemplificar duas destas técnicas de tracados auxiliares.
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1. Introdugao

Na resolugao de problemas em geometria plana geralmente buscamos determinar medidas de angulos ou
segmentos em uma figura formada por poligonos. Para obter estas medidas, identificamos relacoes entre os ele-
mentos da figura, tais como: congruéncia, semelhanca, paralelismo, perpendicularidade, etc; e usamos teoremas,
tais como: teorema do angulo externo, soma dos angulos internos de um triangulo, teorema da bissetriz, etc.
Além disso, em alguns exemplos faz-se necessdrio construgbes geométricas béasicas de régua e compasso para
obter estas relagoes, tais como: ponto médio, bissetriz, mediana, mediatriz, simetria em relagao a uma reta, etc.

H&a problemas de geometria cuja solugao, por mais que busquemos usar os resultados apresentados numa
literatura completa como 7 nao é possivel de obter a solucdo. Que exigem “tracados auxiliares”
para obter a solugdo: técnicas para adicionar elementos (ndo convencionais) & figura original, modificando-a
de modo a obtermos a solu¢ao. José Luis Meza Barcena descreve em seu livro “Construcciones en Tridgulos:
Técnicas y criterios para realizar trazos auxiliares” (BARCENAL [2004)) sete técnicas de tragados auxiliares para
resolver problemas geométricos envolvendo triangulos. E sugere exemplos de problemas que necessitam destes
tragados para serem resolvidos. Porém, o autor nao descreve estas técnicas com a linguagem e rigor matematico
adequados, principalmente em relagao as demonstracgoes de alguns resultados nao tao triviais.

Estas técnicas de tracados auxiliares, assim como os exemplos propostos pelo autor, compoem uma rico ma-
terial para os amantes de belos problemas de matemética elementar e também serve como fonte para preparagao
olimpica. A exemplo, o “problema de Langley” (triAngulo russo), na figura abaixo, que nao conseguimos resolver
usando os conhecimentos de geometria comum, mas apenas com ajuda de alguns tracados auxiliares especificos:

Figura 1: Problema de Langley

B . ABC is6sceles de base BC
BAC = 20°
A CBD = 60°
) DCE = 30 .
C Qual a medida de BDE ?

Fonte: Elaborado pelos autores no GeoGebra
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Amilton Junior é um autor brasileiro que atualmente explora os tragados auxiliares presentes na literatura
matematica peruana buscando compreender e reorganizar em linguagem matematica mais formal. Recentemente
ele compilou suas ideias de cinco anos de estudo no livro , incluindo o problema de Langley.

O objetivo deste trabalho é descrever com mais clareza e exemplificar duas destas sete técnicas de tracados
auxiliares por meio de proposicoes nas quais a hipétese da proposicao trata-se das condigoes iniciais para aplicar
a técnica, e a tese da proposicao trata-se dos tragados auxiliares que podemos construir e demonstrar.

Este trabalho trata-se de um recorte da pesquisa de dissertacao de mestrado do PROFMAT (UEPB) que
descreve todas as sete técnicas como proposicoes e exemplifica, reorganizando algumas ideias do autor para me-
lhor escrita e compreensao, além de ter o cuidado em tornar o material o mais didatico possivel para os discentes
da Educagao Bésica. Outra parte desta pesquisa faz uso do software livre GeoGebra para construir um banco
de dados com figuras das proposicoes e exemplos que serd disponibilizado no site https://www.geogebra.org.
Além disso, a confeccao de material concreto para laboratério de matematica em impressora 3D com material de
encaixe (pontos, segmentos, angulos, etc). Material este também que buscar-se-a disponibilizar como ferramenta
de ensino e aprendizagem de Matematica na Educagao Basica.

2. Metodologia

Nesta secao apresentaremos alguns resultados e provas de maneira formal.

Proposigao 1. Seja o triangulo agudo ABC com dngulos internos ABC =2a e ACB = a. Se tracarmos as

cevianas interna Al e externa AE (estando E e I sobre a reta %)ﬁmﬁo %ﬁiﬁ e AE = AC, entdo
obteremos os triangulos isdsceles ABI, AEC, AEB e ACI de base BI, EC, AE e AC, respectivamente.

Demonstracgao.

Para construir a ceviana interna, de acordo com o enunciado da proposigao [I} centramos o compasso em A
e com raio AB tracamos o circulo I';. Depois tomamos I = BC NT;. J4 para construir a ceviana externa,
de acordo com o enunciado da proposicdo, centramos o compasso em A e com raio AC tracamos o circulo I'.
Depois tomamos E = CB NTs.

Figura 2: Tracado da ceviana interna Figura 3: Tragado da ceviana externa
A
I3
I A
E Cc
a
B [ C
Fonte: Elaborado pelos autores no GeoGebra Fonte: Elaborado pelos autores no GeoGebra

__Pela construcao da ceviana interna temos AI = AB e assim segue que ABI é isésceles de base BI. Logo,
AIB = ABI = 2a. R
Pelo teorema do angulo externo, no triangulo AIC, a medida do angulo externo AIB vale a soma das
medidas dos angulos internos IAC e IC' A, de modo que:

ATIB=TAC+ICA — 2a=IAC+a — a=IAC

Provado que TAC = ICA = a, concluimos que AIC é isésceles de base AC. E segue que Al = IC.
_Pela construgdo da ceviana externa temos AE = AC e assim segue que AEC é is6sceles de base EC. Logo,
AEC = ACE = a. R
Pelo teorema do angulo externo, no triangulo ABFE, a medida do angulo externo ABC' vale a soma das
medidas dos angulos internos BAE e BE A, de modo que:

ABC — BAE + BEA 20 = BAE 4+ ¢ o= BAE
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Provado que BAE = BEA = a, concluimos que ABE é isésceles de base AE e segue que BA = BE.
[ |

Proposigao 2. Seja ABC um triangulo com BAC =2a e dngulo externo em C, B = 90° — a. Se tomarmos o

ponto D = ACNT, onde I' é a circunferéncia de centro em B e raio AB, entio ABD e DBC' sao isdsceles de
base AD e BC', de modo que temos AB = DB = DC, BAC = BDC =2a e DBC = DCB = 90° — a.

Demonstragao. -
Tragando o ponto D, conforme indicado na propos/i\(;:io temos que AB = BD ja que sao raios de I'. Assim,
ABD é is6sceles de base AD e segue que BDC = BAC = 2a.

Figura 4: Tragado de triangulo isésceles a partir de um triangulo qualquer
B

Fonte: Elaborado pelos autores no GeoGebra
Pela soma dos angulos internos de DBC' temos:
DBC +DCB+ BDC =180° = DBC+90° —a+2a=180° = DBC=90°-a
Assim, DBC =DCB e segue que DBC é isésceles de base BC. Logo, DC = DB = AB |
3. Resultado e discussao

No que segue, usaremos as tedricas apresentadas para resolver dois problemas cujas solugoes nao sao triviais.

Exemplo 1. Seja o quadrildtero convexo ABCD tal que E é o ponto de mterse(;ao entre suas d1agona1s (AC
e BD), AB = AD e as medidas dos angulos: CAB = 60°, CAD = 20° e CBD = 30°. Determine z = ACD:

Figura 5: Representacao geométrica do enunciado do exemplo 1
A

30°

- C

Fonte: Elaborado pelos autores no GeoGebra
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Solugao:

Como o triangulo ABD € isdsceles de base BD, com BAD = 60°+20° = 80°. Entio, ABD = (180° — 80°) /2 =
50°. Dai, seque que ABC =50° 4 30° = 80° ¢ no triangulo ABC temos ACB = 180° — 60° — 80° = 40°.

Note que o triangulo ABC' tem angulos na propor¢ao 1 : 2 (AEC’ =80° e ACB = 400) Assim, aplicamos o
resultado da proposzg:aolpam realizar o tracado auziliar da ceviana interna no triangulo ABC que é o segmento
AP com P € BC e APB = 80°. Deste tragado auziliar seque, pelo resultado da proposzgao 1, AP = PC = AB,
BAP =20° ¢ PAC = 40°.

Figura 6: Ceviana interna, AP, de ABC Figura 7: Triangulos APD e PCD isésceles

A
A

Fonte: Elaborado pelos autores no GeoGebra Fonte: Elaborado pelos autores no GeoGebra

Tracando o segmento PD, note > que o tridngulo APD € isdsceles de base PD com PAD = 20° + 40° = 60°.
Assim, APD ¢ equildtero. Logo, APD =60° e PD = AP = PC, e isso implica que o triangulo PCD € isdsceles

de base CD. L R
Mostrado que PCD ¢ isdsceles de base CD e sendo BPD = 80° + 60° = 140° seu dngulo externo em P,

concluimos pelo teorema do angulo externo que:
BPD = PCD +PDC = 140° = (z 4+ 40°) 4 (z +40°) = 70°=z+40° = z=30°

Exemplo 2. Seja o triangulo ABC e D um ponto em seu interior tal que AB = CD e temos as medidas dos
angulos: BAD = 30°, ABD = 45° ¢ BDC = 135°. Determine o valor de z = BCD:

Figura 8: Representacao geométrica do enunciado do exemplo 2
B

45°

A& ° C

Fonte: Elaborado pelos autores no GeoGebra
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Solugao:

Note que o angulo externo de ABD, em D, mede 75°. Assim, podemos aplicar o resultado da proposi¢do
@gam obtermos os tridngulos isdésceles ABP e PBD com P € AD, de modo que temos: AB = BP = PD,
BAD = BPD =30° e PBD = PDB = T75°.

Figura 9: Triangulo ABP isésceles Figura 10: Triangulo PCD isésceles

Ad

> C

Fonte: Elaborado pelos autores no GeoGebra Fonte: Elaborado pelos autores no GeoGebra

O triangulo PCD ¢ isdsceles de base PC, pois PD = CD. E como PDC = 135° — 75° = 60°, entdo o
triangulo PCD ¢€ equildtero. R

Temos BPC = BPD + DPC = 30° + 60° = 90° o que implica que BPC ¢é um triangulo retingulo
em P. E como PC = PD = PB, entio BPC ¢ um triangulo retangulo e isosceles de base BC. Assim,
PBC = PCB = 45°.

Sendo PCD = 60°, jd que € um dos dangulos do triangulo equildtero PCD, concluimos que:

T +45° =60° = 1z =15°.
4. Conclusoes

Ha& pouco material brasileiro para o estudo de geometria com tragados auxiliares, sendo o um
dos primeiros autores a se enveredar por esta area. Diante disso, buscamos desenvolver material para o processo
de ensino e aprendizagem desta geometria na educacgao bésica de forma a desenvolver o pensamento critico
do estudante nos problemas abordados. Partindo do estudo e andlise destes tragados auxiliares em triangulos,
seguiremos a produzir material pedagdgico: material escrito com demonstracoes e exemplos, material digital no
software GeoGebra e material concreto confeccionado em impressora 3D.
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