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Resumo: O Teorema de Pitdgoras é considerado um dos mais importantes e conhecidos teoremas da Matemdtica, devido
a sua ampla aplicagdo na resolu¢do de problemas ligados a Geometria e ciéncias afins, principalmente para calcular
distancias. Atualmente percebemos que o Teorema de Pitdgoras estd sendo apresentado aos estudantes, em especial na
FEducagao Bdsica, essencialmente no seu formato algébrico, com pouca énfase em Geometria e as vezes, os estudantes
nao entendem do seu significado geométrico. Nesta pesquisa, abordamos o Teorema de Pitdgoras no formato totalmente
geométrico, utilizando dreas de figuras semelhantes. Além disso, apresentaremos o Teorema de Pdlya, numa versao mais
formal que comumente encontramos, como uma das generalizagdes do Teorema de Pitdgoras.
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1. Introdugao

Esse trabalho é uma parte do que estudamos no TCC do PROFMAT-UAMAT (OLIVEIRA! [2023) com
titulo homonimo do resumo, onde, além do que vamos expor, também apresentamos sugestoes de sequéncias
didaticas para serem aplicadas em turmas de 9° ano e 1° ano do Ensino Bésico e desenvolvemos atividades
dinamicas usando o software GeoGebra para mostrar, através de areas, os teoremas de Polya e de Pitadgoras. A
primeira autora foi orientanda dos dois outros autores.

A Matemdtica, principalmente a Geometria, sempre provocou um fascinio na humanidade, seja pela sua
utilidade, necessidade ou beleza. Percebemos que atualmente hd uma maior énfase na parte algébrica de
alguns teoremas que poderiam ter um tratamento essencialmente geométrico e que, de fato, tratam de objetos
geométricos. Dai resta aos estudantes memorizarem férmulas que muitas vezes nao tém significado para eles.
Por isso, a nossa pesquisa refere-se a geometriza@é(ﬂ do Teorema de Pitdgoras que facilita a apresentacao de
uma de suas belas generalizagoes que é o Teorema de Pdlya.

Serao apresentadas as versoes geométricas desses teoremas, pois, considerando a enorme importancia deles
para a Matemadtica, é necessério fazer um elo entre a Geometria e esses teoremas para facilitar, a aprendizagem
dos estudantes e ressaltar o forte apelo geométrico deles, impactando diretamente na formacao dos alunos.

A BNCC recomenda que o Teorema de Pitdgoras seja estudado por verificagbes experimentais e demons-
tragoes, promovendo a habilidade aos educandos, como se refere o descritor: “(EF09MA14) Resolver e elaborar
problemas de aplicagao do teorema de Pitdgoras ou das relagoes de proporcionalidade envolvendo retas paralelas
cortadas por secantes”. BNCC (BRASIL), 2018, p.319).

E importante que os educandos conhegam a relagao entre Algebra e Geometria para ter uma melhor com-
preensao dos teoremas, em particular o Teorema de Pitdgoras. Ou seja identificar que a2, b* e ¢® sdo expressoes
que representam dreas de regides quadrangulares que possuem lados com medidas a,b e ¢, respectivamente. (ver
Figura .

O Teorema de Pdlya é uma generalizagdo do Teorema de Pitdgoras, envolvendo quaisquer figuras semelhantes
construidas sobre os lados de um triangulo retangulo, ou seja, A = B + C onde A é a drea da figura construida
sobre a hipotenusa e B e C' sao as areas das figuras construidas sobre os catetos.

1Geometriza§do é um termo utilizado por nds para darmos énfase aos aspectos geométricos do Teorema de Pitdgoras (569
a.C - 480 a.C) e do Teorema de Pdlya (1887 - 1985), usando dreas de figuras semelhantes construidas sobre os lados do tridngulo
retangulo.
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Figura 1: Teorema de Pitagoras.
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Fonte: Os autores.

2. Metodologia

A realizacdo da nossa pesquisa seguiu as seguintes etapas:

e O nosso trabalho foi iniciado com uma pesquisa bibliografica em sites e livros de autores que tratam desse

tema, tais como: (MUNIZ NETO, [2013), (LIMA et al., 1991), (LIMA| 2011), (LIMA| 2013), (MORAIS|
FILHO), [2015), (MATHIAS; SILVA; LEIVAS, [2019) e outros.

e Apresentamos a definicdo de semelhanca e de figuras semelhantes.

e Apresentamos e demonstramos o teorema que relaciona a drea de figuras semelhantes.

e Apresentamos e demonstramos o Teorema de Pdlya geometricamente.
3. Resultado e discussao

Para trabalharmos com figuras semelhantes precisamos de uma definigao de figura, mas sentimos falta na
literatura de uma definicao matematica do que se entende por “figura”, nogao amplamente usada em todos os
niveis escolares, principalmente quando trabalhamos com Geometria. Dai apresentamos a seguinte definicao de
figura.

Definicao 1. Uma figura (para nds) é a parte interior de uma curva de Jordan, juntamente com essa curva
(bordo da figura).

Com essa definigao, sao figuras: parte interior e o bordo de poligonos, elipses, circulos e qualquer curva
fechada e simples, que comumente usamos.

Sabemos que o Teorema de Pitdgoras refere-se a area de quadrados construidos sobre os lados do triangulo
retangulo. Sabemos também, pelas proposi¢oes ja demonstradas na nossa pesquisa que quadrados sao figuras
semelhantes. Vejamos, a seguir as definigoes de semelhangas e figuras semelhantes.

Definicao 2. Seja r um nimero real positivo. Uma semelhanca de razao r, no plano, é uma transformacgao
f: R? — R? que multiplica por r a distancia entre dois pontos quaisquer do plano, ou seja, f satisfaz
d(f(P), f(@)) =r-d(P,Q). Onde d(P,Q) é uma distincia entre os pontos P e Q.

Definicdo 3. Duas figuras F e F', contidas no plano R? sdo semelhantes quando existe uma func¢io de
semelhanca f: R* — R? tal que f(F) = F'.

Apresentamos exemplos de semelhanga e figuras semelhantes no TCC (OLIVEIRA| 2023).

Como o Teorema de Pdlya refere-se a area de quaisquer figuras semelhantes construidas sobre os lados
do triangulo retangulo foi necessdrio apresentarmos um teorema que relacione essas dreas. KEsse teorema é
comumente apresentado para poligonos semelhantes, quando dito valer para figuras semelhantes quaisquer.
Fizemos uma demonstragao desse caso geral que apresentamos abaixo.

Para darmos embasamento matematico a nossa demonstragao foi preciso demonstrar alguns resultados sobre
semelhanca e figuras semelhantes, tajs como:
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1. Seja f: R? — R? uma semelhanga de razao r > 0 e P,Q pontos distintos do R?. Se f(P) = P’ e
f(Q) = @', entdo f transforma todo ponto R do segmento PQ, no ponto f(R) = R’ do segmento P'Q’.

2. Toda semelhanca f: R? — R?, de razao de semelhanca r > 0, preserva qualquer angulo.
3. Toda semelhanga transforma uma reta em outra reta.

4. Toda semelhanca f: R? — R? transforma retas perpendiculares em retas perpendiculares.
5

. Toda semelhanca f: R? — R? transforma retas paralelas em retas paralelas.

Todos esses resultados foram demonstrados no TCC (OLIVEIRA| 2023).

. . . B
Teorema 1. Se duas figuras, de dreas A e B, sdo semelhantes com razdo de semelhanga r > 0, entdo 1= r2.

Figura 2: Figuras semelhantes.

Figura de area B

Figura de drea A

T 5(py 1Py

Fonte: Os autores.

Demonstragao.

Sejam A e B duas figuras semelhantes com a funcdo de semelhanca f : A — B, se Q, Q' € A, entdo
d(f(Q), f(Q")) = rd(Q,Q"). Denotaremos a figura e sua area pela mesma letra a fim de simplificarmos a
notacao.

Na figura A (ver Figura [2)):

e Considere Q e Q' tal que d(Q, Q") = diam(A), onde diam(A) é o didmetro da figura A;
e Logo diam(B) = d(f(Q), f(Q")), onde diam(B) é o diametro da figura B;

e Divida d(Q, Q') em n partes iguais de comprimento d,,. Logo d(f(Q), f(Q")) serd dividida em n partes
iguais de comprimento 7 - d,;

e Trace perpendiculares por cada Q;, temos perpendiculares em B passando por cada f(Q;);

e Considere todos os pontos P; da interseccio das perpendiculares ao segmento QQ’ que passam por @;
com o bordo da figura A;

e Considere todas as retas paralelas ao segmento QQ’ que passam por cada P;;
e Considere todos os retangulos R; de largura ¢,, e altura dadas por pontos P, que estejam contidos em A;

e Considere todos os pontos f(P;) da interseccao das perpendiculares ao segmento f(Q)f(Q’) que passam
por £(Q;) com o bordo da figura B;
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e Considere as retas paralelas ao segmento f(Q)f(Q’) que passam por cada f(P;);

e Considere todos os retangulos R, de largura r - §,, e altura formada por pontos f(P;) que estejam contidos
em B.

e Considere um desses retangulos em A, por exemplo, o retangulo de base d,, e altura P3 P,. Sua area é dada
por,
R = P3P4 . 5n

Dai, temos o retangulo de 4drea R’ correspondente em B, tal que :
R = f(P3)f(Py) -8, =7- P3P, -6, =% - P3Py -6, = °R.

Logo,

Isso vale para todos os retangulos contidos em A.

Para uma quantidade finita de retangulos temos: E R;- = E 7‘2Rj.
R.CB R;CA
Como a drea de uma figura é a soma das areas dos poligonos inscritos, entao:

B=lim Y Rj=lim » r°R;=1"lim Y R;=1r"A
n—roo n—roo n—oo
RiCB R;CA R;CA

B
Portanto, — = r2. O]

A

De posse desse teorema apresentamos e demonstramos o Teorema de Pdlya.

Teorema 2 (Teorema de Pélya). Sejam A, B e C figuras semelhantes construidas, respectivamente, sobre a
hipotenusa a e os catetos b e ¢ de um triangulo retangulo, entdo a drea de A é a soma das dreas de B e C, ou
seja, A= B+ C.

Demonstracao.
Denotaremos por A, B e C' as dreas das figuras semelhantes construidas sobre a hipotenusa a e os catetos,
b e ¢, do tridngulo retangulo (ver Figura [3) com as seguintes razoes de semelhangas:

1. Entre Be A : é;
a
c
2. Entre Ce A: —.
a
b b2 2
Pelo Teorema temos: B+ C = (7)214 + (E)QA = A( _ZC ) = A. Portanto B+ C = A.
a a a

O

Note que, se A, B e C, forem quadrados construidos sobre os catetos do tridngulo retangulo essa relacao
recai no Teorema de Pitdgoras. Logo, o Teorema de Pdlya é uma generalizacao do Teorema de Pitdgoras.

A forma geométrica do Teorema de Pitdgoras despertou nos alunos o gosto pela Geometria, principalmente
no calculo de areas. Isso ficou comprovado na sequéncia didatica que propusemos aos professores e aplicamos
em nossa turma, que estd no TCC (OLIVEIRA| [2023)).

A geometrizacao de teoremas, no nosso caso os teoremas de Pitagoras e de Pélya, os tornam mais atrativos aos
olhos dos estudantes. Pois, a Geometria d4 um aspecto visual aos teoremas, possibilitando uma aprendizagem
mais significativa. No nosso caso, os alunos ao lembrarem dos teoremas de Pitdgoras e de Pdlya terao em mente
a imagem que os representam. Segundo eles mesmo relataram nos depoimentos que estao no TCC.

- ?

&
W https://www.even3.com.br/ecprofmat2023/ UEPB




A V €ncontro Campinense do PROFMAT

2/ de outubro de 2023

A A ISSN 276492631
Universidade Federal de Campina Grande

PROFMAT Universidade €stadual da Paraiba

Figura 3: Figuras semelhantes quaisquer construidas sobre os lados do triangulo retangulo.

Fonte: Os autores.

4. Conclusoes

Concluimos que as formas geométricas dos teoremas de Pitdgoras e de Pdlya possibilitam uma aprendizagem
mais significativa para os estudantes. Pois, a Geometria favorece a compreensao desses teoremas e desenvolve
o pensamento dos estudantes, principalmente relacionado a areas. Os estudantes passam a compreender que a
férmula a? = b% +¢? esté relacionada a dreas e nio é apenas a uma equacio sem sentido envolvendo letras. Com
a Geometria é possivel trazer os teoremas para o mundo real, dando formas e visibilidades a esses teoremas.

A apresentagao do Teorema de Pdlya como uma generalizacao do Teorema de Pitdgoras foi uma novidade
no Ensino Bésico e proporcionou aos estudantes uma nogao mais geral do Teorema de Pitagoras.
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