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Resumo: FEsse trabalho € um recorte da nossa dissertacao de mestrado, a qual podem conferir em | TEODISTA
(2023). Nele iremos fazer uma discussao sobre a importincia de se demonstrar em matemdtica, para que 0s Te-
sultados nao parecam que sao tidos como verdadeiros, meramente pela observagao de padroes. Veremos também
o que Base Nacional Comum Curricular (BNCC), BRASIL| (2018), sugere sobre a observacdo dos padrées e
levantamento de conjecturas. Apresentaremos e demonstraremos alguns resultados sobre expressoes decimais
infinitas e sua abordagem no Ensino Bdsico, além disso, desincentivaremos o uso de métodos meramente me-
morizdveis, pois isso tira todo poder de criatividade do aluno.
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1. Introdugao

A palavra demonstmg:cioﬂ ainda causa muito medo e inseguranga em muitos professores de matematica,
principalmente, naqueles do Ensino Basico. Provavelmente, esse medo tem origem na dificuldade de compreender
o rigor das demonstracoes e ainda torna-las inteligiveis aos alunos. Sem contar que, no Ensino Fundamental
e Médio, devido a enorme ementa de conteudos, muitas vezes o professor nao tem tempo de parar um pouco
para refletir sobre o porqué da validade dos resultados, quase sempre apresentando férmulas prontas, que mais
se assemelham a receitas de bolo.

Mas essas dificuldades nao podem se tornar uma barreira para aquilo que é essencial na matematica. [LIMA
(2001) lamenta que a maioria dos alunos brasileiros saiam do Ensino Bésico sem sequer terem visto uma
tnica demonstragao, mesmo depois de onze anos de matemaética no curriculo. Evidentemente, nem todas as
demonstragoes sao pertinentes de serem feitas para os alunos do Ensino Fundamental e Médio. Cabe o professor
selecioné-las de acordo com seus educandos. Vejamos o que o professor Elon Lages Lima diz sobre o assunto:

A nivel escolar, demonstrar é uma forma de convencer com base na razio, em vez da autoridade.
Por este motivo, ndao se deve demonstrar o que é intuitivamente evidente, o que todos aceitam
sem hesitagdo. (Exemplo: uma reta tem no maximo dois pontos em comum com uma circunferéncia
dada.) Se demonstrar é uma forma de convencer por meio da razdo, para que perder tempo provando
algo do qual todos ja estao convencidos? Também nao se devem provar resultados que, embora nao
sejam de forma alguma O6bvios, necessitam, para serem demonstrados, de argumentos técnicos e
dificeis, fora do alcance dos alunos, como o Teorema Fundamental da Algebra, segundo o qual todo
polindmio de grau n possui n raizes complexas. Por outro lado, certos fatos mateméticos importantes
nao sdo intuitivamente evidentes mas possuem demonstragoes faceis e elegantes. Sem duvidas, o
exemplo mais conhecido é o Teorema de Pitdgoras, do qual devem ser dadas pelo menos duas das
intimeras demonstragdes conhecidas. (LIMA] 2001} p. 155-156)

A auséncia das demonstracées podem causar no aluno a falsa ideia de que os resultados mateméticos sao
estabelecidos por meio de meras observacoes de padrdes ou mesmo da autoridade peremptéria do professor.
Mas sabemos que a observagao dos padroes servem apenas para formulagao de conjecturas, para se tornarem
verdades matematicas os resultados precisam ser demonstrados com todo rigor da légica matematica.

Como jéa dissemos, é preciso ir além do ato de observar e aceitar que certos fatos valem, é preciso

demonstra-los para acreditarmos neles. Isso faz a matematica diferente de outras ciéncias, como

1Para estudar técnicas de demonstracio sugerimos a leitura de [FILHO| (2016)
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Quimica, Biologia ou Economia, cujos resultados sdo geralmente estabelecidos e aceitos por meio da
observagdo, experimentagdo e da analise de dados. (FILHO) 2016, p.146)

A BNCC também menciona a importancia das conjeturas e suas respectivas demonstragoes, como aponta a
competéncia 5 de matemaética:

Investigar e estabelecer conjecturas a respeito de diferentes conceitos e propriedades mateméticas,
empregando recursos e estratégias como observagao de padroes, experimentagoes e tecnologias digi-

tais, identificando a necessidade, ou ndo, de uma demonstracdo cada vez mais formal na validacao

das referidas conjecturas. (BRASIL} |2018| p. 532)

Neste trabalho demonstraremos certos resultados ligados as expressoes decimais que muitas vezes sao ensi-
nados por meio de métodos totalmente memorizaveis, tirando toda criatividade do aluno, como por exemplo,
o método da obtencao da fracao geratriz. Com isso pretendemos propor uma abordagem que seja muito mais
significativa ao aluno, uma vez que ela possa compreender o porqué das coisas, fazendo conexoes com outros
contetdos da matemédtica. Para mais detalhes, consultem nossa dissertacdo de mestrado TEODISTA| (2023)).

1.1 Objetivo geral

O objetivo geral desse trabalho é apresentar uma reflexao sobre a importancia de se justificar ou demonstrar
os resultados matematicos abordados no Ensino Bésico, com foco nas expressoes decimais e nas fragoes geratrizes.

1.2 Objetivos Especificos

e Apresentar um método sem memorizacdo para obtencdo de fracdo geratriz de uma expressdo decimal
finita, ou infinita e periédica;

e Justificar o porqué de quando se divide dois inteiros, como denominador diferente de zero, resulta sempre
em uma expressao decimal finita ou infinita e periddica;

e Apresentar as condicbes para que a divisao de dois inteiros resulte em uma expressao decimal finita;

2. Metodologia

Faremos uma revisao bibliogréfica e em artigos cientificos a fim de fundamentarmos nossa pesquisa em autores
renomados. Apresentaremos algumas demonstragoes a respeitos das fragoes geratrizes e expressoes decimais,
mas precedidas de exemplos particulares para melhor compreensao dos leitores, sé depois apresentarmos os
resultados generalizados e suas respectivas demonstracoes.

3. Resultado e discussao

Provavelmente, o leitor ja se deparou com algum método meramente memorizavel para obtencao da fragao
geratriz de uma dizima periédica, pois é algo muito comum em sites da internet e até mesmo livros didéticos.
Vejamos um método, que mais se parece uma receita de bolo:

A fragao geratriz de uma dizima periddica simples € uma frag¢do cujo numerador é o periodo e cujo denomi-
nador € o numero formado por tantos noves quantos sao os algarismos do periodo.

Como exemplo, podemos elencar,

7 35
TITTT = L b) 0.353535- .- = -2
a) 0, 5 ) 0,353535 5

H&4 também um método meramente memorizavel para obtencao da fracdo geratriz de uma dizima periddica
composta, ou seja, aquela que depois da virgula hid uma parte que nao se repete seguida que uma parte
periddica.

A fragdo geratriz de uma dizima periddica composta é uma fragdo cujo numerador € igual a parte nao
periddica seguida de wm periodo menos a parte ndo periddica e cujo denominador é formado por tantos noves
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quantos sao os algarismos do periodo, sequidos de tantos zeros quantos sdo os algarismos da parte nao periodica
apds a virgula.
Como exemplos, podemos apresentar

12345 - 12 12333

13423 — 134 13289
a) 0,12345345345--- = 99900 — 99900° = .

990 990

b) 13,4232323--- =

Estudar matematica assim, por meio de receitas, é como fazer um bolo, mas com a diferenca de nao poder
sabored-lo ao final. Isso torna a aprendizagem desinteressante e tira toda parte criativa. A seguir vamos
apresentar métodos muitos mais eficazes e que tornam a aprendizagem muito mais significativa.

Vamos determinar a fracdo geratriz de 0,353535 - - -, mas sem usar férmula memorizada. Seja,

z=0,353535- - . (1)

Vamos multiplicar a equagao [1] por 100, pois trata-se de uma dizima periédica simples, de periodo contendo duas
casas decimais, nesses casos multiplicamos sempre por 10", onde n é o niimero de casas decimais do periodo.

Dai, teremos
35
100z = 35,353535- - = 90x = 35 = x = 90"
De modo andlogo procedemos quando se trata de uma dizima periédica composta. Vamos determinar a
fragao geratriz de 13,4232323---. Seja,

T = 13,4232323--- .

Dai, vamos multiplicar por 10, pois tem uma casa decimal nao periédica apos a virgula, depois por 100, pois o
periodo tem duas casas demais.

132
10z = 134,232323 - - - = 10002 = 13423,232323 - - - = 990z = 13289 = x = %'

Obtivemos os mesmos resultados daqueles feitos por meio do método memorizavel, mas conseguirmos com-
preender o porqué, além de termos feitos conexodes com o assunto de equagoes de primeiro grau. No que se
segue, vamos generalizar esse resultado, por meio de um teorema.

Teorema 1. Um numero € racional se, e somente se, tem uma representacdo decimal finita ou infinita e
periddica.

~ e . . . . . a
Demonstra¢ao. Suponhamos, inicialmente, que o niimero seja racional, dai ele pode ser escrito na forma 7 com

a e b inteiros e b # 0.
Sem perda de generalidade, podemos tomar a > 0 e b > 0, pois os casos em que a < 0eb<0,a<0eb>0
ea > 0eb < 0sio andlogos e o caso em que a = 0 é trivial. Pelo Teorema da Divisao de Euclides (TDE), o qual

podemos conferir em |VIEIRA|(2020)), existem dois inicos niimeros inteiros g e 7 tais que a = bg+19, 0 < 1o < b.
a

Se ro = 0, entao — = ¢, que é um numero inteiro e possui uma representacao decimal finita.

Se rg # 0, entdo, pelo TDE, existem tinicos ¢; e r1 inteiros tais que, 10rg = bg; +r1, 0 <7 <b.
a

Se r; = 0, entao 7= q,q1, que possui representagao decimal finita.

. a , 4. ST ;
Se r1 = ¢, entao 7= q,9191q1 - - -, que é uma dizima periédica de periodo q;.

Ser; #0, 1 # 15,1 # j,iej € {0,1} entdo pelo TDE, existem unicos g2 e 72 inteiros tais que,
10r; = bgy + 12, 0<1ry <b.

. a . ~ . .

Se ro = 0, entao 7= q,q1492, que possui representacao decimal finita.
. a , .. c e ;

Se ro = r1, entao 7= 491929292 - - - , que é um dizima periédica composta de periodo gs.
- a . P ST .

Se ro = rg, entao 7= q,419249142 - - -, que é uma dizima periddica de periodo ¢;¢qs.

Ser; #0, r;, #rj, 1 # j,ieje {0,1,2} entdo, pelo TDE, existem tunicos g3 e 73 inteiros tais que,
. a . . . .
1019 = bgz + 13, 0 <r3 <b.Serz =0, entdo — = @, g1g2g3, que possui representacao decimal finita.
0
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. a P s s ST .

Se r3 = 1o, entao 7= 4192939393 - - -, que € uma dizima periédica composta de periodo g¢s.
. a , s c s 9 .

Se r3 = r1, entao 7 = @ 0192434243 "+ *, que é uma dizima periddica composta de periodo g2qs.
. a , ;. ST .

Se r3 = rg, entao 7= q, 19293919243 - - -, que é uma dizima periédica de periodo gi¢a2qs.

E assim por diante: se r; #0, 1, #r;, i #j,iej €{0,1,2,3,--- ,n — 1}, entdo, pelo TDE, existem unicos
by e rq inteiros tais que
107ry—1 = bgp + 7, 0<nr, <b.

Mas, note que existem apenas b possiveis restos distintos, pois r; € {0, 1, 2, 3, -+, b — 1}, assim pelo principio
das gavetas de Dirichlet, que podemos conferir em MORGADO| (1991)), 7, deve ser igual a algum r; e, portanto,

a
b = {q,919293 " - - §540950+1950+2 " - Qv Ljo+1950+2 "~ qb " -
que é uma dizima periédica de periodo gj,+1¢jo+2 - Gb-

Reciprocamente, suponhamos que o nimero a tem uma representacao decimal finita ou infinita periddica.
Ou seja,
a=ag,a10g -G, OU a = ag,b1bs---bsaias---araias---araias---ag---

com ag € Z, ay,az, -+, ar €{0, 1, 2,..., 9 e by, ba, --- by €{0, 1, 2,...,9}.
No caso em que a = ag, aias - - - Gy, iSto é, um nimero decimal finito, basta fazer

apa1az - - - an
a=ap,a102 Ay = —————

10" ’
como agaias -+ an € Z e 10" € Z, concluimos que a é um nimero racional.

No caso em que a é uma dizima periddica, isto é, a = ag, b1by - - - bsajas - - - araias - - - agaias - - - ag - - -, temos

a e ao’b1b2...bsalaz...a/kalaZ...aka1a2...ak...

< 10°a = agbiby---bs,ar1as - -araias - agaias Qg - -

=105tk = agbibs - - -bsarag - - ag,ai1as - - apaiQg Qg -
1057 a —10°a = agbiby -+ bsaras -+ ag,ar1as - - agaias - - ag - - — agbibs - - - bs, ajas - - - apaias - - aj - - -

4 105+ka —10°a = apbibs - - -bsaras - - -ap — agbiba - - - by

a0b1b2 e bsalag Al — a0b1b2 tee bs
105tk — 10° '

< a (105+k — 105) = agbiby---bsaias---ap —agbiby---bs & a =

O

Note que essa expressao deduzida condiz exatamente com aquele método meramente memorizavel que apre-
sentamos anteriormente, pois agb1bobs - --bs é a parte nao periddica e aiasasz---ap é a parte periédica. No
denominador temos 10°*% — 10° que é um nimero formado por k noves seguido de s zeros. E claro que essa
demonstracao no caso geral nem sempre vai ser compreensivel pelos alunos, mas os casos particulares podem
ser perfeitamente abordados em turmas de Ensino Fundamental e Médio.

Diante desse Teorema [l| o aluno pode dar exemplos de diversos nimeros irracionais em sua forma decimal.
Basta que sua expressao decimal seja infinita e nao periédica. Um bom exemplo é o nimero

1,101001000100001000001 - - - ,

que estd provado em [TEODISTA (2023)) que nao é periddico, logo, irracional.
Quando dividimos dois inteiros a e b, b # 0, obtemos um nimero decimal finito ou um nimero decimal
infinito e periddico. No teorema a seguir apresentaremos e demonstraremos condi¢oes necessarias e suficientes,

para que ocorra cada caso. Sugerimos a leitura de |[LIMA/ (2016)), secoes 14.6, 14.7 e 14.8 para saber mais.
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a .
Teorema 2. Sejama eb € Z, a # 0, b # 0, mdc(a,b) = 1, dessa forma o nimero racional — tem representa¢do
decimal finita se, e somente se, 0s unicos fatores primos na decomposi¢ao de b sdo 2 ou 5.

Demonstracdo. Suponhamos que b nao tenha fatores primos diferentes de 2 e de 5 em sua decomposicao. Logo,
podemos escrever b =2" - 5™ m,n € NU{0}. Sem perda de generalidade podemos supor n > m. Dai,

a a a-5"m a-5"m a-5"m

a
b 2n.pm  Qm.pm.gn-m  (2.5)m.gn—m.gn—m — Qm.]Qn-m ("

Note que, a - 5"~ é um numero inteiro, visto que a é inteiro e 5"~ ™ também o é, pois n > m. Trata-se,
portanto, de uma fracao decimal, cuja representagao decimal é finita.
. - . . . , a
Reciprocamente, suponhamos que 3 tenha uma representagao decimal finita, isto é, 3= ag, 10203« * * Ay,

Qp 7& Oa ap € Z, aiaz---ap € {Oa 1727374a5a65 77879} Ora,

a apa1a2as -+ - Qp apa1a2as -+ - Unp

p o deaazrran = 10" ST
Como a,, # 0, entdo mdc(agajaszas - - - anp,10™") = 1, donde concluimos que os unicos fatores primos na decom-
posicdo de b sdo 2 ou 5, pois b = 2" - 5", O

Com esse Teorema 2] o aluno pode, de maneira facil, decidir se uma fragdo resulta em uma expressao decimal
finita ou ndo. Vejamos alguns exemplos:

3 3 3

— j =2. - (b . Not = , 5 -
(a) 7R Veja que 14 2.7, como apareceu o fa- (b) 500000 ote que 500000 25 - 50 que .so pos

tor 7 em sua decomposigao, entdo sua expressao sui 2 e 5 da decomposicao de seu denominador.

decimal é infinita. Logo, é um decimal finito.

4. Conclusoes

Explicar os resultados e demonstra-los sao imprescindiveis na matemética. Quando os métodos se baseiam
apenas na memorizagao estao deixando de lado uma excelente oportunidade de tornar a aprendizagem significa
e atraente. Aprender ndo é memorizar formulas, mas sim refletir sobre os resultados obtidos, compreendendo
suas origens e aplicagoes. De posse do Teorema [I] os alunos podem apresentar diversos exemplos de ntimeros
irracionais fugindo daqueles tradicionais (, V2, V3, ¢, e, etc). E, de posse do Teorema [2| dada uma fragao,
eles podem decidir se sua expansao decimal é finita ou infinita e periddica sem precisar efetuar a divisao.
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