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Resumo: Neste trabalho estabelecemos as solugoes gerais dos sistemas homogéneos de relagoes de recorréncias
lineares de primeira ordem para o caso bidimensional quando a matriz dos coefientes do sistema € real e tem
autovalores complexos. Ademais, apresentamos o uso dessa ferramenta para resolver problemas prdticos,
Palavras-chave: Autovalores Complexos; Recorréncias Lineares; Sistemas Homogéneos

1. Introdugao

Relagoes de Recorréncias lineares constitui uma classe de problemas extremamente comuns em anélise com-
binatéria. A teoria dos sistemas homogéneos de relagoes de recorréncias lineares de primeira ordem com duas
dimensdes e trés dimensoes, com autovalores reais, foi tratada em [Faustino e Medeiros| (2022)). Esse trabalho dé
uma contribuigao a pesquisa realizada supracitada no sentido que estendemos os resultados para o caso com-
plexo, apresentando a solugao geral do problema bidimensional como combinacao linear de duas recorréncias de
coeficientes reais, além de apresentar um exemplo interessante para exemplificar a teoria.

2. Resultados

Seja A = [a; j]ax2> uma matriz real de ordem 2. Considere as sequéncias (z,,)nen, (72 )nen de nimeros
reais. No que segue, vamos adotar a seguinte convengio z(n) := x% para representar o n-ésimo termo da
sequéncia (¥),en, k = 1,2 e para X,, = (z1(n), z5(n))" o vetor coluna cuja k-ésima entrada é o n-ésimo termo
da sequéncia z*. O apéstrofe simboliza a operacéo transposta.

Um sistema homogéneo de relagdes de recorréncias lineares de 1% ordem na varidveis z1(n),z2(n) é um

sistema na forma
{ x1(n+1)

xa2(n+1)

ou equivalentemente, na sua forma matricial:
xl(n-i-l) _ aip  ai2 . 1’1(77,)
To (TL + 1) a1 a22 Io (n)

Xn+1 :AXn (1)

Observe inicialmente que se A tem um autovalor (real ou complexo) A com autovetor associado u, isto é
A-u=X-u, u#0, entao

a11$1(7’b) + (112.’1?2(71)
a211‘1(n) + aggl‘g(n)

ou simplesmente,

X,=C-\"1t.u, n>1

é uma solugao de (1f). Para o caso em que a matriz dos coeficientes do sistema A é real e s6 possui raizes reais,
a solugao geral de (1] j& foi estabelecida em |Faustino e Medeiros| (2022). No que segue, vamos considerar que
a matriz real A admita algum autovalor complexo. Antes de apresentar a solugao, necessitaremos estabelecer
alguns resultados preliminares.

Teorema 1. Seja A = [ai;]2x2 uma matriz real e Y,, = H, +1i- B,, uma solu¢do compleza do sistema de relagdes
de recorréncias , com H, e B, sequéncias vetoriais reais. Entdo, H, e B,, n € N sdo solucdes reais de
i)

- ?

&
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Demonstragao.

Basta observar que:

—Hﬁ+1::A'IL1

Xp1=A X, & Hn+1+z'~Bn+1—A~Hn+i(A~Bn)<:>{ B A B

0 que prova o Teorema. u

Teorema 2. Seja A = [aij]gxg uma matriz real, A = a + ib um autovalor de A com w = u+1i-v sendo o
autovetor associado a A\, entao A = a — i - b também € autovalor de A com W = u — i - v sendo o autovetor
associado a .

Demonstragao. -
Desde que A é uma matriz de entradas reais, temos que A = A. Portanto,

Aw=Aw = A w=Aw=2A W=\ WTW=2A-W=\W

provando o Teorema. ™

Teorema 3. Seja A = [a;;]ax2 uma matriz real, A\ = a + ib um autovalor de A com w = u+1i-v sendo o

autovetor associado a A, entdo
—n—1

X =2"lw e X2=X" W (2)
sao ambas solucées complexas de .
Demonstragao.
Com efeito,
A-XD = A (/\("—U -w) A=) (A w) = ATD (w) = AT w = XD

Portanto, X!, n € N é uma solucio de . Pelo Teorema [2, segue que A também é autovalor de A com
autovetor associado W e pela primeira parte desta demonstracao segue que XEL também ¢é solugao de . ]

Teorema 4. Se X! e X? sdo ambas solugies do sistema entao,
Xn=C1-X)+Cy- X7,

com C4,Cy constantes reais, também é solug¢do de .

Demonstragao.
Sejam C4, Cs constantes. Considere Z,, = C - X,IL -+Cy - Xﬁ. Tem-se:
Zpi1 = Cr-Xp +Co- X2, =01 (A-X})+Cy- (A-X3)
= A(C1- X\ +Cy-X2)=A-Zy,
0 ue prova a assercgao. [

Teorema 5. Se p - [cos(0) + isen(0)] € a forma polar do autovalor X\ =a+i-b de A com w =u+1i-v sendo
um autovetor associado, entdo

1 2
fn:CI€n+CQ no
€ uma solugao de , onde C1,Cs sdo constante reais e 5,11 e 5721 sdo recorréncias reais definidas por

¢ =pt{u-cos[(n—1)-0] —v-sen[(n—1) 6]}

—
w
=

& =p" 1t {v-cos[(n—1)-0] +v-sen[(n—1)-6]}.

~—
=~
N
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Demonstragao.
Com efeito, pelo Teorema [3| tem-se que &, = A"~ ! - w é uma solucao de . Por outro lado,

e = N lhow=(a+i-b)" - (uti-v)={p-[cos() +isen(®)]}" " (u+i-V)
= p" ' {cos[(n —1)0] +isen[(n — 1))} - (u+i-v)
= p" ' {u-cos[(n—1)0] —v-sen[(n—1)0]} +i-p" - {v-cos[(n —1)0] +u-sen[(n —1)d]}.

Pelo Teorema [1| segue que

& =p" ' {u-cos[(n—1)-0] —v-sen[(n—1)-0]}

& =p" 1 {v-cos[(n—1)-0] +v-sen[(n—1)-6]}
sao ambas solugoes reais de . O resultado segue do Teorema [ ]

Teorema 6. Seja A = [a;;|ax2 uma matriz real, A = a+1b, b # 0 um autovalor complexo de A com w = u+i-v
sendo o autovetor associado a A, entdo o conjunto {u,v} € linearmente independente.

Demonstragao.
Do Teorema |2 A = a — ib também é autovalor de A com W = u — i - v sendo o autovetor associado & \. Assim,

Aw=Aw & A-(u+ti-v)=(a+i-b) -(u+i-v).
Comparando as partes reais e as partes imaginarias de cada lado na ultima igualdade, obtemos

Au = a-u—->b-v

A-v = a-v+b-u (5)

Se {u, v} fosse linearmente dependente, existiria um escalar real ¢ tal que v =¢-u ou u =t - v. Suponha,
sem perda de generalidade, que v = ¢ - u. Entéo, de (5], tem-se

A-u=a-u—-b-v=a-u—->b-(t-u)=(a—0bt)-u

A-v=a-v+b-u=a(t--u)+b-u=(at+5b) u

Consequentemente,
t-(a=b-t)-u=t-(A-u)y=A-(t-uy=A4-v=_(at+b)- u,

que implica,
~b-(*+1)-u=0.

Comob#0ew=u+i-v=(1+1i)-uéautovetor, portanto, nio nulo, resta que t* + 1 = 0, um absurdo! m
O proximo resultado mostra que a expressao dada em (@ é a solucao geral do sistema quando as raizes

sao complexas conjugadas, no sentido de que qualquer outra solucao real do sistema é combinacao linear
das funcdes vetoriais £}, &2 definidas em e .

Teorema 7. Considere o sistema (1)). Seja p - [cos(0) + isen(6)] a forma polar do autovalor A =a+i-b de A
com w =1u+1-Vv sendo um autovetor associado, entao qualquer outra solucao real Y, de € da forma

Cr-&,+Cy- &,

—~
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Demonstragao.
Seja Y,, um solucao qualquer de (|1)). Peo Teorema

& =p" "t {u-cos[(n—1)-0] —v-sen[(n—1)-6]}

n

& =p"t {v-cos[(n—1)-0] +v-sen[(n—1)-6]}.

n

sao ambas solucoes reais de . Agora, defina a seguinte relacao de recorréncias:
Z, =Y, -C1-6 -0,
onde C1,Cy sdo constantes escolhidas sendo solucoes do sistema
Ci-u+Cy-v=Y;.

Observe que tal sistema tem solugdo tnica uma vez que, pelo Teorema @ o conjunto {u,v} é linearmente
independente e estamos operando no espaco bidimensional. Além disso, Z, é claramente solucao de . Por
outro lado, em decorréncia das escolhas das constantes C'y e Cs, temos

2 =Y1-C1-& - Cy-6 =0,
Dado que 2,11 = A- Z,,n > 1, é facil ver pelo Principio de Indugdo Finita que Z,, = 0. Logo,

Y,=C1-& +Cy-€2, YneN.

3. Aplicagao

Nesta Segao, apresentamos um problema interessante envolvendo equacoes com solugoes inteiras que podem
ser resolvidom com sistemas homogéneos de relagoes de recorréncias lineares cuja matriz dos coeficientes possuem
autovalores complexos.

Exemplo. (SAMC-2015-ADAPTADA) Seja k um ntimero inteiro positivo. Prove que, para cada k natural,
existem inteiros x, y (que dependem de k) tais que 2% + 6y = 7*.

Solucao: Inicialmente, considere a sequéncias ()~ € (Yk),>; » definidas recursivamente por z; =y, =1e

Tpe1 = Tp — Oyg VE>1
Yerl = Tp + Uk -
Note que:

(i) O par (z1,91) é solugio de 2* +6-y* = 7'

(ii) Suponha que (z,yx) é solucdo de x2 + 6y = 7%, entdo
Thog +6yrs = (mp —6yk)® +6(zk+y)® =7 (xf +6yp) =7- 7" =71
Pelo Principio de Indugao Finita, isso mostra que, para cada k natural, os pares (zy,yx) sdo solugdes inteiras
da equacdo 2 + 6y> = 7%. Agora, vamos exibir as expressoes de z e y, explicitamente. Para isto note que.

A =1+ iV6 sdo os autovalores da matriz dos coeficientes do sistema Ademais, o autovetor de A associado ao
autovalore A = 1 +iv/6 é da forma
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V=]

1 1 0

Pelo Teorema @ se 6 é o argumento principal de 1 4 iv/6, a solucio geral do sistema de recorréncia acima é
dada por

i g e

Das condigoes iniciais 7 = y; = 1, resulta que C; = 1 e Cy = E, apds algumas manipulagoes trigo-

RS
7
] (VT)"cos(n - 0)

nométricas, concluimos que

= | v

~—

sen(n - 6)

S

Portanto,

zp = (VT)Fcos(k-0) e yp = (\ﬁ)ksen(k -0), k>1.

V6
Cabe aqui uma observagao: apesar das expressoes acima serem bem estranhas, elas realmente definem niimeros
inteiros no caso em que 6 é o argumento principal do nimero complexo 1 + iv/6. Nio é uma tarefa ficil, mas
deixaremos a cargo do leitor a verificagao dessa observacao. Esse problema pode ser encontrado em
|Andrica e Bagdasar] (2020).

4. Conclusoes

Apresentamos no texto uma anélise completa dos sistemas homogéneos de recorréncias lineares de primeira
ordem com duas e trés varidveis com coeficientes reais e autovalores complexos. A técnica aplicada é a mesma
para sistema de equacoes lineares com o uso da teoria das recorréncias lineares de primeira ordem. Os resultados
completam o trabalho de [Faustino e Medeirog| (2022)) e sugerem, de modo natural, que os resultados obtidos
podem ser generalizados para dimensoes mais altas.
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