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Resumo: Neste trabalho exploramos o Teorema de Ptolomeu para quadrildteros inscritiveis, que € pouco co-
nhecido no Ensino Médio, apesar de ser relevante na Geometria Plana. Apresentamos uma demonstragcdo para
esse teorema, aplicacoes que revelam sua importancia na compreensao de resultados conhecidos e outros menos
ezxplorados. O Teorema de Ptolomeu, relacionando lados e diagonais de quadrildteros inscritiveis, € discutido em
conjunto com suas aplicagoes em Geometria e Trigonometria, é de grande utilidade na resolugcdo de problemas
geométricos simples ou complexos. Além disso, € destacada a utilizacdo do software Geogebra para visualizar
e compreender conceitos geométricos, com construgoes detalhadas. O objetivo geral € apresentar, demonstrar e
incentivar o uso do Teorema de Ptolomeu, bem como inspirar uma apreciacao renovada pela beleza e utilidade
da geometria no ensino bdsico.
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1. Introdugao

Este resumo estendido é um recorte do nosso trabalho de Dissertagdo, de titulo “OS TEOREMAS DE
PTOLOMEU E MENELAUS, DEMONSTRACOES E APLICACOES”, Souza (2024), o qual foi defendido
em junho deste mesmo ano como trabalho final de curso para conclusao do mestrado Profmat. Os teoremas
classicos de Ptolomeu e Menelaus tém sido pouco explorados no Ensino Médio, por serem pouco conhecidos por
professores da educagao bésica, como também por nao fazerem parte do curriculo, mesmo tendo aplicagoes em
muitos resultados conhecidos da Geometria Plana. Neste trabalho, exploramos além da demonstracao, algumas
aplicagbes interessantes do Teorema de Ptolomeu para demonstrar alguns resultados da Geometria Plana.

O Teorema de Ptolomeu, atribuido ao matemético grego Claudio Ptolomeu, é uma ferramenta que nos fornece
uma importante relacao entre os lados e diagonais de um quadrildtero inscritivel. Suas aplicagoes envolvem
conceitos fundamentais da geometria, como o famoso Teorema de Pitdgoras, além de também podermos deduzir
algumas identidades trigonométricas conhecidas, como as férmulas de seno da soma e diferenca de dois angulos,
e demonstrar outros teoremas que trazem relacoes métricas em um quadrilatero inscritivel.

Esperamos que a pesquisa desenvolvida nesse trabalho possa mostrar ao leitor interessado no estudo da
Geometria Plana, a nivel de Ensino Médio, que alguns resultados, aparentemente, abstratos podem ter aplicagoes
em resultados conhecidos e, nesse sentido, o leitor podera ter uma compreensao que leve a desconstruir esse
paradigma do abstrato como algo distante, inalcancével ou impraticavel. E esperado também que este resumo
nao apenas enriquecga o conhecimento do leitor sobre o Teorema de Ptolomeu, mas que além disso sirva como
incentivo para a propagacao deste no ensino basico.

2. Metodologia

O método envolveu duas abordagens principais: demonstragoes matematicas e aplicagoes em teoremas
geométricos. Selecionamos o Teorema de Ptolomeu pela sua relevancia historica e riqueza de aplicacoes na
geometria. As demonstragdes foram acompanhadas de outros teoremas e resultados relevantes. O software
Geogebra foi usado nas construcoes das figuras, auxiliando visualizagoes e entendimento.

3. Resultado e discussao
Se ABCD é um quadrilatero inscritivel de diagonais AC' e BD, entao

AB-CD+ AD-BC = AC - BD.
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O enunciado acima se refere ao teorema, conhecido como, de Ptolomeu, apesar de que segundo
tenha sido descoberto muito antes de sua época, sendo o real propdsito de Ptolomeu, em relagao a este teorema, a
possibilidade de aplicé-lo na construcao da Tabela de Cordas presente na sua obra Almagesto. A seguir veremos
a prova deste teorema por meio de semelhanca de tridngulos, vale ressaltar que existe outras diversas formas
de demonstrar esse teorema, porém a prova por semelhancga de tridngulos é uma demostracao que poderia ser
exposta a alunos de Ensino Médio da Educacao Bésica, por esse motivo foi a escolhida para ser exposta.

3.1 Demonstragao

Seja ABCD um quadrildtero nas condigoes do enunciado como

mostra a Figura [T Figura 1: Quadrilatero inscritivel
Inicialmente observemos que,

(I) ZABD = ZACD determinados pelo arco menor AD:;
(II) ZBAC = ZBDC determinados pelo arco menor BC
(III) ZLCAD = ZCBD determinados pelo arco menor CD.

Agora marcaremos o ponto P na diagonal BD de modo que,
(IV) £4BCP = ZACD
(consequentemente de (I) ZBCP = ZABD também). Veja Figura 2}
Notemos que,
(V) LACB = £ZDCP, pois

Fonte: Autora

LACB = LACP + LPCB = LACP 4+ LACD = ZDCP.

De (II1) e (IV) temos a semelhanga pelo caso AA dos tridngulos
Figura 2: Marcacdo do ponto P ACD e BCP, segue-se que
AC _ 4D J¢ BP-AD-BC.
BC BP
De (II) e (V) temos a semelhanca dos triAngulos ABC e DPC,
também pelo caso AA, dai
AC _AD . AC.PP-AB D,
CcD DP

Somando ambos os membros das relagoes obtidas através das se-
Fonte: Autora melhancas que citamos anteriormente, obtemos:

AC -BP+ AC-DP =AD-BC + AB-CD
. AC . (BP+DP) = AD-BC + 4B -CD
= AC-BD =AB-CD + AD - BC,
como queriamos demonstrar. g
3.2 Aplicagoes
3.2.1 Teorema de Pitagoras

A conhecida relagdo de igualdade entre o quadrado da hipotenusa e a soma dos quadrados dos catetos, de
um triangulo retangulo, que leva o nome de Pitagoras, pode ser tratado como um caso particular do Teorema
de Ptolomeu aplicado a um retangulo.

Seja ABCD um retangulo qualquer, sabemos que ABCD ¢ inscritivel, pois
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Figura 3: Retangulo inscrito
LABC + ZADC = 90° + 90° = 180°

que é uma condi¢ao necessaria e suficiente para que um quadrilatero
seja inscritivel. Proposigao 3.39 de [Muniz Neto, (2013).

Consideremos, AB = b, BC = c e a diagonal AC = a, lembre-
mos que em um retangulo os lados opostos tém a mesma medida e
as diagonais também, dessa forma AB = CD =b, BC = AD =ce
AC = BD = a.

Agora aplicando o Teorema de Ptolomeu ao retangulo ABC'D, ob-
temos:

AC-BD =AB-CD+ AD - BC,
= a.a = b.b+ c.c, Fonte: Autora
=d=0V+c n
3.2.2 Lei dos Cossenos

O Teorema de Ptolomeu é uma ferramenta bem interessante para se demonstrar a lei dos cossenos para um
triangulo qualquer.

Seja ABC' um triangulo de lados BC = a, AC = b e AB = ¢. Sendo I o circulo circunscrito ao triangulo
ABC, marcaremos em I' o ponto P de modo que AP = BC = a e BP = AC = b, a existéncia de tal ponto
P esta garantida, pois o trapézio isésceles da Figura [4| é inscritivel porque dois de seus angulos opostos sao
suplementares. De fato:

1
LCPB+ ZCAB = 3 360° = 180°.

Figura 4: Circulo circunscrito ao triangulo Baixemos de C' e P os segmentos CE e PF, ambos perpen-
ABC - diculares, ao lado AB (Figura [5)).
Note que, os triangulos ABC' e BAP sao congruentes pelo

‘/\F caso LLL, assim ZCAB = ZPBA = A. Trataremos apenas por
A em relagdo ao angulo interno do triangulo ABC, dai obtemos
outra congruéncia por LAAo (lado, 4ngulo, angulo oposto) dos
triangulos ACE e BPF, que nos fornece AE = BF.
No triangulo retangulo AC'E temos:
& - »:

cosA = ATE = AFE = bcosA.

Fonte: Autora

Temos ainda:

Figura 5: Segmentos perpendiculares a AB
LCAB=/PBA = /CAP+ /PAB=/PBC+ ZCBA

= LCAP+ /PAB=/CAP+ ZCPA
= /PAB=/ZCPA

logo CP//AB. Corolério 2.17 de [Muniz Neto| (2013).
Finalmente, aplicando o Teorema de Ptolomeu ao qua-
drildtero ABPC, temos:

BC-AP = AC-BP+AB-CP
=a-a = b~b+c-(c—2bcos£1\)
=a® = P+ —2bccosg,
Fonte: Autora pois CP=EF = AB —2- AFE = ¢ —2-beosA. n
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3.2.3 Seno da soma e da diferenca

O Teorema de Ptolomeu é muito 1til na trigonometria, assim como vimos para lei dos cossenos, conseguimos
também demonstrar as férmulas de seno da soma e diferenca de dois angulos. Para isso usaremos também a

Lei dos Senos.

Seno da soma

Dados dois angulos agudos « e 8 construimos um qua-

Figura 6: Seno da soma drildtero ABCD, tal que ZCAD = a e ZBAC = [ e
ABCD estd inscrito em um circulo T'(O, R) de didmetro
2R=AC =1.

Notemos que os triangulos ABC e ADC sao retangulos
de hipotenusa AC, pois AC é diametro de I', proposigao
3.30 (MUNIZ NETO, 2013). Segue-se, que:

AD __

e — = cosa = AD = cosa
AC
DC __

o — = sena = DC = sena
AC
AB _

Fonte: Autora hd ﬁ = cosf = AB = cosf

B

—g = senf3 = BC = senf3

Aplicando a Lei dos Senos no triangulo ABD, obtemos

BD BD .
——= =2R= —— = AC = BD = sen(a + ).
senA sen(a + ) ( )

Logo, ao utilizarmos o Teorema de Ptolomeu no quadrilatero ABC D, temos
AC-BD = AB-CD+ AD-BC

= l.sen(a + B)
= sen(a+ ) = sena.cosf + cosa.senf3. m

cosf.sena + cosa.senf3

Seno da diferenca

Dados dois angulos agudos « e (3, agora construimos

um quadrildtero ABCD, inscrito em um circulo I'(O, R) Figura 7: Seno da diferenca
de diametro 2R = AB = 1, de modo que Z/BAD = a e
/BAC = 5.

Como AB é um diametro, ABC e ABD sao triangulos
retangulos de hipotenusa AB. Dali:

AD —
. <5 = cosa = AD = cosa

° = sena = BD = sena

LD
% = cosf3 = AC = cosf

Fonte: Autora
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BC —
° Vi = senf3 = BC = senp.
Aplicando a Lei dos Senos no triangulo AC D, obtemos
CcD cD —
sen(£ZDAC) R= sen(a — f) = sen(a— f)

Segue-se, do emprego do Teorema de Ptolomeu no quadrildtero ABC' D, que

AC-BD = AB-CD+ AD-BC
= cosf.sena = l.sen(a — B) + cosa.senf

= sen(a— ) = sena.cosf — cosa.senf3. m
4. Conclusoes

Apresentamos uma demonstracdo matematica detalhada desse teorema, devido a Ptolomeu, exploramos
algumas aplicacoes em diferentes outros teoremas e relagoes de relevante importancia matemaética, vale aqui
citar que alem das aplicacGes expostas aqui, no nosso trabalho foram realizadas outras aplicagbes e uma colegao
de problemas utilizando o Teorema de Ptolomeu, isso nos leva a crer que foram bem aproveitados. Os resultados
obtidos demonstram a forca e a versatilidade do Teorema de Ptolomeu, revelando uma ampla aplicabilidade.

Entretanto, apesar da diversificada pesquisa construida aqui e no trabalho completo da dissertacao, ainda
h& muito espago para pesquisas futuras e possiveis extensoes do trabalho. Novos estudos poderiam explorar
variagoes e generalizacoes dos Teoremas de Ptolomeu e Menelaus, como por exemplo a Desigualdade de Ptolomeu
e 0 Teorema de Menelaus para tridngulos esféricos, bem como investigar suas aplicagoes para além da geometria
em areas decorrentes da ciéncia e da tecnologia, astronomia, engenharia e fisica, assim como sua relevancia em
olimpiadas de matemdtica nacionais e internacionais. Além disso, poderia ser feita uma avaliacdo da eficdcia
da proposta de disciplina eletiva e do uso do Geogebra de maneira aprofundada apds aplicagdo em sala de aula,
buscando entender melhor seu impacto no aprendizado dos estudantes e identificar possiveis melhorias para
futuras implementagoes.
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