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Resumo: FEste trabalho € um dos recortes que obtivemos com o Trabalho de Conclusdo de Curso no programa
de mestrado PROFMAT-UFCG sobre a temdtica de recorréncias lineares de 2% ordem homogéneas, onde justi-
ficamos através da independéncia linear o porqué aparece um fator n na solugcdo geral quando tais recorréncias
admitem apenas raizes reais e iguais. Finalizamos nosso trabalho com um exemplo, sobre recorréncias lineares
de 2% ordem homogéneas, com raizes Teais e iguais, onde aplicamos a teoria apresentada nesse trabalho.

Palavras-chave: Solucoes linearmente independentes; Recorréncias; Fquagao caracteristica associada.

1. Introdugao

Na disciplina de Matematica discreta - MA12, no Programa de Mestrado Profissional em Rede Nacional
(PROFMAT) nos deparamos com o contetido sobre recorréncias lineares e ficamos nos perguntando o porqué a
solucao geral para as recorréncias lineares de 22 ordem homogéneas no formato Az, 2+ Bxyy1 + Cx, = 0, em
que A, B,C € R e A # 0, conforme podemos encontrar em (CARVALHO; MORGADO, [2022)) ser da seguinte

forma:
h(in)=C1-r"+Co-n-1",

em que Cp, Cs sao constantes reais, n é um numero natural e r é a raiz da equagao caracteristica associada a
tal recorréncia.

O objetivo desse trabalho foi entender o formato apresentado para a solugdo geral para recorréncias lineares
de 2% ordem homogéneas quando a equacao caracteristica associada a tal recorréncia apresenta duas raizes
reais e iguais. Nos principais livros que encontramos na literatura, de matematica discreta, em nenhum deles
traz a justificativa do uso da expressao para a solugao geral da recorréncia. Diante disso, justificamos através
da independéncia linear que de fato a solugao deve ser no formato apresentados nos livros supracitados na
metodologia desse trabalho.

2. Metodologia

A metodologia adotada neste trabalho foi a revisdo bibliogréfica dos materiais (STEFFENON; GUARNIERI,
2022)), (CARVALHO; MORGADO,|2022), (LIMA et al.,|1997)) e (CAMINHA| [2013) & respeito da temédtica sobre
recorréncias lineares de 22 ordem homogéneas, tema estudado na disciplina de MA12 do Programa de Mestrado
Profissional em Matematica PROFMAT - na Universidade Federal de Campina Grande - UFCG.

3. Resultado e discussao

Definigao 1. Sejam (z,,) e (yn) duas sequéncias de escalares. Se existirem escalares A e B, nao simultanea-
mente nulos, tais que
A-x,+ B -y, =0 para todo n natural,

diremos que (xy,) e (yn) sao linearmente dependentes(LD). Caso contrdrio, diremos que sio linearmente
independentes(LI).
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Segue da Definicao [I| que (x,) e (y,) sdo LI’s se, e somente se, para todo n € N o sistema:
A-z,+ B-y, =0,

possui exclusivamente a solucdo trivial, a saber: A = B = 0. Assim, (z,,) e (y,) sdo LD se z,, é multipla de y,
ou y, é multipla de z,,.
Ademais, segue da Definigao [1| que (z,,) identicamente nula é LD com qualquer outra sequéncia (y,). Com
efeito,
T, =0=0"-y,,Vn € N.

Logo, considerando A =1 e B = 0, tem-se Ax,, + By,, = 0 para todo n natural, que implica serem z,, e y,, LD.

Teorema 1. Duas sequéncias (x,,) e (yn) sdo LD se, e somente se,
det (xl yl) =0,
Tj Yj

A demonstracao do Teorema |1 pode ser encontrada em (NOGUEIRA; MEDEIROS, 2024).

para todos os indices i, j naturais.

Exemplo 1. Vejamos algumas sequéncias que sao LI’s ou LD’s:
a) {xn,yn}t, com A, A0 ER, xy = AT, yn = A5, M1 # X2 e A Z0, A0 #0.
b) {&n,yn}, com = A", Yy =0\, AER e A #0.
¢) {xn,yn}, com x, =C1 - A" ey, = Cq - A", Além disso, C1,C3, A €R e A # 0.

Solugao. Sejai,j € N com j =i+ q para algum q € N. Para que as sequéncias sejam LI’s devemos ter:

T U
det < y) £0,
Tj Yy
caso contrdrio, as sequéncias sao LD’s.

a) Sejam x, = A} ey, = A\j. Assim temos que:

i Y Al b ) N ( 11 > i i g

det =det| ; ; =\ - AL - det = X - A Ao — A #0.
(mj yj) ()‘1+q A b AT A \#/1 \7&/2 N

0 0 0

Portanto, concluimos que x, = A} e x,, = A} sdo LI’s.
b) Sejam x,, = \" e x,, = nA". Assim temos que:

Ti Yi\ _ 2\ X i i 1 1-A i i e

Portanto, concluimos que x, = X" e x,, =n - \" sao LI’s.
¢) Sejam x, = C1A" e y, = CoA"™. Assim temos que:

i Yi CiX G i i i i
det (“’” y)zdet (Clii” cgii+q> = CIN - CoAT — O Oy

Tj Yj
oo =N eN ey tax
= 07

independentemente do q considerado.
Portanto, concluimos que x, =C1 - A" ez, = Co - A" sqgo LD’s
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Definicao 2. Uma recorréncia € dita linear de sequnda ordem quando aparece na equacao de recorréncia um
termo em funcao de seus dois antecessores imediatos, ou seja, tem o sequinte formato:

Znv2 + f(n)Tni1 + g(n)zn + h(n) = 0,

onde as fungoes f,g e h tém como dominio o conjunto dos nimeros naturais e g(n) € uma fungdo ndo nula,
caso contrdrio a recorréncia serd de primeira ordem. Além disso, se h(n) = 0 a recorréncia é dita homogénea,
caso contrdrio ela é dita ndo homogénea.

Neste trabalho, abordamos apenas o caso em que as fungdes f(n) e g(n) sdo constantes e a fungdo h(n) é
identicamente nula, ou seja, as recorréncias homogéneas da forma: Az, s + Bz, + Czy =0, com C # 0.

Teorema 2. Sejam (yn) e (zn) duas solugdes linearmente independentes da recorréncia
Axpio+ Brpi1 +Cx, =0, A#0 e C #0. (1)
Se {wn} € qualquer outra solugdo da recorréncia , entao existem escalares Cy e Cy tais que:
Wy = Cryn + Cozp,.

Demonstragao. Se (w,,) é solugdo identicamente nula, tomamos C; = Cy = 0. Suponha entdo que (w,,) seja
identicamente néo nula. Como (y,,) e (2,) sdo duas solugdes LI’s, isso significa que tanto (y,) quanto {z,} séo
nao identicamente nulas. Ademais, pela consequencia do Teorema [l teremos:

Y1 2
det 0.
<y2 z2> ?
Dessa forma, o sistema:

(S) ylA + ZlB = W1
Y2 A+ 2B = wo

tem solugao unica. Sejam A = Cy e B = (5 a (dnica) solugao desse sistema. defina
tn = wn — C1yn — Cozy.

Perceba que {t,} é solugdo da recorréncia . Além disso, t; = to = 0 pelas escolhas das constantes C; e Cs.
Assim, t, = 0 e, consequentemente,
Wp, = Clyn + CZZn-

O

Teorema 3. Se a equagdo caracteristica da recorréncia Tpyo = Bxyi1 + Cxy,, com B e C reais ndo nulos,
possui apenas uma Taiz real \, entdo a solugdo geral da recorréncia € dada por:

T, = C1A" 4+ Con"™, com Cq,Cy € R.
Demonstracao. Considere a recorréncia:

Tpyo — Bryiy —Cxyp =0 (2)

com B e C escalares. Consideremos ainda, que a recorréncia possui a propriedade que A = g é a Unica raiz
da equagao caracteristica associada.
Sendo assim, teremos que o discriminante da equacéo caracteristica serd igual & A = B2 4+ 4C = 0.
Note que, se A é raiz Unica da equagao 7 entao x, = A" é solucao da recorréncia x,, — Bx,_1—Cxp_o = 0.
Tome v,, uma solugao qualquer da recorréncia e faga y, = gc—", o que implica que v,, = y,, - T, é tanto solugao
n

de g - A" — By, 1 - A" Cy 0 X" 2 =0comode gy, - 22— By, 1A —Cy 2=20
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- B B2
Substituindo A por 5 © C por T obtemos:

BQ B2 2
yn'T_yn71’7+yn72'pZ =0
Yn — 2ynfl +Yn—2 = 0
Yn —Yn—-1 = Yn—1 — Yn—2-

Veja que Ay, = Ay,_1 e isso significa que os pontos (n,y,) pertencem a uma reta de coeficiente angular

Yn—1 — Yn—2

igual a m = . Ou seja, y, é a restricao de uma fungao afim sobre N.

1
Logo, y, = Dn+ E com D, E € R. E desta forma, temos que:
Up = Y A" = (Dn + E) A" = DnA\" + EA™.

Como as solugoes x,, = A" e z, = nA\" sdo LI’s (consultar item (b) do Exemplo , segue pelo Tcoroma que
todas as solugbes para a recorréncia é escrita como combinagao linear dessas duas solugoes, ou seja,

T, =C1A"+Cs-n- A" com C1,Cy € R.
O

Agora, vamos resolver um exemplo de recorréncias lineares de 22 ordem homogéneas cujas raizes da equacao
caracteristica associada sao reais e iguais.

Exemplo 2. Resolva a recorréncia homogénea dada por any1 + 6a, + 9a,—1 = 0 com as condi¢oes iniciais,
a1 =1¢eayg =2.

Solucdo. A equacdo caracteristica associada a recorréncia homogénea € 1> +6r+9 = 0, que tem raiz real dupla
r1 =13 = —3. Logo pelo Teorema[3] a solugio geral é dada por:

an = C1(=3)" + Can(—3)™.

) . e ) 8
Para determinar as constantes C1 e Cs, utilizaremos as condicdes iniciais e assim obtemos que Cy = 9 e

5 . A P
Cy = 9 Portanto, a solugao geral da recorréncia serd:

8 n 5 n
an = —5(=3)"+n(=3)
_ (=3
= 9 (5n — 8).

4. Conclusoes

O nosso objetivo foi alcangado, uma vez que conseguimos justificar através da independéncia linear que a
solucao para recorréncias lineares de 22 ordem homogéneas com coeficientes constantes sao apresentadas no
formato que podemos encontrar na literatura, onde os autores desses livros que fizemos a revisao bibliografica
nao traz o porqué a solucao geral, de fato, ser naquele formato.

O tema é relevante e relaciona-se com o desenvolvimento de habilidades para a resolucao de problemas.
Ademais, hd uma preocupagao em favorecer a formagao de professores. Portanto, considera-se contribuir para
a educacao bésica viabilizando a formagao de profissionais qualificados e a divulgacao da matematica através
da metodologia de resolucao de problemas.
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