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Resumo: Neste trabalho, oferecemos uma visdo geral de um dos trés problemas cldssicos da Geometria grega:
a trissec¢ao de angulos. FEste problema desafiador envolve dividir um dangulo qualquer em trés partes iguais
utilizando apenas uma régua nao graduada e um compasso. Apresentaremos o problema e, em sequida, demons-
traremos matematicamente por que ele nao pode ser resolvido com os instrumentos mencionados.
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1. Introdugao

A trissecgao de angulos é um dos problemas cldssicos da Geometria, que remonta a Grécia Antiga. O
desafio consiste em dividir um angulo qualquer em trés partes iguais utilizando apenas régua nao graduada e
compasso. Este problema intrigou matematicos por séculos, até que, em 1837, o matemdtico francés Pierre
Laurent Wantzel provou que a trisseccao exata de um angulo arbitrario é impossivel de ser realizada com os
instrumentos mencionados.

Este problema geométrico admite uma interessante tradugao algébrica cuja solugao envolve o fato de que
“uma equacao cubica de coeficientes racionais nao tem raiz racional, entao nenhuma de suas raizes é cons-
trutivel” (PRECIOSO; PEDROSO, [2011). Com efeito, dizer que um &ngulo « pode ser trisseccionado usando
os instrumentos de desenho euclidianos significa dizer que tanto « quanto «/3 podem ser construidos com
tais instrumentos. Supondo estabelecido no plano euclidiano um sistema de coordenadas cartesianas, sejam
O = (0,0) e I = (1,0). Se fosse sempre possivel resolver o problema da trissecgdo, entdo seria possivel trissec-
cionar qualquer angulo P,0I = « dado, em que P, é tal que OP, tem comprimento igual a 1. Ora, sabemos
que um tal ponto P, tem coordenadas P, = (cos(«),sin(«)). Deverfamos, entdo, ser capazes de construir um

ponto com coordenadas Pa = (cos (%) ,sin (%)) Sabemos também que cos(a) = 4 cos® (%) — 3cos (%)

Em particular, para a = g, o polinémio p(x) = 4a3 = 3z — 5 seria redutivel sobre Q, o que nao é verdade.

Para uma sucinta e interessante exposi¢ao desta conexao com a Algebra, remetemos o leitor a|Santos| (2006]).

A profunda conexao com a Algebra, ao mesmo tempo que evidencia a densidade matemética e histérica
desse problema da Geometria classica, contrasta com o conhecido processo de algebrizagao que se apoderou da
Geometria, marcando seu ensino e prejudicando-o. |[Salgado| (2013) acrescenta que, “no Brasil [...] o desestimulo
do governamental quanto as Construcoes Geométricas como disciplina e o Movimento da Matematica Moderna
nas décadas de 60 e 70 contribuiram fortemente para o ensino da Geometria Plana da maneira que é feita hoje”.
Neste contexto, aliadas a uma apresentagdo da Geometria na educagdo bésica que se utiliza de resolucao de
problemas e de Histéria da Matemética, as construgoes geométricas “[...] possibilitam o desenvolvimento das
habilidades motoras do educando, através do manuseio do material de desenho e representagao dos tragados
[...] [e] o desenvolvimento do raciocinio l6gico-dedutivo, da organizagao e da construgao de estratégias pautadas
nos conhecimentos prévios, além de propiciar a materializagao de situagdes abstratas” (SOUZA, |2013]).

Neste trabalho, que faz parte da pesquisa de mestrado, em andamento, do primeiro autor sob orientacao do
segundo, no PROFMAT /UEPB, oferecemos uma visdo matemética geral do problema da trissecgio de dngulos.
Apresentaremos o problema e, em seguida, demonstraremos por que ele nao pode ser resolvido com os ins-
trumentos de desenho euclidianos para, por fim, discutir sua solucdo pelo Método de neusis de Arquimedes.
Acreditamos que hé espaco para trabalhos que apresentem e detalhem matematicamente métodos de cons-
trugoes geométricas para problemas de divisao de objetos geométricos em partes congruentes, razao pela qual
escolhemos abordar esta temaética e que também justifica sua importancia.
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2. Resultado e discussao
2.1 O problema de trisseccao de angulos

Pappus mostra no Livro IV da sua Colecao Matemdtica como trissectar um angulo reto:

Mas se o angulo dado for reto, tomaremos uma reta BG na qual descreveremos o triangulo equilatero
BDG e, dividindo o angulo compreendido pelas retas DB e BG em duas partes iguais, teremos o
angulo compreendido pelas retas AB e BG dividido em trés partes iguais (D’ALEXANDRIEL 1933).

Figura 1: Trisseccao do angulo reto
A

Os passos para construgao sao os seguintes:

1) Marca-se um segmento BG, com G sendo um ponto qualquer uma das semirretas que formam o dngulo
reto com vértice em B;

2) Com abertura do compasso no comprimento de BG, descrevemos dois arcos de circunferéncia com centros
respectivamente em B e G;

3) Os arcos se interceptam num ponto D, a partir do qual tragamos os segmentos DB e DG;

4) Os angulos DBG e DGB medem 60°.

5) Tragando a bissetriz do angulo DBG obtemos dois angulos de 30°. E claro que também ABD = 30°.

Figura 2: Construgao do triangulo equilatero

BDG Figura 3: Construgao da Bissetriz do angulo
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Apoiados em (PRECIOSO; PEDROSO) |2011)) e tendo em vista a familiaridade com dngulos de 60° no am-
biente escolar, vamos mostrar que nao tem como cortar tal angulo em trés partes iguais usando sé régua nao
graduada e compasso.
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Seja o = 360. Entao:
cos(30) = cos(f + 26) = cos(0) - cos(20) — sen(f) - sen(26). (1)
Como
cos(20) = cos(f + 0) = cos(f) - cos(0) — sen(f) - sen(h)
= cos?(f) — sen’(f) (2)
e
sen(20) = sen(f + 0) = sen(d) - cos(8) + sen(d) - cos(0)
= 2sen(h) - cos(h), (3)
substituindo as equagoes e na equagao , obtemos:
cos(30) = cos(f) - [cos?(0) — sen?(6)] — sen(8) - 2sen(h) - cos(8)
= cos(f) - [cos?(#) — 1 + cos? O] — 2sen?(H) - cos(H)
= 4cos®(0) — 3cos(6).
Se o = 60°, entéo 6 = = 20°. Temos:
1
cos(60°) = cos(3 - 20°) = 4 cos®(20°) — 3 cos(20°) = 7
Fazendo x = cos20°, chegamos & seguinte equagao ciibica
82% —6x—1=0 (4)

Daremos aqui um argumento baseado no conhecido Teorema das raizes racionais (ANDRADE, 1989).

;. , . . ~ ” p s e . s e . .
As possiveis raizes racionais dessa equagao tém a forma =, em que p é divisor de —1 e ¢ é divisor de 8, isto
q

6, p € {1} eqe {£1,+2,+4,+8}

Assim, se a equagao tiver raizes racionais, essas raizes estarao no conjunto:

1 1 1 1 1 1
{+1,—1,+ }

TS

Dali, é facil verificar que a equagao néao tem nenhuma raiz racional. Assim, comprova-se a impossibilidade
de dividir um angulo de 60° em trés partes iguais.

2.2 Meétodo de neusis de Arquimedes

Uma solucao geométrica para o problema é o Método de neusis de Arquimedes. Através da Proposicao 8 do
Livro dos Lemas, é possivel inferir uma construgao que resolve o problema da trisseccao do angulo, reduzindo-o
a um problema de néusis:

Proposigao 8: Se AB é uma corda qualquer do circulo cujo centro é O, e se AB for prolongada até C tal que
BC seja congruente ao raio; se, além disso, C'O encontrar o circulo em D e se prolongado encontrar o circulo
pela segunda vez em E, o arco AE seré congruente a trés vezes o arco BD. (ARCHIMEDES, [1897)

A construgao pode ser feita com régua e compasso, a régua necessitando de duas marcagoes com o compri-
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Figura 4: Trisseccao do angulo por néusis
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régua nao graduada e compasso.

Seja dada uma circunferéncia como na Figura , de raio r e com um angulo AOE = €, 0 qual desejamos
trissectar. Determinemos o segmento BC' de comprimento igual a r, com B sobre a circunferéncia e C' sobre
o prolongamento de OF, de tal modo que o ponto A, B e C sdo colineares. Tracemos uma reta paralela a AC
que passa no ponto O cortando a circunferéncia em F.

Veja que OF||CA; logo, FOE = BCO = a, pois sao angulos correspondentes. Por outro lado, temos
OAC = AOF = B, pois sao angulos alternos internos. Observe que os_triangulos OAB e COB sao isésceles de
bases AB e CO respectivamente, pois CB = BO = AO = r. Assim BCO DOB —aeOAB = ABO 5. Do
teorema do angulo externo segue que ABO = 8 = 2a.. Mas, como ABO = OAB B =2ae AOF = B = 2a,
podemos concluir que AOF = 2FOF = 2a. Tragando a bissetriz no angulo AOF , teremos trisseccionado o

angulo AOE. Sendo € = 3a, temos FOE = %, como queriamos.

Figura 5: Justificativa da trissecg@o por néusis

3. Conclusoes

Pelo exposto, concluimos que a impossibilidade de trissectar qualquer angulo vem da limitacao imposta pelos
instrumentos de desenho adotados, a qual, curiosamente, tem a interessantissima interface algébrica por nés
discutida de forma concisa. Métodos exatos e aproximados de divisao de angulos fazem parte de nossa pesquisa
em curso, a qual contempla nao sé a pesquisa e o detalhamento matematico de tais métodos, mas também a
preocupacao por torna-los acessiveis a professores de Matematica que queiram incorpora-los a suas aulas.
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