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Divisdo de Polinémios
ALGUMAS IDENTIDADES

(a) (x—a)(x—i—a)—xz—a2

(b) (x —a)® = x%> —2xa+ a°

(c) (x+a)? =x2+2xa+ a°

(d) 1—x)14+x+x?)=1-x3

(e) (a— b)® = a® —3a%b + 3ab® — b°

(f) (a+ ) = a%+3a%b + 3ab? + b3

(g) an— (a b) ( n— 1—|—a"_2b+a”_3b2+---—I—ab”_2—|—b”_1).
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Divisdao de Polinomios

REPRESENTACAO DE POLINOMIOS

Representacao geral

Um polinémio de grau n na varidvel x é uma funcio p: K — K
dada por uma expressao do tipo

p(x) = apx" + an_1x" " + -+ + ax® + a1x + ao,

onde os coefcientes ag, a1, az, . . ., a, Sa0 reais ou complexos.

v

Quando K = R dizemos que o polinémio p assume valores reais.
Quando K = C dizemos que o polinémio p assume valores
complexos.
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Divisdao de Polinomios

REPRESENTACAO DE POLINOMIOS

Teorema 1

Um polinémio p de grau n esta unicamente determinado por seus
coefcientes ag, a1, a, . . ., an.

V.

Teorema 2

Um polinémio p de grau n estd unicamente determinado por n+ 1
pontos (XOaYO)a (leyl)a cooy (men) onde x; 75 Xj quando i 7éJ
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Divisdao de Polinomios

DEMONSTRACAO TEOREMA 2

Desde que y; = p(x;),Vi =0,1,2,...,n tem-se:

Yo = a + axo + axg + ... +  ang
yi = a + ax3 + 32X12 + ...+ apx{
ya = a0 + aa + a3 + ... +  ad
_ 2
Yn-1 = a + aixp—1 + ax,_; + ... + a,,x,’,’fl
Yo = a0 + axa + ax> + ... + ax"

Medeiros Meétodos Numéricos



Divisdao de Polinomios

DEMONSTRACAO TEOREMA 2

Que em linguagem matricial é equivalente a:

- 2 n—1 1T T r .
1 xg X5 - X X xg ao Yo
2 n—
1 x XQ ..o0X x{ ai i
1 x x22 x2”_1 xg a» Vo
2 n—1
1 Xp—1 Xhp_q - Xp_1 Xp_q an—1 Yn-1
| 1 x; X,% X,’,’_1 x| L an | 7
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Divisdao de Polinomios

A matriz dos coeficientes do sistema

r 2 n—1 n
1 X x% R X X0
n— n
1 X1 x12 N . X{
n— n
1 x X5 . X X5
2 n—1 n
I Xn—1 Xnal Xn—ll Xn—1
n— n
! Xn Xn X; x5

€ uma matriz de Vandermond, cujo determinante é dado por

n

determinante(A) = H(XJ — x;) # 0.
J>i

Logo, o sistema tem uma Unica solucao.
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Divisdao de Polinomios
EXEMPLO

Determine o polinomio de grau 2 que passa pelos pontos
(0,—-1),(1,-1) e (2,1).
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Divisdao de Polinomios

Di1VISAO DE POLINOMIOS

Considere dois polindmios na varidvel x, A(x) e B(x), com B n3o
identicamente nulo. Efetuar a divisdo de A por B equivale a
encontrar dois polindmios g (quociente) e r (resto), que satisfazem
a condicdo:

A(x) = B(x) - q(x) + r(x),

com grau(q) = grau(A) — grau(B) e (r = 0 ou grau(r) < grau(B).

@ Prova-se que q e r sdo unicos.

@ Quando r(x) =0, isto é

A(x) = B(x)q(x),

dizemos que A € divisivel por B ou que B divide A.
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Divisdao de Polinomios

OBSERVACAO

Definicao

Dizemos que alpha é uma raiz do polinbmio P se, e somente se,
P(a) = 0.

w
Teorema

Se alpha € raiz do polinémio P, entdo o resto da divisdo de P por
Q(x) = x — « € zero, ou seja

p(x) = q(x)(x — ).

A\
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Divisdao de Polinomios

METODOS DE DIVISAO DE POLINOMIOS

(I) Método dos coeficiente a determinar (método de Descartes)
(I1) Método das Chaves

(I11) Quando B(x) = x — a, pode-se utilizar o Dispositivo de
Briot-Ruffini.
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Divisdao de Polinomios
EXEMPLOS

(I) Utilize o Método dos coeficiente a determinar para encontrar

o resto e o quociente da divisao de
A(x) = 2x* 4+ x3 +5x2 + 3x + 1 por B(x) = x? + 2.

(II) Utilize o Método das Chaves para encontrar o resto e o
quociente da divisdo de A(z) = —2z3 + 822 + 4 por
B(z) = -2z -1

(I11) Utilize o Dispositivo de Briot-Ruffini para obter o resto e o
quociente da divisdo de A(t) = t3 +2t> + 2t + 1 por
B(t) =t+ 1.
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Divisdao de Polinomios

EXEMPLOS

o O resto da divisdo de um polinémio P(x) por Q(x) =x—a é
r(x) = P(a).
Por exemplo, o resto da divisido de
P(x)=x*—-x3—x>+x—-9porB(x)=x—1¢

P(1) = (1)* = (1)° - (12 + (1) -9 = 0.

@ Para obter o quociente da divisdo de P(x) por
Q(x) = ax — b,a # 0, tomamos o quociente de P por
Q'(x) =x— g e o dividimos por a. O resto da divisio de P

por Q(x) = ax — b é o mesmo resto da divisdo de P por Q'.
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Divisdao de Polinomios

DIVISAO POR ax — b

Se dividirmos P(x) por Q(x) = ax — b obtemos
P(x) = q(x)(ax — b) + r(x) (1)

Estas condi¢cbes podem ser reescritas da forma

P(x) = lag(](x — 2) + r(x) )

Comparando (1) com (2) percebemos que

e O quociente da divisdo de P por x — 2

quociente da divisao de P por ax — b;

@ O resto da divisdo de P por x — g € o mesmo resto da divisao

P por ax — b;

é aq(x) onde g(x) é o
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Divisdao de Polinomios
EXEMPLOS

@ Encontre o resto e o quociente da divisao de
P(x) = 3x3 — 2x? — 7x + 6 por Q(x) = 2x — 8

e Um polinémio P quando dividido por Qi(x) =x —3
apresenta resto —5, e quando dividido por @(x) = x + 3
apresenta resto 6. Determine o resto da divisdo de P por

Q(x) = (x —3) - (x + 3).
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Divisdao de Polinomios

TEOREMA FUNDAMENTAL DA ALGEBRA

Chama-se equagdo algébrica na incognita x a toda equagdo
redutivel a forma

X"+ ap_1x" 14+ 4 ax+ag=0,a, #0

Teorema

| A

Toda equagdo algébrica de grau n,n € N admite ao menos uma
raiz complexa.

\
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Divisdao de Polinomios

DECOMPOSICAO DE POLINOMIOS

Teorema

O Polinémio P(x) = anx" 4+ an_1x""1 +--- 4+ ayx + ap admite a
decomposicdo em n fatores lineares (12 grau). A saber,

P(x) = apn(x — a1)(x — a2) ... (x — ap).

Observacao

De acordo com a decomposicdo de polinbmios, concluimos que
toda equagdo algébrica de grau n, admite n, e somente n, raizes
complexas.
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Divisdao de Polinomios

RELACOES DE GIRARD

Do Teorema da Decomposi¢ao em fatores lineares e da igualdade
de polindmios, obtemos:

Teorema

Se o polinémio P(x) = ax? + bx + ¢ admite a decomposicio em n
fatores lineares dada por

P(x) = a(x — a)(x = B)

entdo
oa+p=-2

a
Qaﬁzg

Observacdo
O que ocorre quando a = 17
-~ Medeiros | Métodos Numéricos
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Divisdao de Polinomios

EXEMPLO: RELACOES DE GIRARD

Escreva as equacgdes de Girard para as equacgdes abaixo e obtenha
suas raizes.

@ x2—-5x+6=0
o x2—13x+22=0
e x2—3x+1=0
0272-5249=0
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Divisdao de Polinomios

RAIZES RACIONAIS

Teorema

Considere a equacdo

anx" 4+ ap_1x" 14 +a;x+ay =0,

com coeficientes inteiros e a, # 0. Se o = g, com (p,q) =1, é
uma raiz racional dessa equacio entdo p é um divisor de ag e q é

um divisor de a.
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Divisdao de Polinomios

RAIZES RACIONAIS: CASO n=2

Considere a equacdo apxx® + a;x + ag = 0. Seja a = g, com
(p,q) = 1, uma raiz racional dessa equagdo. Entdo:

2
ag<p> +81£+ao:0=>
q q

a2p® + a1pq + apq® = 0 =
p-(ap +a19) = —a0q® =
pl(a0g°).

Como p e g n3o tem divisores em comum, ent3o p e g> n3o tem
divisores em comum. Segue que p divide ag.
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Divisdao de Polinomios

Raizes racionais: Exemplos

© Fatore os seguintes polinémios:

p(x) = 3x3 —2x2 —7x =2

p(x) =4x® —=3x+1
© Demonstre que
223 422-2241=0

nao admite raizes racionais.
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