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METODO DO PoNTO FIXO

Seja f : [a, b] = R uma fun¢do continua e [a, b] um intervalo que
contem uma raiz £ da equagao

f(x) =0.

O Método do Ponto Fixo consiste em transformar a equagio (3)
em uma equacao equivalente

¢(x) = x

e a partir de uma aproximagao inicial xg gerar uma sequéncia
{xk }ken de aproximagdes de £ pela equagdo de recorréncia

Xkt1 = A(Xk)-



Qual funcao usar?

Teorema

Seja & uma raiz da equagdo f(x) = 0, isolada num itervalo |. Seja
¢ uma funcdo de iteracdo para a equacdo f(x) = 0. Se
(i) ¢ e ¢ sdo continuas em |,
(i) [¢'(x)| <M < 1,¥x €1,
(iii) xo € I
entdo a sequéncia {x\} gerada pelo processo iterativo
Xk+1 = ¢(xk) converge para §.



Algoritmo MPF

Considere ¢(x) uma fungdo de iteracdo para a equagdo f(x) =0 e
uma estimativa de erro € > 0.
m Defina uma aproximac3o inicial xp.
m Enquanto |f(xx)| > € ou Faga:
m X1 = $(xk)

m Imprima x, como solucdo aproximada.

Observacao

Pode-se utilizar como critério de parada a condicdo |xx+1 — xk| < €,
mas isso ndo implica necessariamente que |xx — &| < €.



Ordem de Convergéncia

Definicao
Seja {xx} uma sequéncia que converge para um nimero & e seja

ex = Xkr1 — € o0 erro na iteracdo k + 1. Se existir um nimero
p > 1 e uma constante C > 0, tais que

I |ext1] ¢
k—oo |ek|P

entdo p € chamada ordem de convergéncia da sequéncia {xx} e C
é a constante assintdtica do erro.

Observacao

- €
Se limy—yo0 %21

menos linear.

= C, 0<|C|< 1 entido a convergéncia é pelo



OrRDEM DE CONVERGENCIA DO MPF

Teorema

O Meétodo do Ponto Fixo tem convergéncia apenas linear.




Motivacao

Teorema do Valor Intermediario

Seja f : [a, b] — R uma fung¢do continua. Se f(a) - f(b) < 0 entdo
existe ¢ € (a, b) tal que f(c) =0

Teorema dos Intervalos Encaixantes

Considere a sequéncia Iy = [ak, bk], k € N de intervalos da reta
real tais que

hohDBLD: - DlkDlhki1D...

Entao,
Ni=1lk # 0



Teorema dos Intervalos Encaixantes: 22 Versao.

Considere a sequéncia Iy = [ak, bk], k € N de intervalos da reta
real tais que

hohDhBLD---DlkDlki1D...
Se, lim [, = 0, ent3o,
k—00

Ng—1lk = {p} para algum p € R.



Método da Bissecao

Seja f : [a, b] — R uma fung¢&o continua. Se f(a) - f(b) < 0.

Defina ag = ae by = b. Para cada k=0,1,2,3,...,
m Calcule xx = akg—bk;

m Se |f(xk)| < e, Imprima xi é raiz de f. Pare o Algoritmo.

m Se f(ak) - f(xx) <0 faga axy1 = ak € b1 = k.

m Caso contrdrio, isto €, se f(ax) - f(xk) > 0 faca axr1 = xk
bit1 = bx.

m Continue o processo até atingir o critério de parada.



Exemplo

Aplique o Método da Bisse¢do, com precisdo de € = 0.01 para
encontrar a raiz real da equacdo

4x3 — 4.4x° +9x — 9.9 =10



Discussao & Motivacao

Vimos no Método do Ponto Fixo que:

m Uma das condi¢cdes de convergéncia é que
’ , .
lp (x)] <M < 1,Vx € I, onde | é um intervalo centrado na
raiz.

m A convergéncia do Método serd mais rapida quanto menor for

[#'(€)].

Observacio

O que o Método de Newton faz, na tentativa de garantir e acelerar
a convergéncia do MPF, é escolher uma fungdo de iteracdo ¢ tal

que ¢'(£) = 0.



Considere a equagdo f(x) = 0 e £ uma raiz. Assim,

F(€) =0 6(6) =& onde ¢(x) = x+AX)F(x), A(x) #0.

¢(x) = x+AXF(x)
= ¢ (x) = 1+ A()f(x) + AR)F (x)
= ¢(€) =1+ A(E)f(€) + A (€)
= ¢(€) =1+ AQ) (€)



5(6) =06 1+ AE)F(€) =06 AE) = — o

(€)
A escolha natural para A é
1
Donde,
f(x
8 = x— 1)



lteracao do Método de Newton

¢(X):X_ :/(();))
IR FF ) ) ()
RS S 121 R 1%

Assim, como f(£) = 0, entdo ¢ (¢) = 0 desde que f (&) # 0.

Iteracdo do Método de Newton

f(x
Xk+1 = Xk — f,(():;)),Vk.




Interpretacao Geométrica do Método de Newton-Raphson

Ly: Aproximagdo Linear de f em Py

L(x) = f(x4) £ (%) (x = x¢)




Exemplo

Aplique o Método de Newton-Raphson para achar um zero da
fungdo f(x) = x> + x — 6, considerando ¢ = 1075 e xp = 1.5

flx) _ xX2+x—6

o) = TR Para

Solugao: Observe que ¢(x) = x —

Xk+1 = ¢(Xk), temos

| X |
xo =15 —2.25
x1 = ¢(xp) ~ 2.0625 | ~ 0.31641
xa = ¢(x1) ~ 2.00076 | ~ 0.00380
x3 = $(x2) ~ 2.00000 | ~ 0.00000




Convergéncia do Método de Newton-Raphson

Teorema

Considere a equacio f(x) = 0 e seja & uma raiz de f. Suponha
que

() f €C?(l), onde I é um intervalo que contém a raiz ¢ de f.

() F(g=o0
Entao, existe um subintervalo J de |, contendo a raiz &, tal que se
xo € J, a sequéncia {xx}ken gerada pelo Método de

Newton-Raphson

_ f(xx)
Xk+1 = Xk — m

converge para a raiz §.



Demonstracao

f(x)

Basta mostra que, dada ¢(x) = x — 70’ existe J C I, centrado
em £ tal que
(i) ¢ e ¢ sdo continuas em J

(i) 1¢'(x)] < M < 1,vx € J.



Observe que:
Por hipdtese, f’(f) +£0 e, como f & continua em /, é possivel
obter 1 C I tal que

f'(x) #0,Vx € Iy.

Assim, f,f e f" sdo funcdes continuas em / e f (x) # 0,Vx € /.
Como .

f(x) vy () (x)

fl (X) € ¢ (X) -

S 7 GIP

!/ ~ ~ s
segue que ¢ e ¢ sdo fungdes continuas em /;.



Desde que ¢ (£) = 0,¢  é continua em /; com £ € Iy e

, )" (x)

NGO

é possivel obter um intervalo J C I C /, centrado em £ tal que
¢’ (x)] < 1,¥x € J.

Portanto, se xg € J do Teorema de Convergéncia do Método do
Ponto Fixo, segue que xx € J,Vk e Ne lim x, =&.
k—o00



Ordem de convergéncia do Método de Newton-Raphson

Vamos supor que est3o satisfeitas as hipotese do Teorema anterior.
Entao,

Xk+1_§—xk_§_;((x):<)):>ek+l—ek—:,(()::()).

Considerando a expansdo de Taylor de segunda ordem de f, em
torno de x, temos

) = )+ F G (x = xk) + 57 (ex)0x = ),

onde ¢, estd entre x e X.



Como

0= £(€) = () + F (k) x — x) + 3F (€€ — 3k,

segue que
k) = £ () xk — &) = 5F (@) — )
7 (c) fa) |
~ 2f()§<)£ TP T =
s ( k)
T g T 27 (%)



Passando o limite na dltima

. €k11
lim ;L
k— 00 ek

igualdade, obtemos:

lim lf”(ck)
k—>oo2 f( )

//

(llmk—>oo Ck)
' (limg—y00 Xk)
f(§)

2f@)

@ =c

/




Exemplos

Descreva e aplique um algoritmo, utilizando o Método de
Newton, para encontrar a raiz quadrada de um ndmero real
positivo.

Aplique o Método de Newton-Raphson a equacao
x3 —2x% —3x 410 = 0 com xp = 1.9 Justifique o que
acontece.

use o Método de Newton-Raphson para obter a menor raiz
positiva da equacdo § = tg(x). Utilize e = 107,



Método da Secante

/ Ti: reta secante ao grafico de f passando pelos pontos (xy_1,f(xi—1) € (xi,f(xx).

1) 1y = (%) + £00) — £(xe1)

X = X,
Xk = Xk-1 ( )




lteracao do Método da Secante

No Método da secante, usamos a seguinte aproximagao para a

derivada: Fx) — )
/ X — X
f (Xk) =~ )lz — k=1 .
k Xk—1
Segue que,
_ f (xk)
Xkl = Xk = T —Foaa)
X —Xk—1
Ou ainda,

Xk—1 f(Xk) — ka(xk—l)

ML T ) — Fkt)




Observacdo do Método da Secante

m Método da Secante é uma aproximagcdo do Método de
Newton-Raphson;

m Prova-se que a taxa de convergéncia do Método da Secante é
aproximadamente p = 1.618. ..

m O Método da Secante é apropriado em problemas em que o
cdlculo de f'(x) é dificel de obter e ou avaliar, porém o
método pode divergir se f(xx) ~ f(xkx—-1).
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