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Revisao

Motivacao

Teorema do Valor Intermediario

Seja f : [a, b] — R uma fung¢3o continua. Se f(a) - f(b) < 0 entdo
existe ¢ € (a, b) tal que f(c) =0

Corolario

Seja f : [a, b] — R uma fung¢&o continua. Se f(a) - f(b) < 0 entdo
existe ¢ € (a, b) tal que f(c) = 0. Além disso, se f é diferencidvel
e, (a, b) com f' mondtona (crescente ou descrecente) entdo ¢ é a
dnica raiz de f em (a, b).

A\
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Revisao

Exemplo

Seja f : R — R a fungdo f(x) = x3 — 9x + 3. Verifique se existe
uma raiz de f no intervalo [2, 3] e se essa raiz é dnica.

Seja f : [0, 00] — R a fungdo f(x) = y/x — 5e™*. Verifique se
existe uma raiz de f no intervalo [0, 2] e se essa raiz é Unica.
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Divisdao de Polindmios

ALGUMAS IDENTIDADES

(@) (x —a)(x+a) =x>—a°

(b) (x —a)®> = x? —2xa+ a°

(c) (x+ a)? = x>+ 2xa + a°

(d) 1-x)(1+x+x*)=1-x3

(e) (a— b)3 = a® —3a%b+ 3ab> — b3

(f) (a+ b)® = a®+3a%b + 3ab? + b3

(g) an— p" = (a—b)-(a”*1+a”*2b—|—a”*3b2+~--+ab”*2+b”*1).
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Divisdao de Polindmios

REPRESENTACAO DE POLINOMIOS

Representacao geral

Um polinémio de grau n na varidvel x é uma funcdo p: K —» K
dada por uma expressao do tipo

p(x) = apx" + ap_1x" L+ a0x® + a1x + ao,

onde os coefcientes ag, a1, az, . . ., a, Sa0 reais ou complexos.

Observacido

Quando K = R dizemos que o polinbmio p assume valores reais.
Quando K = C dizemos que o polinémio p assume valores
complexos.
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Divisdao de Polindmios

REPRESENTACAO DE POLINOMIOS

Teorema 1

Um polinémio p de grau n estd unicamente determinado por seus
coefcientes ag, a1, az, . .., an.

Teorema 2

Um polinémio p de grau n estd unicamente determinado por n+ 1
pontos (xo, ¥0), (X1, Y1), - - - (Xn, ¥n) onde x; # x; quando i # j.
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Divisdao de Polindmios

DEMONSTRACAO TEOREMA 2

Desde que y; = p(x;),Vi =0,1,2,..., n tem-se:

Yo = a -+ aiXo + azxg + ... 4+ a,,xé’
vio = a + ava + axd + ... +  ax]
)% = a -+ a1 xo + 32X22 + ... + a,,xé’
2
Yn-1 = a0 + aiXp—1 + axx;_ 1 + ... + anx]4
Yo = a0 + axa + ax> + ... + ax’
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Divisdao de Polindmios

DEMONSTRACAO TEOREMA 2

Que em linguagem matricial é equivalente a:

(1 x ¢ .t T [ a0 ] [ vo ]|
1 x5 Xl2 e X1"71 x{ ai "
1 x X22 ... ngl X3 a %)
-1
1 xpo1 X2 XP_1 X4 an-1 Yn—1
L1 x, x> oox"7t x| an | L Yn |
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Divisdao de Polindmios

A matriz dos coeficientes do sistema

[ 1 xo x5 ... X(;'*l g ]
1 ox X2 .ooxh oK
1 x x5 ...x3b X
2 n—1 n
1 xp1 x5, ... Xp_1 Xp_1
L1 xa X3 i toxy

€ uma matriz de Vandermond, cujo determinante é dado por

determinante(A) = H(XJ —x;) # 0.

J>i

Logo, o sistema tem uma Unica solug3o.
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Divisdao de Polindmios

EXEMPLO

Determine o polindmio de grau 2 que passa pelos pontos
(0,-1),(1,-1) e (2,1).
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DIVISAO DE POLINOMIOS

Considere dois polinémios na variavel x, A(x) e B(x), com B ndo
identicamente nulo. Efetuar a divisdo de A por B equivale a
encontrar dois polindmios g (quociente) e r (resto), que satisfazem
a condigdo:

A(x) = B(x) - q(x) + r(x),

com grau(q) = grau(A) — grau(B) e (r = 0 ou grau(r) < grau(B).

@ Prova-se que q e r sdo unicos.

@ Quando r(x) =0, isto é
A(x) = B(x)(x),

dizemos que A € divisivel por B ou que B divide A.
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Divisdao de Polindmios

OBSERVACAO

Definicao
Dizemos que alpha é uma raiz do polinémio P se, e somente se,
P(a) = 0.

| A

Teorema
Se « € raiz do polinémio P, entdo o resto da divisdo de P por
Q(x) = x — « € zero, ou seja

p(x) = q(x)(x — ).
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Divisdao de Polindmios

METODOS DE DIVISAO DE POLINOMIOS

(I) Método dos coeficiente a determinar (método de Descartes)
(I) Método das Chaves

(I11) Quando B(x) = x — a, pode-se utilizar o Dispositivo de
Briot-Ruffini.
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Divisdao de Polindmios

EXEMPLOS

(I) Utilize o Método dos coeficiente a determinar para encontrar

o resto e o quociente da divisao de
A(x) = 2x* 4+ x3 4+ 5x2 + 3x + 1 por B(x) = x* + 2.

(I1) Utilize o Método das Chaves para encontrar o resto € o
quociente da divisio de A(z) = —2z3 + 822 + 4 por
Blz) = -2z —1

(1) Utilize o Dispositivo de Briot-Ruffini para obter o resto e o
quociente da divisdo de A(t) = t3 + 2t% + 2t + 1 por
B(t) =t+1.
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Divisdao de Polindmios

EXEMPLOS

e O resto da divisdo de um polinémio P(x) por Q(x) =x—a é
r(x) = P(a).
Por exemplo, o resto da divisdo de
P(x)=x*—-x3—x>+x—-9porB(x)=x—1¢€

@ Para obter o quociente da divisio de P(x) por
Q(x) = ax — b,a # 0, tomamos o quociente de P por
Q'(x) =x— g e o dividimos por a. O resto da divisdo de P

por Q(x) = ax — b é o mesmo resto da divisdo de P por Q.
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Divisdao de Polindmios

DIVISAO POR ax — b

Se dividirmos P(x) por Q(x) = ax — b obtemos
P(x) = q(x)(ax — b) + r(x) (1)

Estas condicbes podem ser reescritas da forma

P(x) = lag(x)](x — 2) + r(x) )

Comparando (1) com (2) percebemos que

@ O quociente da divisdo de P por x — g

quociente da divisao de P por ax — b;
b

2

é ag(x) onde g(x) é o

@ O resto da divisdo de P por x — 2 é o mesmo resto da divisdo

P por ax — b;
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Divisdao de Polindmios

EXEMPLOS

@ Encontre o resto e o quociente da divisdo de
P(x) = 3x3 —2x? — 7x + 6 por Q(x) = 2x — 8

@ Um polinémio P quando dividido por Q1(x) = x — 3
apresenta resto —5, e quando dividido por Q2(x) = x + 3
apresenta resto 6. Determine o resto da divisao de P por

Q(x) = (x—3)-(x+3).
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Divisdao de Polindmios

TEOREMA FUNDAMENTAL DA ALGEBRA

Definicao
Chama-se equagao algébrica na incognita x a toda equagao
redutivel a forma

apX" + ap_1 x4+ ax+ a9 =0, a, #0

Teorema

Teorema Fundamental da A/Igebra Toda equagio algébrica com
coeficientes complexos (ou reais) de grau n,n € N admite ao
menos uma raiz complexa.

\
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Divisdao de Polindmios

DECOMPOSICAO DE POLINOMIOS

Teorema

O Polinémio P(x) = apx™ + ap_1x""1 4 -~ 4+ a1x + ag admite a
decomposicdo em n fatores lineares (12 grau). A saber,

P(x) = an(x —a1)(x — a2) ... (x — an),

coma; € C,Vi=1,2,...,n.

Observacao

De acordo com a decomposi¢do de polinbmios, concluimos que
toda equagdo algébrica de grau n, admite n, e somente n, raizes
complexas.
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Divisdao de Polindmios

PROPRIEDADES

Teorema

Se z € C € uma raiz do polinémio

P(x) = anx" 4+ an_1x""1 + - 4 a1x + ag com coeficientes reais,
entdo o conjugado de z, Z também € raiz de p.

y

Observacio

Todo polinbmio de coeficientes rais de grau impar admite ao
menos uma raiz real!

Medeiros Métodos Numéricos



Divisdao de Polindmios

RAIZES RACIONAIS

Teorema

Considere a equacdo

apX" + ap_1x 14+ -+ ax+ a9 =0,

com coeficientes inteiros e a, # 0. Se o = g, com (p,q) =1, é
uma raiz racional dessa equagdo entdo p € um divisor de ag e q €
um divisor de a,.
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Divisdao de Polindmios

RAIZES RACIONAIS: CASO n =2

Considere a equac3o axx? + ajx + ag = 0. Seja o = g, com

(p,q) = 1, uma raiz racional dessa equagdo. Entdo:

2
az<p> +31£+ao:0:>
q q

a2p® + a1pq + apq® = 0 =
p-(a2p+ a1q) = —a0q” =
pl(a0q?).

Como p e g n3o tem divisores em comum, ent3o p e g> ndo tem
divisores em comum. Segue que p divide ap.
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Divisdao de Polindmios

Raizes racionais: Exemplos

© Fatore os seguintes polinémios:

p(x) =3x> —2x* = 7x — 2

p(x) =4x® —3x+1
@ Demonstre que
228 4+22-2241=0

nao admite raizes racionais.
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Circulo contendo ao menos uma raiz de p

Teorema

Se P(x) = apx" + ap_1x""1 + .-+ a1x + ap € um polinémio com
coeficientes reais, entdo P tem ao menos um zero (real ou
complexo) no interior do circulo centrado na origem e de raio igual
a

ir1:1]I.?2{p1’ p2}7

onde

Encontre um intervalo contendo uma raiz do polinémio
p(x) = x® — 3.7x* + 7.4x3 — 10.8x — 6.8.
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Raizes de Polindmios

Disco de Gresgorian

Teorema

Se p(z) = anz" +an_12""1 4 - 4+ a1z + ap € um polinémio de
coeficientes complexos e grau n,

A= max{laol,Jaul,- - ,Jan-1} e A'=max{|ail,|aal, - ,|anl},

entdo as raizes de p pertencem ao circulo de centro na origem e

raio R =1+ —. Além disso, tais raizes de p(z) estdo fora do
|an| "
circulo centrado na origem e raio r = —
14+
EY
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Raizes de Polindmios

Demonstracao

Com efeito, para |z| > 1, e utilizando-se da desigualdade triangular
(la+ b| > |a| — |b]) aplicada em p(z) obtemos:

Ip(2)] = |anz"+an12" 144 a1z + ao
> |anz"| = |an_1z" 14+ ayz+a| >
> anl2"] = (Jan-1ll2"Y + - + |asl|z] + |ao])
> apllz|" = A(]z]" 7 4+ |2 + 1)

|z|" =1
nl|Z " A .
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Raizes de Polindmios

Continuacao Demonstracao

Mas veja que

-1 |z|" 1
n_a(l2 - A A >
]an|]z| <|Z|—1 ’a”HZ| ‘Z’—l—i_ ‘Z|—1

jan] — =) |21
ol == ) A

1> (Janl = 2 )l

O que acarreta
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Raizes de Polindmios

Continuacdao da Demonstracao

A
Desse modo, se |z| > 1+ —, entdo |p(z)| > 0, ou seja, p(z)
a

|an]

nunca se anulard para todo |z| > 1+ 2]
dn
Logo, se zp é uma raiz qualquer de p(z), tem-se

|z| <1+

Y (5.2)
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Raizes de Polindmios

Continuacdao da Demonstracao

1
Considere agora, |z| < 1. Seja x = =. Assim,
z
1 1 1 1
P\ - :3n7n+an_1ﬁ+"'+31*+ao.
z X X X
n 1 /
Tome q(x) := x"p, | = |. Dai,
X

1 1 1
q(X) = X" <anxn+a,,1xn_1+'--+alx+ao>

= ap+ap_1x—+--+ ax"t+ agx"
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Raizes de Polindmios

Continuacdao da Demonstracao

Do resultado (5.2) segue que se xg é um zero de g, entdo

Al 1 Al
ol <1+ = = 2| <14 =

lao] 'z EY

Assim, considerando zx # 0 um zero de g(z) e, portanto, — um
Zj
zero de p(z), obtém-se que
A/
|Zk| >14+ — (53)

|ao|

De (5.2) e (5.3) conclui-se que todos os zeros de p(z) estdo
localizados na regido anular S = {z € C; r < |z| < R}, onde
1

A/
1+ —
|0
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Raizes de Polindmios

Exemplos

Determine um intervalo contendo todas as raizes do polinémio
dado:

(a) p(x) = x> —3.7x* + 7.4x3 — 10.8x — 6.8.
(b) P(x) =x3+ x> —x+1.
(c) P(x) = x3—2x? —3x +10.
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Raizes de Polindmios

Determinacao do nimero de zeros de um polindGmio

Regra de Sinal de Descartes

Dado um polindmio P com coeficientes reais, o niimero de zeros
reais positivos, n;, desse polinémio n3o excede o niimero v de
variacoes de sinal dos coeficientes. Ainda mais,

é inteiro, par e nao-negativo.

+
v—n;

Observacao

Para se determinar o nimero de zeros negativas do polinémio
aplicamos a Regra de Sinal de Descartes ao polinémio P(—x).
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Exemplo

Aplique a Regra de Sinal de Descartes para determinar o niimero
de raizes reais positivas do polinGmio abaixo:

p(x) =2x5 —3x* —4x3 4 x + 1.

Solucao:

PPN se v—nf=0 entdo nf =2
N se v—nf=2 entdao nf=0
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Raizes de Polindmios

Exemplo

Aplique a Regra de Sinal de Descartes para determinar o niimero
de raizes reais positivas do polinGmio abaixo:

p(x) =4x°> — x>+ 4x? —x — 1.

Solucao:

S 3o se v—nf=0 entao nf =3
- se v—nt=2 entdo nf=1
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Raizes de Polindmios

Exemplo

Aplique a Regra de Sinal de Descartes para determinar o nimero
de raizes reais negativas do polinomio abaixo:

p(x) = x" +1.
Solucao:
considere o polindmio P(—x) = —x’ + 1. Assim,
—-1/0|0{0|0|0|1
- ¥
Assim,

v=1l=v—-n=0=n"=1.

O polindmio sé tem uma raiz real negativa.
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Sequéncias de Sturm

Teorema de Sturm

Seja p(x) = apx™ + a,_1x" "1 4+ - -+ + a1x + ap um polindmio com
coeficiente reais. Se P(a) # 0 e P(3) # 0, entdo o niimero de
raizes reais distintas de P(x) = 0 no intervalo [a, §] é exatamente

V() — ¥(B)
onde ¥(-) é o nimero de varia¢des de sinal da sequéncia {g;()}
dada por

{ &9 =Pt
gi1(x) = P (x)

e para k > 2 define-se gi(x) como o resto da divisdo de gx_»(x)
por gx—1(x), com sinal trocado.
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Exemplo

Determine o niimero de raizes de P(x) = x> + x?> — x 4+ 1 no
intervalor [2, 3].

Solucao:

g(x) = PX)=x>+x>—x+1
gi(x) = P(x)=3°+2x+1
() = gx—g
82 =9 9
99
= = 3
83(x) 16 (3)
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Exemplo
Assim,
g(2) | &1(2) gzg2) g3(929)
11 15 z -2
+ + +
g(3) | &1(3) g21(43) gs(;;)
34 32 -2
4 4 +
Ou seja,

Va)=7v(2)=1 e V(B)=7V(3) =1
Portanto, o niimero de zeros de P no intervalo [2,3] é
v(2) — v(3) = 0.
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