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1* Parte - Questoes Objetivas - Gabarito

1)A,2)C,3)B,4)C,5) A, 6) D, 7)D,8) C, 9D, 10) E

22 Parte - Questoes Discursivas - GGabarito

1. Mostre que para quaisquer nimeros naturais ay, - - - , ar vale a desigualdade: a;+---+ap <
ap---ap + (k—1).
Resposta: Primeiramente, iremos mostrar que para quaisquer ntimeros naturais a e b vale

a+ b < ab+ 1. Para verificar esta desigualdade, observe que
ab+1—(a+b)=(a—1)b-1).

Como a — 1 e b — 1 s@o ntimeros nao negativos concluimos que (a — 1)(b — 1) > 0. Deste
modo, concluimos que ab+ 1 — (a +b) > 0. Fazendo a = a1 e b = ay concluimos que

a1 + az < ajaz + 1. (10 pontos) Temos entao,
a1+ az + ag < (ajaz + 1) + ag = (ajaz + a3) + 1.

Fazendo a = ajas e b = a3 concluimos que ajas + az < ajasasz + 1. Destas duas

desigualdades, concluimos que a1 + as + ag < ajasas + 2. Utilizando deste modo a mesma

desigualdade k — 2 vezes, obtemos
ay + -+ ag—1 < ayag---ap—q1 + (k—2).

Portanto,
ar+---+ag_1+ap < (araz---ap_1 +ag) + (k—2).

Fazendo a = a1as - - arp_1 e b = a; na desigualdade acima, concluimos que
(araz---ag—1 +ax) < araz---ag_1ap + 1.
Finalmente, destas duas desigualdades, obtemos

a1+ +ap <ajaz---ap+ (k—1). (30 pontos)



2. Daniel numerou todas as paginas de seu livro e usou 1002 algarismos. Calcule o nimero

de péaginas do livro de Daniel.

Resposta: Para enumerar as paginas de 1 a 9 utilizamos 9 algarismos. As 90 pédginas de
10 & 99 sao numeradas utilizando 90 x 2 = 180 algarismos. (20 pontos) Portanto, para
numerar as paginas de 1 a 99 sao utilizados 189 algarismos. Daniel utilizou, portanto,
1002 — 189 = 813 algarismos para enumerar as paginas a partir da pagina 100. Com esta
quantidade de algarismos é possivel enumerar 8—},)3 = 271 paginas com numeragao de 3

digitos. Portanto o livro tem no total 99 + 271 = 370 paginas. (20 pontos)

3. Traca-se as duas diagonais de um quadrado ABCD, cujo lado mede [ centimetros. Une-se
os pontos médios de dois lados de um tridngulo formado, conforme figura. Sejam FE e
F de OC e OD, respectivamente. Trace, a partir dos pontos E¥ e F paralelas a BC até
encontrarem os pontos G e I de intersecao com o lado C'D do quadrado. Determine a
medida dos lados do retangulo FEIG formado.

A B

G I

Resposta: Os triangulos ADOC e AFOFE sao semelhantes, pois o segmento F'E é paralelo
a DC. Como F e E sao os pontos médios de OD e OC, respectivamente, concluimos
que FE mede % centimetros. (15 pontos) Agora note que os angulos FDG = BDC' e
ECI = ACD medem 45°. Além disso, F'GD e EIC medem 90°. Portanto, os tridngulos
AFGD e AEIC sao retangulos e iséceles. Como os segmentos F'D e EC tem a mesma
medida estes triangulos sdo congruentes. Portanto DG e IC tém a mesma medida, ademais
G1I tem a mesma medida que FE, isto é, é centimetros. Portanto DG e IC medem

centimetros. Como AFGD e AEIC siao iséceles concluimos que FG e EI medem

centimetros. Portanto as medidas dos lados do retangulo formado sao é e %. (25 pontos)
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4. José e Joao decidiram fazer um dado atipico. Ao invés de enumerar as faces de um 1
a 6 como ¢ feito usualmente eles numeraram as mesmas somente com nimeros primos
naturais e distintos. Sabendo-se que a soma de todas as faces é igual a 123, responda

JUSTIFICANDO o valor do menor ntimero utilizado para numerar uma das face.

Resposta: Notemos que, se as seis faces fossem compostas por nimeros impares a soma
deveria ser um numero par. Dessa forma, foi utilizado pelos mesmos um nimero par ja
que a soma resultou em nimero impar. Como todos os nimeros utilizados foram distintos
e s6 hd um nimero que é par e primo segue que o menor nimero utilizado para numerar

uma das faces foi o 2. (40 pontos)



5. Joao convidou seus amigos, Arnaldo, Breno, Caio, Daniel, Elton, Fabricio e Gabriel para

jogarem um jogo, com as seguintes regras:

I. Joao pensaria em 10 nimeros naturais;

II. Em cada rodada, Arnaldo iniciaria escolhendo um nimero natural e ganharia 1 ponto

II1.

se esse fosse um dos numeros pensados por Joao. Em seguida, Breno escolheria outro
numero natural e também ganharia 1 ponto se esse fosse um dos nimeros pensados
por Joao. Em seguida, seria Caio e assim sucessivamente, procedendo em ordem

alfabética;

O jogo acabaria quando todos os niimeros pensados por Joao tivessem sido escolhidos.
Assim, ao final de uma rodada, se ainda nao tivessem sido escolhidos todos os nimeros

pensados por Joao, eles iniciariam uma nova rodada. Sabendo que:

Joao pensou nos niimeros da forma 204 x n+ 17 , com n =1,2,3,4,5,6,7,8,9 e 10.
Arnaldo iniciou a primeira rodada escolhendo o ntimero 1.

O jogo procedeu de forma que se um jogador escolhesse o niimero n, o proximo jogador

escolheria o niumero n + 1.

a) Quantas rodadas durou o jogo?

b) Quantos pontos cada participante obteve?

Resposta: (a) O ultimo nimero da forma 204 x n+17 serd 204 x 10417 = 2040+ 17 = 2057.
Como a cada rodada ha 7 jogadas, sabendo que 2057 = 7 x 293 4 6, teremos 294 rodadas.
(20 pontos) (b) Note que, 204 =7 x 29+ 1e 17 =7 x 2+ 3. Logo,

204n+17 = (Tx29+1)n+(7x2)+3
= 7(29n +2) + (n + 3).

Assim, a menos que n 4+ 3 =7, ou seja, n = 4, n+ 3 é o resto () da divisao de 204n + 17

por 7. Entao,

n =1 e r =4: ponto para Elton

n =2 e r = 5: ponto para Fabricio
n =3 e r = 6: ponto para Gabriel
n =4 er =0: ponto para Arnaldo
n =>5 e r = 1: ponto para Breno
n =06 er = 2: ponto para Caio
n="Ter = 3: ponto para Daniel
n =8 e r = 4: ponto para Elton

n =9 er = 5: ponto para Fabricio

n =10 e r = 6: ponto para Gabriel

Portanto, os pontos: Arnaldo (1), Breno (1), Caio (1), Daniel (1), Elton (2), Fabricio (2)
e Gabriel (2). (20 pontos)



