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12 Parte - Questoes Objetivas - Gabarito

1) D, 2)D, 3)E, 4) B,5) C,6) D, 7) B, 8) C,9) C, 10) C

22 Parte - Questoes Discursivas - (Gabarito

1. Um computador tem duas teclas: a tecla X subtrai 2 do niimero que estd no visor e a
tecla Y divide o niimero que estd no visor por 2 (operagoes feitas no conjunto dos niimeros
inteiros nao-negativos). O objetivo de certo jogo é, usando apenas essas duas teclas, obter

o numero 0 no visor.
(a) Mostre uma sequéncia de teclas X e Y que da a vitéria se o nimero no visor for 32.
Essa é a tinica sequéncia possivel?

(b) Se XXYYY X éasequéncia ganhadora para um certo nimero, a sequéncia YYY X X X

também é para esse mesmo nimero?

(c) Que numeros ndo possuem sequéncias ganhadoras? Justifique.

Resposta: (15 pontos)(a) Uma sequéncia ganhadora para 32 é YYYYX, pois 32 =+ 2 = 16,
16+-2=8,8+2=4,4+-2=2e¢2-2=0. E claro que ela nao é a Unica. Varias outras

sequéncias ganhadoras podem ser formadas, como YYYXX e

XXXXXXXXXXXXXXXX
16

(15 pontos)(b) A ordem em que acionamos as teclas faz diferenca. O nimero cuja sequéncias
ganhadora ¢ XXYYYX pode ser encontrado fazendo as operacoes no sentido inverso,
XYYYXX:

(10 pontos)(c) Se de um ndmero impar subtraimos 2, obtemos um outro impar. Além
disso, nao podemos dividi-lo por 2; logo, nao havera modo de alcangar o 0. Concluimos,

portanto, que nenhum nimero impar admite sequéncias ganhadoras.



2. Um homem reparte certa quantidade de dinheiro igualmente entre seus filhos e sobrinhos.
Se nao tivesse incluido seus trés sobrinhos na divisao, cada filho teria recebido $50 a mais.
Por outro lado, se tivesse sua neta no rateio, cada filho e sobrinho teria recebido $10 a
menos. Determine quantos filhos tem o homem e quanto dinheiro ele repartiu.

Resposta: Seja x o ntimero de filhos e y o total de dinheiro dividido. Fazendo a divisao

entre os sobrinhos e filhos, cada um recebeu x—iz)) Se nao tivesse incluido os sobrinhos,

cada filho receberia $50 a mais, isto é xLJrg + 50, mas isso teria que ser igual ao total do

dinheiro dividido pelo niimero de filhos, que é % Por outro lado, se a neta tivesse entrado

na divisao, terfamos que cada um receberia $10 a menos, ou seja xLJrS — 10, o que seria
. y ~ . ~ .
igual a 7. Temos entao o sistema de equagoes:
Y —
{ z+3 +50 = T
A T
z+3 10 = z+4

Resolvendo, obtemos que: = = 6 e y = 900. (20 pontos para chegar ao sistema e 20 pontos

para resolver o sistema.)

3. José e Jodo decidiram fazer um dado atipico. Ao invés de enumerar as faces de um 1 & 6
como é feito usualmente eles numeraram as mesmas somente com nimeros primos naturais
e distintos. Apds numerar as faces eles lancaram o dado uma vez e observaram que a soma
da face voltada para cima com a sua face oposta era 32. Sabendo-se que a soma de todas
as faces é igual a 123 e que haviam primos gémeos entre os seis nimeros distribuidos para
numerar os dados, determine todos os conjuntos possiveis de 6 nimeros que podem ter

sido utilizados para montar esse dado.
Obs: Dois primos sao ditos gémeos quando a diferenca entre os mesmos ¢ igual a 2.

Resposta: Utilizando o método do Crivo de Eratdstenes temos que os ntimeros a seguir
sao0 numeros primos menores que 100: 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47,
53, 59, 61, 67, 71, 73, 79, 83, 89, 97.

Como a soma dos seis nimeros resulta em um ntmero impar uma das faces obrigatoria-

mente é o 2.(9 pontos para fazer essa identificacao!)

Uma vez que ao lancarem os dados José e Joao observaram que a soma das faces opostas
eram 32, sabendo que os nimeros eram todos primos e distintos hé duas possibilidades: Ou

esses dois nimeros eram 3 e 29 ou eram 13 e 19. (9 pontos para fazer essa identificagao!)

Conjuntos solugoes possiveis {2,3,5,11,29,73}, {2,3,5,13,29,71}, {2,3,5,17,29,67}, {2,3,5,23,29,61},
(2,3,5,29,31,53), {2.3,5,29,37,47}, {2.3,5,29.41,43}, {2,3,5,29,31,53}, {2,3,7,29,31,51}, {2,3,11,29,31,47},
(2,3,17,29,31,41}, {2,3,17,19,29,53}, {2,5,11,13,19,73}, {2,5,13,19,41,43}, {2,5,13,17,19,67},
(2,7,11,13,19,71}, {2,11,13,19,37,41}, {2,11,13,17,19,61}, {2,11,13,19,31,47}, {2,11,13,17,19,61},
{2,13,17,19,29,43}, {2,13,17,19,31,41}. (1 ponto para conjunto solugao identificado!)



. Considere um trapézio ABCD de bases BC' e AD. Seja E a intersecao das diagonais do
trapézio. Se DE = 3BE e Area(ABE)=Area(CED)=9, calcule a 4rea do trapézio.

Resposta: Conforme descrito, podemos observar a figura,

D

Note que, sendo hi e ho as alturas dos tridngulos BCD e ABD, ambas relativas a base
BD, respectivamente, temos:
BEh, e Area(CDE)= YDEh; =

(i) Area(BCE)= 5
BEhy e Area(ADE)= 1DEhy = 9. (10 pontos)

(i) Area(ABE)=

NOl— N

De (i), temos -
Area(BCE) $BEh  BE

1
Area(CDE) iDEh, 3BE 3

Logo, Area(BCE)= w = 2 =3. (10 pontos)

De (ii), temos -
Area(ADE) $DEhy DE 3BE

Area(ABE) iBEh, BE BE
Logo, Area(ADE)= 3Area(ABE) = 3 x 9 = 27. (10 pontos)

Portanto, Area(ABCD)=Area(ABE)+Area(BCE)+Area(CDE)+Area( ADE)=9+3+9+27=48.
(10 pontos)

. Se x e y sdo nlimeros reais tais que 23 +y3 = 5(x +y), 22 +y?> =4 e v +y # 0, determine

o valor de xy.

Resposta: Dado que,

(z+y)? = 23432y +3zy* +y° = 2°+y°+3zy(z+y) = 5(z+y)+3zy(z+y) = (5+3zy)(z+y)

(x4 9)? = 2% 4 22y + y* = 4 + 2y, (10 pontos)
como z + y # 0, temos

P (5+3
(@ +y) :(+$y)(x+y) = (r+y)?=5+3zy = 4+22y=>5+3wy
r+y T+Yy

=2ry—32xy=5—-4=1 = —zy=1 = ay=—1. (30 pontos)



