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12 Parte - Questoes Objetivas - Gabarito
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22 Parte - Questoes Discursivas - (Gabarito

1. Se x,y, z sdo numeros reais positivos, mostre que:
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Resposta: Para todo z,y,2z € R, (x —y — 2)?2 > 0. Porém,

(z—y—2)° = ((x—y) —2)°

= (e—y°’ 20z —y)z+2°
= x2—2xy+y2—21:z+2yz—|—22
= 2?+y®+2> - 2zy +2yz — 222 > 0. (10 pontos)

Portanto, 22 + 4% + 2% > 222 4 22y — 2yz. Sendo x,vy, z > 0, dividindo ambos os membros

da desigualdade por zyz, temos
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2. Considere duas circunferéncias de centros C1 e Cs, respectivamente, conforme figura, que
se interceptam nos pontos A e B. Traga-se o segmento de reta C'D que passa pelo ponto A
e é paralelo ao segmento de reta C1Cs, onde C' é o ponto de intersegao com a circunferéncia
de centro C, e D é o ponto de intersegdo com a outra circunferéncia. Seja £ o ponto de
intersecao de AB com C1Cs. Mostre que a area do tridngulo BC'D é 4 vezes a area do
triangulo BC1Cs.
C A D

B

Resposta: Como CB e DB sao diametros médios de BC' e BD, respectivamente. Assim,

o segmento C1Cy que é paralelo a C'D mede metade deste segmento, ou seja,

I B

€10, = 5CD. (1)
Como C1Cy é paralelo a C'D, temos que Béng = BCD e BC’gCl = BDC. Assim, os
triangulos BC'D e BC1C sao semelhantes. Logo,

BC,  C\Cy

_1 (2)
BC CD 2

Note que, os triangulos BCA e BCiE também sdo semehantes, pois BCA = BCLE e
CBA = C,BA. Desta semelhanga e de (2), segue que

BE _BC, 1 (3)
BA BC 2
De (3), segue que
— 11—
BE = 5314.(20 pontos) (4)

Agora, observe que o quadrildtero ACyBC] é um paralelogramo que é um losango. Assim,
suas diagonais AB e C1Cs sao perpendiculares e se cruzam num ponto que é ponto médio
de ambas as diagonais. Entao, AB é perpendicular aos segmentos C1Cy e C'D, pois
AB1C1Cy || CD. Portanto, AB é a altura do triangulo BC'D e BE ¢ a altura do triangulo
B(C1C5. Logo, usando (1) e (4), obtemos

CiCy-BE 1 [1—1—_ 1 [CDBA 1
PR I )

— ~Apep.
2 2 2 4 BeD (5)

Consequentemente, Apcp = 4Apc,c,-(20 pontos)



3. Um trapézio de base maior B e base menor b tem cada um de seus lados nao paralelos
dividido em 11 partes congruentes. Com extremidades nos pontos de divisao, sao tracados
10 segmentos paralelos as bases. Sabendo que B + b = 8, calcule a soma de todos os

segmentos paralelos (incluindo as bases).

Resposta: Observando a figura abaixo temos x + y = B—b.(10 pontos)

w4

Considerando uma P.A. em que o comprimento de b é o primeiro termo, ¢ o de B como
ultimo, os comprimentos dos segmentos paralelos crescem em P.A. de razao xl—Jrly = Ei—f).

(10 pontos) Assim,
B-b
B = b-(br)+ (b+20)4 - (b+117) = 1254661 = 12b+66—— = 12b+6(B—b) = 6B+6b = 6(B-+b)

Como B+ b =38, temos B = 6 x 8 = 48. (20 pontos)

4. Ana e Cecilia costumam tomar café da manha na padaria do Zé. Ao entrar na padaria do
Zé cada uma recebe uma comanda eletronica onde sao registrados seus respectivos pedidos,
cada comanda possui uma sequéncia de 8 digitos que vao de 00000000 a 99999999, nao
havendo duas comandas iguais. No domingo ao entrar na padaria do Zé, Ana olhou sua
comanda e viu que a mesma s6 possuia trés nimeros distintos, sendo que os algarismos x
e y apareciam 3 vezes cada, enquanto o algarismo z aparecia duas vezes, e comentou isso
com Cecilia. Sabendo-se dessas informacoes qual a probabilidade da comanda da cecilia

conter exatamente os mesmos ntumeros da comanda da Ana a menos da ordem?

Resposta: De acordo com o enunciado a comanda de Ana é do tipo XXXYYYZZ a

menos de permutagoes. Notemos que ha

8!
31321~ POV

comandas desse tipo. (15 pontos) Como a comanda Ana ji corresponde a uma comanda

desse tipo a probabilidade de Cecilia ter uma comanda desse tipo é

559

_ 7y :
09999009° (20 pontos)



5. Seja Fp o tridngulo equildtero de lado 1. Defina, recursivamente, Fj.1 a figura obtida de
Fj. como segue: trisectando cada lado da figura Fj, contruimos um triangulo equildtero,
exterior a figura Py, assentado sobre o segmento do meio do lado trisectado e removemos

o segmento do meio do lado trisectado que formou a base do novo triangulo.

(a) Figura Fy (b) Figura Fy (c) Figura F»

(a) Para cada n € N, determine a édrea de F,.

(b) Mostre que F, nao cresce indefinidamente, isto é, que existe uma constante C' > 0
tal que
Area(F,) < C,Vn € N.

Resposta: Observe que

e Cada lado de Fy gera quatro lado de Fj. Assim, o numero de lado do poligono
Fy é o ntimero de lado de Fj vezes quatro, ou seja, #lados(Fy) = 3 - 4.
e Cada lado de F gera quatro lado de F5. Assim, o niimero de lado do poligono Fs é
o ntimero de lado de F} vezes quatro, ou seja, #lados(Fy) = 3-#lados(Fy) = 3-42.
e Por indugao, #lados(F,) =3 -4™. (10 pontos)
Além disso, a area do poligono Fj é ?.

e Cada lado do poligono Fj gera um triangulo equilatero cuja area é 3% a area do

poligono Fp, ou seja,

1 1
Area(Fy) = Area(Fp) + 3.?.Area(F0) = Area(Fp)(1 + 3?)
e Cada lado do poligono F} gera um triangulo equilatero cuja area é 3% a area do

poligono Fp, ou seja,

1
Area(Fy) = Area(Fy)+ #lados(Fl).y.Area(Fo)
1
= Area(Fy)+3- 4.?.Ar6a(Fo)

1 1
= Area(Fp)(1+ 3.? + 4?)
1

Cada lado do poligono F» gera um triangulo equildtero cuja drea é 5z a drea do

poligono Fp, ou seja,

Area(F3) = Area(Fg)-l—#lados(Fg).B%.Area(Fg)

1 1 1
= Area(Fp)(1+ 3.3—2 + 4§) +3- 42.@.147“6@(}70)

1 1 1
= Area(Fp)(1+ Bgp thgg T 42.3?).



e Seguindo esse racicinio, temos

1 1
Area(F,) = Area(Fp) (1 +3s Fde 42

= Area(Fp). <1 + Z

3
= Area(Fp). (1 + 1

()|

= Area(Fyp)

Arca(Fy) = Y3 [8 _3 <4>”] _ V3 m

<

Cabe aqui uma observagao. Note que

5\9

cuja desigualdade é vélida para todo n natural, uma

9" >4">0,YyneN e 8> 3.

|
= V3 [8 — g <3>n} . (20 pontos)

8 3 /4\"
5—<> >0<8-9" >3-4,

vez que

(10 pontos)




