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1. Seja f: R — R uma funcao que satisfaz

para todo z € R. Qual(is) do(s) seguinte(s) valor(es) pode(m) ser f(0)?

(a) 0. (c) 2. (e) 0ou 2.
(b) 1. (d) 0ou 1. (f) 1 ou 2.

Solugao: Definamos a = f(0). Substituindo z = 0 na equagcao, obtemos

Ff(0)=0"~0=0,

ou seja, f(a) = 0. Agora substituimos x = a na equagao, deduzimos

Como f(a) =0, segue que

f(0)=a>~a
Mas f(0) = a, entao
a=a’—a.
Logo,
a’?—2a=0
Assim,

a=0 ou a=2.

Portanto, f(0) =0 ou f(0) = 2.

Resposta: (e) 0 ou 2

2. Sejam a, b, ¢, d inteiros positivos tais que

37 1

— =14 —
27 a + ﬁ
C+E
O valor de abed é:
(a) O (b) 4 (c) 6 (d) 12 (e) 15 (f) 24
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Solugao: Primeiro, subtraimos 1 dos dois lados, obtemos

37
-
1
bt o
isto é,
N 1 27
a = —
b+ 10
cTa
Como « é inteiro positivo e
w7
10 10’
concluimos que
9 1 7
a = e = —
b+ -+ 10
c—i—%
Consequentemente,
1 10
b+ T =
c+ 3 7
1 3

Como % =1+ %, segue que

Invertendo,
7
Como % =2+ %, temos
9 1 1
c= e —=-_.
d 3
Assim,
d=3.
Portanto,
abed=2-1-2-3=12.

Resposta: (d) 12.
720269

3. Assinale a alternativa correta. Qual é o algarismo das unidades de
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Solucao: Basta observar o padrao dos algarismos das unidades das poténcias de 7:
7' =7 (mod 10),

72 =49=9 (mod 10),
73 =343=3 (mod 10),
74 =2401=1 (mod 10).
Portanto, os algarismos das unidades se repetem em ciclos de 4 sao
7,9,3, 1.
Agora como
2026 = 4 - 506 + 2,

segue que
2026 =2 (mod 4).

Assim, o algarismo das unidades de 72926 é 0 mesmo de 72, isto é, 9.

Resposta: (f) 9.

4. Determine o valor de

1 1 1 1 1 1
9—2026 4 | T 9-2025 | | T 9—2024 4 | e 22024 4 | T 22025 4 | + 22026 4 1°

Assinale a alternativa correta:

(a) 2026. (b) 2026,5.  (c) 2027. (d) 2027,5. () 2028. (f) 2028, 5.

Solugao: Considere a soma
2026

1
S = —_—.
Z 2k +1
k=—2026

A ideia principal é agrupar termos com expoentes opostos: k e —k. Para k # 0, temos

LS SN S 2k
ok 41 27k41 2641 2641

1.
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Assim, cada par

1 1
2k 41727k +1

contribui com 1 para a soma. Como k varia de 1 até 2026, existem 2026 pares desse tipo.

Além disso, sobra o termo central correspondente a k = 0:

1
2041 2
Portanto,
1
S = 2026 + —,
2
isto é,
S = 2026, 5.

Resposta: (b) 2026, 5.

5. Determine o valor de x que satisfaz
5/31 37 5
343t

(a) 7. (b) 8. (c) 9. (d) 10. (e) 11. (f) 12.

Assinale a alternativa correta:

Solugao: Elevando ambos os lados da equacao a quinta poténcia, obtemos

3 4 3

__ 95
30131 O

Multiplicando os dois lados por 3% + 3%, temos
31 437 = 35(3% + 3%),

ou seja,
314 + 31‘ — 3$+5 + 39‘

Reorganizando os termos,
314 _ 39 — 3£E+5 o 31"

e entao,

Unidade Académica de Matemdtica - UAMat 5



38% edicao.
OLIMPIADA CAMPINENSE DE

MATEMATICA

PROFESSOR JOSE VIEIRA ALVES

www.mat.ufcg.edu.br/ocm

Simplificando,

Logo,

Resposta: (c) 9.

6. Em uma sala de aula, a média das notas de 35 alunos foi exatamente 8. Sabe-se que:

e 5 alunos tiraram exatamente a nota 8;
e a média das notas dos alunos que tiraram nota maior que 8 foi 9;

e a média das notas dos alunos que tiraram nota menor que 8 foi 6.

Quantos alunos tiraram nota maior que 87

Solucao: Sejam z o nimero de alunos que tiraram nota maior que 8 e y o nimero de
alunos que tiraram nota menor que 8. Como ha 35 alunos no total e 5 tiraram exatamente
8, temos

z +y = 30.

A soma total das notas da turma é

35 - 8 = 280.

Os 5 alunos que tiraram exatamente 8 contribuem com 5 -8 = 40. Logo, a soma das notas
dos outros 30 alunos é 280 — 40 = 240. Agora usamos as médias dos dois grupos. Os
alunos com nota maior que 8 tém média 9, logo a soma de suas notas é 9. Os alunos com

nota menor que 8 tém média 6, logo a soma de suas notas é 6y. Portanto,
9z + 6y = 240.

Substituindo y = 30 — z, obtemos
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9z + 6(30 — x) = 240.

Resolvendo a equacao do 1# grau obtemos
x = 20.

Assim, o nimero de alunos que tiraram nota maior que 8 é x = 20.

Resposta: (a) 20.

7. Na figura abaixo, os angulos indicados medem 50° e 30°. Os outros dois angulos destacados

sao a e b.

50

Assinale a alternativa que representa a centésima parte de a + b:

(a) 1,6°. (b) 1,8°. (c) 2°. (d) 2,2°. (e) 2,4°. (f) 2,6°.

Solucao: Considere a reta horizontal como referéncia. A reta inclinada da direita forma
um angulo de 30° com a horizontal. Logo, sua direcao para a esquerda faz com a horizontal
o angulo

180° — 30° = 150°.

Seja 6 o angulo que a reta inclinada que sobe para a direita faz com a horizontal. Como

o angulo no vértice inferior mede 50°, segue que
a=0+50°.

O angulo b é o angulo entre a diregdo de 150° e a reta de inclinagao 0. Assim,
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b= 150° — 0.

Somando as duas expressoes,
a+b=(0+50°) + (150° — 6).

Portanto,
a+ b= 200°.

Logo, a centésima parte de a + b é 2°.

Resposta: (c) 2°.

8. Considere um quadrado de lado 1. No interior desse quadrado, sao tracados quatro arcos
de circunferéncia de raio 1, cada um com centro em um dos vértices do quadrado, par-
ticionando a figura em regioes cujas areas sao indicadas por a, b e ¢, conforme a figura.

Suponha ainda que

Determine o valor de 2a + b.
s s T 3 3
Solugao: Como a drea do quadrado é 1, temos

da +4b+c=1.

Além disso, cada arco é um quarto de circunferéncia de raio 1, cuja drea é %. Observando

a decomposicao de um desses quartos de circulo, obtemos
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2a+3b+c:%

Do enunciado,

T 3V3

—a=o - 22—,
& a 9 4

Assim, ¢ = a + d. Substituindo em na primeira equagao, obtemos

5a+4b=1—d.

Ademais, usando ¢ = a + d na segunda equacao, temos

T
3 3b=— —d.
a+ 1
Logo,

a+b:%(%—d).

Agora, substituindo o valor de d, tem-se

1 3v3) 1 3v3)  3v3—
app= L(Tom BB _L(m 3V3) _3VSom
3 \4 27 4 3\ 14 12

De ba+4b=1—d,

3vV3
a+4(a+b):1—g+{

Mas 4(a 4+ b) = 3\[% Logo,

a:1—5+3\/§—3‘/§_”:1—
2 4 3

>
o5

Assim, desde que 2a + b = a + (a + b), concluimos que

2a+b:<1_”_ﬁ>+3“§—ﬂ_

6 4 12

Simplificando,

da+b=1—__T"

6 12

_T
1
Logo, 2a +b=1- 7.

Resposta: (b) 1 — Z

Unidade Académica de Matemdtica - UAMat



OLlMl’lAl)A CAMPINENSE DE

MATEMATICA

PROFESSOR JOSE VIEIRA ALVES

www.mat.ufcg.edu.br/ocm

9. Sejam C e Cy duas circunferéncias congruentes de raio r cujos centros pertencem a uma
mesma reta horizontal. As circunferéncias se intersectam em dois pontos A e B. Sabe-se
que AB = 9p e a distancia entre os dois arcos da regiao de interse¢ao medida sobre a reta

que une os centros é 5Hp.

p_5 p_5 p_ 10
(@) T =55 () =53 () =353
P 9 p 953 p 53
by L= = d Z=22 ) L=22
( ) r 53 ( ) r 10 () r 5

Solugao: Sejam O; e Oy os centros das circunferéncias, e sejam A e B os pontos de
intersecao. Como as circunferéncias sao congruentes, o segmento AB é perpendicular ao
segmento 0103 e o intercepta em seu ponto médio M. Como AB = 9p, segue que

AM:MB:%).

Além disso, a distancia entre os dois arcos da ”lente”, medida sobre a reta que une os

5
centros, € 5p. Como M é o ponto médio dessa largura horizontal, cada metade mede Ep

Seja
d= 010s.
Entao a distancia de O até M é
d
O\M = —.
! 2
Por outro lado, sobre a reta 0103, a parte da intersecao que vai de um arco ao outro mede
5p. Logo,
d b5p
r——=—.
2 2

Agora, no triangulo retangulo O1 M A, temos

O1A=r, OM= g, Av =2

Pelo Teorema de Pitégoras,
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isto é,

d
Desde que r — 5= 5?]9, deduzimos
5p (., d 81p?
—_ r — = —
2 2 4
Simplificando,
d 8lp
/r’ — RN
2 10
Consequentemente,
d s d 5p n 81lp
r—— r+- ) =—=+—-—".
2 2 2 10
Logo,
25p  8lp 106p  53p
2r=—+ —=—=—
10 10 10 5
Portanto,
p_ 10
r 53
p 10
R ta: - =—.
esposta: (e) - =3

10. Um bloco retangular possui base retangular de area 48 unidades quadradas e altura h.
Sabe-se que, ao aumentar em 2 unidades o comprimento e em 2 unidades a largura da
base, a area da nova base passa a ser 28 unidades quadradas maior que a area original.
Além disso, a area total da superficie do bloco é igual a 144 unidades quadradas. Determine

o volume do bloco.
(a) 72. (b) 84. (c) 88. (d) 96. (e) 98. (f) 102.
Solugao: Sejam x e y as dimensoes da base do bloco. Entao

ry = 48.
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Ao aumentar ambas as dimensées em 2 unidades, a nova area da base passa a ser (z +

2)(y + 2). Como esse aumento foi de 28 unidades quadradas, temos
(x+2)(y+2) —xy = 28.

Simplificando, obtemos
r+y=12.

Por outro lado, usando a informagao sobre a area total do bloco retangular, deduzimos
2(xy + xh + yh) = 144.
Substituindo xy = 48 e x + y = 12, obtemos
2(48 + 12h) = 144.

Entao

O volume do bloco é dado por
V =482 =096.

Resposta: (d) 96.

11. Considere todas as sequéncias finitas compostas por seis nimeros os quais pertencem ao
conjunto {—1,0,1}. Quantas dessas sequéncias tém soma igual a 2, sabendo que o primeiro

e o ultimo termos sao distintos e pertencem ao conjunto {—1,1}7?
(a) 10. (b) 16. (c) 20. (d) 24. (e) 30. (f) 36.

Solugao: Como o primeiro e o dltimo termos devem ser distintos e pertencem a {—1,1},

existem apenas duas possibilidades:
(1,-1) ou (-1,1).

Em ambos os casos, a soma dos extremos é 0. Portanto, os 4 termos centrais devem ter
soma igual a 2. Agora contamos as sequéncias de comprimento 4 com termos em {—1,0,1}

cuja soma é 2. Sejam:
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e p o numero de termos iguais a 1,
e ¢ o numero de termos iguais a —1,

e 2z o numero de termos iguais a 0.

Entao,

pP—q=2 e ptqgt+z=4

Substituindo p = ¢ + 2 na segunda igualdade
(+2)+q+z2z=4=2¢+2+z2=4=2=2-2q.

Como z > 0, temos ¢ =0 ou ¢ = 1. Se ¢ = 0, entao

p=2, z=2
Ntumero de sequéncias:
4!
200121
Se ¢ = 1, entao
p=3, z=0
Numero de sequéncias:
4!
siror

Total de sequéncias para os termos centrais:
6+4=10.
Como h& 2 escolhas para os extremos, o total é

2-10 = 20.

Resposta: (c) 20.

12. Quantos numeros naturais de dois algarismos possuem a propriedade de que a soma de

seus algarismos é igual ao produto de seus algarismos menos 1?7
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Solugao: Seja o nimero 10a + b de dois digitos a e b, com a # 0 e 0 < b < 9. A condigao
dada é
a+b=ab—1.

Assim, podemos escrever
ab—a—b+1=2.

Logo,
(a—1)(b—-1)=2.

As decomposicoes de 2 em fatores inteiros nao negativos sao:
2=1-2 ou 2=2-1.

Portanto, temos dois casos para analisar. Primeiro caso é (a — 1,b— 1) = (1,2). Assim,

acarretando no numero 32. Portanto, existem exatamente dois niimeros que satisfazem a

condicao.

Resposta: (b) 2.

Unidade Académica de Matemdtica - UAMat 14



