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1 Limites de fungoes reais de uma variavel

1.1 Definicoes importantes

a) Vizinhanca: Chama-se vizinhanga (ou entorno) de centro em a e raio ¢ o intervalo aberto (a—d, a+9),
onde § > 0.
Notagao: V(a,d) =(a—d,a+9)={z €R; |z —a| <d}.

Representagao grafica:

L
C 7
a—20 a a-+o

b) Vizinhanga perfurada: E o intervalo (a — §,a) U (a,a + ). Ou seja, é um entorno de raio § onde o
centro a nao esta incluido.
Notacao: V,(a,d) = (a —9d,a) U (a,a + 9)
Vp(a,0)={z€R; a—d<z<a+d e x#a}.

Representacao gréfica:

a—20 a a-+9

c) Ponto de acumulagao ou ponto limite: Um namero a é dito ponto de acumulagéo de um conjunto
C se, e somente se, para toda vizinhanga perfurada V,(a,d) de centro a, existe pelo menos um ponto
r#atal que z € Cex e V,y(ad).

Exemplo: Se C' = R, entao todo elemento de C é ponto de acumulagao, pois toda vizinhanca de
qualquer elemento de C' contém uma infinidade de elementos de C.
d) Ponto isolado: Um ponto a pertencente a C' é ponto isolado de C' se existe V,(a,d) tal que para

todo z € C, © # a entdo z ¢ V,(a, ).

Exemplo: Represente a vizinhanga |z — 5| < 3

N |

Solu¢ao: Comparando com a definigao de vizinhanga, tem-se que o centro é a =5 e o raio é § =

Para comprovar, utiliza-se a defini¢do de modulo para encontrar o intervalo que representa a vizinhang

Q

1 1 1
|x—5|<§<:>——<a:—5<—.

2 2
Assim,
! < 5 < !
2 v 2
s < 545 < 145
2 . 2
9 _ . u
- X —_—.
2 2
9 11

1
Portanto, a vizinhanga é representada por V <5, 2) = (2, 5

>. A representagao grafica pode ser

vista da seguinte forma:



| T~
N
ot

t

+
N[ =

1.2 Limite de funcoes reais

Motivagao para a definigao de limite

A idéia de limite aparece intuitivamente em muitas situacoes. Na Fisica, por exemplo, para definir a

velocidade instantanea de um mével utiliza-se o calculo da velocidade média para o caso onde o intervalo
. . . : o ) s1—80 _ As
de tempo seja muito proximo de zero. A velocidade média v, é calculada como v, = =

ti—to At
onde s é a posigao e t é o tempo. Entao, a velocidade instantanea v; é definida como:
. As
v; = lim —.
T Ats0 At
| |
l l
| |
T |
|
| As
Sol______ !
- At |
| |
tor t1
| |

Figura 1: Grafico da posi¢ao de um movel ao longo do tempo.

Em outras palavras, a velocidade instantanea é o limite da velocidade média quando At tende a zero.

O estudo de limites serve para descrever como uma fungao se comporta quando a variavel independente
tende a um dado valor.

O matematico francés Augustin-Louis Cauchy (1789-1857) foi a primeira pessoa a atribuir um signi-
ficado matematicamente rigoroso as frases “ f(x) se aproxima arbitrariamente de L” e “x se aproxima de

7

a’.

Nocgao Intuitiva

Vamos estudar o comportamento de uma fungdo f(z) para valores de x proximos de um ponto p.
Consideremos, por exemplo, a fun¢do f(x) = = + 1. Para valores de x proximos de 1, f(x) assume os

seguintes valores:

X x+1 X x+1
0,5 1,5 1,5 2.5
0,9 1,9 1,1 2,1
0,99 1,99 1,01 2,01

0,999 | 1,999 1,001 | 2,001

\ X \ \

1 2 1 2



Da tabela vemos que quando z estiver proximo de 1 (de qualquer lado de 1) f(x) estara proximo de 2.
De fato, podemos tomar os valores de f(z) tao proximos de 2 quanto quisermos tomando z suficientemente
proximo de 1. Expressamos isso dizendo que o limite da fungao f(z) = z + 1 quando z tende a 1 é igual
a 2.

Definicao 1.2.1. (Intuitiva). Escrevemos

lim f(z) =L

r—p

e dizemos o limite de f(x), quando x tende a p, € igual a L se pudermos tomar valores de f(x) arbitra-

riamente prozimos de L tomando x suficientemente prozimo de p, mas nao igual a p.

Observagao: Ao procurar o limite quando = tende a p nao consideramos x = p. Estamos interessados
no que acontece proximo de p e a fungdo f(x) ndo necessariamente precisa estar definida para x = p.

Consideremos o seguinte exemplo.

2?1
Exemplo: Encontre lim .
z—=1 ¢ —1

72

Solugao: Observe que f(x) = 7 nao esta definida quando x = 1. Temos que para x # 1,

2?2 -1 _ (x+1)(xz—1)

=x+ 1.

rz—1 r—1

Como os valores das duas fungoes s@o iguais para x # 1, entdo os seus limites quando x tende a 1

também. Portanto,

(@31
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Exemplo: Descreva o comportamento da funcdo f(z) = 2 — x 4+ 1 quando z se aproximar cada vez

mais de 2.

Solugio: A determinagao do comportamento de f(x) para valores proximos de 2 pode ser analisada
de varias formas. Inicialmente, atribuem-se valores que se aproximam de 2 para z e, calculando f(x)

para cada um desses valores, pode-se construir a seguinte tabela:

1

1,5

1,9

1,99

1,999

2

2,001

2,01

2,1

2,5

f(@)

1

1,75

2,71

2,9701

2,997001

3,003001

3,0301

3,31

4,75

’ aproximagao a esquerda — ‘

‘ < aproximacao a direita ‘

Primeiramente, observe que nao foi colocado na tabela acima o valor de f(z) quando x = 2. Esse
valor foi omitido, pois se deseja estudar apenas os valores de f(x) quando x esta proximo de 2, e ndo o
valor da fung¢ao quando x = 2.

Percebe-se que quando x se aproxima de 2 (em qualquer sentido) f(z) se aproxima de 3. Logo, pode-se
dizer que

lim f(z) = 3.

z—2

Observando a figura abaixo comprova-se que o grafico da fungao se aproxima para o mesmo valor

quando x esta se aproximando de 2, tanto para valores maiores quanto para valores menores do que 2.

Nesse caso, o valor do limite coincidiu com o valor da fungdo quando = = 2, pois f(2) = 3. Mas nem

sempre esse comportamento vai se verificar, como pode ser visto no préoximo exemplo.
2c—1, se x#3

quando x estiver
x=3

Exemplo: Descreva o comportamento da fungao f(x) = { 5
, se

cada vez mais proximo de 3.

Solu¢ao: Assim como no exemplo anterior, primeiramente atribuem-se valores para x e, encontrando

os valores de f(x) correspondentes, pode-se construir a tabela:

T 2125

2,9

2,99

2,999

3,001

3,01

3,1

3,5

flz) || 3] 4

48

4,98

4,998

5,002

5,02

5,2

6

’ aproximagao & esquerda — ‘

‘ < aproximacao a direita




Percebe-se que quando z se aproxima de 3 em ambos os sentidos, f(z) se aproxima cada vez mais de
5. Logo,
lim f(z) = 5.

z—3

Esse comportamento pode ser observado na figura abaixo:.

Observe que nesse caso, o valor de f(z) quando z = 3 é f(3) = 3, justamente o ponto que se encontra
fora da curva descrita por f(z). Ou seja, f(3) # lim3 f(x). Por isso, enfatiza-se o fato de que o limite
rT—r
descreve o comportamento da fungao & medida em que = se aproxima de 3, e nao no proéoprio x = 3.

2, se >0

Exemplo: Como sera o comportamento da fungao f(z) =
1, se <0

quando z estiver cada
vez mais proximo de 07

Solugdo: Observe o grafico da fungao

Percebe-se que quando = se aproxima de 0 por valores menores do que 0, f(x) se aproxima de 1 e
quando x se aproxima de 0 por valores maiores do que 0, f(x) se aproxima de f(0) = 2. Ou seja, ndo ha

um unico valor ao qual f(z) se aproxima quando z tende a 0.

Definicao 1.2.2. Seja f uma funcdo definida sobre algum intervalo aberto que contém o numero p,

exceto possivelmente o proprio p. Entio dizemos que o limite de f(x) quando x tende p é L e escrevemos

lim f(z) =L

Tr—p



se para todo € > 0 existe um 0 > 0 tal que
O<|z—p|<d = |f(x)—L|<e.

Interpretacao geométrica do limite

L+:=
L = f(p)
L —¢

f
) S— /

N3o existe o limite de [ em p

TP

Exemplo: Prove que
lim (3z — 2) = 4.

r—2

Solugdo: Devemos fazer uma anélise preliminar para conjecturar o valor de §. Dado € > 0, o problema
é determinar ¢ tal que
O0<|z—2|<d = |Bzx—2)—4<e.

Mas |(3z — 2) — 4| = |3z — 6| = |3(x — 2)| = 3|z — 2|. Portanto,
3lr—2| <e sempreque 0<|z—2|<4§

ou
3

|z — 2| < sempre que 0 < |z —2| < 4.

w

Isto sugere que podemos escolher § = g

Provemos que a escolha de § funciona. Dado € > 0, escolha § = % Se 0 < |z — 2| < 4, entdo

|(3x—2)—4\:|3x—6|:|3(x—2)\:3|x72|<36:3§:6.



Assim,
|3z —2) —4| <& sempre que 0<|z—2|<§

logo, pela defini¢ao, lim (3z — 2) = 4.
r—2
O proximo Teorema garante que o valor L satisfazendo a defini¢ao é tnico.
Teorema 1.2.1 (Unicidade do limite). Seja f wma func¢ao definida sobre algum intervalo aberto que
contém o numero p, exceto possivelmente o proprio p. Suponha que

lim f(zx)=L e lim f(z)= M.

Entéo, L = M.

Propriedades do limite

Sejam L, M, p e k ntmeros reais e lim f(z) = L e lim g(z) = M. Entao, as seguintes propriedades
T—p T—p

sao validas:

e Limite da constante: lim k = k;
T—p

e Limite da soma: lim (f(z) £ g(z)) = lim f(z) £ lim g(z) = L £ M;
T—p T—p T—p

e Limite do produto: lim (f(z) - g(x)) = lim f(x) - lim g(x) = L - M;

- ) a0
Limite do quociente: lim = — =
a—p g(x) hin glz) M
T—p

e Limite da multiplicacdo por uma constante: lim kf(z) = kL;
T—p

Utilizando a propriedade do produto repetidamente obtemos:

lim [f ()] = {lim f(x)] = L", onde n é um inteiro positivo.
T—p T—p

E, de forma mais geral, temos as seguintes propriedades, para um nimero n inteiro positivo,

e lim {/z = {/p, se n for par supomos que p > 0;

T—p

o liin Vi) = ¢ liLn f(z), se n for par supomos que lim,_,, f(z) > 0.
T—p T—p

1. Calcule os limites abaixo:
e lim (52° — 8); [R: 32];
r—2
3 +1 1
I s Bl
e lim V3z; [R: V/6];
rx—2
VTV
lim, 3 [R:5 515

. Vt24+9-3
o lim ——

z—0 t2

; [R%]



2. Prove que lim z™ = p”, onde n é um inteiro positivo

T—p
3. Se f é uma fungao definida em R e lim M = 1, mostre que:
z—0 X
3 2
a) 1jmf(x):3 b) HmM:O
z—0 X z—0 T

Teorema 1.2.2 (Teste da Comparagao). Se f(z) < g(x) quando x estd prézimo de p (exceto possivel-

mente em p) e os limites de f e g existem quando x tende a p, entdo:

lim f(z) < lim g(z).

Teorema 1.2.3 (Teorema do confronto ou Sanduiche). Sejam f, g e h fungdes e suponha que existe

r > 0 tal que
f(z) < g(x) < h(x), para 0 <|z—p|<r.
Se
lim f(z) = L = lim h(z)
entao
ilg; g(x) = L.

Exemplo: Mostre que

lim z%sen= = 0.
x—0 X

1
Solugdo: Como —1 < sen— < 1, multiplicando por z? temos
x

1
—a? < xZsen— < z2.
x
Passando ao limite na desigualdades acima, obtemos

. . 1 .
— lim 22 < lim 2%sen= < lim 22
z—0 z—0 X x—0

Por outro lado, sabemos que

—lim 22 = 0 = lim 22
x—0 x—0

Assim, pelo Teorema do Confronto,

. 1
lim z2sen= = 0.
x—0 x

Segue do Teorema do Confronto a seguinte propriedade:

Corolario 1.2.4. Suponha que lim f(x) = 0 e existe M € R tal que |g(x)| < M para x prézimo de p.
T—p

Entao
lim f(z)g(z) = 0.

T—p

Calcule:

. 1 . 1
a) lim xsen—; b) lim 22 cos —-
z—0 x z—0 x

10



1.3 Limites Laterais

Considere a seguinte fungao

x>0

f(x):{ -1, <0

cujo grafico pode ser descrito abaixo

Quando z tende a 0 pela esquerda, f(z) tende a —1. Quanto = tende a 0 pela direita, f(x) tende a
1. N&o h& um namero tnico para o qual f(x) se aproxima quando z tende a 0. Portanto, lir% f(x) nao
r—

existe. Porém, nesta situacao podemos definir os limites laterais.

Defini¢ao 1.3.1 (Intuitiva). e Escrevemos

lim f(x)=1L

fL‘—)p7
e dizemos que o limite de f(x) quando x tende a p pela esquerda ¢ igual a L se pudermos
tomar os valores de f(x) arbitrariamente prozimos de L, tomando x suficientemente prézimo de p

e x menor do que p.

o Fscrevemos

lim f(z)=1L

z—pt
e dizemos que o limite de f(z) quando x tende a p pela direita é igual a L se pudermos tomar
os valores de f(x) arbitrariamente prozimos de L, tomando x suficientemente prézimo de p e x

maior do que p.

f(@)
1
L iiiiiii !
e
1 =L
A 1 Jim (@) =

11



Definigao 1.3.2 (Limite Lateral Esquerdo).

lim f(x)=1L

T—p—

se para todo € > 0 existe um 6 > 0 tal que
p—d<z<p = |f(r)—L|<e.
Defini¢ao 1.3.3 (Limite Lateral Direito).

lim f(z)=1L

z—pt

se para todo € > 0 existe um 0 > 0 tal que
p<z<p+dé = |f(x)-L|<e.

Teorema 1.3.1 (Existéncia do limite finito). O limite lim f(x) = L existe e é igual a L se, e somente
T—p

se, os limites laterais lim f(x) e lim+ f(x) existirem e ambos forem iguais a L.
T—p~ T—p

Demonstragdo. Tem-se que lim f(x) = L. Portanto, pela definigdo de limite, para todo € > 0 existe
T—p
6 > 0 tal que se
0<|z—p|<d, entdo |f(zx)—L|<e.

Note que
O<|r—p|<d seesomentese —d<|r—p/ <0 oul<z—p<d.

Assim, pode-se afirmar que para todo € > 0 existe § > 0 tal que

se —d<x—p<0, entdo |f(z)—L|<e

se 0 <x—p<9, entdo |f(x)—L| <e.
Finalmente,
lim f(z)=L= lim f(x).
T—p~ z—pt
Corolario 1.3.2. Segue do Teorema anterior que

e se f admite limites laterais em p, e
lim f(z) # lim f(a),
T—p— z—pt

entao nao existe lim f(x);
T—p

e se f ndo admite um dos limites laterais em p, entao ndo existe lim f(x).
T—p
lz|

Exemplo: Considere as fungoes f(z) =
x

e g(x) = |z|. Calcule, se houver:

12



a) lim f(x) d) lim g(x)

z—0t x—07t

b) lim f(x) e) lim g(z)
z—0 z—0

¢) lim f(x) f) lim g(x)
z—0 z—0

Solugao: Antes de determinar os limites solicitados, construiremos o grafico da fungao f(z).

Considere um numero real a > 0, calculando o valor de f(x) para = a, temos

la| _a
= —— =_-=1
flay="2 =1
Calculando f(z) quando & = —a, segue
|—al _a
— R T —1.
flray= 120 = 2

Como o denominador de f(z) ndo pode ser nulo, entdo essa fungdo nao esta definida para x = 0.

Assim, a fungao f(x) pode ser reescrita como:

f(x)m{ -1, se <0

1, se x>0

/(=)
1
x
o—1
O grafico da fungdo g(z) = |z| é representado por
9(x)
x

Estudando cada um dos itens:

a) lim+ f(z) corresponde ao limite lateral para = tendendo a 0 pela direita. Observando o grafico de
z—0

f(x), pode-se ver que quando z se aproxima de 0 pela direita, o valor de y se mantém igual a 1. Assim,

lim f(z)=1.

z—0t1

b) lim f(x) corresponde ao limite lateral para = tendendo a 0 pela esquerda. Observando o grafico de
z—0~

13



f(x), pode-se ver que quando x se aproxima de 0 pela esquerda, o valor de y se mantém igual a —1.
Assim,
lim f(z) =-1.

x—0~

c) Para lin}) f(x) existir, os limites laterais para = tendendo a 0 pela direita e pela esquerda devem existir
r—r
e serem iguais. Entretando, como visto nos itens anteriores, esses limites existem, mas sao diferentes.
Logo, lir% f(z) ndo existe. Observe no grafico como os valores da fungéo nao se aproximam de um mesmo
Tr—r

valor para valores x préximos de 0.

d) Para calcular lim+ g(x) deve-se analisar o limite lateral para x tendendo a 0 pela direita. Observando
z—0

o gréfico de g(x), pode-se ver que quando x se aproxima de 0 pela direita, o valor de y fica cada vez mais

proximo de 0. Assim,

lim g(z) = 0.

z—0t

e) lim g(x) é obtido observando o limite lateral para = tendendo a 0 pela esquerda. Observando o
z—0~

grafico de g(x), pode-se ver que quando z se aproxima de 0 pela esquerdo, o valor de y fica cada vez mais
proximo de 0. Assim,
lim g(z) = 0.

rz—0~

f) Para lir% g(z) existir, os limites laterais para = tendendo a 0 pela direita e pela esquerda devem existir
r—r
e serem iguais. Como visto nos itens anteriores, esses limites existem e ambos sdo iguais a 0. Assim é

possivel concluir que, lim g(x) = 0.
x—0

1. Esboce o grafico da fungao

Calcule, se houver:
li .
a) lim f(z) [R.0]
b) lim f(z) [R.2]
r—1—
c) lim1 f(z) |[R. Nao existe]
z—

2. Quais das seguintes afirmagoes sobre a fungao y = f(z) ilustrada abaixo sao verdadeiras e quais

sao falsas? Justifique.

14



a) ili% f(z) existe. [R. V]
b) ilg% f(z)=0. [R. V]
c) ili%f(x) =1. [R. F]

d) lim f(2) = 1. [R. F]

|

\ -
o I
n-u"

e) 311311 f(z)=0. [R. F]

f) lim f(z) existe no ponto p

T—p

m (—1,1). [R. V]

3. Considere a fungdo g definida por

1, se <0
g(z) =
-1, se >0

Investigue a existéncia dos limites lim g(z) e lim 2g().
z—0 z—0

1.4 Continuidade

Defini¢ao 1.4.1 (Continuidade). Sejam f wuma fungdo e p € D(f). Entao f é continua em p se para

todo € > 0 existe um numero § > 0, tal que

lz —p| <0 = |f(z) = f(p)| <,

ou seja, se e somente se,

lim f(z) = f(p)-

T—p

Observacao: Diremos que f é continua em A C D(f), se f for continua em todo ponto p € A. Diremos

simplesmente que f é continua, se f for continua em todo ponto de seu dominio.

Exemplo: Estude a continuidade da funcao f(x) =2z + 1 em a2 = 1.

Solugdo: Vejamos que a representagao do grafico da fungao f é:

f(x)

x
Além disso,
}:LH112$+1:3:J’(1)
donde é possivel concluir que f(x) é continua em = = 1.
.. - 2% —4
Exemplo: Estude a continuidade da fungao f(x) = 5 em & = 2.
T —

15



Solugdo: Observe inicialmente que para x # 2, temos

2

_4 _
T :(x+2)(:c 2):x+2.
r—2 x—2

E, portanto,
.zt —
lim
=2 . — 2

=limx+2=4.
r—2

Entretanto, é possivel perceber que, apesar do limite existir, a fungdo nao é continua em x = 2, pois

f(x) nao esta definida no ponto 2.

Exemplo: Determine L para que a fungao

2
—4
v se x#2
fla)=4{ ©-2
L, se =2

seja continua.

Solu¢do: Como foi visto no exercicio anterior, sabemos que

2 _
lim =limx+2=4,
r—2 T — r—2
ou seja, basta tomar L = 4.
Exemplo: Considere
22 -1
se x#1
fla)y=4 2-1
3, se x=1

Esta fungao é continua em = = 17 Caso nao seja, a descontinuidade pode ser removida?

Solu¢ao: Devemos observar inicialmente que para x # 1, temos

21 Dz —1
z _ (@4 D( ):x—i—l.
rz—1 r—1

E, portanto,
o211
lim
x—1 1 —

=lmax+1=2.
rz—1
Logo, a funcao f(x) é descontinua em = = 1, pois

Cox?—1
lim
x—1 1 — 1

=2#£3=f(1).
Para remover a descontinuidade basta considerar f(1) = 2.

O conceito de limite lateral possibilita estender a definicao de continuidade para intervalos fechados.

Definicao 1.4.2 (Continuidade em um Intervalo Fechado). Uma fun¢do f € continua em um intervalo

fechado [a,b] se € continua no intervalo (a,b) e

lim f(z)=f(a) e lm f(z) = f(b).

z—at T—b—

16



Propriedades das fungoes Continuas

Seguem das propriedades do limite, as seguintes propriedades das fung¢ées continuas. Sejam f e g

fungoes continuas em p e seja k uma constante real. Entao:
e [+ g é continua em p.
e kf é continua em p.
e f.g écontinua em p.

e = ¢ continua em p, se g(p) # 0.
g

Exemplo: f(z) = 2™, onde n € N, é uma fungao continua.

Exemplo: Toda fun¢ao polinomial é continua pois é soma de funcoes continuas.

Exemplo: Toda fungao racional é continua em pse o denominador nao se anular em p, pois toda fungao
racional é quociente de duas fung¢oes polinomiais.

Teorema 1.4.1. As funcoes trigonométricas sao continuas.

~ . . . . 71'
Demonstra¢do. Assumamos inicialmente que z pertence ao primeiro quadrante, ou seja, 0 < x < 5 e

consideremos a seguinte figura:

x Area do AOPA < Area do setor OPA < Area do AOTA

-
R
2
Area A — b.h reo

— A tor = —
B rea setor D)

ou seja

e, portanto,

senr < x < tgw.

Se z < 0, entao —z > 0. Aplicando a desigualdade acima para —x, segue
0 <sen(—z) = —senx < —x = |z,

isto é,
—|z| <senz < |x|.
Pelo Teorema do Confronto e sabendo que lir% +|z| = 0, & possivel concluir que liI% sen x = 0. Além
T z—

disso, como sen 0 = 0, concluimos que a fung@o seno é continua em 0.

Ideias similares nos permite provar a continuidade da fungao cosseno em 0.
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Em geral, para p qualquer, devemos mostrar que lim sen x = sen p. Para fazer isto tome x = p + h
T—p

de modo que h = p — x e, portanto, temos que h — 0 quando x — p. Assim,

li =i h
lim sen z = lim, sen(p + h)

e precisamos mostrar, apenas que o ultimo limite é igual a sen p.

Aplicando a férmula do seno da soma, segue
li h)=1i h h = li h li hl.
hlg% sen(p + h) hlg% Sen pcos h +sen h cosp = sen p (h% COS ) + cosp (hlg%) sen )

Como as fungoes seno e cosseno sao continuas no zero (primeira parte da demonstracao), temos que

Iimsenh=0 e limcosh=1
h—0 h—0

e, portanto,
lim sen(p + h) = sen p
h—0

0 que prova a continuidade da fungao seno para qualquer x real.

A prova da continuidade da funcao cosseno é feita de maneira similar. A continuidade das outras

fungoes trigonométricas seguem das propriedades das fungoes continuas. O

Teste da continuidade: Uma fungao f(x) é continua em um ponto & = p interior do seu dominio

se, e somente se, obedecer as seguintes condigoes:
1. f(p) existir;

2. lim f(z) existir;

T—p
3. lim f(z) = f(p)-
T—p
Teorema 1.4.2. o A funcao inversa de uma funcdo continua € continua;

e As funcoes exponenciais e logaritmica sao continuas.

1.5 Limite de funcoes compostas

Sejam f e g duas fungoes tais que Imf C D, onde Imf é a imagem de f, ouseja, Imf = {f(z);z € Dy}.
Nosso objetivo é estudar o limite

lim g(f(z)).

T—p

Supondo que lim f(z) = a, é razoavel esperar que, fazendo u = f(x), temos
T—p

lim g(u) = lim g(u) (1)

T—p u—a
desde que lim g(u) exista. Veremos que (1) verifica se:
u—a
1. g for continua em a

2. g nao estiver definida em a

O resultado abaixo mostra como iremos trabalhar com o limite de fung¢ao composta.
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Teorema 1.5.1. Suponha que existem funcoes f e g tais que Imf C Dy. Se g € continua em a ou ndo

estd definida em a, tal que
u= f(z), v € Dy, lim f(z)=a

T—p

e, além disso, lim g(u)exista. Entdo
u—a

lim g(f(2)) = lim g(u).

T—p u—a

1—=z

1—\/5)

Exemplo: Calcule lim exp (
rz—1

Solug¢do: Considere

1— 1—
exp(l_f>:expu onde wu = 1_\{53, x>0, v#£1.

Observe que
1-— 1-— 1 1
lim J = lim VT = lim =—.
z—=1 1—x a=1 (14+/z)(1—/x) 2=114x 2

Dalf,
1-— 1
lim exp Ve = lim exp u = exp —.
rx—1 1 — X u*)% 2
[oxercicio: Calcule os limites abaixo:
. |
Y o= RV
3—23)*—16 .
b) lim % [R.—32] [Use: u=3—2® e aplique produto notével.
x—1 3 —1

v 2-1 . . . .
) vere- o —:_ T [R.1/3] [Use: w= /z+2 e lembre da seguinte relagao: a® —b* = (a — b)(a® + ab + b?)]
T—— T

Limites Fundamentais

O primeiro limite fundamental, também conhecido como limite fundamental trigonométrico, relaciona

um angulo com o seu seno nas proximidades de 0 radianos.

Teorema 1.5.2 (O primeiro limite fundamental).

. senx
lim =1.
x—0 x

- . Q . c e qs
Demonstragdo. Ja vimos que para 0 < z < 5 vale a desigualdade 0 < sen x < = < tg x. Dividindo por
sen x obtemos

T 1
1< <

sen xr COS T

0
e consequentemente, sendo cosx > 0 para 0 < x < bx temos

sen x
<1

cosx <
x

s
Por outro lado, se "3 < x < 0, aplicando a desigualdade para —z, obtemos

cos(—x) < sen(—z) < 1.
-z
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Utilizando a paridade de fungdes concluimos que

sen x 7r
cosx < —— < 1, 0<|x|<§.
x

Pelo Teorema do Confronto e sabendo que lin%) cosz = 1, segue o desejado. O
Tr—r
. sendw
Exemplo: Calcule lim .
z—0 x
Solugdo:
. senbx . senbx
lim =5 lim
z—0 €T z—0 Hx

Fazendo u = 5x é possivel perceber que u — 0 quando x — 0, assim

lim sendx 5 lim senu 5
x—0 x u—0 U
Calcule os limites abaixo:
7
a) lim sen(7z) [R.7]
x—0 x€X
b) I sen’z R.1]
tg(2
o) 1im 227 (R, 9
x—0 x
. 1—cosx 9 9
d) i% —z [R.1/2] [Use: sen’z + cos® z = 1]
- - - sen x
Observagao: (Extensao continua a um ponto) A fungao y = f (x) = é continua em qualquer ponto,
T
sen x

1 1

exceto em z = 0. Nesse ponto ela é como a fungcao y = —. Mas, y = é diferente de y = — porque
x x

possui limite finito quando = — 0. Portanto, é possivel estender o dominio da funcao para incluir o ponto

x = 0, de modo que a fungao estendida seja continua em x = 0. Defina a fungao:

DT w20
Flz)={ ¢
(@) 1, se x=0.
A fungao F(x) é continua em x = 0 pois
lim “— =1 = F(0).
z—=0 X
Y Y

\
./
\
-/

Gréfico de f(z) Gréfico de F(z)

O segundo limite fundamental, ou limite fundamental exponencial, define o nimero de Euler como o
1

valor para o qual se aproxima o termo (1 + ;v); quando z tende a 0.
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Teorema 1.5.3 (O segundo limite fundamental). Seja a funcio f(z) = (1+z)'/* definida em x € R tal
que —1 < x e x # 0, entdo

lim (1 + )7

z—0

=e.
Do Teorema anterior decorrem os seguintes corolarios:

1 x
Corolario 1.5.4. Seja a funcao f(x) = <1 + ) definida em x € R tal que x < —1 ou x > 0, entdo
x

) =

) definida em x € R tal que x < —1 ou x > 0, entdo

) =

lim
r—+00

H\»—*

Corolario 1.5.5. Seja a funcgio f(x (

lim
r—r—00

Calcule os limites:

a) hm(l +32)* [R. €% d) lim In(1 + 10z) [R. 10]
z—0 xT
b) lim(1 — 536)% [R. e~ e) lim[1 + sen z] In(1) [R. €]
e=0 @—0 senz

1.6 Limites Infinitos

1 1
Consideremos a func¢do f(z) = —. Quando z se aproxima de 0 pela direita a fungdo — fica muito
x x

grande. De fato, os valores de f(x) podem ficar arbitrariamente grandes se tomarmos valores de x

proximos de 0. Para indicar este comportamento observamos a representagao grafica da funcdo f(z)

Y
0 x
e usamos a notagao
lim +00.
z—0t f( )

Definicao 1.6.1 (Limite Infinito). Seja f uma fungdo definida num intervalo aberto contendo p, exceto

possivelmente no préprio p. Entdao diremos que

e o limite de f(x) quando x tende a p € 400 se, dado K > 0, existir § > 0 tal que f(x) > K para
todo 0 < |z —p| < 9;
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e 0 limite de f(x) quando = tende a p é —oco se, dado K < 0, existir 6 > 0 tal que f(z) < K para
todo 0 < |x — p| < 0.

Graficamente o que temos é o seguinte:

Yy

l Y |

IO — 3 /

3 0 ? p T
0 3 p T 3

i | f@) <&
lim f(z) = +oo lim f(z) = —oo

Definicao 1.6.2. A reta x = p é chamada de assintota vertical da curva y = f(x) se pelo menos uma

das sequintes condigoes estiver satisfeita:

lim f(z) = +o0, lim f(z) =400 lim f(z) = +oo,
r—p z—pt T—p—
lim f(z) = —o0, lim f(z)=—-00 lim f(z) =—00
T—=p z—pt T—p~

o . . 1
Voltemos agora para o primeiro exemplo desta se¢io, ou seja, f(z) = —. Queremos mostrar que o
x
limite de f(z) quando z — 0T é 400 e calcular, se houver as assintotas verticais.

Dado K > 0, queremos encontrar § > 0 tal que
1
fley)==>K sempre que 0 < x < 6,

ou seja,

:c<? sempre que 0 < x < 4.

1 1
Isto sugere que devemos considerar § = I De fato, seja K > 0 e escolha § = i Se 0 <z <4,
entao

O<xz<d =

O que mostra que

Com respeito a defini¢ao de assintota vertical e pelo resultado obtido acima, conclui-se que = = 0 é

1
assintota vertical de f(z) = —.
x
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Propriedades dos limites infinitos

lim f(z) = +oo lim (f +g)(w) = +oo
* lim g(z) = 400 - lim (f - g)(x) =400
T—p T—p
lim f(@) = L lim (£ - g)(@) = +o0, L >0
"\ ime@ =+ T\ Im(fg)e) = o0, L<0
lim f(a) = —oc |
Vit~ Y90 =
tim 7 () = I |
4 4(z) = +00 = ilg;(f +g)(z) = +o0
T—p
ligl fx)=1L
T S (g = o
lim g(x) = —o0 TP
lim (a) = —oc lim (f + g)(z) = —o
* lim g(z) = —oc0 - lim(f - g)(x) = +o0
T—p T—p
lim f(@) = L lim (£ - g)(@) = =0, L >0
"\ ime@ = T\ Im(fg)e) =+oo, L<O

Observacao: As propriedades acima sdo validas se, em lugar de & — p, usarmos z — p+ ou z — p—.

Exemplos: Use as propriedades dos limites infinitos para calcular os limites abaixo:

3
b e R P |
1
b) lim ——— im S8
) o) f) lim =
V3422 . sen x?
¢) lim — g) lim —
z—0 T r—4 X
2 1
d) 2" +3z h) lim ——
z—2+ x2 —4 =3 |{,C - 3‘

Para estudar o limite acima deve-se, primeiramente, obter os limites laterais, uma vez que para x = 4
o denominador é nulo.

Estudar o limite quando x tende a 4 pela esquerda significa determinar o comportamento da fungao
quando z assume valores muito proximos de 4, mas menores que 4. Substituindo x por (4 — h) e note

que quando z — 4 devemos ter h — 0 dai obtém-se,




Aplicando as propriedades operatorias de limites, segue

4 1
<+1) =1—4lim — = —oco.
z—4- T —4  h—0 \ — h—0
Repetindo o processo para obter o limite lateral & direita, ou seja, determinar o comportamento da
funcao quando x assume valores muito proximos de 4, mas maiores que 4. Para determinar o limite

lateral a direita, substitui-se & por (4 + h) e obtendo,

x 4+h 4+h 4
li =lm —— =1lim —— = 1i —4+1)= .
ootz —4 nS0(4+h)—4 B0 h hﬂ(h+) oo
Entretanto, como
x
li =— li =
iz 4 0 % ko4 T

. €T ~ . . . . . .
podemos afirmar que hrr}1 1 nao existe. Além disso, pode-se afirmar que x = 4 é assintota vertical de
z—4 T —

=TT

Devemos, primeiramente, obter os limites laterais, uma vez que para x = 3 o denominador é nulo.
Para determinar o limite lateral & esquerda, substitui-se « por (3 — h) e, portanto, quando x — 37,

h — 0, dai
lim — = i ! — lim —— = lim = =+
c3- (@ —3)2  ho0 (B—h—3)2 k50 (—h)2  hs0hZ o

Por outro lado, para determinar o limite lateral a direita, usando o mesmo raciocinio obtém-se,

. . .1
R P A N i VR

Como
I 1 too = i !
m ——— = o0 = m -—— .
e Sy Py A 3)
de-se afi lim ——— — 400 e, ademais, & — 3 é assmtota vertical de f(z) = —
ode-se anrmar que 11m —— = o0 e, ademals, r = € assintota vertica. e )= —.
b que liny -5 ’ ’ =3

. V3+a?
¢) lim ———
x—0 xT
Calculando os limites laterais, uma vez que para = 0 o denominador é nulo. O limite lateral &

esquerda é obtido substituindo « por (0 — h),

C VBE2® B+ (0—h)? _ VBER? . [34n? (3
lim = lim =—lim —— = —lim =—/lim|{—=+4+1] =—00.
20 T h—0 0—nh h—0 h h—0 h2 h—0 \ h?2

Para determinar o limite lateral & direita, substituindo « por (0 + h) e obtemos,

V34 a2
lim ——— = 400

z—0t T

E, como
L V3 a2 o V34 a2
Iim ——=—-00 e lim —— =

z—0~ X rz—0t T

+00

V3 + z2

T

. 2 ~ . 2 Py .
pode-se afirmar que lim,_,o Y22~ ngo existe e que = = 0 ¢é assintota vertical de f(z) =

x

24



1. Use as propriedades dos limites infinitos para calcular os limites dos itens d), e), f), g) e h) no
exemplo acima.
2. Estude os limites abaixo ) ) )

m —, , im
z—1t x —1 z—1- . —1 z=1x —1

1.7 Limites no infinito

Vamos analisar o comportamento de uma fungéo f(x) quando os valores de x ficam arbitrariamente

grandes. Consideremos a fungéo f(z) = ij J_r 1 Entao f assume os valores:
/(@)
0 -1
+1 0
+10 0,98
£100 | 0,9998
+1000 | 0,99999

Observemos que, quando z for muito grande, entdao f(z) sera aproximadamente igual a 1. Este fato
pode ser escrito seguinte forma
li =1 li =1.
AT S =1 e lm

Definigao 1.7.1. (Limites no infinito).

e Seja f uma fungio definida em algum intervalo (a,+00). Entdo

lim f(z)=1L

r—+00
se, dado € > 0, existir R > 0 tal que |f(x) — L| < & sempre que x > R.

e Seja f uma fungao definida em algum intervalo (—oo,a). Entao

lim f(z)=1L

r—r—00
se, dado € > 0, existir R < 0 tal que |f(x) — L| < € sempre que x < R.

Defini¢ao 1.7.2. A reta y = L ¢ chamada de assintota horizontal da curva y = f(x) se ou

lim f(z)=L ou lim f(z)=L.

xr——+00 T——00
Exemplo:
lim —=0 e lim — =0.
r——+oo I T——00 I

Solu¢ao: Dado € > 0, queremos encontrar R > 0 suficientemente grande tal que

1 1
0> R>0 = |f0)-0l=|} -0 =] <=

1
Tomando R = — > 0, temos
€
1

1
r>R>0 = 0<—-—<—==c¢.
T R
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1
lim — =0. A prova para r — —oo ¢é analoga.

Portanto, segue da definicao que
r—+00 I

Observagao: As propriedades do limite também sao validas se substituirmos z — p por * — +0o ou

T — —00. )
Exemplo: Calcule lim — onde n é um inteiro positivo.
z—+oo "
Solugao:
1 "
lim — = lim (> = 0.
r—+oo " r—+oo \ T

. 1 . "
Em geral, temos que III:EI — = 0 onde 7 ¢ um ndmero racional positivo.
T—>ITO I

Exemplos: Use as propriedades dos limites infinitos para calcular os limites abaixo:

1 1
a) lim (5+>— lim 5+ lim —=5+0=5.

x—r400 X x—r+00 x—+4o00
11 1 1
b) lim L*f: lim 7V/3-= = lim 7V3. lim —. lim - =mV/3.00=0
T——00 I T——00 T x T——00 T——00 L T——00 I

. 2+t 41
¢) lim ———-
z—+o0 22° +x + 1
Para resolver o limite infinito acima, basta colocar em evidéncia a mais alta poténcia de x no nume-

rador e proceder da mesma forma no denominador. Assim,

5{ 1 1}
z? |1+ —+
T 1

o+t 41 x5
.%'5 |:2+4+5:|
X X

Observagao: A estratégia para calcular limites no infinito de uma fungéo racional consiste em colocar em

evidéncia a mais alta poténcia de x no denominador e numerador.

1
d) lim asen—.
r——+00 x

1
Fazendo u = — temos que quando  — 400, u — 0. Portanto,
x

. 1 . osenu
lim xsen— = lim =1
xr—r—+00 x u—0 u
1. Calcule os limites abaixo:
202 +1 o V2 4 lim —— [R. 0
o) Jm o Ry )t s (RO

b) lim <2+Sen> [R. 2.

r——+0o0 (aj ]_
’ ) e) ZL’EIPOO N [R. Nao faz sentido. JUS-
¢) Jim -—— [R.0]. TIFIQUE!]

2. O prego de um certo aparelho eletrénico sofre uma desvalorizacao ao longo do tempo ¢t de acordo com

40
a funcado p(t) = 40 + —— unidades monetarias. O que acontecera com o prego desse aparelho quando o

tempo crescer indefinidamente? [R. 40].
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2 Derivadas de funcgoes reais de uma variavel

Estudaremos o conceito de derivada de uma fungéo real de uma variavel. A derivada envolve a variacao
ou a mudanga no comportamento de varios fendmenos. Para melhor compreender a defini¢ao de derivada,

abordaremos trés problemas do Calculo que envolvem varia¢do e movimento:

e O problema da reta tangente: sejam f : D(f) C R — R uma fungéo real e g € D(f), como obter

a equagao da reta tangente ao grafico de f que passa pelo ponto (zo, f(x0))?

e O problema da velocidade e da aceleragao: seja s: D(s) C R — R uma fungao real que descreve o
deslocamento de um objeto no plano e ty € D(s), como determinar a velocidade e a aceleracao do

objeto em t = ty?

e O problema de méximos e minimos: seja f : D(f) C R — R uma funcao real qualquer. Como

encontrar os pontos extremos do grafico de f7

Tais problemas sao definidos a partir do conceito de limite que foi abordado anteriormente. E impor-
tante observar que para uma fungao real f : D(f) C R — R, o que chamaremos de “derivada da fungao
f7 serd também uma funcdo. A funcdo “derivada da funcao f” é obtida através do célculo de um limite

que serd estudado mais adiante.

Interpretacao geométrica

De forma intuitiva podemos dizer que uma reta tangente a uma curva em um ponto P, é uma reta
na qual toca a curva em apenas em um ponto, a saber, no ponto P. Desta forma, estudar o coeficiente
angular da reta tangente ao grafico de uma fungao f, no ponto (zg, f(zo)) é equivalente a tomar o limite
das declividades de uma sequéncia de retas secantes que convergem para a tangente.

Consideremos a curva f e a reta s passando por P = (xq, f(z9)) e @ = (21, f(x1)). Por definigdo

dizemos que s é reta secante a f (veja grafico abaixo).

f(z1)

f(zo)

Da geometria analitica, podemos escrever o coeficiente angular da reta secante a curva,
mg = tan

onde « é o angulo que s faz com a reta y = 0 e tan « é a razao incremental de f relativa ao ponto z.
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Da trigonometria é sabido que a tangente de um angulo @ em um tidngulo retangulo, é dado pelo

quociente, cateto oposto sobre cateto adjacente, e escrevemos:

‘ C.0
anq = —.
C.A

e, portanto, de acordo com a figura acima, podemos calcular o coeficiente angular (ms) da reta secante

a curva assim como se segue
J(z1) — f(=wo

. L) = fao) o)
r1 — o

Agora em (2) facamos o ponto ) tender ao ponto P, isto é, devemos fazer z; tender a xz(, nestas

condic¢oes obtemos o limite,

lim f(xl) - f(xO) (3)
10 1 — Xo
se o limite em (3) existe, a este chamamos de coeficiente angular da reta tangente a curva f no ponto P,
e denotamos por m, isto é,
o @)= @)
T1—To 1 — Xo

Desta forma sempre podemos determinar a reta tangente a uma curva passando por um ponto P da
mesma, basta que tomemos um segundo ponto ) genérico que pertenca a cuva, e entao fazemos o
processo de limite expresso em (3), se este existir ele é o coeficiente angular da reta procurada e com isto
podemos determina-la.

O que o processo de limite faz, é tornar um segundo ponto escolhido sobre a curva tdo proximo do
primeiro, quanto necesséario. Nestas condi¢oes, quando o segundo ponto assume posigao de limite com
relagao ao primeiro, entao a reta que era inicialmente secante torna-se uma reta tangente.

Ainda podemos na equagao (3) fazer, h = x; — xzy. Se 1 — xp, entdo h — 0, ainda 1 = zo + h. E

escrevemos o coeficiente angular da reta tangente & curva da seguinte forma

(4)

m = lim
h—0

fwo + 1) — f(x0)
h

Em resumo, estudar a derivada de uma funcao f no ponto zy é equivalente a estudar o coeficiente

angular da reta tangente ao grafico de f no ponto de abscissa xg.

2.1 Derivada de fungoes reais
Seja f: D(f) C R — R uma fungéo real.

Definicao 2.1.1. A derivada de f no ponto de abscissa x = xqy € definida como o nimero

f(zo+h) = f(x0)

h—0 h

(5)

supondo que o limite exista. Quando o limite (5) existir, diz-se que a funcgdo é derivdvel em x = xg.

Pode-se pensar na derivada como uma fungao cuja entrada é o nimero xg e cuja saida é o valor f(xg).
Portanto, sem perda de generalidade, tomemos uma fungéo f(x) qualquer, j4 sabemos que a derivada de
f em um ponto, é dada pela equagao (5), para encontrarmos uma fung¢ao derivada de f devemos aplicar
a equacgao (5) em todos os elementos do dominio de f (onde o limite (5) existir). Assim substituindo xg
por x, temos que a derivada de f é a seguinte fungao

[z + Az) — f(z)

@)= lim - (6)

Az—0
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O processo para calcular uma derivada é chamado derivagao ou diferenciagao.

Outras notagoes que representam a derivada da funcdo f sao

daf

Df(x). o

(z)
ou para a derivada aplicada em um ponto

4

d
Df(eo), Liwo) e L)

Zo

Observagao: Eventualmente é possivel que sejam usadas duas notagbes distintas para representar a

derivada de uma funcao real no corpo do texto, a saber: f’ e . Esse fato ocorrera quando houver

dx

necessidade de explicitar a varidvel a qual estamos derivando ou apenas por uma questao de uniformidade
no texto.
Exemplo: Mostre que a derivada de f(z) = 22 + 3z é f'(z) = 2z + 3.

Solugao: Pela definicdo de derivada em (6) primeiro devemos calcular f(z + Ax):

flx+Az) = (z+Azx)?+3(x+ Ax)
= 2%+ 2zAx + (Ax)* + 3(z + Ax)

Substituindo a equagéo acima em (6) segue:

2?2 + 2zAx + (Az)? + 3(z + Ax) — [2% + 3]

/ .
fe = m, A
— tm 22 + 2zxAx + (Ax)? + 3(x + Ax) — 2% — 3z
Az—0 Ax
- lim 2zAx + (Ax)? + 3Az
Az—0 Az

= lim 22+ Az +3
Az—0
= 2x+3

Exemplo: Determine a derivada de m(x) = \/z.

Solugao: Por (6), tem-se:

Ax —

m(z) = Jim YETAT VT
Az—0 Az

0

o

func¢ao pelo conjugado (do numerador) para levantar a indeterminagao. Assim,

T Az—0 Az ‘Wz + Az + Vx)
lim (x+ Az — )
Az—0 Az(vr + Az + /x)
1

Tem-se uma indeterminagao do tipo Como a fungao é irracional, deve-se multiplicar e dividir a

.
A0 (Vz + Az + /7)

1
2z’

Portanto, a derivada de m(z) = /x é m/(z) = NG
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2.2 Derivadas laterais

Uma fungao que possui derivada em todos os pontos de seu dominio, chama-se derivavel. Em geral,
podemos tomar o dominio da fungao como sendo um intervalo aberto, seja ele finito ou infinito, a definigao
de fungao derivada nao se altera e, portanto, dizemos que a fungao sera derivavel no intervalo aberto se
possuir derivadas em todos os seus pontos.

No entanto com respeito a um intervalo fechado [a, b], temos o problema dos extremos, nestas condigdes

torna-se necessario as definigoes

Defini¢ao 2.2.1 (Derivadas laterais). Seja f uma fun¢do. Dizemos que f possui derivada lateral a

direita em um ponto a de seu dominio, denotada por f'(a™), se o limite

existir. De modo andlogo, dizemos que f possui derivada lateral a esquerda em um ponto a de seu

dominio, denotada por f'(a™), se o limite

o) =t SR~ F@)

h—0— h
existir.

Com isto podemos dizer que uma funcao f é derivavel no intervalo fechado [a,b], se é derivavel em
(a,b), & esquerda de a e a direita de b.

Com respeito aos limites laterais devemos observar que a derivada de uma funcao so existe, se as
derivadas laterais existirem e coincidirem , isto é, f’(x) existe se, e somente se, f'(z™) e f/(x7) existirem
e f'(xT) = f'(x7), nestas condigoes f’(x) serd igual as derivadas laterais.

Cosideremos a funcao f(z) = |z|, ou ainda

fa) = —z,sex <0

x, se x > 0.

Ja vimos geométricamente o grafico de f. Mostraremos agora que f nao é derivavel em z = 0. Para fazer

isto utilizaremos as derivadas laterais no ponto desejado. Dai, com relagao a derivada pela direita temos

Hoty - fy A= fO) R
R .

ou seja f'(07) = 1. Com relagao a derivada lateral a esquerda temos

_ . h) — £(0) . —h

! =1 J =70 _ lim — =-1

Fom)= lm = o0 h

isto, & f/(07) = —1. Mas devemos notar que f'(07) # f/(07), como as derivadas laterais nao coincidem

notamos que a fungao nao é derivavel no ponto x = 0, assim como queriamos mostrar.

Observagao: Devemos notar que a fungdo f anteriormente definida ndo é derivavel no ponto de abscissa

0, no entanto f é derivavel em todos os demais pontos do dominio, ou seja, f é derivavel em R\{0}.

1. Mostre que uma dificuldade semelhante ao exemplo anterior ocorre com a fungao:

f(m):{ xg, se x>0

-z, se <0



2. Mostre que a fungéo f(x) = |x — 2| ndo possui derivada em x = 2.

3. Mostre que a fungao m(z) = \/z nado é derivavel em z = 0.

2.3 Regras de derivacao

Anteriormente definimos a derivada de uma fung¢éo via limite, o que na maioria das vezes é complicado
de ser calculado. Se quiséssemos por exemplo calcular a derivada da fungdo f(z) = z, deveriamos calcular
o limite,

fa+h) —f@) | a+h-a

Jimny h R —

que neste caso é bastante simples. Mas se tivéssemos a fungao, g(z) = esn(®) o nosso limite seria,

esen(erh) _ esen(w)

lim
h—0 h

0 que com certeza nao é algo trivial.
Neste sentido se torna necessario a utilizagdo de regras de derivagao para facilitar os calculos. Algumas

das principais regaras de derivacao sao exibidas a seguir,

Regras elementares
Sejam f(x) e g(z) fungdes e k uma constante, temos:

1. Derivada da funcao constante:
[k =0

2. Derivada da multiplicagao de uma fungao por uma constante:
[kf ()] = klf (@)
3. Derivada da soma algébrica de funcgoes:
[f(x) £ g(x)) = [f(2)] £ [9(2)]'

4. Derivada do produto de fungoes:

5. Derivada do quociente:

6. Derivada da poténcia:

[z"] = na™ !
Exemplos: Calcule as derivadas das fungoes:
a) f(z) =>5z" + 623 — 20 d) i(z) = 2z(z? + 4)
b) gla) = —get*+ =~ == o f) = 5t
) h(z) = 22°20(22 4+ 1) £) hiz) = iz :L 1
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Solugdo:

a)

f'(x) = [52* + 62° — 20]" = 5.420%71 +6.32°72 — 0 = 202° + 182

b)
1 1 ! 1 1 1 1
9'(z) = —gfﬂw + i % = 35 1ot —371_3 (—m_}f—l) 5t — 5.%'_% +z
c)
hl(QT) _ [.272020(.%‘2 + 1)]/ — 20205(}2019 (JJQ + 1) + 372020 (2:E)
d)
! 2 ! 2 2
i'(z) = [22(2® +4)] = 2(2? +4) + 22(22) = 62 + 8
e)
o) = z4+1] @E+1)Qe+1)—(z+DRx+1)  224+1-2+1) 1
2z +1] (22 + 1)2 B (22 4+ 1)2 (22 +1)2

2 !

P E kel Y 4z
Wiw) = [:ﬂﬂ} T @212
Derivadas de fungoes trigonométricas

Com respeito as fungoes trigonométricas, temos as seguintes regras de derivagao

1. Derivada da fungao seno:

[sen (2)]" = cos(x)

2. Derivada da funcao cosseno:

[cos(x)]" = —sen (z)
As respectivas demonstragoes sdo feitas a seguir,
Demonstragao. 1. Aplicando diretamente a definicdo de derivada obtemos,

sen(x + h) — sen(x)

! T
[sen(a))' = lim

e usando a identidade trigonométrica

sen(z + h) = sen x cos h + sen h cos z

é possivel reescrever a equacgao acima como:

sen(x) cos(h) + sen(h) cos(x) — sen(x)

[sen(z)]" = lim

h—0 h
i sen(z)(cos(h) — 1) + sen(h) cos(z)
e h
cos(h) —1 sen(h)

= sen(x) }ILIL% + cos(x) lim

h—0 h
=sen(x) - 0+ cos(x) - 1

32



= cos(x),

ou seja, [sen(z)]” = cos(z).
2. Analogamente, aplicando diretamente a definicao de derivada obtemos,

cos(z + h) — cos(z)

e usando a identidade trigonométrica

cos(z + h) = cosxzcosh —sinzsinh

obtemos:
feos(z)]’ = }lli% cos(x) cos(h) — ser;l(:c)sen(h) — cos(x)
~ lim cos(x)(cos(h) — 1) — sen(z)sen(h)
h—0 h
= COS(iE) }{11&) COS(}L% _ Sen(x) ]lli}l}) Sel'lh(h)
= cos(z) - 0 —sen(zx) - 1
= —sen(z),
ou seja, [cos(x)]" = —sen(x).

O

Como consequéncia das regras da derivada do seno e da derivada do cosseno, obtemos as regras das

demais funcoes trigonométricas:

1. Derivada da fungao tangente:
[tg(2)]" = sec® ()

2. Derivada da fungao cotangente:

[cot(x)]" = — csc?(z)
3. Derivada da funcgao secante:

[sec(z)]” = sec(z)tg(x)
4. Derivada da fungao cossecante:

[esc(z)]” = — esc(x) cot(x)

Demonstracao. Nao é dificil verificar as regras acima, basta combinar a regras de derivacdo usual com as

derivadas do seno e cosseno. De fato,

sen(x)
cos(x)?

1. Sabemos que tg(x) = sendo assim para derivarmos tangente vamos aplicar a regra do quo-

ciente, desta forma temos,

sen(x)]’

cos(x)

(o] = |



_ cos(x) [sen(z)]” — sen(z) [cos(z)]’

cos?(x)
cos?(z) + sen?(x)
cos?(x)
1
cos?(x)

= sec?(x),

ou seja, [tg(z)] = sec?(z).

. Podemos escrever cot(x) = %, com isto apliquemos a regra de derivagao do quociente para obter

a derivada, temos

-]

—sec?(x)
tg?(x)

3 cos?(x)
sen?(z) cos?(x)

= —csc?(x),

ou seja, [cot(x)] = — esc?(z).

1

. Por defini¢io sabemos que sec(z) = cos(@)?

dai podemos calcular a derivada

fsec(@)] = [lx)]

cos(

ou seja, [sec(z)]” = sec(z)tg(x).

1

@) dai podemos calcular a derivada

. Por defini¢ao sabemos que csc(x) =

eseo)] = | o ]

sen(x)
~ [rena)]’
sen?(z)
_ - cos(z)
sen?(x

ou seja, [sec(z)]’ = — csc(x) cot(x).
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Derivadas de fungoes exponenciais e logaritmicas

Apos termos demostrado as regras de derivagao para funcoes trigonométricas, devemos comentar a
respeito das derivadas das fungoes exponenciais e logaritmicas. Devemos comecar inicialmente a trabalhar
com a funcao exponencial natural, a saber, y = e”, onde e é conhecido como nimero de Euler. Desta

forma temos a regra derivagao para a fungao exponencial, f(z) = e®.

Proposigao: A derivada da funcdo exponencial é a propria exponencial, isto €,
!/
[e*] =e”.

Demonstrag¢ao. Dada a fungao f(x) = e*, apliquemos a definigao de derivada, donde devemos obter,

, ] ea:-i—Aa: — et ] ea:(eAz _ 1) . eAm -1
filz) = lm — = lim ———= =¢" lim ———
Az—0 Azx Az—0 Az Az—0 Az
usando o limite fundamental segue que
' e —1 limah_l—lna
xT : xr xT —_—
z)=¢e” lim —— =¢e*lne=¢
f ( ) Az—s0 AJ}' h—0 h
assim como deveriamos mostrar. O

Agora trataremos da derivada das fungbes logaritmicas, mais especificamente, neste momento, da
fungao logaritmica natural. Para isto temos a seguinte proposicao.
- . . 1
Proposic¢ao: A derivada da fungdo f(z) =Inz é, f'(z) = —.
x
Demonstragao. Seja f(x) = Inx, para obtermos a derivada de f apliquemos diretamente a definigao de

derivada,

!
@) = Jim h
In (m+h)
hlgb h
h
= lim In (1 + h>
h—0 T

=

= In lim <1 + h>
h—0 T

h 1 1
fazendo — = t, obtemos = além disso quando h — 0 temos t — 0, dai
x x

F(z) =Inlim (1+1)%

t—0
—In (hm (1 +t)%)
t—0

1
= —Inlim (1 +¢)
t—0

8=

-

Ine

BI—8|—8

assim como deveriamos demonstrar. I
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Observagao: Devemos observar que nas derivadas das fungoes exponencial e logaritmica ndo abordamos

a funcdo exponencial de uma base a € RT\{1} qualquer, ou também a funcao logaritmica da mesma

e log,r = }E—m e entao, com respeito ao

a’

forma. Isto ocorre pois sempre podemos escrever a* = e*"¢

log, x j& temos ferramentas para fazer tal derivada. Em relacdo a a”, adiante veremos um teorema que

el . . /
permitira obter sua derivada, mas a saber, esta sera [a¢*] = a* Ina.

2.4 Regra da cadeia

Na se¢ao anterior tratamos de varias regras de derivagao, no entanto, nao consideramos o caso de
derivacao de fung¢oes compostas. Nesta secao serd apresentado o teorema que nos diz como derivar
fungoes compostas. Mas antes disto vejamos um exemplo em que surge a necessidade de uma forma para

se derivar a composi¢ao de fungoes.

Exemplo: Determine a derivada da fungdo f(z) = (z + a)3, onde a é uma constante.
Solugcao: Devemos observar que a fungao assim como se encontra nao se encaixa em nenhuma das regras

de derivagao conhecidas até o momento. Entao, usando produto notével, podemos reescrever f obtendo
f(z) = 2® 4 3ax® + 3a’z + a®
e agora podemos derivar, de onde obtemos
f'(x) = 32% + 6ax + 3a® = 3(x* + 2ax + a®) = 3(x + a)*.

Observagao: Devemos observar que no exemplo anterior nao foi dificil expandir a fungdo f, mas se
tivéssemos por exemplo f(z) = (x + a)', deveriamos fazer uso do binémio de Newton e as contas se
tornariam mais complicadas.

Entretanto, podemos notar que, se definirmos u = 2 + a, f devemos escrever f(u) = u'?, que na
realidade é uma funcao composta, uma vez que u depende de x.

Agora vamos enunciar o teorema conhecido como regra da cadeia, que nos ensina como derivar a

composicao de fungoes.

Teorema 2.4.1 (Regra da cadeia). Se a funcdo g € derivdvel em = e a fungao f é derivdvel em g(x),

entao a fungdo composta, f o g, serd derivdvel em x e

(fo9) (@) = [flg(@)]) = f'(g(x))g (x)

Devido as posigoes que f e g ocupam na expressdo (f o g)(z) = f(g(x)) podemos ver uma fungéo
composta como sendo uma funcdo externa aplicada em uma segunda funcdo que podemos chamar de
fungao interna. E, por sua vez, a regra da cadeia diz que a derivada da composigao sera a derivada da

fungao externa aplicada na interna multiplicado por a derivada da fungao interna.

Exemplo: Calcule a derivada das fungoes abaixo:

a) y= (202 + 4z —2)° a) f(x):%

b) flz)=e" +4o ¢) i(t) = In (4¢ — 2)

¢) g(x) = 2z + 1)(2® + 8) £) f(z) = sendx
Solugiio:
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a) Usaremos a regra da cadeia para calcular a derivada da fungéo y = (2x2 + 4z — 2)3. Assim,
/
y = [(20% + 42— 2)°] = 3(20 + 40 - 224w + 4)
b) Combinando a regra da cadeia com a derivada de fungio exponencial, temos
/ o 1:3+4m ! _ 1:3+4m 2
f(z)—[e } =e (3z% +4)
c¢) Pela regra do produto
g'(@) = [(2z +1)(2? +8)] = 2(2® + 8) + (22 + 1)2 = 22 + 16 + 42 + 2z = 622 + 22 + 16

d) Pela regra do quociente

17" 03z-1.3 3 1
4 = —_ = — = — —
) = L’w} (3z)? 922 322
e) Usando a regra da cadeia segue
1 4 2

i'(t) = [In (4t — 2)]'

= ,4 =
4t — 2 -2 2t—1
f) Derivada de fungoes trigonométrica combinada com a regra da cadeia nos da

f'(x) = [sen(4x)]" = 4 cos(4x)

1. Calcule os limites abaixo:

a) g() = 505 +VaP =t [R. 250+ 25 2073 ) j(y) = log, @ [R. —— |

zlna
(z* +x)

b) i(x) = — 2z —-3z) [R.
L (5097 — 027 + 31:1/22 ) e) g(z) =zcosx [R. cosx — zsen x |
¢) f(z) =422 + 27 [R. 8z + 2LZ]. £) i(t) = cos(v%) [R. —sen(V) 54,

x

e e
2. Encontre a equacao da reta tangente a curva y = no ponto (1, 7). R. =].
1422 2 2

2.5 Derivagao implicita

Em geral, as fungoes sao dadas na forma y = f(z). Entretanto, algumas fungoes sdo definidas

implicitamente por uma relagao entre = e y. Por exemplo,
z? +y? = 25,

Em alguns casos é possivel resolver uma equagao para y em funcao de x. Na equacdo anterior, obteremos
y = +/25 — 22. Logo, teremos duas funces determinadas pela equacao implicita. Algumas vezes nao é
facil resolver a equacdo para y em termos de x, tal como x> + y> = 6zy. Para calcular a derivada de y
utilizamos a derivagao implicita, que consiste em derivar a ambos os lados da equacao em relacao a x e

entdo resolver a equagao resultante para 1’
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Exemplo: Se 22 4 y? = 25, encontre %'

Solugao: Derivando ambos os lados da equagao com respeito a x, temos:

d , 9 d
— =—25
& ty) =25,
ou seja,
dy dy x
2 2y— =0 —_— = ——.
T yd:c = dx y

Exemplo: Se zy + sen y = 4, encontre %'

Solugao: Derivando ambos os lados da equagao com respeito a x, temos:

d d
@(Iy + sen y) = %ZL

ou seja,
dy Yy

d
0 = (x—l—cosy)—y =—

12 | cosy X
r—= + cos =
4 4 dx Y dx T + cosy

dx %:

Processo de derivagao implicita:

1. Derivar os dois membros da equacao em relagao a x, considerando y como uma fungao

dependente de x;

d
2. Agrupar os termos que contém d—y em um membro da equagao;
x

3. Determinar d—y
dxr

Encontre % nas fungoes abaixo:

3 3 _ dy _ 2y—z?
a) = +y° = 6zy [R. gL = =]

(y2sen z+cos(r+y)) ]

b) sen(r +y) = y?cosz [R. % = — cos(zTy) 2y con 5

2.6 Derivada da fungao inversa

Seja y = f(x). Suponha que f(z) admite uma fungao inversa x = f~!(y) continua. Se %[f(m)] existe

e ¢ diferente de zero, entdo a derivada de x = f~1(y) é

Exemplo: Calcule a derivada da inversa das fungoes abaixo:
a) f(z) =3x+4
b) f(z) =23 +322+ 2
c) f(z) =a”

Solug¢do: Pela regra da derivada da fungdo inversa, segue
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d .4 1 1
b)
d (.4 1 1
dy [ ) f'(x)  3z2+6x+1

c¢) Note que se y = f(z) = a®, podemos escrever x = f~1(y) = log, y. Dai,

/ 1
F ) = llog, 3 = [mﬂ yne 1

Ina (Ina)2  a®lna
Observacao: Em alguns casos possivel (e mais simples) obter a derivada de uma fungao usando derivagao

implicita.Veremos mais adiante exemplos na préatica.

Derivada das fungoes trigonométricas inversas

A inversa da funcdo f(z) = sen z, para x € [—g, E}, é a funcdo f~1(x) = arcsenz, para x € [—1,1].

2
Qual ¢ a derivada de f~!(z)?

Sabemos que a funcao sen x é continua no intervalo x € [— } com imagem o intervalo [—1,1].

™7
. X ) 272
Portanto, a inversa f~!(z) = arcsen z existe para x € [—1,1]. observemos que

s s
Yy =arcsenr < seny =z, —ggygi.

Para determinar a derivada de f~!(x) usaremos o processo de derivacio implicita, ou seja, derivando
ambos os lados da equagao acima com respeito a x obtemos:
dy dy 1

sy— =1¢& = .
CObydw dx  cosy

Por outro lado, sabemos que sen?y + cos?y = 1 e, portanto,
2?2 +cos’y =1, ouseja, cosy=+/1— a2

pois cosy > 0 para —— < y < — 0 que nos permite concluir que

T T
2 - 2
1
V1—22

De maneira analoga podemos definir as fungoes trigonométricas inversas do cos x, tg x, sec x e cotg x,

[f_l(x)]/ = arcsen’z =

denominadas arccos x, arctg x, arcsec x e arccotg x, respectivamente.

Mostre que

1 , 1
_ c) arcsec’y = ————
V1—22 ) V1 — 22

1
1+ 22

a) arccos’ x = —

b) arctg’z = d) arccotg’x = —

1+ 22

2.7 Derivadas de ordem superior

Seja f uma funcao derivavel em A. A funcao f’ : A — R ou simplesmente f’ ¢ dita derivada de f

ou derivada primeira de f. De modo analogo, podemos definir a derivada de f’ que sera chamada de
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derivada segunda de f. Neste caso,

(f/)/(J?) — lim fl(x + h’) — f/(x)

h—0 h

e escrevemos f” = (f'), quando o limite existir. As notacoes que podem ser utilizadas séo

F@ & d(d
T odx?’ dxr \dx )’

A derivada terceira de f é a derivada da derivada segunda de f, escrevemos

f f(3) ig d (dQ)_

dz3’ dr \ dz?

E, mais geralmente se f é derivavel k vezes, entdo podemos denotar a k—ésima derivada de f por,

f#) . A — R, definida por
dk
[ (@) = —— f(@).

Exemplo: Calcule a derivada de segunda ordem da fungdo f(z) = 2%

6

Solugao: Observe que f(x) = z° é um polinémio de grau 6. Estudaremos agora as derivadas de f, isto ¢é,

f'(m)z%zﬁxﬁ_lzﬁxs
R A U I
Ja) = dx (dx) dx (62) =30

Exemplo: Determine a terceira derivada da fungdo f(z) = ax? + bx + ¢, onde a, b, ¢ € R.
Solug¢do: Utilizando as regras de derivagao e observando que a, b e ¢ sdo constantes obtemos,

!

flz) =20z +b, f'(2)=[f()] =2ae f"()=[f"()] =0

Notemos que a terceira derivada da funcdo dada pelo problema é a funcao constante igual a zero. E
facil observar que qualquer funcao polinomial de grau n terd a derivada de de ordem n + 1 igual a zero.

Mas isto nao se estende a todas as fungoes assim como podemos ver no seguinte exemplo.
Exemplo: Determine a derivada segunda da funcdo f(z) = ke®.

Solugao: Nao é dificil ver que usando as regras de derivagdo que a derivada procurada é f”(x) = ke®.
Em particular, para as fungdes do tipo f(x) = ke*, a derivada de qualquer ordem sera ela mesma, uma

vez que f é um multiplo constante da exponencial.

1. Estude as derivadas abaixo:

d2 1—=x 4 e® .
a) @ (1 + x) [R. ﬁ] d) y//’ sey = In <ez + 1) [R' (c’”e+1)2]
LRt o) L larcsen(a)] [R. -2y 4 L]
b) dx500 (xldl — 327 +4) [R. 0] dax? T Vi-a? T f(1-a?)?
xg - Ia x27 X
c) f"(z), se f(z) =In(z +1) [R. ﬁ] f) f'(z) se f(x) = 1—2 [R. w32—3:26+3mfl
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2. Mostre que a fungao y = 2sen(z) + 3 cos(x) satisfaz a equacao vy’ +y =10

2.8 A derivada como taxa de variacao

Se = e y denotam quantidades, ou grandezas, associadas de forma que y depende de x, de forma que

podemos escrever
y = f(z).

Se x sofre uma perturbacdo Ax se tornando x + Az entdo y sofre uma perturbagao associada e expressa
por

Ay = f(z + Az) — f(x).
Se estamos interessados na taxa de variacao de y com relagao a x, devemos olhar para o quociente

Ay f(o+An) - ()
Az Az ’

Suponha, por exemplo, que = seja o raio de um circulo e y seja sua area e, além disso, = e y estejam

relacionados através da expressao

y = ma?

Entao, a taxa de variagao da area com relagao ao raio se escreve como sendo

Ay w(x+ Az)® —7a®

Az Az ’

ou seja,
Ay _ 2mzAz + 7(Ax)?
Az Az

notamos que nossa expressao nao fica tao interessante, pois dependemos agora da perturbacao Az. Algo

que podemos fazer para melhorar este estudo é considerar apenas perturbagdes muito pequenas de x, ou
seja, devemos olhar para o limite
. Ay
lim —
Az—0 Ax

fica claro que o limite anterior trata-se da derivada de y com relacao a x, ou seja,

Ay _dy
im — =-—*>
Az—0 Azx  dx
Entao, se temos y = f(x) define-se a taxa de variagdo instantanea de y com rela¢do a x como sendo o
valor de f'(x).

Retornando ao nosso exemplo, quando temos y = w2

, expressando a area y de um circulo de raio z,
podemos escrever que a variagao instantanea da area com relacao ao raio é precisamente 27x.

Neste contexto surge o que chamamos de taxa relacionada. Tomando o mesmo exemplo anterior,
suponhamos que z = z(t) represente o raio do circulo em fungio do tempo (¢). Se = esta variando a

pm/s, podemos determinar a que velocidade varia a area y quando o raio vale ¢ m. Basta notar que

dy 9 dx
A P i
dt dt
uma vez que estamos observando quando x = gm e a varia¢do de z no tempo é pm/s, entdo a variagdo
dey é
dy 2
— = 2mpgm~/s.
Ir pgm”/

Este exemplo ilustra a importéncia do estudo de taxas de variagdo em aplicagoes do Calculo. Pois
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sempre que estamos estudando fendmenos da vida real temos quantidades de interesse associadas. Isto
é, em aplicagoes de taxas relacionadas, o objetivo consiste em determinar a taxa de variagao de uma
grandeza em termos da taxa de variagdo de outra. O processo consiste em escrever uma equagao que
relacione as duas grandezas e entdo utilizar derivagdo implicita e/ou regra da cadeia para diferenciar
ambos os membros da equagdo em relagdo ao tempo t. Os passos a seguir representam um procedimento

possivel para a resolugao de problemas envolvendo taxas relacionadas.

Estratégias para a resolugao de problemas de taxas relacionadas:

1. Desenhe uma figura e identifique as variaveis e as constantes (se for possivel). Use t para o

tempo. Suponha que todas as varidveis sao fungoes derivaveis do tempo t.
2. Escreva as informagoes numéricas (em termos dos simbolos que vocé escolheu).
3. Escreva aquilo que vocé deve encontrar (geralmente uma taxa, expressa como uma derivada).

4. Escreva uma equagao que relacione as variaveis. Talvez vocé possa combinar duas ou mais
equagoes para conseguir uma Unica, relacionando as variaveis que vocé quer com as variaveis

que conhece.

5. Derive com relagao a t. Em seguida, expresse a taxa que vocé quer em termos das taxas e

variaveis cujos valores vocé conhece.

6. Use os valores conhecidos para encontrar a taxa desconhecida.

Exemplo: O raio r de um circulo est4 aumentando a razao de 2 mm/min. Calcule a taxa de variagdo da

area quando:
a) r = 6mm
b) r = 24mm
Solugdo: A éarea do circulo é definida por:

A(t) = mr3(t)

Derivando ambos os lados da equagao acima com respeito a t, obtém-se:

d d
A= (72
dt dt(w )
ou seja,
d dr
— A =21r—.
at” =

Substituindo r = 6mm na expressao acima, segue:

A
(th = 27(6)(2) = 247 mm?/min.
Para r = 24mm, tem-se:
dA 0, .
o= 27(24)(2) = 967 mm*/min.

Exemplo: Um baldo esférico ¢ inflado com gas & razao de 20 cm?®/min. Com que rapidez o raio do baldo

esta variando no instante em que:

a) r = lem
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b) r = 2cm

Solucao: O volume do balao é dado por:

ou seja,

d. df4 4
%V— % |:37T7" :| 5
d o dr
£V747T7" E

Sabemos que a taxa de variagdo com que o baldo é inflado ¢ de 20cm®/min. Assim, a rapidez com

que o raio do balao esta variando no instante em que r = lcm é:

d 5
20 = 47r12d—:; = == Zem/min.
T

Faga r = 2cm e obtenha

dr_ icm/min
dt — 4r '

Todas as arestas de um cubo estao se expandindo & razao de 3cm/s. Determine com que

rapidez o volume estd variando quando cada aresta é:

a)
b)

2.9

lem [R. 9cm?/s]

10cm] [R. 900cm3 /s]

Aplicacao da derivada

Derivacao e os extremos de uma fungao

Nesta secao usaremos derivadas para determinar valores extremos das fungoes e analisar as formas

dos grafico e para determinar numericamente em que ponto uma funcao é igual a zero.

Definigao 2.9.1. Seja I um intervalo e f : I — R uma fung¢io

Diremos que xg € I é um ponto de mdximo local de f, se existir § > 0 tal que f(x) < f(x0), para

todo x € (xg — §,29 + ) N I. Neste caso, diremos que f(xg) € um mdzimo local.

Diremos que zog € I é um ponto de minimo local de f, se existir 6 > 0 tal que f(z) > f(zo),

para todo x € (xg — d, 9 + 6) N I. Neste caso, diremos que f(xg) € minimo local.

Um ponto xg € I serd dito um ponto extremo local, se o for um ponto de mdzimo local ou um

ponto de minimo local.

Diremos que xg € I é um ponto de mdximo global (ou absoluto) de f, se f(x) < f(xo), para

todo x € I. Neste caso, diremos que f(xo) é mdzimo global.

Diremos que xg € I é um ponto de minimo global (ou absoluto) de f, se f(x) > f(xo), para

todo x € I. Neste caso, diremos que f(xo) € minimo global.

Um ponto xg € I serd dito um ponto extremo global, se xy for um ponto de mdzximo global ou

um ponto de minimo global.
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Miximo absoluto
Nio hd por perto valor maior de f.
Maximo local Também ¢ um mdximo local.

Nio hi por perto valor de

maior do que este. L.
f 4 Minimo local

Nio hi por perto valor de f
menor do que este,

Minimo absoluto
O menor valor de f.
Também ¢ um
minimo local.

| Minimo local

I Ndo ha por perto valor

: de f menor do que eslc:
| |

a c e d b

Figura retirada do livro de Célculo 1 do Thomas p.214

Teorema 2.9.1 (Teorema do valor extremo). Seja f : [a,b] — R uma fun¢do continua sobre [a,b]. Entdo
existe xo,x1 tais que, f(xzg) < f(x) < f(x1), para todo x € [a,b]. Em outras palavras f assume mdzimo

e minimo absoluto em [a,b].
Consideremos a seguinte defini¢ao

Definigao 2.9.2 (Ponto critico). Um ponto critico de uma fungio f € um nimero ¢ no dominio de f tal
que ou f'(c) =0 ou f'(c) nao existe.
3
Exemplo: Os pontos criticos de f(z) = #3/5(4 — x) sdo 5 0.
Solugao: Observemos inicialmente a derivada de f, ou seja,

12 — 8x
5x2/5

e

3 3
f(x) = 51«?*1(4 —x)+as(=1) = 5x7%(4 —z)—=x
Para estudar os pontos criticos da fungao f, devemos observar para quais valores de x, f/(z) = 0, isto

12 — 8z 3
Além disso, observe que quando z = 0, f/(0) nao existe e, portanto, fica provado que os pontos criticos
3
de f sao 5 ¢ 0.

O seguinte teorema nos da critérios para determinar se um nimero ¢ no dominio de uma fungao é

ponto de maximo ou minimo
Proposicao 2.9.2. Se f tiver um mdximo ou minimo local em c e se f'(c) existir, entdo f'(c) = 0.

Com estes teoremas e definigoes ja enunciados, somos capazes de determinar os maximos e os minimos
de uma funcao em um intervalo fechado. Basta que avaliemos a fungao nos extremos do intervalo e em
seus numeros criticos, em seguida o menor destes nimeros serd o minimo absoluto no intervalo e o maior
deles sera o maximo absoluto no intervalo.

Dando continuidade a nossos estudos temos um dos mais importantes teoremas do Célculo diferencial

de uma variavel.

Terema do valor médio e suas consequéncias

Teorema 2.9.3 (Teorema de Rolle). Seja f : [a,b] = R uma fungio. f continua em [a,b], derivdvel em
(a,b) e f(a) = f(b). Entao existe ¢ € (a,b) tal que f'(c) = 0.
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Interpretacao: Seja © = f(t) a posicdo de um objeto em movimento. Se o objeto estiver no mesmo
lugar em 2 instantes diferentes, entao pelo Teorema de Rolle existirdA um tempo no qual a velocidade é

nula.

Como consequéncia do Teorema 2.9.3 temos o seguinte

Teorema 2.9.4 (Teorema do valor médio). Seja f : [a,b] — R uwma fungdo. f continua em [a,b] e

derivdvel em (a,b). Entdo existe ¢ € (a,b) tal que

Observagao: O TVM nos diz que, se f for continua em [a, b] e derivavel em (a, b), entdo existira ¢ € (a,b)

tal que f'(c) é o coeficiente angular da reta que passa pelos pontos (a, f(a)) e (b, f(b)).

Agora vamos estudar a relagdo entre o comportamento dos gréaficos de fungoes e suas derivadas.

Funcoes crescentes e decrescentes e o teste da primeira derivada

O seguinte teorema nos mostra como encontrar os intervalos de crescimento e decrescimento de uma

funcao através de sua derivada

Teorema 2.9.5. Seja f : [a,b] = R uma funcgdo, f continua em [a,b] e derivdvel em (a,b). Entao
(7) Se f'(x) > 0 para todo x € (a,b), entdo f € crescente em [a,b]
(13) Se f'(z) < 0 para todo x € (a,b), entdo f € decrescente em [a, D]

Exemplo: Determine os intervalos para os quais a fungao f(z) = 22 — 4z + 3 & estritamente crescente ou
estritamente decrescente.
Solugao: E possivel observar que o grafico mostra que f é estritamente decrescente para r < 2 e estri-
tamente crescente para x > 2. Isso pode ser confirmado, estudando-se o sinal da primeira derivada de
f(@).

A derivada de f(x) é f'(x) = 22 — 4. Portanto, tem-se que

f(z) <0, se z<2

f(x)>0, se z>2

Uma vez que f é continua em todos os pontos, pelo teorema anterior, pode-se afirmar que f é estritamente
decrescente no intervalo de (—oo,2) e estritamente crescente no intervalo de (2, 4+00).

Se sabemos onde uma fung@o cresce e onde uma fungao decresce, entao podemos determinar seus
extremos locais. A ideia essencial é a seguinte, se uma funcao é crescente a esquerda de um numero c e

decrescente a direita, é conveniente imaginar que ¢ seja um ponto de maximo. Reciprocamente, se uma
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funcdo é decrescente a esquerda de um namero c e crescente a direita deste ntimero, entdo é conveniente

que ¢ seja um ponto de minimo da fungao. E isto é o que explica precisamente o seguinte teorema
Teorema 2.9.6 (Teste da primeira derivada). Seja f uma fungdo continua e ¢ um ponto critico de f
(i) Se o sinal de f' mudar de positivo para negativo em ¢, entao f tem um mdximo local em c.
(i) Se o sinal de f' mudar de negativo para positivo em ¢, entio f tem um minimo local em c.

A seguir trabalharemos o conceito de concavidade do grafico de uma fungao.

Concavidades e o teste da segunda derivada

A ideia de concavidade de uma funcéo, é de grande importéancia, pois possuem resultados que nos

ajudam a determinar extremos de uma fungao, e além disso nos mostra como varia a fungao derivada.

Definigao 2.9.3 (Concavidade para cima e para baixo). Seja f uma funcao derivdvel em (a,b). Diremos

que
1. f(x) é dita concava para cima em (a,b) se f' é uma funcao crescente em (a,b).
2. f(z) € dito concava para baixo em (a,b) se ' € uma fungio decrescente em (a,b).

Reconhecer os intervalos onde uma curva tem concavidade voltada para cima ou para baixo auxilia

no tracado do gréfico. Faz-se isso pela anélise do sinal da derivada segunda f”(z).

Teorema 2.9.7 (Teste de concavidade). Seja f uma fun¢do continua no intervalo [a,b] e derivdvel até

2% ordem no intervalo (a,b).
1. Se f"(x) > 0 para todo x € (a,b), entdo o grdfico de f(x) € concavo para cima em I.
2. Se f"(x) < 0 para todo = € (a,b), entdo o grifico de f(x) é concavo para baizo em I.

Definicao 2.9.4 (Ponto de inflexdao). Um ponto (c, f(c)) sobre o grifico de uma funcgdo f, é chamado

ponto de inflexdo, se existe um intervalo (a,b) contendo ¢, tal que uma das sequintes situagoes ocorra:
(i) f € concava para cima em (a,c) e concava para baizo em (c,b).
(i) f é concava para baizo em (a,c) e concava para cima em (c,b).

Pode-se ainda afirmar que o ponto (¢, f(c)) é dito ponto de inflexdo do grafico da fungao f(z), se

neste ponto da curva o grafico da f(z) troca de concavidade. A figura abaixo ilustra este fato.

Ponto de inflexiio = f"(z) =0

]
1
1
1
IC

T
Céncava para baixe | Coneava para cima

I

1

A segunda derivada também nos ajuda a determinar extremos locais de uma funcdo. O seguinte

teorema nos mostra como proceder
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Teorema 2.9.8 (Teste da derivada segunda). Seja ¢ um nimero critico de uma fun¢do f, no qual
f'(¢) = 0 e suponha que f' exista para todos os valores de x em algum intervalo aberto contendo c, e

além disso " é continua em um intervalo aberto que contem c. Se f(c) existe e
(i) se f""(c) <0, entdo f tem valor mdzimo local em c.

(#4) se f"(c) > 0, entao f tem minimo local em c.

Estratégias para construir grafico de y = f(x):
1. Identifique o dominio de f.

2. Determine [’ e f”.

3. Determine os pontos criticos e identifique o comportamento da fungao.

Exemplo: Esboce o grifico de f(z) = 2® — 322 + 3

Solugao:
1. O dominio de f é R

2. Determinemos as derivada de primeira e segunda ordem de f

fl(x)=32> 62 e f'(2)=6x—6

3. Anélise dos pontos criticos de f
0= f'(z) =322 — 62 = 3x(x — 2)

Logo, x =0 e x = 2 sao pontos criticos de f

4. Analisar o comportamento da fungdo. Observemos inicialmente que analisando o comportamento

da primeira derivada de f, segue

Intervalos x<0 0<x<2 X>2
Sinal de f + - +

Grafico crescente  decrescente crescente

Por outro lado, pelo teste da segunda derivada
f"(0)=-6 = Méximo local em z =0
f"(2)=6 = Minimo local em z =0

Desta forma, o gréfico de f é:
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2.10 A regra de L’Hoptal para limites indeterminados

Por muitas vezes no calculo de limites aparecem formas indeterminadas do tipo, % ou 2, as quais sao
contornadas, na maioria dos casos, por meio de manipulagoes algébricas. O teorema que sera enunciado
nesta secao diz essencialmente que, sob certas condigoes, o limite de um quociente de fungoes seré igual

ao limite do quociente das derivadas.

Teorema 2.10.1 (I’Hoptal—-versao simples). Sejam f e g fungdes derivdveis em um certo nimero a com

fla) =g(a) =0 e ¢g’(a) # 0. Entao
lim M = lim ()
z—a g(x)  z—a ¢'(x)

Muitos problemas podem ser resolvidos com a versao anterior do teorema. No entanto, nos interessa

a versao mais completa

Teorema 2.10.2 (I'Hoptal). Suponha que f e g sejam derivdveis e g'(z) # 0 em um intervalo aberto I
que contém a (exceto possivelmente em a). Suponha que

lim f(z) =0 e limg(z)=0

r—ra Tr—a

ou
lim f(z) = +c0 e lim g(z) = +oo

r—a Tr—a

FEntao

tim L9 _ jjm L@

20 g(z) e g'(x)

se o limite do lado direito existir (ou for igual a 00 ou —o0).

Observagao: O teorema anterior também sera valido para limites laterais ou os limites no infinito.

sen x

Exemplo: Calcule lim
x—0 x

Solugcao: Devemos notar que o limite satisfaz as condigdes da Regra de L’Hoptal, desta forma temos

sen xr

lim = limcosx =1
x—0 x x—0

Observagao: O limite anterior ja havia sido definido como Limite fundamental no Teorema 1.5.2.
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Exemplo: Calcule lirr%) sen(3z) cot(5x)
—
Solucao: Devemos observar que podemos utilizar a definicao de cotangente pra escrever o limite em

termos de seno e cosseno, ou seja

J{i_}mO sen(3x) cot(bz) = il—>mo sen(3z) 22:122?6))

e entao podemos reorganizar o limite assim como se segue,

3
lim sen(3z) cot(5z) = lim cos(5x) lim w.
50 =0 2—0 sen(5x)

Note que na segunda parte do produto obtemos uma indeterminacao da forma %, e entao aplicamos a

regra de L’Hoptal para obter o resultado,

’ 3 3
:};g}) sen(3z) cot(5x) e ilg% cos(bz) 212% 522255;;
_3
5

Observagao: Devemos notar que em alguns casos devemos manipular o limite a ser calculado. Com tais
manipulagdes é possivel calcular o limite de produtos indeterminados (+£00-0) e diferencas indeterminadas

(00 — 00).

1. Calcule os seguintes limites usando a regra de L’Hopital (se possivel e necessario):

) x o L . 1
a) lim -——— [R. —1] ¢) lim ——=_ [R. 1] ¢) lim zew [R. oo
z—+o0 arctg
Inz . 3cosw
im —= d) lim R. -3/2 i
b) IHTOO o [R. 0] ) Py [ /2] f) mlir(r)l+ sen zlnz [R. 0]
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3 Integrais de funcoes reais de uma variavel

Os dois conceitos principais do calculo sao desenvolvidos a partir de idéias geométricas relativas a
curvas. A derivada provém da construgao das tangentes a uma dada curva. A integral, conceito que
estudaremos a partir de agora, tem origem no célculo de area de uma regiao curva. A ideia é a seguinte:
ja trabalhamos o problema de encontrar a derivada de uma fungéo f(z), abordaremos na proxima se¢ao

o problema inverso, ou seja, dada uma fungdo f(x) queremos encontrar uma fun¢ao F(x) que satisfaga

3.1 Primitivas

Seja f uma fungao definida em um intervalo I. Definimos primitiva (ou antiderivada) de f em I uma

fungao F' de finida em I tal que

para todo x em [I.

Exemplos:

1
1. F(z) = §x3 ¢ uma primitiva de f(z) = 22 em R. De fato,

2. F(z) = sen x é uma primitiva de f(z) = cosz. De fato,

F'(z) = [sen 2]’ = cosx

3. F(z) = 2% é uma primitiva de f(z) = 2x. De fato,
F'(z) = [mQ]/ =2z

Observando o Exemplo 3 acima é possivel perceber que a funcio F(z) = 22 nao é a tinica fungio cuja
derivada é 2. Basta observar que a funcao x2 +1 tém a mesma derivada, assim como xt¢, para qualquer

que seja a constante c. Essa motivacao nos permite enunciar os seguintes resultados:

Proposic¢ao 3.1.1. Se F ¢ uma primitiva de f em um intervalo I, entio F(x) + ¢ também serd uma

primitiva de f para qualquer constante artitrdria c.

Proposicao 3.1.2. Se F' e G sdo duas primitivas de f, ou seja, F'(x) = G'(z) = f(x), para todo x em

1, entao existe uma constante c tal que

Observagao: Os resultados anteriores nos permitem concluir que, se nés conhecemos uma primitiva F' de

f, entao podemos construir uma familia de primitivas de f em I, basta variar a constante c.

Exemplo: Determine uma primitiva de f(z) = sen x que satisfaga F(0) = 3.

Solucao: Como a derivada de — cosx é sen x, a primitiva de f na forma

F(z)=—cosz+c¢
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nos fornece todas as primitivas de f(x). A condigdo F'(0) = 3 determina um valor especifico para ¢, basta

substituir na expressao acima, ou seja,
3=F0)=—cosO0O+c=—-1+c¢ = c=4
Logo, a primitiva que satisfaz F(0) =3 é

F(z) = —cosx + 4.

Regra de linearidade para primitivas

Sejam F' e GG primitivas de f e g, respectivamente.

Funcao Primitiva
1. Regra da multiplicagdo por constante kf(x) kEF(z)+¢, k cte
2. Regra da oposta —f(x) —F(z)+c¢
3. Regra da soma algébrica de fungoes | f(z) £g(z) F(z)+G(z)+c

Exemplo: Determine a primitiva geral de

flz) = % + sen2zx.

Solugao: Podemos reescrever a fungdo f(z) da seguinte forma

f(@) = 3g(x) + h(x),

1

onde g(z) = 7 h(z) = sen2z. Note que G(z) = 2y/z é uma primitiva para g e H(z) =

uma primitiva para h(z). Assim,

3G(z)+ H(z) + ¢

1
3.2/ — 5 cos 2z + ¢

1
= 6z — icos2x+c.

3.2 Integrais indefinidas

—%COSQ.’E é

Definicao 3.2.1. O conjunto de todas as primitivas de f € o que chamamos de integral indefinida de f

em relacdo a x e serd denotada por
/f(x)dx,

onde / € o stmbolo da integral, a funcao f € o integrando e x € a varidvel de integragao.

Exemplo: Calcule
a) [z?dz.
b) [dz.

¢) [(2* =2z +5)dx.
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Solugdo:

3
a) Observemos que 3 ¢ uma primitiva de z2, assim,

2 ?
/xdx: 3 + c

=~ cte. arbitraria
Primitiva

b) Note que o integrando ¢ uma fungao constante igual a 1, além disso, z é uma primitiva de 1. Assim,

/da:: T+ c

Primitiva  cte. arbitraria

3
c) Se reconhecemos Eo 22 + 5z como uma primitiva de 2 — 2z 4 5, podemos concluir

3
2 z 2
r*—2x+5)der = — —x° 4+ 5r+ c
/ ( ) 3 ~~
~——~——" cte. arbitraria
Primitiva

Caso contrario, vejamos separadamente cada integral acima, ou seja,

3
/(azQ—2x+5)dm:/m2dx—/2xdx+/5dx:%—x2+5w+c.

Exemplo: Calcule [ 2*dz, onde o # —1 é um namero real fixo.

Solucao: Observemos que

é uma primitiva de z®. De fato,

Logo,
1
/xo‘da: = — % 4
a+1

Observagao: No exemplo anterior, se considerarmos a = —1, devemos ter f %dm cuja primitica é Inzx e,
portanto,

1

/ —dr=Inz +c.
x
1. Calcule:

e—3m

a) / e de [R. —< 4 d]
b) / %dw [R. 207 + d e) / cos 2 [R. 2sen + ]
£ /

c) /sen 2zdz [R. —3 cos2x + (]

a) /:c5dx [R. 2 4]

x coszdx [R. xsen x 4 cosx + ]
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2. Considere as relagoes

9 1 —cos2x 9 14 cos2x
sen’z=——]—— € oS F=——]——

calcule:
2 x sen2x
a) /sen rdr [R. § — 5= 4 (]

b) [ eostade IR 5+ =22 4.

3.3 Integracao

A ideia bésica de integracao é que muitas quantidades podem ser calculadas se forem “quebradas” em
pedagos pequenos e, depois, somados cada parte.

O problema da area

Nosso objetivo nesse momento é determinar a area de uma regiao S que esta sob a curva y = f(z) de
a até b.

Note que S esté limitada pelo grafico de uma funcdo continua f (f > 0), as retas verticais © = a e
x = b e o eixo x. Para fazer o estudo da area S podemos aproximar a area da regiao com contorno curvo

somando as areas de um conjunto de retangulos [quanto maior a quantidade de retangulos, maior
a precisao]

Exemplo: Qual é a area da regido sombreada R que se encontra abaixo da curva y = 22 no intervalo
0<x<1?
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Usando dois retangulos que contém R ob-
temos uma estimatica superior na area, ou

1F-- seja,

0 1 €z

1
2

Quatro retangulos fornecem uma estimativa melhor para calcular a érea de R. Neste caso,

Y
171717 1711% 17[37?
S == - |- -.12
A= 3li] +alg] <3l
_l1 1119 1
1F-- T 4’16 44 4'16 4
15
= = =0,4
= 0,468
o 1 1 x
2

Suponha em vez disto que usaremos quatro retdngulos contidos dentro da regiao R para estimar a

area
Y
1, 1117 1711 1 [3]°
A =~ ZO +4|:4:| +4[2:| +4|:4:|
7
= — =0,218.
32 0,218
N
Portanto, —

O que nos fizemos no exemplo anterior foi estimar a area abaixo da curva usando aproximacoes por um
conjunto de retangulos. Para entender melhor como essas aproximagoes podem ser melhoradas, vamos
estudaras seguintes definicgoes:

Consideremos uma fungdo arbitraria f definida em um intervalo [a,b] (essa fungdo pode assumir
valores positivos e negativos). Dividindo o intervalo [a,b] em n subintervalos, escolhendo n — 1 pontos
entre a e b tais que

a=20 <21 <Ty<x3< < Tp_1 <Tp =0

O conjunto

P - {$07x13x37 Tt 7xn717mn}

¢é chamado partigao do intervalo [a, b].

A particao P divide o intervalo [a,b] em n subintervalos fechados
[x(Jairl]u [mlva]a [an $3}7 Tty [xkflvxk]ﬂ R [x’nfhirn]
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cujo comprimento pode ser definido por

Az =2 — Tp—1

YA f
B 1
1z
i - -
T11 b=z T

Em cada subintervalo constrimos um retangulo que tem como base o eixo x e toca a

curva em (Ck, f(ck))-

Em cada subintervalo formamos o produto f(c).Azy. Esse produto pode ser positivo, negativo ou
nulo, dependendo do valor de f(c¢x). Tomando a soma desses produtos, podemos definir a Soma de
Riemann de uma fungao f limitada no intervalo [a, b] associada & particdo a = zg < 1 < 2 < -+ <

Zp—1 < T = b e a um pontilhamento ¢; € [zi21,2;], 9 =1, ,n, da seguinte maneira

Sp=>_ flex).Axy.

n
k=1
Observagao: A medida que as partigoes de [a,b] se tornam cada vez menores, espera-se que os retan-
gulos definidos se aproximem cada vez mais da regiao delimitada entro o eixo e o grafico da funcao,

possibilitando uma precisao cada vez maior.

Exemplo: Determine a area abaixo da curva f(x) = 2z em [1,4].
Solugao:

* Soma, superior

Y
8

=~
Q

3
Su = fler)Axy
k=1

41+6.1+81=18

* Soma inferior
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8 iiiiiii |
iy 3
l A = sn:Zf(ck)Asck
l k=1
T = 214+41+61=12
2pf
U 1 1 1 1 >

Logo, 12 < A < 18. Por outro lado, a area determinada abaixo da curva e o eixo x é equivalente a

um paralelogramo e, portanto,
B+b).h 8+2).3
A:(J;) :(+2) _ 15,

Defini¢ao 3.3.1 (A integral definida como limite das somas de Riemann). Seja f uma funcao definida

em um intervalo [a,b]. Para qualquer particio P de [a,b], se houver um nimero I tal que

lim Zf(ck)mk =1,

I1Pll—0 &
entio f serd integrdvel em [a,b] e I serd a integral definida de f em [a,b], onde | P|| € o comprimento do
maior subintervalo da particao P, chamado de norma.

O simbolo para o nimero I na defini¢ao é

/a b f(x)dz

Teorema 3.3.1 (Existéncia de integrais definidas). Seja f : [a,b] — R uma fun¢do continua, entao existe

sua integral definida em [a, b].

Observacao: O Teorema anterior nos diz que fungdes continuas em [a, b] sdo integraveis nesse intervalo.
As fungbes descontinuas podem ou ndo ser integraveis. Para nfo ser integrével a fung@o precisa ser
descontinua a ponto de a regiao entre a curva e o eixo x nao poder ser aproximada por retangulos cada

vez mais estreitos.

Exemplo:
1, se x é racional
-]

0, se x é irracional

nao ¢é integravel no intervalo [0, 1].

Propriedades das integrais

Sejam f e g fungdes integraveis no intervalo [a,b]. A integral definida satisfaz as seguintes regras:

/abf(x)da: = —/baf(x)dx

/aaf(gc)dx =0

1. Ordem de integracao:

2. Intervalo de largura zero:
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3. Multiplicagao por constante:

/abk‘f(x)da: = k/abf(x)dm
/ab —f(z)dz = —/ab flz)dx = /ba f(z)dx

/ab (f(z) £g(x))dz = /ab f(x)dz + /abg(x)dx

/acf(x)dx—k/cb f(z)dx = /abf(x)dx

4. Soma e subtracao:

5. Aditividade:

Ag

6. Desigualdade max —min Se f tem valor maximo (max f) e valor minimo (min f) em [a, b], entéo
b
min f(b—a) < / f(z)dz < max f(b—a)

7. Dominacgao:

b b
@2 g0 em at] = [ f@)sz [ ga)ds
b
f(z)>0 em [a,b] = /f(z)deO (caso especial)

Exemplo 1: Suponha que f e h sejam continuas e que

/11 f(z)dx =5 /14 fx)de = —2 /1 h(z)de = 17.

-1

Determine:

1. Al f(x)dx

4
2. [1 f(x)dx
1
3. [1 2f(z) + 3h(x)] dx
Solugdo:
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1. /41 F@)de = — /14f(x)dm S
2. /41 flz)de = /11 flz)de + /14 flx)de =5+ (~2) = 3

3 /1 2f(2) + 3h(2)] dx = 2/1 F@)de + 3/1 h(w)ds = 2.5+ 3.7 = 21

1
Exemplo 2: Mostre que o valor de / V1 + cosx dz é menor que %
0

Solugédo: De fato, o valor maximo que a fungio /1 + cosz assume no intervalo [0,1] é /T + 1 = /2 em

x = 0. Assim, pela propriedade 6 devemos ter

1
/ \/1+cosxdx§\f2(170):\f2<g.
0

Exemplo 3: Que valores de a e b maximizam o valor de
b
/ (x — 2?)dx?
a

Solucio: Queremos encontrar os valores de a e b de modo que z — 22 > 0. Note que

r—2>=0 = z(l-2)=0 = x=0 ou z=1.

Como essa equagao representa uma pardbola cuja concavidade esta voltada para baixo, entdo f(z) = r—a?2

assume maximo valor em 0 < z < 1 (ou seja, * — 22 > 0 em 0 < z < 1). Logo, basta considerar a = 0 e
b=1.

3.4 O Teorema Fundamental do Calculo

O Teorema Fundamental do Calculo (TFC) estabelece uma relagdo entre os conceitos de derivada e
integral. Em termos praticos, ele fornece um método muito poderoso para calcular integrais sem recorrer

a definicao como limite de um somatério.

Teorema 3.4.1 (Primeiro Teorema Fundamental do Calculo). Seja f uma funcgao continua em [a,b],

entao

Fla) = /z F(t)dt

é continua em [a,b] e derivdvel em (a,b) e
d xT
F’ = — t)dt = .
@) =4 [ f0at=1(2)

Exemplos: Use o primeiro TFC para determinar:

d * d z 1 d 5
a) %/a cos tdt b) @/0 71+t2dt c) - Sey:/z 3tsen tdt

Solugdo:
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d xr
— costdt = cosx
dx J,

d/x 1 1
— dt =
dx 0 1+t2 1+ZIZ2

5 T
d—y = i/ 3tsen tdt = —i/ 3tsen tdt = —3xsen x
dr dx J, dz Js

Teorema 3.4.2 (Segundo Teorema Fundamental do Céalculo). Seja f uma func¢ao continua em [a,b],

entao
b
/ F(t)dt = F(b) — F(a).

Observagao: O Teorema Fundamental do Calculo nos permite estabelecer uma diferenca clara entre

integral definida (ntumero) e integral indefinida (fungéo).

Exemplos: Calcule as seguintes integrais:

3 0

1. / Tdx 4./ V2dx
1 —2
2

2
2. / Sxdx 5. / (3x2+m—5) dx
0

0

2 ud
3. / 3udu 6. /8 sen2xdx
1 0
Solugdo:
3 3
1./7da:=7x =783-1)=14
1
1
2 2 5
2. / Srdr = —2%| = =(4—0) =10
0 2
0
2 2
3./3u2du:u3 =2 _13=7
1
1
0 0
4. / V2dr = v2z| = V2(0— (-2)) =2V2
-2 _2
2 (E2 2 22
5. / (32° + 2 —5)de = (;U3+25x> =2+ 5 -10=0
0

0

™

6. /8 sen2xdx = 71 cos 2z
0 2

us
8

= —— 4 —.

=73
4 2

1
= —3 {cos% —cos0

Definicao 3.4.1 (Média ou valor médio de uma funcao). Se f for integrdvel em [a,b], entdo seu valor

médio em [a,b], também chamado sua média, serd:

b
M) =5 [ s
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Exemplo: Determine o valor médio de f(z) = 2% — 1 em [0,/3].

Solugao: Usando a defini¢ao acima é possivel obter:

Vel Vel
M(f) = ﬁ/o (ﬁq)w:%/{) (2% — 1)

V3
_ L[ _ L |33
-4
1-1=0

Teorema 3.4.3 (Teorema do valor médio para integrais definidas). Seja f wma fungdo continua em

[a,b], entdo em algum ponto c € [a,b],

10 = 5= [ Ty,

Observagao: Definimos anteriormente que o valor médio de uma fungao continua ao longo de um intervalo
fechado [a, b] como sendo a integral definida f: f(x)dx dividida pelo comprimento b — a do intervalo. O
TVM para integrais definidas afirma que esse valor médio é sempre assumido pelo menos uma vez pela

funcdo f no intervalo.

Exemplo: Determine o valor médio de f(z) = 4 — z em [0,3] e em que ponto do dominio f assume o

valor médio.

Solucao: Sabemo, por definicdo de média, que

13 1 z?
M = — 4—z)dr = = |4 — —
1) = grg o= [ 2}0
1 9 5
= — 1 — — = —
3{2 2} 2
Pelo T.V.M. para integrais, temos
5 5 3
izf(c)zél—c = c:4—§ = c= g

Area total

Definicao 3.4.2. Se y = f(z) for ndo negativa e integravel em [a,b], entao a drea sob a curva y = f(x)

em [a,b] serd

A= /ab f(z)dx.

Exemplo: Calcule a area sob y = x no intervalo [0,b] com b > 0

Y
Solugao: [}
/b 2 b b2
zdr = —| = —
0 0 2
0 b T
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Se a area estiver em [a, b],

Y
b 2 2
/ rdr = — — a—, a<b
o 2 2
T
Y
b
/ cdr = c(b— a),
¢ constante arbitraria
0] a b T
Yy
b 3 3
b a
2
de = — — —, <b
/a xodx 3 3 a
N
0 T

A soma de Riemann contém termos do tipo f(cx)Axy que fornecem a area de um retdngulo quando
f(cx) € positiva. Qaundo f(ci) é negativa, o produto f(cx)Axy é a area do retangulo com sinal negativo.
Quando somamos tais termos para uma fungdo negativa, obtemos o oposto da area. Neste caso, para

obter area positiva, tomemos o valor absoluto.

2

Exemplo 1: Calcule a area determinada pela curva y = —x* — x + 6 e 0 eixo .

Solugao: Podemos escrever a cursa y na forma

y=—(x+3)(x—2)

Y
Notemos que a curva y é nao negativa em
[-3,2]. Logo,
2
2 3 2
9 T T 125
—x° — 6|de=|————+6 =—
[3 [ x T+ } T { 3 5 + z] 6
-3
0 x

Exemplo 2: Calcule:
a) a integral definida de f(z) = sen z em [0, 27]

b) a area entre o eixo x e f(z) em [0, 27].
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Solugdo:
a)
2m

2m
/ sen xdx = —cosz| =—-1—(—-1)=0.
0 0

E natural observar que a integral se anula pois as partes do grafico acima e abaixo do eixo = se anulam.

Y

N2

b) Dividindo o dominio, temos:

T
/ sen xdr = —cosx
0

0

Yo o()=-2

™

27
/ sen xdxr = — cosx
s

Portanto,
A=204|-2/ =4

Exemplo 3:

a) Calcule a &rea da regiao limitada pelo gréifico de f(z) = 23, pelo eixo = e pelas retas * = —1 e
r =1

1

b) Calcule/ 3dx.
-1

Observemos inicialmente a regiao delimitada pelas curvas do item a).

Y

A

Portanto,

1 0 1 24
A= / 2dx = / 23dx —|—/ 2dr = =
-1 1 0 4
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Exemplo 4: Calcule a 4rea do conjunto de todos os pontos (x,%) tais que 22 < y < y/x em [0, 1].

Y

Para calcular a area da regiao delimitada pelas curvas acima basta considerar:

5 3

1 1
1 3/2 3
a- [ [ﬁ_ﬁ]dx:[z_xH N
0 0 0

Outra forma de estudar o calculo de area de regides arbitrarias é:

1
3/2

1
A1=/ \/de:x—
0

3
2

0

Portanto,
1

A=Ay — Ay == —

1
3

W Do

3.5 Mudanga de variavel ou regra da substituicao

A regra da substituicdo é uma técnica de integracao desenvolvida invertendo-se a regra da cadeia.
Sejam f e g tais que S(g) C D(f). Suponha que F' é uma primitiva de f. Entdo F(g(z)) é uma
primitiva de f(g(x))g’(z). De fato, pela regra da cadeia,

Portanto,
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Assim, se fizermos a substituicdo u = g(z), entdo:

[tang@ds = [ L Fg@)is = Plo@) +c

Fu)+c= [ F'(u)du = /f(u)du

Mais precisamente, temos os seguinte resultado:

Teorema 3.5.1 (Regra da substituigao). Se u = g(z) € uma fun¢do derivdvel cuja imagem é um intervalo

I e f € continua em I, entao

[ rtatang @) = [ s

Exemplo: Calcule as integrais abaixo:
a) /25(:\/ 1+ z2dx b) /cos(?@ +5)df c) /x3 cos(z* 4 2)dx

Solugao:

a) Consideremos a seguinte substituicdo: u = 1 + 22, ou seja, du = 2zdz. Desta forma,
2 2
/295\/ 1+2%dz = /\/ﬂdu = §u3/2+c= 5(1+9c2)3/2 e
b) Considerando u = 70 + 5, temos du = 7df e, portanto,
1 1 1 1
/605(79 +5)df = /cos u?du =5 /cos udu = —sen u +c= ?sen(79 +5)+¢
c) Seja u = x* + 2, assim, du = 4r3dz. Logo,

1 1 1 1
/x?’ cos(zt + 2)dx = /cos uzdu =1 / cos udu = gsenu +c= Zsen(x4 +2)+ec.
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