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Resumo

Em matematica, o Teorema de Bolzano-Weierstrass é um teorema fundamental na analise real. Esse te-
orema é extremamente util em calculo, topologia e outros ramos da matemaética, pois fornece uma maneira
eficaz de provar a existéncia de limites, derivadas, integrais, certos tipos de solucoes e outros objetos impor-
tantes na matematica. Muito embora este resultado tenha uma relevante importancia, sabemos que houve
uma soélida e importante construgao para chegar no atual reconhecimento deste resultado.

Em primeiro lugar, é sabido que ha intmeras diferencas entre o célculo da época de Isaac Newton e
Gottfried Leibniz e o calculo que veio depois da época de Augustin-Louis Cauchy e Bernard Bolzano, e uma
dessas diferengas recai no conceito de fungao. Por volta de 1700, o calculo lidava com a nogao de variaveis e
pelos anos 1800 ja se usava a ideia de funcao. A palavra funcao apareceu, pela primeira vez, em um artigo
escrito por Leibniz em 1692, onde ele chamava de fungoes as quantidades geométricas variaveis relacionadas
a uma curva, tais como: coordenadas, tangentes, subtangentes, normas, raios de curvatura, etc. Todavia,
foi juntamente com Johann Bernoulli que o conceito e a simbologia usados para representar func¢oes ficaram
estabelecidos.

Finalmente, em 1718, Bernoulli definiu o conceito formalmente pela primeira vez, e essa definicao foi
usada e padronizada por Leonhard Euler em sua obra Introduction in Analysin Infinitorum (1748) da seguinte
maneira: “Uma funcao de uma quantidade variavel é uma expressao analitica formada de qualquer modo por
tal quantidade variavel e por nimeros ou quantidades constantes”.

Visto que a ideia de fungao é essencial para os principais conceitos da anélise matemaética, o Teorema de
Bolzano-Weierstrass entra neste contexto por ser um dos componentes-chaves da analise matematica. Deste
modo, a aplicabilidade de tal teorema se d& tanto na matematica pura quanto na matematica aplicada.

Diante disso, sabe-se que a nocao de continuidade é um dos pontos centrais da Topologia e tem diversas
aplicagoes, tanto na Matematica, quanto em outras areas da ciéncia. Intuitivamente, uma funcao é continua
num ponto de seu dominio quando seu grafico nao apresenta “salto” ou “interrupg¢ao” nesse ponto. De fato, essa
ideia intuitiva precisa ser esclarecida com um certo rigor e as propriedades mais elementares da continuidade
de uma funcao estudadas em detalhes. Dai, o Teorema de Bolzano-Weierstrass surge como uma ferramenta
poderosa em diversos aspectos.

Esse trabalho, fruto de uma iniciacao cientifica que estd em andamento, tem o objetivo de investigar
e apresentar Aplicagoes do Teorema de Bolzano-Weierstress, donde diz que dada uma sequéncia limitada,
estando seus elementos confinados a um intervalo [a, b], eles sdo forgados a se acumularem em um ou mais
“lugares” desse intervalo.

Teorema 1. (Bolzano-Weierstress) Toda sequéncia limitada (a,) possui uma subsequéncia conver-
gente.
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Como consequéncia deste Teorema, enunciaremos aqui alguns resultados que serao tuteis na prova das
aplicagoes do Teorema de Bolzano-Weierstress.

Teorema 2. Seja f uma fungao continua definida no intervalo fechado e limitado [a,b]. Entdo f atinge
seu maximo e seu minimo.

Teorema 3.(Teorema do Valor Intermedidrio) Seja f uma funcao continua definida sobre um in-
tervalo fechado e limitado [a,b] e f(a) < f(b). Entdo, para todo r € R tal que f(a) < r < f(b), existe um
elemento ¢ €|a, b tal que f(c) =r-r, é considerado um valor intermediario.

Teorema 4. (Teorema de Transporte de Intervalos) Seja f uma funcdo continua definida no intervalo
limitado e fechado [a, b]. Entao o conjunto de imagens de f é o intervalo limitado e fechado
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Colorario 5. (Solugoes de Equacgoes) Seja [ uma fungao continua definida no intervalo limitado e
fechado [a,b] e f(a)f(b) < 0. Assim, a equagao f(z) = 0 tem, pelo menos, uma solu¢ao em |a, b].

Apresentaremos agora algumas aplicagbes do Teorema 1 aplicado a func¢bes continuas sobre o intervalo

la, b].

Aplicagao 1. Seja h : [0,1] — [0, 1] uma funcdo continua. Entdo, a equagado x = h(z) tem, pelo menos,
uma solugao z em [0, 1], com Z sendo um ponto fixo de h. De modo mais geral, seja g : [0,1] — [0, 1] uma
fungao continua e sobrejetiva. Entao, a equagao g(z) = h(z) tem, pelo menos, uma solu¢ao em [0, 1].

Aplicacao 2.
i) Seja I um intervalo e f : I — J uma fun¢ao continua e injetiva. Entdo f é estritamente monétona.

ii) Seja I um intervalo e f : I — J seja uma fung¢ao continua e bijetiva. Assim, sua fungao inversa
f~t:J — I é continua.
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