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Resumo: O processo de modelagem de diversos problemas recaem em uma equag¢do diferencial, e que para
resolver o problema, devemos encontrar a fun¢do solu¢do da equac¢do diferencial. O propdsito deste trabalho
é estudar o método numérico de passo miltiplo de Adams-Bashforth-Moulton de 4% ordem, para encontrar a
solucao aprorimada da equacdo diferencial ordindria de primeira ordem que modela o decaimento do carbono-
14, costumeiramente utilizado no processo de data¢dao. Para tal, fazemos a descri¢ao do processo de modelagem
matemdtica do processo de datagdo por decaimento radiotivo do carbono-14 e a descrigao do método objeto de
estudo. Por fim, mostramos a solucdo analitica do problema e a comparamos com a solugcdGo numérica fornecida
pelo método numérico. Constatamos a eficiéncia do método na resolucao de problemas do tipo.
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1. Introdugao

Uma equagéo diferencial ordindria (EDO) consiste em uma equagio formada por derivadas e cuja incégnita
é uma fungao dependente somente de uma variavel. Diversos problemas sao modelados através de uma equagao
diferencial ordinaria. Neste trabalho, buscamos a resolu¢ao numérica de uma EDO em particular.

Uma interessante aplicacao das EDQO’s ocorre no processo de datacao por decaimento radioativo. Cada
elemento radioativo possui um decaimento caracteristico, no qual o tempo que este elemento leva para sua
atividade ser reduzida a metade é chamado de meia vida. No processo de datagao por decaimento radioativo,
o elemento mais usual é o carbono-14 que apresenta meia vida de aproximadamente 5.730 anos e pode datar
materiais de até 40 mil anos, mas se torna ineficiente em datagoes de objetos com idade maior que 40.000 anos.

No presente trabalho buscamos explorar o processo de decaimento radioativo do carbono-14 descrito por
uma EDO de primeira ordem, utilizando o método numérico de Adams-Bashforth-Moulton de 4% ordem. Este
é um método de passo miltiplo que tem como objetivo a resolucao de problemas de valor inicial. Para tanto,
o método foi implementado em linguagem computacional Python, por seu ficil manuseio e versatilidade, na
implementagdo dos métodos e elaboragao dos graficos. A fim de testar a eficiéncia do método numérico na
resolugao de problemas do tipo, faremos a comparacao da solucao analitica com a obtida numericamente.

2. Modelagem Matematica

Com o passar do tempo, devido a sua natureza instavel, os elementos radioativos apresentam uma redugao
da massa e da atividade do nucleo instavel, a uma frequéncia que lhe é caracteristica, até se rearranjar em
um modelo mais estavel. Esse processo de transmutagao dos nucleos instaveis em formas mais estaveis é
denominado de decaimento radioativo. Uma forma de analisar o decaimento é medindo o tempo necessario para
que a atividade do nucleo radioativo seja reduzida & metade, a chamada meia vida. Tal descrigao é feita por
meio de uma equacao diferencial ordinéria.

A taxa na qual ocorre o processo de decaimento em um material radioativo é diretamente proporcional ao
numero de ntcleos radioativos presentes na amostra, ou seja, aqueles nicleos que ainda nao sofreram decaimento.
Se denotarmos por () a quantidade de matéria radioativa presente em um determinado momento t, a taxa de
variagao de @) é expressa por:

aQ
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De acordo com (ALVES)] 2015), resolvendo a EDO pelo método analitico de varidveis separaveis, obtemos a
expressao de @:

Q = Qoe ™, (1)
sendo A a chamada constante de decaimento, que é relativa a cada material radioativo e Q¢ a quantidade de
matéria que ainda nao decaiu num instante ¢t = 0.

Note que ainda nao é possivel determinar o valor da constante de decaimento. De acordo com (GARCIA;
GONCALVES; BUSKE! [2011), considerando a meia vida de um elemento como Ti), e Q = %, segue das

equacoes anteriores que:

Qo ATy
= Qoe .
2
Dai,
In2
T /2'
Assim, podemos determinar a constante de decaimento conhecendo a meia vida de um elemento, possibili-
tando calcular a sua taxa de decaimento.

A

3. Metodologia

Grande parte dos problemas descritos por EDO’s nao podem ser resolvidos por meio de um Método Analitico,
pela inviabilidade do problema ou pela inexisténcia de solugdo analitica, (MAIOLI; AFONSO, [2015) e
|GUEIREDO|, |2021I). Por esse motivo, sao utilizados os Métodos Numéricos, que contornam as dificuldades en-
contradas na obtencao de solucoes analiticas, fornecendo, por meio de algoritmos, o que chamamos de solugoes
numéricas (uma aproximagao a solucdo analitica).

Para a resolugdo numérica das EDO’s com valor inicial, utilizamos o método de passo Adams-Bashforth-
Moulton de 4° ordem, que é um método de passo miltiplo e consiste na combinacao de dois outros métodos
(]LOBAO; SANCHES; FURLANL |2017|). O primeiro é o método de Adams-Bashforth de passo 4, considerado
um método explicito, pois utiliza no calculo de um novo ponto somente informacoes de pontos ja determinados.
A equagao de iteracao deste método é dada por:

h
Yiel = Yi + ﬂ(55fi —59f;_1+37fi—o—9fi_3).

J& o segundo é o Adams-Moulton de passo 3, que é um método implicito, utiliza no cilculo de um novo ponto
os valores ja calculados e uma estimativa do valor a ser calculado. Este método tem como equacao de iteracao:

h
Yitl = Yi + ﬂ(g.fi—&-l +19f; = 5fi—1 + fi—2).

Conforme , o método explicito, por sua construgao, nao gera bons resultados . J& o método
implicito precisa ser utilizado em conjunto com o método explicito, pois necessita de uma estimativa do préprio
valor a ser calculado. Dessa forma, a ideia da combinagao desses dois métodos é predizer e corrigir os pontos
calculados: o método explicito utiliza uma estimativa inicial dos valores e o implicito faz uma correcao (refina
essa estimativa), caracterizando um método do tipo preditor-corretor. O corretor pode ser aplicado mais de
uma vez para melhorar ainda mais o resultado.

Em uma primeira iteragao de um método de passo multiplo, j4 s@o necessarios valores iniciais dos pontos
que queremos estimar; o que pode parecer ambiguo. Para solucionar esta questao, utilizamos um método de
passo simples, aquele que na estimativa de um novo valor utilizam informagoes de um tnico ponto estimado
anteriormente, para terminar uma estimativa. Neste trabalho, optamos por utilizar o método de passo simples
de Runge-Kutta de 4° ordem, que, apesar de agregar uma quantidade maior de iteragces, dispoe de uma precisao
maior do que a maioria dos outros métodos de passo simples (MAIOLIL; AFONSO, 2015)). A equagao de iteragao
deste método é dada da seguinte forma:

h
Yit1 = Yi + g(kl + ko + ks + ka),
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sendo

h h h h
kv = f(wi,y:), k2=f<$i+2,yi+2/€1>, k3=f<$i+2,yi+2/€2) e ky= f(x;+ h,y; + hks).

Temos ainda que h é definido por:
b—a
h = ,
m

sendo a e b os extremos do intervalo em que calculamos a solucao, e m o nimero de partigoes, uma vez que o
dominio deve ser discretizado para construgao do método.

4. Resultado e discussao

Consideremos o seguinte Problema de Valor Inicial (PVI):

Q/ = 7>‘014Q
Qo = 100%, para Qo = Q(0)
0 <t <50.000

Como apresentado na modelagem matemaética, para calcularmos a taxa de decaimento de um material radi-
oativo, precisamos conhecer a sua constante de decaimento que, por sua vez, pode ser determinada conhecendo
a meia vida do material. A meia vida de um elemento radioativo é obtida experimentalmente. Para o carbono-

14, é de aproximadamente 5.730 anos (ALVES, [2015). Sabendo disso, podemos calcular a sua constante de
decaimento:

In2 In2
Aoy, = = = —— = 1,20968 x 10~ *.
@4 T, 57300
Considerando a proporcao de massa radioativa no instante inicial Q¢ = 100%, da Equacao segue que o
decaimento radioativo do carbono-14 é dado por:

Q= o(—1,20968 10*4)75.

Esta é a solugao analitica do problema de decaimento do carbono-14 que utilizaremos para comparar a solugao
obtida através do método numérico.

Na implementacao do método de Adams-Bashforth-Moulton de 4® ordem feita em linguagem computacional
Python, inicialmente consideramos um numero de 7 e 10 subintervalos para o célculo da solugao numeérica. Pos-
teriormente, utilizamos 20 e 30 subintervalos para verificar se havia melhora no obtengao da solugdo. Apds essa
implementacao, geramos o grafico das solugoes analitica e numérica para comparé-las. Em todos os graficos da
Figura temos a solugao analitica em azul e as solu¢Ges numeéricas em vermelho usando diferentes quantidades
de subintervalos.

Na Figura , temos o gréafico da solugao numérica com sete subintervalos, em que percebemos que os
pontos calculados ficaram distantes da solugao exata, cometendo erros significativos na aproximagao da solucao.
J4 na Figura [IB] cuja implementacgao foi feita utilizando 10 subintervalos, podemos notar uma melhora na
aproximacao da solucao obtida pelo método. Isso ocorreu por conta da tamanho de h, que foi relativamente
menor. Analisando as Figuras e é perceptivel a relagao existente entre o tamanho subintervalos e
a aproximagao com a solugao analitica, constatando que quanto maior for a quantidade de subintervalos ou,
equivalentemente, quanto menor o h, mais préxima a solugao numérica encontra-se da solugao exata. Dessa
forma, podemos constatar que o método numérico se mostrou eficiente na resolugao do problema proposto.
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Figura 1: Solugdo Analitica e Numérica do problema de decaimento radioativo do carbono-14

5. Conclusoes

Neste trabalho apresentamos o problema de decaimento radioativo do carbono-14 cuja solucao é dada por
resolver uma equacao diferencial ordinaria. Mostramos a solugao analitica do problema, que modela a taxa de
decaimento do carbono-14, a descrigdo do método numérico Adams-Bashforth-Moulton de 4° ordem com o qual
encontramos a solugao numérica e, entao, fizemos a comparacao da solugao analitica com a solucao numérica
obtida.

Observando os resultados graficamente, percebemos que, ao comparar a solugao analitica e solugao numérica,
o método numérico apresentou uma eficiéncia expressiva na resolucao do problema, aproximando-se tanto da
solucdo analitica a ponto de tornar dificil diferencid-las. Além disso, com esta andlise dos graficos, é per-
ceptivel que a partir de 40.000 anos o percentual de carbono-14 que ainda nao decaiu é muito préoximo de zero,
confirmando a ineficiéncia deste elemento na datacao de objetos que apresentam idade superior a 40 mil anos.
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