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Resumo: Os Métodos Gradientes Conjugados tém sido estudados desde a década de 1950, a motivacao para tal
era a solucao de sistemas provenientes da discretizacdo de equacoes diferenciais parciais viabilizadas pela entrada
dos computadores nos calculos cientificos. Neste presente trabalho, buscamos apresentar e introduzir o Método
dos Gradientes Conjugados, desde a sua fundamentacao tedrica a implementacao do algoritmo estabelecido pelo
Meétodo, estabelecendo assim suas propriedades e aplicacoes.
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1. Introdugao

Os Métodos Gradientes Conjugados (MGC) tém sido estudados desde a década de 1950, a motivagao para tal
era a solucao de sistemas provenientes da discretizagao de equagoes diferenciais parciais viabilizadas pela entrada
dos computadores nos calculos cientificos. A base para o que seria futuramente desenvolvido é amplamente
creditado ao trabalho de [Hestenes e Stiefel (1952)).

Para uma matriz A definida positiva, resolver sistemas da forma Az = b, equivale a minimizar a fungao
vetorial

1
f(z) = ixTAx —vTr+e,
onde x = (21,2, -+ , o) € R”. Com efeito, sendo A definida positiva, a fungdo quadratica é convexa e portanto

possui um unico ponto critico que é seu minimizador. Ou seja,
1
¥ = argmin {2I’TAI’ —blx+e ze R"} S Vf(z*)=0& Ax™ =b.

Iremos inicialmente, apresentar algumas definigoes e resultados importantes acerca da construcao do Método
dos Gradientes Conjugados de forma a apresentar as ferramentas utilizadas no desenvolvimento teérico. Dessa
forma, os resultados a seguir sao cruciais para um melhor entendimento da parte pratica do MGC.

Seja A uma matriz n X n simétrica definida positiva. Os vetores dy,dy, - - ,dj sdo chamados A-conjugados
se

diTAdj =0, paratodo i # j.

comt,j=0,1,--- k.
Perceba que essa definigao pode ser ampliada para matrizes que nao sejam definidas positivas. Porém, caso
A seja definida positiva e dg,dq, - - ,d; nao nulos, entao esses vetores sao linearmente independentes.

Teorema 1. Considere o problema
1
minimize f(x) = imTAm —bTr + e,

onde A € R™™™ € simétrica definida positiva, b € R™ e c € R. Sejam dg,dy,- - ,dp_1 direcies A-conjugadas e
seja xg € R™ um ponto inicial arbitrdrio. Definimos

Tpt1 = Tp + Apdy,

onde A\ € o passo dtimo da minimizac¢ao de f(xy + Adg). Seque dai os sequintes resultados:
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. -V Tq
(Z) Ak = 7fq(~xk) u 5
dy” Ady,

(#ii) x, € o minimo de f em R".

Teorema 2. (Teorema dos Subespacos Erpandidos) Sob as mesmas hipdteses do Teorema 1, temos que
xr minimiza [ em By = {do,d1, - ,dx—1}, para k =1,--- n.

2. Metodologia

Esta foi uma pesquisa realizada de forma exploratéria, onde estudamos os principais livros e artigos de
autores que sao referéncia na drea de Otimizacdo, dentre eles Friedlander| (1994), Bertsekas| (1996), Burden |
[Faires| (2003), Martinez e Santos| (2020), [zmailov e Solodov] (2018). Semanalmente eram expostos, em encontros;
nossos estudos na forma de semindrios, nesses seminarios sob orientacdo do Prof. Dr. Luiz Antonio da Silva
Medeiros discutimos e demonstramos todos os conceitos aqui apresentados.

3. Resultado e discussao

O método de Gradiente Conjugado (MGC) proposto por Hestenes e Stiefel, no ano de 1952, gera um conjunto
de n diregoes conjugadas e de descida para f : dg,dy,- - ,dp—1, com dy = =V f(x0) e

dit1 = =V f(@p41) + Brdy, (1)

onde B é um escalar e deve ser escolhido de modo que duas diregoes seguidas dy, e diy1 sejam A-conjugadas,
ou seja, dj, Adj, = 0, assim
Vf(wr1)" Ady,

e = =" ady

(2)

Teorema 3. As direcoes di,, k =0,1,--- ,n — 1 gerados por[d] e[q sdo dire¢oes A-conjugadas.

Teorema 4. Depois de k iteragoes do MGC, os gradientes V f(xo), Vf(z1), -,V f(xk—1) sdo mutuamente
ortogonasis.

A maneira de calcular o residuo r, em uma iteragao k (rp = b— Az, = —V f(xy)), assim como A e S, nao é
Unica, existem diversas férmulas cujas combinagGes fornecem varias versoes do MGC. No entanto, apesar de que
todas essas versoes sejam matematicamente equivalentes, sua implementagao computacional nao é. Buscamos
a versao que apresenta em termos de trabalho computacional, memoria gasta e precisao. Segundo
tal versio calcula 74, Ay e () da seguinte forma:

T

. Tk™ Tk

i) Adp = ——;

(1) Ak T Ad

(i) k41 = 16 — M Ady;
T

Tk+1?"k+1

A

Através da construcao feita até aqui com base nos ultimos resultados, podemos exibir um algoritmo de
Gradiente Conjugado propicio ao uso com fins de otimizagao de fungoes quadraticas:
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e Inicializagio: Sao dados a estimativa 0 < xg € R™ e € > 0;

do =rg=—Vf(x9) =b— Axp; (se dy = 0 paramos)

8o =10 03
k=0;
e Parak=0,1,---
do
hi = Adg; \p = ——;
k k> Ak 0T hr

Tpt1 = T + Apdi; 741 = Tk + Agdy; (se < 1 devolve)
Se ||rk+1l| < €, saida com z, = xp41; (paramos)

T
01 = Thg1” Thatts

do = d1; (aqui muda a iteracdo)
di+1 = k41 + Brdk.

Quanto a memoria ocupada: sao necessarios vetores de dimensao n para armazenar h, x, r, d e uma matriz
de dimensao n X n para armazenar A (numa implementacdo para sistemas esparsos, o armazenamento de A
depende de seu ntmero de elementos nao nulos e da estrutura de dados usada).

Quanto ao esfor¢o computacional gasto: temos, por itera¢do, um produto de matriz por vetor (Ady) e dois
produtos internos, além das multiplicagbes por escalar e adigbes envolvidas nas férmulas recursivas. Logo, o
niimero de operagdes por iteragio é O(2n?).

Com consideragoes adicionais pode se mostrar um resultado ”mais forte”’sobre a convergéncia do MGC,
conforme estabelece o teorema a seguir.

Teorema 5. Se a matriz A de ordem n possui n autovalores distintos, entao O MGC converge, no mdzimo,
em n iteragoes.

Por fim, apresentamos em prética o algoritmo recém exibido e a aplicagdo do Método do Gradiente Conju-
gado. Optamos por exibir um exemplo de uma funcao quadratica bidimensional, justamente para acompanhar
geometricamente as sequéncias geradas pelo métodos evidenciando as suas propriedades.

3
Exemplo 1. Dada a fun¢do quadrdtica f(x) = §x2—2x+2xy+8y—|—3y2, ao aplicarmos o algoritmo apresentado,

tomando como ponto inicial xo = (—2,2), obtemos os sequintes resultados:

d; d; h; i Tit1 Tit1 Bi
=0 (12:8) 308 (52.72) 13/75 | (0.08; —0.613) | (2.086; —4.43) | 0.139
T=1 | (4.654; —3.368) | 28.9865 | (7.226; —10.9) | 0.4121 2:-2) 0:0) -

Tabela 1: Resultado do Algoritmo MGC aplicado & funcao do Exemplo
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Dessa forma, como ro = (0;0) podemos concluir que xs = (2;—2) é o minimizador desta fun¢do, ou seja, o
vetor ¥ = xg = (2;—2) € solugao do sistema Ax = b, onde

SR

Graficamente, temos a sequinte representacao do processo de minimizagao desta funcao através do algoritmo:

Figura 1:  Algoritmo MGC do Exemplo [I] utilizando o OCtave.

4. Conclusoes

A pesquisa permitiu estabelecer o Método dos Gradientes Conjugados, bem como suas propriedades, de modo
a permitir definir o seu algoritmo para obter os pontos criticos de funcées quadraticas ao tempo de analisar
a sua convergéncia. Para isto, aplicamos o método em exemplos bidimensionais para melhor visualizacao e
entendimento do algoritmo. Entretanto, da pesquisa, entendemos que o MGC pode ser utilizado também para
matrizes definidas negativas e algumas vezes, para matrizes quadradas arbitrarias, estas sem garantias de que
o algoritmo convirja.
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