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Resumo: Neste estudo, exploramos o Teorema dos Zeros de Hilbert e sua aplicacao na Geometria Algébrica.
Realizamos uma revisdo abrangente das principais defini¢coes e resultados teoricos que formam a base para a
compreensao desse teorema e sua relevancia na solugao de problemas geométricos. Destacamos a importancia da
teoria de ideais, variedades algébricas, corpos algebricamente fechados e espagos afins. Além disso, abordamos
teoremas importantes, como o Teorema da Base de Hilbert, que se mostrou essencial para a demonstracao do
Teorema dos Zeros de Hilbert, nosso objetivo principal. Este trabalho, conduzido como parte de um trabalho de
iniciacdo cientifica, representa uma contribuicdo significativa para a formagao académica da autora discente e
0s resultados obtidos ampliaram sua compreensao tedrica e prdtica do Teorema dos Zeros de Hilbert, abrindo
caminho para futuras pesquisas e avangos na drea. Em resumo, este estudo destaca a importancia de estabelecer
uma base teorica solida para a abordagem de teoremas importantes, como o Teorema dos Zeros de Hilbert, e
demonstra a relevancia desse teorema na Geometria Algébrica.
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1. Introdugao

O Teorema dos Zeros de Hilbert, ou Nullstellensatz Hilberts, como é conhecido em alemao, estabelece uma
conexao entre variedades algébricas e ideais em anéis de polindémios sobre corpos algebricamente fechados. E
um resultado de destaque na Geometria Algébrica, revelando vinculos entre a dlgebra e a geometria.

O objetivo central deste trabalho é apresentar uma das verstes desse teorema, assim como sua demons-
tragao, e destacar uma aplicacao relevante. Para essa andlise, tomamos como base principalmente as referéncias
(BORGES; TENGAN] 2015), (ATTYAH; MACDONALD] [1969) e (FULTON] 2008).

Iniciaremos apresentando as principais definigoes e resultados fundamentais necessarios para a compreensao
do assunto deste trabalho. Isso inclui a teoria de ideais em anéis de polinomios e variedades algébricas, que sao
conceitos importantes para o entendimento deste Teorema.

Na sequéncia, discutiremos a importancia do Teorema da Base de Hilbert como um componente essen-
cial na demonstracao do Teorema dos Zeros de Hilbert, evidenciando seu papel na construcao de argumentos
matematicos coerentes.

Além disso, exploraremos o Teorema dos Zeros de Hilbert examinando suas implicacoes na Geometria
Algébrica e destacando sua relevancia na conexao entre variedades algébricas e ideais de polindmios.

Finalmente, apresentaremos uma aplicagao pratica do Teorema dos Zeros de Hilbert no contexto da Geo-
metria Algébrica, a correspondéncia entre variedades algébricas e ideais radicais.

2. Metodologia

Este trabalho decorre de uma iniciacao cientifica e tem como principal objetivo a demonstracdo do Teorema
dos Zeros de Hilbert e a apresentagao de uma aplicagao na Geometria Algébrica. A metodologia adotada é
composta pelas seguintes etapas:

Comegamos com uma revisao bibliografica abrangente, que engloba desde os conceitos basicos, como tipos
e propriedades de ideais de polinémios sobre anéis comutativos, definicao de variedades algébricas afins e ideais
de definicao, até resultados mais complexos, como o Teorema da Base de Hilbert. Essa revisao fornece uma
base sdlida para a compreensao da demonstracao do Teorema dos Zeros de Hilbert, permitindo uma anélise
mais clara do resultado.

Em seguida, avancamos para a demonstracao do Teorema dos Zeros de Hilbert, seguindo uma abordagem
detalhada. Esta etapa é essencial para a compreensdo completa desse teorema. Além da demonstragdo, ex-
ploramos uma aplicagdo deste teorema na Geometria Algébrica. Demonstrando, assim, como esse teorema
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desempenha um papel importante na conexao entre algebra e geometria.

A metodologia é concluida com a sintese das conclusoes e implicagoes do trabalho, destacando a relevancia
tedrica e pratica do Teorema dos Zeros de Hilbert e sua aplicacdo. Além disso, todas as fontes consultadas ao
longo da pesquisa serdo devidamente referenciadas, garantindo a integridade do trabalho.

3. Resultado e discussao

Nesta secao, destacamos as principais defini¢oes e resultados estudados durante a realizagdo do trabalho.
Esses conceitos sao fundamentais para alcangar o objetivo da demonstracao do Teorema dos Zeros de Hilbert e
para uma melhor compreensio da aplicacao deste teorema na Geometria Algébrica.

Dessa forma, enfatizamos a importancia das definigoes e resultados apresentados a seguir, pois eles constituem
a base tedrica essencial para a consecucao de nossos objetivos neste estudo.

Defini¢ao 1 (Corpo algebricamente fechado). Um corpo k é considerado corpo algebricamente fechado se, para
todo polinémio nao constante f(z) € k[z], existe um elemento a € k tal que f(a) = 0.

Definicao 2 (Espago Afim). Seja k um corpo. O espaco afim n-dimensional (sobre k) ¢ definido por
AZ = {(a1?a2a"'7a'n) | a; S k,'L - 1,71}

Simplesmente, A} é o conjunto k"™ =k x k x -+ X k,n vezes (produto cartesiano, considerado sem estrutura
de espaco vetorial).

Defini¢ao 3 (Variedade Algebrica Afim). Uma variedade algébrica afim X definida por um ideal I C k[z1, o, ..., z,)
é o conjunto

X =V({I)={pem A} | f(p) =0, para todo f em I}.

Definigao 4 (Ideal de defini¢ao). O ideal de defini¢ao da variedade algébrica afim X, é denotado por J(X). Este
ideal é o conjunto de todos os polinémios f(z1,Za,...,2Z,) em k[x1,Za,...,2,] tais que f(a1,a2,...,a,) =0
para todo ponto (a1,as,...,a,) € X.

Teorema 1 (Teorema da base de Hilbert). Seja A um anel noetheriano. Entdo, o anel de polinémios A[x] é
noetheriano.

Lema 1 (Lema de Zariski). Seja k C L uma extensao de corpos tal que L é finitamente gerado como k-dlgebra,

ou seja, existem aq,...,a, € L satisfazendo L = k[aq,...,a,]. Entdo k C L é algébrica.
Proposicao 1. Seja k corpo algebricamente fechado. Todo ideal maximal 9 C k[x1,...,z,] é da forma
M= (1 —a1,...,Tn— ay),
para certos ai,...,a, € k.
Teorema 2. Se k é um corpo algebricamente fechado e se I C k[z1,x2,...,2,] é um ideal préprio, entao
V(I) #0.
Demonstragao. Seja I C k[xy,xo,...,x,] um ideal préprio, entao existe M C k[xy, xo, ..., x,] maximal tal que

I C 9. Logo V(M) C V(I). Pela proposigao |1} existem aq,...,a, € k tais que M = (z1 — a1,..., Ty, — ap).
Portanto,

Vi —ar,...,xn —ay

com p = (ay,...,a,). Portanto, V(I) #

Teorema dos Zeros de Hilbert (Nullstellensatz). Seja k& um corpo algebricamente fechado e seja I C
klz1,...,2,] um ideal. Entao

IVI) =VI
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Demonstracdao. Seja h € VI, entdo existe m >> 0 tal que "™ € I. Seja p € V(I) arbitrdrio. Logo,

Logo, h € 3(V(I)).

Reciprocamente, tome g € J(V (I)). Pelo Teoremall]podemos escrever geradores I = (f1,..., fr) C klz1, ..., 2y).
Agora, considere o ideal
J=(f1,. s frstg—1) Cklxy,...,2n,1]

onde t é uma indeterminada sobre k[x1, ..., 2,]. Considere também a variedade correspondente
+1
V(J) CA.

Note que os polinémios fi,..., f € tg — 1 nao tém zeros em comum em AZH e, pelo Teorema [2| podemos
escrever .
1= ZHifi +G(tg — 1),
i=1

com H;,G € k[x1,...,x,,t]. Aplicando um homomorfismo de anéis adequado, obtemos a igualdade

. 1 1
125 Hilzy,...,2n,— | i+ G| -9g—1].
g g
i=1

Multiplicando por uma poténcia apropriada de g, obtemos

g9° = Z L;fs,
i—1

com L; € k[z1,...,x,]. Portanto, g € V. [ |
Corolario 1. Tem-se a seguinte bijecao
{Variedades algébricas em A} } <— {Ideais radicais em k[x1,...,2,]}.

Em resumo, os resultados estudados representam um avanco significativo na compreensao e aplicagao do
Teorema dos Zeros de Hilbert na Geometria Algébrica. Essas descobertas ndo apenas enriquecem nosso conhe-
cimento tedrico, mas também fornecem uma fundamentacao consistente para abordar problemas geométricos.

4. Conclusoes

Neste estudo, demonstramos o Teorema dos Zeros de Hilbert e uma de suas aplicagoes na Geometria
Algébrica. O trabalho abrangeu uma revisdao das principais definigdes e resultados tedricos que constituiram a
base essencial para a compreensao desse teorema e de sua relevancia na resolucao de problemas geométricos.

Em particular, destacamos a importancia da base tedrica nos estudos iniciais como ideais, variedades
algébricas, corpos algebricamente fechados e espagos afins. Esses conceitos desempenharam um papel muito
importante na andlise do Teorema dos Zeros de Hilbert, permitindo uma boa compreensao de suas implicagoes
na Geometria Algébrica.

Esse trabalho foi conduzido no contexto de uma iniciacao cientifica e resultou em uma contribuicao signifi-
cativa para formacao académica da discente. Os resultados obtidos ampliam sua compreensao tedrica e pratica
desse teorema, abrindo oportunidades para futuras pesquisas na &area.
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