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Resumo: A Topologia tem um papel extremamente relevante na ligagcdo e interagdo com todas as dreas da Ma-
temdtica, em especial, com a Andlise. Um dos grandes resultados vistos na nesta drea consiste no Teorema do
Ponto Fizo de Banach. Traremos neste trabalho, algumas aplicacoes deste Teorema para demostrar existéncia
e unicidade de solugoes para Equacoes Diferenciais Ordindrias e Equacgoes Integrais, além de demonstrar o
Teorema da Funcgao Implicita. Para realizagcao deste estudo foram feitas pesquisas bibliogrdficas e leituras em
livros textos. Os conhecimentos de tais pesquisas sao consolidados através de semindrios realizados semanal-
mente. Os resultados aqui demonstrados sao possiveis quando trabalhamos com contragoes em espagos métricos
completos, uma vez que, o Teorema do Ponto Fizo de Banach nos garante a existéncia de um unico ponto fixo
para tal contrag¢do. As principais referéncias utilizadas foram (HONIG, |2011),(LIMAL 2009), (LIMA |2005) e
(SCARDUA| (2015).
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1. Introdugao

Dentro da Matematica, a Topologia tem um papel extremamente relevante na ligagao e interacao com todas
as areas da Matemadtica, tratando-se de uma ferramenta indispensavel ao estudo de seus mais diversos ramos.
Neste trabalho, estudamos uma aplicacao na Analise Real, especificamente, o famoso Teorema do Ponto Fixo de
Banach. Iremos apresentar algumas aplicagoes envolvendo este resultado, como o Teorema de Picard, existéncia
e unicidade de solucoes de Equagoes Integrais de Fredholm e o Teorema da Fungao implicita. Para realizacao
deste trabalho foram necessarios estudos sobre: espacos métricos, contracgoes, sequéncias, funcao lipschitziana,
ponto fixo, espagos métricos completos etc.

2. Metodologia

Este trabalho foi desenvolvido a partir do estudo realizado na Iniciagao Cientifica, ainda em andamento, que
é uma das atividades do PET-Matematica-UFCG, sendo desenvolvida através de semindrios semanais expostos
pelo aluno em reunides com o professor orientador. Nestes semindrios, orientador e orientando debatem sobre
um assunto previamente determinado. Para estudo dos temas propostos na atividade foram feitas leituras de
livros textos e revisao bibliograficas.

3. Resultado e discussao

Teorema 1. (Teorema do Ponto Firo de Banach) Toda contragdo f: M — M, de um espago métrico
completo M, possui um tnico ponto fixo. Dado qualquer ponto o € M, a sequéncia z1 = f(zo), 22 = f>(z0),
ceoy n = f"(xp), . ..converge para o ponto fixo de f.

Demonstragio. Tomando arbitrariamente xo € M e pondo z, = f(f" *(z¢)). Mostremos que (z,) é
uma sequéncia de Cauchy. Por hipétese, f é uma contragao, logo para quaisquer x,y € M temos

com 0 < k < 1. Entao, dados 1,22 € M
d(z1,72) = d(f(w0), f(z1) < k-d(vo,71) = d(w1,72) <k-d(zo,21).

Continuando o processo sucessivamente e utilizando indugao, chegamos que
n
d(xn,l‘n+1) S k 'd(l‘(),l‘l),
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para todo n € N. Da desigualdade triangular temos,
AT, Tnyp) < d(Tn, Tog1) + d(Tng1, Tn2) + o+ A(Tngp-1, Togp)-
Logo, temos a seguinte desigualdade
(T, Tpgp) < (K™ + K" 4 VTP d (g, 7)
= d(Tn, Tnap) <K (L+k+E 4.+ kP - d(zg,21).

1— kP
Note que (1+ &+ K2+ ...+ k:p_l) é uma série geométrica, com soma parcial T assim

(1P K
d(l‘n,.’lfn+p) < k 11—k : d(l‘o,l‘l) < 1—k . d(.’L‘(),.Z‘l)
k,n
= d(Tn, Tpip) < 1-% - d(xo, 71)

Quando n — oo, tendo em vista que 0 < k < 1, temos que k™ tende a zero, isto é,

lim d(zp,Zptp) =0

n—oo
Assim, (x,) é uma sequéncia de Cauchy. Sendo M completo, tem-se que toda sequéncia de Cauchy é
convergente, ou seja, existe x € M tal que x = lim z,,. Ainda mais,

f(z) = f(limz,) =lim f(z,) =limz,11 ==

= f(z) ==,

isto é, z é um ponto fixo de f.
Basta provarmos a unicidade. Ora, suponha que existem z,y € M, com z # y, tais que f(z) =z e f(y) =y
entao

d(x,y) = d(f(x), f(y)) < k- d(z,y) < d(z,y),
um absurdo. Portanto, existe um tnico ponto fixo.

Como consequéncia do teorema anterior, temos o seguinte resultado:
Coroldrio 1.2. Seja T : X — X tal que, para algum m, a iterada T é uma contracdo. Entdo T tem um e
um sé ponto fixo.

Teorema 2. (Teorema de Picard) Seja f continua e lipschtziana com relagio & segunda varidvel em I, x By,
onde I, = {t; |t —to| < a} e By = {x;|x — 20| <b}. Se |f| < M em I, x By, existe uma unica solucao de

' = f(t,x), x(tg) = zo

. b
em [,, onde @« = min{ a, —

M
Demonstracgao. Se f é lipschitziana na segunda variavel, entao existe K > 0 tal que

|f(t,21) = f(t,22)] < K|(21 — 22)].

Considere o espago métrico completo E = C(I,, By). Seja u € E, defina Tu : E — E por

(Tu)(t) =20+ | f(s,u(s)) ds.
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Note que, T'u é continua, pois é diferencidvel. Ademais, T(E) C E. De fato, para todo t € I, tem-se

[(Tw)(t) — 20| < t|f(s,u(s))|ds < Mt —to] < Ma <b.
to

Logo, Tu € E. Agora, observe que dados u,v € E,t € I,, provemos que

K™t — to|™

(")) = (T™) ()] < =

lu —vl|,¥m € N.

Para m = 1 é valido pois

[(Tu)(t) — (Tv)(t)] S/t If(S,u(S))—f(S,U(S)IdSSK/t u(s) —v(s)[ds < Kt —tof - [[u —v]|.

Suponha que o resultado é valido para um determinado m, isto é,

K™t — to|™

[(T™u)(t) — (T™v)(t)] < o

[l — o],

provemos que vale para m + 1.
Com efeito,

(T u)(t) — (T o)(1)] S/t £ (s, T™u(s)) = f (s, T™v(s))| ds < K/t [(T™u)(s) = (T™v)(s)| ds

por hipétese de inducao, segue

Kerl t Km+1|t —t |m+1
m+1 _ (pm+l _ AN 0 _
(= ae) = ()01 < S o] s g0l ds = S S

Portanto, o resultado é valido para qualquer m € N. Logo, podemos concluir que
K™«
m!

m

(T u) = (T™v)|| < lu =,

mam

como ——— — 0, pois o crescimento fatorial é maior que o exponencial, assim, existe um m € N tal que T™
m

serd uma contracdo, logo o resultado segue do Coroldrio 1.1. Temos que T terd um tnico ponto fixo que é
solucao do P.V.I. inicial.

Teorema 3. (Equacgdo Integral de Fredholm) Consideremos a equagdo integral, conhecida como equagéo
integral de Fredholm, da seguinte forma

b

y@:f®+k/k@$M$ﬁ

a

onde k : [a,b] x [a,b] — R é continua e ||k|| < M. Entdo para todo A € R tal que |\ < , dada

L
M —a)
f € C([a,b],R) existe uma e s6 uma u € C([a,b],R), que é uma solu¢do da equagao integral.

Demonstragdo. Tomemos E = C([a,b],R) que é um espago métrico completo. Seja T : E — F tal que
b
(T2)(t) = f(£) + A / k(t, )2 (s) ds.
a

onde t € [a,b]. Mostremos que T' é uma contragao.
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De fato, dados u,v € E temos

b
[(Tw)(t) = (To) ()] = A/ k(t, s)[u(s) = v(s)] ds| .

Pela propriedade de norma segue

b
(Tu)(t) - (Tw) ()] < ]\ / k(t,)[u(s) — v(s)) ds

<AL NI fu(s) = v(s)| ds

Como k|| < M e |u(s) —v(s)| < |lu — v|| para todo s € [a,b] temos
b
(a0~ @] <IN [ Mlu o] ds

b
=AM — o] / ds
— M Ju— o[(b— ).

Por hipétese, temos |A| < ,isto é, 0 < ¢ = |A|M(b—a) < 1, temos

_

M((b—a)
[(Tw)(t) = (T0)(®)] < cf|u—vl|.

Por definicao de supremo, temos

[Tu—To| < cllu—v.

com 0 < ¢ < 1, ou seja, T' é uma contragao.
Logo, pelo Teorema do Ponto fixo de Banach, existe uma e sé uma fungao u € E tal que

(Tu)(t) = u(t),

isto é,
t

u(t) = f(t) +)\/ k(t, s)u(s) ds.

a
|

Teorema 4. (Teorema da Fung¢do Implicita) Seja f : [a,b] x R — R continua e derivdvel em relagao
a segunda varidvel. Suponhamos que existam constantes reais m, M tais que 0 < m < f;(x,y) < M, para
qualquer (z,y) € [a,b] x R. Entao existe uma e uma s6 funcao u € C([a, b],R) tal que f(z,u(x)) = 0 para todo
x € [a,b].

Demonstragao. Seja E = C([a,b],R) com a distancia usual. Para u € F, seja Tu definida por

(Tu)(r) = u(z) ~ 3§, u(z).

Note que Tu € F pois é a soma de fungoes continuas. Ademais, se u,v € FE e = € [a, b] temos
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[(Tu)(2) — (Tv)(2)] = ju(z) —v(z) — = [f (2, u(z)) - f(z,v(2))]

Pelo Teorema do valor médio, sendo f continua e derivével na segunda varavel, entao existe ¢ € [u(z),v(z)]
tal que

fl@ u(@)) = f(z,v(2) = (u(@) —v(@)) - fi(z,0).
Logo,

u(z) — o) = 2 lu(z) — o)y, 0

[u(z) — v(z)] (1 - JZ/(J\"ZC)N .

Por hipétese, temos 0 < m < f, (x,y) < M, assim

[(Tu)(z) = (Tv)(x)] =

0§1f%g17%<1.
Dali, segue
(T)(@) = (To)(@)] < fule) —o(@)] (1= 37) < (1= 37) lu= vl
E, portanto,

m
|Tu—Toll < (1= 22 lu =]

Concluimos que T' é uma contragao, pelo Teorema do Ponto Fixo de Banach, existe uma e s uma u tal que
(Tw)(z) = u(z), ou seja,

1

(Tu)() = ulw) = 3, ul)
u(z) = ulz) — 3, u(@))

4. Conclusoes

Apresentamos nesse texto, uma demonstracdo do Teorema do Ponto Fixo, além disso, apresentamos 3
aplicacoes desse teorema. Devido a importancia, bem conhecida, das aplicagoes apresentadas fica provada a
importancia do Teorema do Ponto Fixo de Banach. Esperamos que apds o estudo desse resumo, o leitor possa
avancar nos estudas da Matematica, em especial, para aqueles interessados no estudo das Equacoes Diferenciais.
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