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Ao falarmos sobre a matematica e as abelhas, a primeira coisa que nos vem a
mente é o formato das colmeias. Sabemos que ao realizar um corte transversal na colmeia,
obtemos um plano de hexagonos regulares, como mostra a Figura 1. Mas, porque as
abelhas utilizam, exatamente, hexagonos e ndo tridngulos, circulos ou, até mesmo,
quadrados para construir as suas colmeias? Quais seriam as vantagens de utilizar os
hexagonos e como € a real estrutura de cada alvéolo (também conhecido como favos)?
Serd que essas estruturas permitem um melhor aproveitamento do espaco e maior
armazenamento de mel? E sobre esse assunto que vamos tratar no texto de hoje.

Fonte:https://www.radioaguasclaras.com.br/culturas-de-inverno-aumentam-a-producao-de-mel-
e-preservam-o-solo/.

As abelhas constroem suas colmeias ndo apenas para guardar seu mel, mas
também para o desenvolvimento e reproducdo da sua propria espécie. Essas estruturas
sdo formadas por varios alvéolos, construidos com cera, na forma de prisma reto
hexagonal regular com um fundo néo plano. Cada favo possui 0 mesmo tipo de fundo
fechado por uma cobertura de trés losangos, permitindo, assim, um encaixe entre 0S
alvéolos.

Um dos primeiros estudiosos que se interessou pelas construgdes geométricas das
abelhas e como sdo os favos de mel foi o gebmetra (matemaético especializado em
geometria) grego Pappus de Alexandria (350 a.C. — 290 a.C.). Em seu ensaio denominado
“A sagacidade das abelhas”, ele sugeriu que o padréo hexagonal repetitivo ao se realizar
um corte transversal de um favo de mel era a opcéo arquitetdnica que utilizava a menor
quantidade de cera possivel para construir suas separagdes. Essa hipotese ficou conhecida
como “Conjectura do favo de mel” e s6 foi demonstrada em 1999, por Thomas Hales, da
universidade de Michigan (MENEZES, 2017).
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Para mostrar a veracidade dessa conjectura de forma simples, buscamos encontrar
uma forma geométrica bidimensional que pudesse ser repetida indefinitivamente para
cobrir uma area plana, de modo que o comprimento total dos perimetros das células fosse
0 menor possivel para uma mesma area. Em [1], foi mostrado que so é possivel preencher
0 plano com o mesmo poligono retangular “sem deixar espago” usando triangulos
equiléteros, quadrados e hexagonos regulares.

Figura 2. “Ladrilhamentos” do plano com poligonos regulares de 3, 4 e 6 lados.

Fonte: MELO, 2014

As abelhas poderiam utilizar qualquer uma dessas trés formas, mas até mesmo as
operéarias ndo gostam de realizar trabalho desnecessario, entdo qual dessas trés opgoes
utilizaria um menor perimetro para que a menor quantidade de cera fosse utilizada?
Agora, suponhamos que a area € igual para ambos os poligonos (A) e vamos analisar qual
deles tem menor perimetro. Denotando A a area dos poligonos, [, oladoe P, o perimetro
dos poligonos de n lados, com n = 3,4 e 6. A area do triangulo equilatero é dada por

(13)%V3 2VA
=

4 3T a3

Assim, o seu perimetro é dado por

A=

P, =3Iy = iiz .
V3
Para o quadrado, temos
A=)’ =>1,=VA.
Logo,
P, =4l, = 4VA.
Por fim, a area do hexagono regular é dada por

3(1g)%V3 V243
A=" "o

2 6 3

P, = 6l = 2\/;\/5.
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Como 4% > 4 > 2+/2+/3 (para demonstrar essa desigualdade, basta elevar os membros &
quarta poténcia). Portanto, o que tem menor perimetro € o hexagono regular.

Quando analisamos os favos apenas em duas dimensdes, vimos que as abelhas
conseguem minimizar a quantidade de cera nos perimetros entre as estruturas. Mas, esses
alvéolos devem ser tridimensionais para que ocorra o0 armazenamento de mel. Assim, as
abelhas poderiam criar os alvéolos como prismas hexagonais, entretanto isso nédo
permitiria um maior encaixe entre esses conjuntos de alvéolos denominados células.

Figura 3. Favos de mel das abelhas
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Fonte: MENEZES, 2017

Apenas em 1619, o astrbnomo e matematico Johannes Kepler (1571-1630)
descreveu com precisdo a formato do alvéolo como: prisma reto hexagonal regular cujo
fundo é a unido de trés losangos congruentes determinando um triedro que possui seus
angulos diedras (ideia de angulo estendido a figuras tridimensionais) de 120°
(MENEZES, 2017). Dessa forma, “essas células encaixam-Se perfeitamente nos fundos
formando a colmeia que é a unido de duas camadas desses alvéolos com aberturas
hexagonais para entrada.” (RAFAEL & SALLUN, 2015).

Figura 4. Encaixe dos alvéolos das abelhas.

Fonte: SARAIVA, 1999

Entretanto, as abelhas ndo param por ai! Um bidlogo e fisico René-Antoine
Ferhault de Réaumur (1683-1757), pensou: “Se as abelhas usam a forma hexagonal por
economia de cera, elas devem usar o triedro com os trés losangos no fundo também por
economia”. E ele realmente acertou, quando prop6s o seguinte problema ao seu amigo
Johann Samuel Konig (1712-1757), como forma de comprovar sua hipotese:

Problema de Réaumur: Dado um prisma de base hexagonal, devemos fecha-lo em uma
das extremidades com trés losangos congruentes, colocados inclinadamente para obter o
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maior volume com um gasto minimo de material. Quais sdo os angulos internos dos
losangos que satisfazem a condicao?

Por mais que seu amigo Konig tenha conseguido resolver o problema, ele utilizou
uma tabela de logaritmos pouco precisa. Entdo, um matematico escocés Colin Mac-
Laurin (1698-1746) melhorou os calculos e obteve que os angulos internos do losango
sdo aproximadamente 109° 28’ e 70°32'. Dessa forma, obtemos um maior volume de
fechamento, na qual o menor consumo de cera promove a maior capacidade de
armazenamento de mel. Ja em relacdo ao problema de Réaumur, deixamos como anexo
um esbogo de como resolvé-la, a partir dos conhecimentos de Calculo Diferencial e
Integral.

Portanto, notamos que as abelhas quando fabricam suas colmeias, utilizam alguns
critérios geométricos que conduzem a um melhor aproveitamento do espagco e um maior
armazenamento de mel. “Assim, nossas abelhas trabalhadoras, apesar de ndo resolverem
problemas matemaéticos, foram tdo precisas quanto matematicos do século XVIII”.
(MELO, 2014).

ANEXO

VVamos expor um esbo¢o de como resolver o problema de Réaumur. Essa seré feita
com base em Felipe Menezes (2017). Para mais detalhes consulte [2] ou [5].

VVamos considerar 6 e ip = 180° — 6 os angulos internos de cada um dos losangos
congruentes que compdem o apice triédio, como mostra na figura abaixo:

Figura 5. Angulos dos losangos do &pice triédico.

Fonte: VAIANO, A. Z; MARQUEZ, R. G; ARAUJO, J, 2015

Logo, para achar esses angulos, vamos encontrar uma expressao para a area total
desse alvéolo em funcdo de 6 e, posteriormente, derivamos e igualamos a zero.

Para descobrir a area total, vamos determinar, primeiramente, cada area (4,) dos
losangos congruentes. Sendo [ a medida de cada lado do hexagono regular (A'B'C'E'F'")
da base e observando que a diagonal AC pode ser projetada ortogonalmente na base
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hexagonal gerando o segmento A'C’ com mesma medida, temos que o triangulo A'B'C' é
isdsceles e, aplicando a lei dos cossenos, obtemos:

AC? =12+ 12— 2.1%.c0s120° = AC = I3
Assim, formamos o seguinte losango e podemos obter sua area

Figura 6. Losango da cobertura dos alvéolos.

Fonte: VAIANO, A. Z; MARQUEZ, R. G; ARAUJO, J, 2015

Note que

t (9)—W—2'W=>2W—l\/§t (9)
2

Assim, a area (A,) de cada losango é

— 0
2.PM.AC _ 3l.tg (3)
2 B 2

Agora, vamos determinar a area (A;) de cada trapézio que compde a lateral do
alvéolo. Logo, vamos tracar um prolongamento do segmento BB’ até B, formando um
triangulo AB,C que esteja contido no plano paralelo a base. Além disso, deduzimos que

o tridngulo BB, M é retangulo em B,. Dessa forma, vamos determinar o segmento BB,
para encontrarmos a area de cada trapézio.

AL:

Figura 7. Segmento BB,

) I |
N

B [

Fonte: VAIANO, A. Z; MARQUEZ, R. G; ARAUJO, J, 2015
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Vamos considerar h a medida entre a base hexagonal e os vértices A e C. Temos
que, a medida do segmento BM equivale a medida de PM e a medida de B; M equivale
a altura do triangulo A'B’C’. Dai, aplicando o Teorema de Pitagoras no triangulo BB, M,

temos:
BB —1 3t 2(9> 1
175 [°H97\3

Logo, obtemos que a area A de cada trapézio é:

_(BB'+CCHBC 1 - 3t2<9> .
= 2 ~2 2 12972

Portanto, a area total do alvéolo em funcéo de 6 é

Ar

2

A(6) = 34, + 64 0, (9)+31 oh— L 3t2<9> 1
= 2L r= Y\3 2 [2M97°\3

Por fim, para encontrar os angulos 8 e ¥ que minimiza a area total, basta derivar
A(6) em relacdo a 6 e depois igualar a zero e, assim, encontramos que 6 = 70,529° =
70°32' e como i = 180° — @, encontramos que ¥ = 109°28’.
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