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Resumo

O Teorema p®q® de Burnside é um importante teorema na teoria de grupos
e diz que grupos com tal ordem sao soltiveis. Esse teorema foi provado
em 1904 pelo matemadtico inglés William Burnside (1852 — 1927), e a sua
demonstracao foi feita utilizando a teoria de Caracteres de um grupo, tema
que se configura dentro da teoria das representacoes de um grupo. Apenas
no final da década de 60 houve uma demonstracao sem o uso dessa teoria.
A teoria das representagoes busca caracterizar as formas que um grupo pode
agir em um espaco vetorial e os efeitos dessas agoes, isto é, através de um
homomorfismo aplicar um grupo no conjunto das transformacoes lineares
inversiveis de um espaco vetorial. Também podemos ver essas transformacoes
como matrizes e utilizar toda a teoria da algebra linear.



Abstract

The p®¢® Burnside Theorem is an important Theorem in theory of groups,
which says that groups of such order are soluble. This theorem was proved
in 1904 by the english mathematician Willian Burnside (1852 - 1927), and
its demonstration was made using the Theory of Characters of Groups, a
theme categorized in the Theory of Representation Groups. Only in the 60’th
decade a demonstration was made without using this theory. The theory of
representations aims to characterize the ways in which a groups may act in a
vectorial space and the effects of these actions , that is, using a homomorfism,
map a group in the set of the inversible linear transformations of a vectorial
space. One can also see these linear transformation as matrices and in that
point of view, utilize the whole theory of linear algebra.



Introducao

Nascido em 02 de julho de 1852 na cidade de Paddington, Londres, Wil-
liam Burnside foi um importante matematico em diversas areas. Sua primeira
publicacao sobre a Teoria de Grupos Finitos foi em 1893. Em 1896 G. Fro-
benius comecou a desenvolver a Teoria das Representagoes de um Grupo
e a Teoria dos Caracteres. Burnside, vendo a relevéncia dos trabalhos de
Frobenius, comegou a usar esta teoria, e em 1904 publicou um de seus re-
sultados mais importantes que diz que todo grupo de ordem p?g®, com p e g
primos, é solivel. Apesar de haver outra forma de demonstrar esse Teorema,
o principal objetivo deste trabalho é demonstra-lo fazendo uso da Teoria dos
Caracteres.

Este trabalho consiste de 4 capitulos. No primeiro vamos expor defini¢oes
e resultados preliminares que usaremos posteriormente, bem como indicare-
mos a notacao utilizada no decorrer do texto. KEsses resultados referem-se
a grupos, algebra linear e inteiros algébricos. No segundo capitulo, estu-
daremos a Teoria das Representagoes, com uma secao em especial para as
representacoes irredutiveis. KEssa teoria pode ser vista como o estudo das
formas com que um grupo pode agir em em um espago vetorial e as con-
sequéncias dessas agoes, e como o objetivo principal do trabalho nao é falar
apenas da Teoria das Representacoes, restringiremos apenas a grupos finitos
e espacos vetoriais de dimensao finita.

No terceiro capitulo estudaremos a Teoria dos Caracteres, que, como ja
citada, foi desenvolvida inicialmente por Frobenius. Definiremos primeira-
mente o caracter de uma representacao e em seguida estudamos a decompo-
sicao do caracter da representacao regular, e por ultimo o ntimero de caracte-
res irredutiveis de um grupo finito. Dentre os resultados apresentados nesse
capitulo, vale destacar o Lema de Schur e as relagoes de ortogonalidade.

No quarto capitulo, finalmente demonstramos o Teorema p®¢” de Burn-
side, assim como todos os resultados necessarios preliminares. Um deles,
também devido a Burnside, diz que se num grupo G o ntimero de conjugados
de algum elemento g # 1 é poténcia de um primo, entdao G nao pode ser
simples.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo apresentaremos alguns conceitos e resultados sobre grupos
e algebra linear que serao necessarios para o estudo da Teoria de Representa-
¢oes e para o principal objetivo deste trabalho. Durante o texto, é assumido
que o leitor possua um conhecimento dos conceitos mais béasicos de Grupos
e Algebra Linear.

Para um leitor interessado numa leitura mais detalhada, indicamos as
referéncias [1], [2], [3], [5] e [6] nas quais podem ser encontradas as demons-
tragoes dos resultados aqui enunciados.

1.1 Grupos

Definigao 1. Dizemos que um conjunto nao vazio GG, munido de uma ope-
racao binaria

o GxEd — d
(z,y) — wy

é um grupo se satisfaz as seguintes condigoes:

1. Associatividade: (xy)z = z(yz), para quaisquer z,y, z € G.

2. Existéncia de elemento neutro: existe e € G tal que xe = x = ex, para
todo z € G.



3. Existéncia de elemento simétrico: para cada z € G, existe 27! € G tal

que rrt =zl =e.

No decorrer do texto vamos nos referir apenas a grupos finitos e a notagao
utilizada serda a multiplicativa. Vamos usar o simbolo |G| para denotar a
ordem (nimero de elementos) de G.

Sao fatos conhecidos a unicidade do elemento neutro e do simétrico de
cada elemento. Observe que (z71')™! = x para todo = € G.

Definigao 2. Um grupo G ¢ dito abeliano se ab = ba para todo a,b € G.

Definigao 3. Dados dois elementos x, y de um grupo G, o comutador de x
e y é definido como sendo o elemento [z,y] = x~ 'y~ lay € G.

Definigao 4. Para g € G e n € Z definimos a poténcia de g como:

e , se n=020,
g-g-...-g, se n>0,
—

g" = n VEZzes

(g Hl", se n<o.
Propriedades basicas:
1. (@) t=(aH)r=a™"
2. "t = g"a™
3. (a™)™ =a"

Definigao 5. Sejam G um grupo e ) # S C G. Dizemos que S é um
subgrupo de G se valem

1. xzy € S, Vz,y € S.
2. 27te S, Vre s
Notacao: S < G

Exemplo 1. Para a € G, consideremos o subconjunto (a) = {a™;n € Z} de
G. Temos que (a) € um subgrupo de G, chamado de subgrupo gerado por a.
Ademais, dizemos que a tem ordem finita se exviste n € N tal que a™ = e.
Neste caso, definimos a ordem de a, denotada por o(a) como sendo

o(a) = min{n € N;a" = e}
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Se nao existe n € N tal que a™ = e dizemos que a tem ordem infinita e
denotamos por o(a) = oco.

Observe que se o(a) € infinita, entao |{a)| € infinita. Por outro lado, se
o(a) € finita igual a k, entio (a) = {e,a,a?,...,a*} e |[(a)] = o(a).

Exemplo 2. Sejam G um grupo, H um subgrupo de G e a € G. Definimos
o conjugado de H por a, denotado por H* ou a~*Ha, como sendo

H*={h*h € H} = {a ‘ha;h € H}.

Temos que H* é um subgrupo de G

Definicao 6. Definimos o normalizador de H em G, denotado por Ng(H),
como sendo Ng(H) = {x € G; H* = H}.

Temos que Ng(H) é um subgrupo de G e que H C Ng(H).

Exemplo 3. Sejam G um grupo, a € G e S um subconjunto nao vazio de G.
Definimos o centralizador de a em G, denotado por Cg(a), e o centralizador
de S em G, denotado por Cg(S), como sendo

Cola)={r e Gra=axr} e CgS) ={xreGrs=sx,VseS}.
Temos que esses subconjuntos sao subgrupos de G e que:

1. be Cgla) & ba=ab < a e Cq(b).

2. Ca(S) = Cals).

SES

Definigao 7. O subgrupo Cq(G) = {zx € G;xg = gx,Yg € G} é chamado
de centro de G e é denotado por Z(G). E facil ver que G é abeliano se, e
somente se Z(G) = G.

Observagao 1. Se G é um grupo com |G| = p™, com p primo en € N, ¢
um fato conhecido que Z(G) # {e}.

Definigao 8. Sejam G um grupo, H um subgrupo de G e g € GG. Definimos:

1. A classe lateral a direita de H contendo g, denotada por Hg, como
sendo Hg = {hg;h € H}.

2. A classe lateral a esquerda de H contendo g, denotada por gH, como
sendo gH = {gh;h € H}.
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Observe que g € gH e g € Hg. Além disso, podemos ter Hg # gH, no
entanto, num grupo abeliano a igualdade claramente ¢ vélida.

Observacao 2. Sejam G um grupo, a,b,g € G e H < G temos
1. Ho= Hb < ab 't € H.

2. aH=bH < a'be H.

3. O numero de distintas classes laterais a direita de H em G € igual
ao numero de distintas classes laterais a esquerda de H em G. FEste
nimero € chamado indice de H em G e denotado por |G : H|.

4. Observa-se facilmente que as aplicacoes

Y1 H — Hg Yo : H — gH
h —— 1(h) =hg h —— 9(h) = gh

sao bijecoes. Seque entio que |Hg| = |H| = |gH|.

Teorema 1 (Lagrange). Sejam G um grupo finito e H um subgrupo de G.
Entao, |G| = |G : H||H| e consequentemente |H| divide |G]|.

Definicao 9. Sejam G um grupo e N < GG. Dizemos que N é um subgrupo
normal de G se gN = Ng, para todo g € G.
Notagao: N <G.

Sendo G um grupo qualquer, é facil ver que G e {e} s@o subgrupos nor-
mais de G . No caso em que G e {e} sdo os inicos subgrupos normais de G,
dizemos que G é um grupo simples.

Sejam G um grupo e N < G. Sabemos que Ng = gN para todo g €
G, assim podemos falar de classe lateral sem nos preocupar com direita ou
esquerda. Denotemos por % o grupo de todas as classes laterais de N em G,
isto é, % = {gN; g € G}. Definamos a seguinte operagao
Le e ¢
"N N N
(aN,bN) +— (aN)(bN) = abN

Primeiramente, observemos que essa operacao esta bem definida. Com
efeito, se a, b, a1, b; € G sao tais que aN = a; N ebN = b;N, entaoa ta; € N
e b7y € N. Segue da normalidade de N que (ab)~'a;b; € N e assim
abN = a;b1N.

Nao ¢é dificil ver que %, munido dessa operagao é um grupo, chamado de
grupo quociente de G por N. O elemento neutro de % é aclasse eN = N e
se g € G, o inverso de gN em £ é g7!N.
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Teorema 2 (1° Teorema de Sylow). Seja G um grupo finito de ordem
p"m, onde p € um primo, n > 1 e p nao divide m. Se k € {1,2,...,n},
entdo G possui pelo menos um subgrupo de ordem pF. Ademais, se k < n e
H é um subgrupo de G de ordem p*, entdo existe algum subgrupo N de G tal
que H<IN ¢ |[N| = pkth.

Sendo G' um grupo finito e p um divisor primo da ordem de G, esse
teorema nos diz que se p* divide a ordem de G, entao G deve possuir pelo
menos um subgrupo de ordem p¥. Particularmente, G deve possuir algum

subgrupo com ordem igual & maior poténcia de p que divide |G].

. . A~ . o e . , G ~ ,
Considere p" a maior poténcia de p que divide |G| (isto é, L)—n‘ nao €

multipo de p). Um subgrupo de G de ordem p" é chamado de S,-subgrupo
ou p-subgrupo de Sylow de G.

Definigao 10. Definimos a classe de conjugacao de um elemento a num
grupo GG como sendo

Clg(a) = {xaz';x € G}.
E, para a,b € G, valem:
1. Clg(e) ={e}
2. Clg(a) ={a} = a€ Z(G).
3. Clg(a) N Clg(b) # {e} & Clg(a) # Clg(b).
4. G = Clg(a).

acG
5. {b7lyb;y € Cg(a)} = Cgla).

G|
ICq(a)l

6. Sendo ¢, = |Clg(a)|, temos que ¢, =

Definigao 11. Sejam G e (G; grupos. Dizemos que a aplicacao ¢ : G — Gy
é um homomorfismo de grupos se p(zy) = p(z)p(y) para quaisquer z,y € G.

Propriedades bésicas:

1. ¢(e) = ey, onde e denota o elemento neutro de G e e; denota o elemento
neutro de Gj.

2. o(a™) = ¢(a)™! para todo a € G.

3. p(a") = p(a)™ para quaisquer a € G e n € Z.

13



Sendo G e Gy grupos e ¢ : G — (; um homomorfismo, definimos o
nicleo e a imagem de ¢, denotados por kery e I'mgp, como sendo

kerp={x € G;p(x) =e1} e Imp={p(x);z e G}
onde e; denota o elemento neutro de Gj.
Definicao 12. Definimos um isomorfismo como sendo um homomorfismo
bijetivo.
Sejam G e G grupos. Se existe um isomorfismo ¢ : G — (G, dizemos

que G é isomorfo a GGy, e denotamos G ~ (1. Observe que dados y;,ys € Gy,
existem 1, xs € G tais que (x1) = 11 e ¢(x2) = yo. Logo,

o (y1y2) = ¢ H(p(@1)p(r2)) = @ (p(z122)) = T122 = ' (11) ' (12)

e assim, ¢! é também um isomorfismo, j& que também é bijetora. Podemos
entao dizer que G e 1 sao grupos isomorfos.

Definicao 13. Um grupo G diz-se solivel se contém uma cadeia de subgru-
pos:

{e}:GOQGlgan:G,

tal que cada G;_; é normal em G; e o grupo quociente
1< <n.

Gy
Gi1

¢ abeliano para

Uma cadeia de subgrupos de GG com esta propriedade chama-se uma série
subnormal abeliana e os quocientes respectivos chamam-se os fatores da
série.

Definicao 14. Seja G um grupo e S um subconjunto de G. Definimos o

subgrupo de G gerado por S, denotado por (S), como sendo a interse¢ao de
todos os subgrupos de G que contém S.

Observacao 3. Sendo G um grupo e S um subconjunto nao vazio de G,
temos:
(S) ={a1--zpneN, 2,e SUS}

onde S7t={s71;s € S}.

Sendo G um grupo e H um subgrupo de G. Se H = (S), dizemos que S
gera H ou que S é um conjunto gerador de H. Particularmente, se (S) = G,
dizemos que S gera G ou que S é um conjunto gerador de G.

Dizemos que H ¢ finitamente gerado se H possui algum conjunto gerador
finito, ou seja, se existe S finito tal que H = (S).

Sendo S = {z1,2s,...,2,}, costuma-se denotar (S) simplesmente por
<ZL‘1, To, ... ,ZL‘n>.
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Definigao 15. Dados dois subconjuntos H e K de um grupo GG, denotaremos
por [H, K| o subgrupo de G gerado pelo conjunto {[h,k|;h € H,k € K}.
Em particular, o grupo G’ = [G,G] chama-se subgrupo comutador ou
subgrupo derivado de G.

Indutivamente, podemos definir agora uma sequéncia de subgrupos da
seguinte forma:

G = @
GV = @
G(Z) _ (G(l))/:G//

Gqn = (G(n—l))/

O subgrupo G™ acima chama-se o n-ésimo grupo derivado de G ¢ a
sequencia

G=GOO>GW2...o0GM D ...
chama-se a sequéncia derivada de G.

Lema 1. Seja H um subgrupo normal de um grupo G. Entao o grupo quo-

ciente % € abeliano se, e somente se, G' C H.

Demonstracdo. Sejam x,y € G e denotemos por T, y suas classes em %,

respectivamente. Veja que Ty = YT se, e somente se, (yz) '(zy) € H, ou
seja, se, e somente se [z,y| € H, para todo x,y € G. Equivalentemente,
G'CH. 0

Teorema 3. Um grupo G ¢ soluvel se, e somente se, existe n € N tal que

G = {1}.

Demonstracdo. Inicialmente, vamos supor que existe n € N tal que
G = {1}.

Claramente,
G=GOo>aLo>GE@® >, . . >GM = {1}

¢ uma série subnormal abeliana para G.
Reciprocamente, suponhamos que GG contém uma série subnormal abeli-
ana

Go2G1D...2G, ={1}.
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Como todo quociente GGZI, com 0 < ¢ < n—1, é abeliano, segue do lema
acima, argumentando por inducio, que G® C Gy, com 1 < i < n. Assim,
obtemos que G™ = {1}. O

Proposicao 1. Se N IG, com N e % soluveis, entao G € soluvel.

Demonstragao. Pode ser consultada em [3], pagina 275. ]
1.2 Algebra Linear

Os espagos vetoriais citados no decorrer do texto serao complexos e todos
de dimensao finita.

Denotaremos por M,,«,(C) e M, (C) os conjuntos das matrizes com en-
tradas complexas de ordem m por n e de ordem n X n, respectivamente,
GL,(C) o conjunto das matrizes inversiveis de M, (C) e I, a matriz identi-
dade de ordem n.

Definicao 16. O trago de uma matriz quadrada A = (a;;)nxn ¢ definido

n

como Y a;; e denotado por Tr(A).
i=1

Valem as seguintes propriedades:

1. Tr(A+ B) =Tr(A) +Tr(B)
2. Tr(kA) =kTr(A)
3. Tr(AB) =Tr(BA)

Definicao 17. Dizemos que duas matrizes n x n A e B sao semelhantes se
existe uma matriz n x n inversivel P tal que A = P~!BP.

Observagao 4. Sejam A e A’ duas matrizes semelhantes, isto €, existe R
inversivel tal que A’ = RAR™Y. Temos que:

Tr(A) = Tr(RAR™ 1)
= Tr[(R(ARTY)]
= Tr{(AR™ 1) R]
= Tr[A(R'R)]
= Tr(Al)
= Tr(A)



Proposicao 2. Toda matriz quadrada é semelhante a wma matriz triangular
sobre C.

Definigao 18. Uma transformacao linear de um espaco vetorial V' para um
espago vetorial W é uma aplicacao T : V' — W tal que

T(au+ Pv) = aT'(u) + BT (v),
para quaisquer u,v € V e a, 5 € C.

Seja T : V. — W uma transformacao linear de V' em W. Sejam g =

{v1,v9,...,v,} uma base de V e v = {uy, us, ..., u,} uma base de W. Como
T(v1), T(vg),...,T(v,) sdo elemntos de W, podemos escrever:

T(U1> = anuy -+ anuy + ... + GniUm

T(Ug) = QU1 + G9Us + ... + Amalm

T(v,) = apur + agus + ... + Gl

A representacao matricial de T' em relacao as bases [ e v é definida como

a1 a19 ... Qp
a a ..o Q
[T]’B _ 21 22 2n
y
Am1 Am2 ... Qmp

O caso particular em que V =W e [ = v ¢ definido da mesma forma, e
denotamos a representacao matricial de T : V' — V com relacao a base

por [T].

Definigao 19. Sejam S,7T : V — W transformacoes lineares, definimos:
1. S+T:V — W por (S+T)(w) =S(v)+ T(v), para todo v € V.
2. AS: V. — W por (AS)(v) = AS(v), para todov € Ve A € C.
Se B e ' sdo bases de V e W, respectivamente, entao
L[S+ 175 = (8]}, + (11}
2. [)\T]g, = )\[T]g,, para qualquer \ € C.

3. Seja I : V. — V o operador identidade de V', ou seja, I(v) = v, para
todo v € V. Temos que [I|g = I,,, onde n = dimV'.
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Sejam T : U — V e S : V — W transformagoes lineares entre es-
pacos vetoriais de dimensdo finita e sejam 3, 8, f” bases de U, V e W,
respectivamente. Entao

S o TY}, = [S1]

B8" [T]B

g

Proposicao 3. Sejam T : V. — V uma transformacao linear e B, 3 bases
do espago vetorial V. Entdo, [Ty e [T|g sao semelhantes, isto €, existe P
inversivel, tal que [Ty = P[T]gP~".

Observacao 5. Todas as matrizes do mesmo operador T definido em um
espaco de dimensao finita, independente da base escolhida tem o mesmo traco.

Definigao 20. Sejam V' um espago vetorial de dimensao n e f uma base de
V. Definimos o trago do operador 7" : V. — V', como sendo:

Tr(T)="Tr([T]p) -

Definicao 21. Seja T : V. — V uma aplicagdo definida por T(v) = Ao,
para algum A € C e para todo v € V, ou seja, T' = A, onde I é operador
identidade de V. Dizemos que T' é uma de homotetia de raio \.

Definicao 22. Sejam V e W subspagos vetoriais sobre C. Dizemos que
uma transformacao linear 7' : V' — W é um isomorfismo se 7' é injetora e
sobrejetora.

Se T: V — W é um isomorfismo, entao 77! : W — V também é.
Denotamos por GL(V') o conjunto dos operadores lineares bijetivos de V.

Observacao 6. Sendo V um espago vetorial, temos que
1. GL,(C), munido do produto de matrizes, € um grupo.
2. GL(V), munido da composi¢do de fungoes, € um grupo.

Sendo n a dimensao de V', fixada uma base § de V, seja [T]3 a forma
matricial da transformacao 1" com respeito a base 5. A aplicagao

f:GL(V) — GL,(C)
T — [T]s

¢ um isomorfismo.

Definicao 23. Seja T': V — W uma transformacao linear. Definimos
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1. A imagem de T' como sendo

Im(T)={T(x) e W,w e V}.

2. O ntcleo de T' como sendo
Ker(T)={z € V;T(z) = 0w}.
E fécil ver que Im(T') é subespaco de W e Ker(T) é subespaco de V.

Definigao 24. Sejam V um espago vetorial e 7' : V' — V um operador
linear. Dizemos que A € C é um autovalor de T' se existe v # 0y tal que
T(v) = Av. Neste caso, dizemos que v é um autovetor de T, associado ao
autovalor .

Definigao 25. Sejam 7' : V — V um operador linear e  uma base de V.
Definimos o polinomio caracteristico do operador 1" por

p(x) = det([T]p — 1)

Definigao 26. O polinomio minimal de um operador linear 7" : V — V ¢é
o ponimoémio moénico my(x) (ou seja, o termo do coeficiente de maior grau é
igual a 1) de menor grau tal que my(7") = 0.

Observacgao 7. Sendo A € M, (C) uma matriz, definimos o polinémio mini-
mal, o polindomio caracteristico e os autovalores de A como sendo o polinomio
minimal, o polinémio caracteristico e os autovalores de um operador que tem
A como uma representacao matricial.

Observacgao 8.
1. Os autovalores de uma matriz diagonal sao os elementos da diagonal.

2. Suponhamos que Ay, ..., A\, sao autovalores de A, entao Tr(A) = > \;.

3. Duas matrizes quadradas semelhantes tém os mesmos autovalores, con-
tando com sua multiplicidade.

4. Os autovalores de um operador linear saio exatamente as raizes do seu
polinomio caracteristico.
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5 Se T V. — V é um operador linear inversivel, e A, Aa,..., A\
sao os autovalores de T, entdo \; # 0, para todo i = 1,...,n e
ML AT sdo autovalores de T

6. Os elementos da diagonal de uma matriz triangular sao exatamente 0s
seus autovalores.

7. Se T :V — V é um operador linear, entao existe 8 base de V' tal que
[T)p € triangular.

8. Se T ¢ um operador tal que existe m € N satisfazendo T™ = I, entdo
0s autovalores de T tem maodulo 1.

9. Se um polinomio anula o operador T, entdo este polinomio é divisivel
pelo minimal de T'.

Definicao 27. Um produto interno num espaco vetorial V' é uma aplicacao

(,):VxV — C
(u,v) — (u,v)

tal que para quaisquer u,v,w € V e A € C valem:

u,v) = (v, u)

L |
2. (u+v,w) = (u,w) + (v, w)
3. (\u,v) = A (u,v)
4. (u,u) € Re (u,u) >0 seu#Oy.

Como consequéncia desses axiomas decorre que (u, v + w) = (u, v)+{u, w)
e (u, \v) = A (u,v), para quaisquer u,v € Ve A € C.

Definigao 28. Seja V um espaco vetorial com produto interno.

1. Dados os vetores u,v € V, dizemos que u e v sdo ortogonais se (u,v) =
0.
Notagao: u L v.

2. Dizemos que um subconjunto S nao vazio de V' é ortogonal se quaisquer
dois vetores de V, distintos, sao ortogonais.

E um fato conhecido que se V' é um espago com produto interno, entao
todo conjunto ortogonal de vetores nao nulos de V' é linearmente indepen-
dente.
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Definigao 29. Seja S um subconjunto de um espaco vetorial V. O subes-
paco vetorial de V' gerado por S é definido como o conjunto de todas as
combinagoes lineares

QU1 + oy + ...+ apU,

de vetores vy, vy, ..., Uy, € S.
Notagao: (S).

Definigao 30. Seja S um subconjunto nao vazio de um espaco V' com pro-
duto interno. O complemento ortogonal de S (denotado por S+) é o conjunto
dos vetores de V' que sao ortogonais a todos os vetores de S, isto é,

St={veVvLwVweS}
Teorema 4. Seja V' um espacgo vetorial com produto interno. Entdo:
1. S+ € subespaco de V', para cada subconjunto nao vazio S de V.
2. V=Wa&WH, para cada subespaco W de V.

Observacao 9. Sejam V um espaco vetorial e S um subconjunto de V. Se
v € V € ortogonal aos vetores x1,a,...,x, de S, entdo v € ortogonal a
qualquer combinagdo linear Y oz, pois:

(v, Zaixi) = Zai@,xi} =0.

Dai, resulta que S+ = (S)*. Além disso, S+ = {0y} & (S) =V.
1.3 Inteiros Algébricos

Um polinémio sobre algum anel com unidade é chamado moénico quando
o coeficiente do termo de maior grau é 1.

Definicao 31. Consideremos o anel C e o subanel Z de C. Diremos que o
elemento o € C ¢é inteiro algébrico se existir um polinémio monico f(x)
com coeficientes inteiros tal que f(«) = 0.

Exemplo 4. As raizes da unidade sao inteiros algébricos, pois sao raizes do

polinomio p(x) = x* + 1, por exemplo, i. Outro exemplo é o mimero %5,
que € raiz do polinomio q(x) = x* — bx + 5.
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Denotemos por Ic(Z) o conjunto dos elementos de C que sao inteiros
algébricos. Temos que Ic(Z) é um subanel de C, ou seja, é fechado a adicao e
a multiplicagdo, que contém Z (a demonstracao pode ser consultada em [2],
capitulo 1, pagina 11).

Um resultado classico, é que QN I¢(Z) = Z, em outras palavras, os inicos
racionais que sao inteiros algébricos sao os inteiros (esse resultado também
pode ser encontrado em [2], capitulo 1, pagina 12).

Lema 2. Se wq,...,w, € C sao raizes da unidade, ndo todas iguais, e

wy+ .. Fw, . . .
v = it FUn € um inteiro algébrico, entao v = 0.
n
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Capitulo 2

Representacoes Lineares de
Grupos Finitos

A Teoria de Representagoes busca caracterizar as formas como um grupo
pode agir em um espago vetorial e os efeitos dessas agoes. Neste texto, G
denotara um grupo finito, V' denotard um espago vetorial de dimensao finita
sobre o corpo dos complexos C e a dimensao de V' serd denotada por dim(V).
O grupo dos isomorfismos de V' em V', chamado de grupo linear de V', serd
denotado por GL(V).

2.1 Representacoes Lineares

Definigao 32. Seja G um grupo finito. Uma representacao de G em V é
um homomorfismo

p:G — GL(V)
s > ps .

Assim, pg = pspt, para quaisquer s,t € G. Dizemos que p é uma
representacao do grupo G, e a dimV é chamada grau da representagao p.
Observe que sendo |G| = m, entdo p* = pgm = p; = I.

Seja V um espago vetorial sobre o corpo dos complexos e considere dimV =
n. Conforme visto na secao 1.2, fixada uma base de V' podemos definir um
isomorfismo

6:GL(V) —s GL.(C)
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Sendo assim, uma representacao de GG é o mesmo que um homomorfismo
p:G— GL,(C) onde, para cada s € G.

aj1(s) aga(s) ... ai(s)
as(s) ag(s) ... ag(s)
Ps =
n1(S) Apa(s) ... apn(s)
com, a;; : G — C ,para 1l < 1,5 < n.

s — a;i(s)

Seja 8 uma base de V' e denotemos por [ps]s a matriz de ps na base .
Como a matriz da composta é o produto das matrizes e psp; = ps temos que

[pstls = [pslslpils-

Exemplo 5. Uma representagao de grau 1 do grupo G € um homomorfismo

p: G — C*
s —> p(s)=ps

Observe que os elementos ps sao raizes da unidade. Em particular, |p(s)| =1,
para todo s € G. Com efeito, tomando V = C, temos GL(C) = C*. Além
disso, temos que

(ps)I1 = p(sI) = p(1) = 1.

Ou seja, tomando n = |G|, temos (ps)” = 1, para todo s € G. Assim,
|os|" = [p5] =1 e dat |ps| = 1.

Considerando ps = 1, para todo s € G, essa representacao é chamada
representagao unitaria ou trivial de G.

Exemplo 6. Uma representacao de grau 1 para o grupo Zs é

P Zg — C*
1. Ti\k

Eo— pp=(e7)
De fato, sejam ki, ks € Zs3, temos que

2m; 2m;
pipm = (e3h)f(esh)k
)
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Exemplo 7. Uma representacio de grau 2 para Ss. Seja S5 =
{e,(23), (13), (12), (123), (132)} e note que Sz =< a, 5 >, onde a = (123) e

B = (12). Ademais,
ad=e=p3?
([) { Ba — a25

Sendo assim, para definirmos uma representacdo, basta definirmos a imagem
dos geradores o e 3 e verificarmos que as relagoes (I) sao preservadas para
essas imagens (veja [3], pagina 165). Considere as matrizes A, B € G Ly(C),
onde

-1 3. -1 3

S 0 0 S
A= 2 2 e B= 2 2 .
( 0 - —“5’> < BRI )

Claramente, [A]* = I, = [B]? e

0 1

AB = = A’B.
(25 0) -

Assim eziste de fato um homomorfismo U : Sy — G Ly(C) tal que U(a) = A

eU(B) = B.

Exemplo 8. Representagao de grau 6 para Ss. Procedendo de maneira and-
loga, considere as matrizes A, B € GLg(C), onde

SO = OO oo
OO = O OO
e eNel S
[l el S =]
_ o O O O O
o O OO o
[l ool
OO OO o
SO = OO oo
_ o O O O O
oo o~ OO
OO = O OO

Observe que [A]* = Is = [B]*> e BA = A?B. Assim, existe de fato um
homomorfismo p : S — GLg(C) tal que U(a) = A e U(B) = B.

Exemplo 9. Sejam |G| =n e V um espago vetorial com dimV = n e com
uma base (€;)ieq. Para cada s € G, tomando

ps V. — V
ee > ps(er) = es

Y
definimos uma representacao linear que é chamada representagcao regular

do grupo G. Note que as imagens de (es)icq € uma base para V', para todo

sed.
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Defini¢ao 33. Sejam 7 : G — GL(V) e 7' : G — GL(W) duas repre-
sentacoes de G. Um isomorfismo de representagoes é um isomorfismo linear
YV — W tal que ¢ o7y = 7. 01, para todo s € G. Equivalentemente,
7‘8' = por,01)~ L. Neste caso, dizemos que 7 e 7/ sdo representacoes isomorfas.
Quando 7, e 7/ sao dadas na forma de matriz por R, e R, respectivamente,
dizemos que R e R’ sdo equivalentes se existe uma matriz inversivel T tal que
TR = R'T, para todo s € G.

Definicao 34. Sejam p : G — GL(V) uma representacao de G e W um
subspago qualquer de V. Dizemos que W é estavel por p se ps(W) C W,
para todo s € G.

Observe que, como ps(W) C W para todo s € G, entao p,—1 (W) C W, o
que implica que p;}(W) C W, e dai W C py (W), donde segue p,(W) =W,
para todo s € G.

Exemplo 10. Sejam p : G — GL(V') uma representacio de G, W um
subespaco vetorial de V e ps : W — W definida por ps(x) = a,l. Temos
que ps(W) C W, isto é, W ¢€ estdvel por p.

Definigao 35. Sejam p : G — GL(V) uma representacao de G e W
um subspago vetorial de V' estavel por p. Entao a restricao de p; a W,
pslw : W — W, é um isomorfismo e podemos definir a representacao:

plw:G — GL(W)
s ps’W
Dessa forma, p|ly é chamada uma subrepresentacao de V.

Exemplo 11. Tome agora dimV = |G| e a representagio regular de G

ps 1V — V
ee > psle) =eq’

onde (e)ieq € uma base para V. Seja W o subespaco de V', com dimW =1,

gerado pelo elemento x = > es. Temos que ps(x) = x, para todo s € G, pois
seG

ps(x) = p5(691 + ot egn>
= p8<691) + o+ pS(egn)
= €s9 T - T Esg,

=z
Logo, ps(W) =W.
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Teorema 5 (Teorema de Maschke). Seja p : G — GL(V) uma represen-
tacao linear de G em V e seja W um subspaco de V' estdvel por p. Entao
existe um complemento WO de W em V que € estdvel por p.

Demonstracao. Sejam W’ um complemento de W em V, isto é, V =W oW’
e p a projecao correspondente de V' sobre W com ntcleo W', isto é:

p:V — V
r — w

onde x = w4+ w', com w € W ew € W'. Sejam p° : V — V definida por

P =g L popop
teG

e W° = kerp’. Como a imagem de p esta contida em W e p; preserva W,

vemos que a imagem de p° estd contida em W. Observe que p; *(z) € W
: o < —1 1

para todo = € W, pois W é estavel por p, entdao p(p; (z)) = p; (x), o que

implica que p;(p(p; (7)) = pt(pt_l(x)) =z, para todo € W. Portanto

ZQT_ZE

para todo xz € W.
Vejamos que V =W @ W". De fato, tomando w € W N W°, temos que
w = p (w) = 0y. Além disso, para todo v € V, temos v = (v — p’(v)) +
p(v) € W +W, pois p’(v—p'(v)) =p (v) =p (p" (v)) = p (v) —p (v) = Oy
Observe agora que ps o p° = p° o p,, para todo s € G. De fato,

psop’op,t = <|G|Zpt0p0pt> op; !
teG

- | Zpsoptopopt Ops
tEG’

- |G’Zpstopopst
teG

o

= p°.
Donde, para todo x € W°, temos

p°(ps()) = ps(p°(2)) = ps(0) = Oy
Logo, ps(x) € W°, para todo x € W°, e portanto, W° é estavel por p. ]
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Sejam p : G — GL(V') uma representacao de G e W um subespago de
V estdvel por p. Pelo Teorema 5 (Teorema de Maschke) vimos que existe W*
complemento de W em V' que é estavel por p. Consideremos as subrepresen-

tacoes plw =7 : G — GL(W) e plyr = ¢ : G — GL(W1). Diante disso,
dizemos que p é a soma direta das subrepresentacoes 7 e ¢, e escrevemos

p=7Dd:G — GLW W
S > Ty D s

onde

T, B WaW — WaeW!
wy + wy TS(w1)+¢S(w2)

Claramente a aplicacao estd bem definida, pois dado v € V, temos que
v =w; + ws, comw, €W e wy € W Além disso,

ps(v) = ps(wi + ws)
= ps(wl) + ps(wz)
= To(wr) + ds(w2)
= (7@ ¢s)(v)

Se 75 e ¢5 sao dadas na forma matricial por R, e R, respectivamente, entao
(T @ ¢)s é dada na forma matricial (em relacao a uma base adequada) por

Ry 0

0 R,
Para um numero finito de subrepresentagoes p; : G — GL(Wy), ..., p, :
G — GL(W,) de p, tais que W1y, ..., W, s@o subspagos de V' estaveis por p

com V =W; & ... W,, dizemos que p é a soma direta das representacoes
Ply - .-y Pn € €SCTEVemos

p=p1D...0p,: G — GLWd...0W,)
s —> p1(S) D ... D pu(s).

E na forma matricial se py,- -, p, sao representados por Rl --- R" res-

pectivamente, temos que a soma direta é dada por uma matriz diagonal em
blocos.
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2.2 Representacoes Irredutiveis

Definigao 36. Seja p : G — GL(V) uma representagao linear de G (com
V # {0}). Dizemos que p é uma representagao irredutivel ou simples se
nenhum subespago vetorial de V' é estavel por p, exceto, é claro, {0} e V.

Pelo Teorema de Maschke, essa condigao é equivalente a dizer que p nao
¢ soma direta de duas representagoes (exceto para a decomposigao trivial
V=0aV).

Exemplo 12. Uma representacao de grau 1 é evidentemente irredutivel, pois
se dimV =1, entdao {0} e V' sdo os unicos subespagos de V.

Teorema 6. Dados um subespaco vetorial V', com dimV # 0 e uma represen-
tacio p : G — GL(V), temos que existem W1, ..., W, subespacos de V estd-
veis por p tais V = Wi@...®W,, e as subrepresentagoes p|lw, : G —» GL(W;)
sao irredutiveis, para todo 1 =1,...,n.

Demonstra¢ao. Faremos indugao na dimensao de V. Se dimV = 1, entao p
é irredutivel. Agora se dimV > 1 temos dois casos:

i) p: G — GL(V) é irredutivel, e neste caso nada hé para mostrar;

ii) p: G — GL(V) nao é irredutivel;
Suponha por hipdtese de inducao que o resultado vale para representacoes
com grau menor do que o grau de p. Como p nao é irredutivel, existe W; su-
bespaco de V', intermediario, que é estavel por p. Pelo Teorema de Maschke,
existe W5 subespago de V' também estavel por p tal que V=W, & W,. Basta
considerar as subrepresentagoes plw,, com i = 1,2, e como os graus dessas
subrepresentacoes sao menores do que o grau de p, segue da hipotese de in-
dugao que o resultado para p|w,, i = 1,2. Juntando as decomposigoes de W
e Wy como somas direta de subspagos invariantes, cujas subrepresentacoes
associadas sao irredutiveis, temos o resultado. O

2.3 Representacoes Unitarias

Definigao 37. Seja p : G — GL(V) uma representagdo de G. Dizemos
que p é unitaria e relagdo a um produto interno (-,-) em V se

{ps(u), ps(v)) = (u, v)
paratodo s € Geu,v eV
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Vamos agora ver que através desse conceito, podemos dar uma nova de-
monstracao do Teorema de Maschke.

Proposicao 4. Seja V' um espaco vetorial munido de um produto interno
(-,) ep: G — GL(V) uma representacao de G. Entdo podemos obter um
produto interno (-,-), em rela¢do ao qual p € unitdria.

Demonstracao. Definamos a seguinte aplicagao:
(,),: VxV — C
(,0) — (u,0), = > (ps(u), ps(v)) -

seG

Temos que essa aplicagao é um produto interno. De fato,

i)

), = > (ps(v), ps(u)

seG

= Z <ps(v)’ ps(u>>

seG

= > (pa(u), pa(v))

seG

= <UJU>P
ii)
<u+v,w>p = Z<ps(u+v)7ps(w)>

seG

= Z(ps(u) + ps(v), ps(w))
seG

= > (ps(w), ps(w)) + (ps(v), ps(w))
seG

— Z<p8(u)7 ps(w)) + Z(ps(v)a ps(w))
seG s€G

= <u7 w>,0 + <U7 w>P
iii)

Pu,0), = D (ps (), ps(v))

seG

= A Z<ps(u)7 ps(U)>

seG
= >\<U, U>P
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iv) Como (ps(u), ps(u)) > 0, para todo u # 0, temos que

(u, u), = Z<p5(u)ap5(v)> >0.

seG

Ademais, para todo t € G,

(pe(u), pe(v)), = Z(pst(U),pst(v»

seG

= Z(Pst (), pst(v))

seG

= Z(pr(u)v pr(”))

reG
= (u,v), .

Concluindo o resultado. ]

Considere p : G — GL(V) e o produto interno ( , ), como na proposicao
acima. Sejam W um subespaco de V estdvel por p e W+ o complemento
ortogonal de W em relacdo a esse produto interno. Mostremos que W+ ¢é
estavel por p. De fato, como ps(W) = W, temos que dado w € W, existe
w' € W tal que ps(w') = w. Assim, dado w; € W+ temos:

(ps(wr),w), = {ps(wr), ps(w')),

Logo, ps(wi) € W+, para todo w; € W+, ou seja, W é estavel por p.
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Capitulo 3

Teoria dos Caracteres

3.1 O Caracter de uma Representacao

Definigao 38. Seja p : G — GL(V) uma representagao linear de um grupo
finito G em um espaco vetorial V. Definimos o caracter de uma representagao

p por:

Xp:G — C
s > Xo(s) =Tr(ps)

Proposicao 5. Se x € o caracter de uma representacao p : G — GL(V)
de grau n temos:

1. x(1g) = n.
2. x(s71) = x(s), para s € G.

3. x(tst™) = x(s), para s,t € G.

Demonstracao.
1.
Xo(le) = Tr(pig)
= Tr(l,)
=n
2. Fixado s € G, arbitrario, considere A, Ao, -+, A, € C os autovalores
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(nao necessariamente distintos) de p;. Entao

Xo(s) = Tr(ps)

3. Sejam ts = u e v =t~ !, temos:

Xoltst™) = x,(uv)

O

Proposigao 6. Sejam p' : G — GL(V}) e p* : G — GL(V3) duas repre-
sentacgoes lineares de G, e sejam X1 € X2 Seus caracteres, entao o caracter da
soma direta pl @ p? € x = x1 + Xo-

Demonstragio. Considere R! e R? as formas matriciais de p! e p?, respecti-
vamente. A representacao da soma direta em forma de matriz é dada pela
matriz quandrada de ordem n + m:

R! 0

0 R?
Dai, Tr(Rs) = Tr(R!) + Tr(R?), o que implica x(s) = x1(s) + x2(s). O
Proposigao 7 (Lema de Schur). Seja p: G — GL(V1) e p: G — GL(V3)

duas representacgoes irredutiveis de G e f : Vi — Vo uma aplicacao linear
tal que pso f = f o ps, para todo s € G. Temos que:

1. Se p e ¢ nao sao isomorfas, entao f = 0.

2. SeVi =V, e p=y, entao f é uma homotetia.
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Demonstracao.

1. Suponhamos que f # 0 e tome = € Kerf, arbitrario. Temos que

Fps(x)) = @s(f(2)) = ¢s(0v,) = O,

e entdo ps(x) € Kerf, o que implica Kerf estavel por p. Mas como p
é irredutivel, temos que Kerf = Vi ou Kerf = {0y, }. Como estamos
supondo f # 0, segue-se Kerf = {0y, }. Analogamente, tomando
y € Imf, temos que ¢s(y) = ¢s(f(x)), para algum = € Vi, e dai
0s(y) = f(ps(x)) € Imf, pois ps(z) € V1. Dai, Imf é estavel por ¢ e,
sendo ¢ irredutivel e f # 0, segue-se que que Imf = V5. Logo, p e ¢
sao isomorfas.

2. Seja A € C um autovalor de f e vamos trabalhar com a representacao
irredutivel de G, p : G — GL(V). Defina f' = f — Al. Como A\ é

autovalor de f, existe v # 0, tal que fv = Av, o que implica f'(v) = 0,
e dai Kerf" # {0}. Agora observe que

(ps o f1)(v) = (" 0 ps)(v).

Anélogo ao que fizemos no item 1, obtemos que ker f’ é estavel por
p, implicando ker f/ = V. Assim f'(z) = 0, para todo z € V, e dai
f(x) = Az, para todo z € V.

]

Corolario 1. Sejam h : Vi — Vi uma transformacao linear e h® = ‘—é' (i) thpy,
teG
entao:

1. Se p e ¢ nao sao isomorfas, entio h° = 0.

2. Se Vi = Vo e p =, h° € uma homotetia de raio 2Tr(h), com n =

dimV .

Demonstracao.

1. Ja sabemos que p e ¢ sao irredutiveis. Basta verificar que ¢4 0 h° =
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h° o ps, para todo s € G. De fato,

(905)_1 oh®op, = (ps) Z ) hptps
tEG
= |G| Z (ps Sot) hptps
teG
= | Z Qots lhpts
teG
= h°

Segue da Proposicao 7 (Lema de Schur), item 1, que h° = 0.

2. Pela Proposicao h° é uma homotetia e

Tr(h?) = ( Z @) toho Pt)

teG

= ’G|ZTT pt Oh‘opt)

teG

1
= € Z Tr(h)
= Tr(h).

Seja A o raio de h°, ou seja, h°(x) = Az, para todo x € V;. Temos
n\ =Tr(\,) = Tr(h) e assim A = LTr(h).

]

Definicao 39. Dizemos que uma funcao f : G — C é de classe se para
todo s,t € G temos:

fltst™) = f(s)

Como vimos na Proposicao 5, um exemplo de uma funcao de classe é o
caracter.

Chamemos de H o conjunto de todas as fungoes complexas definidas em
G. Temos que H, munido da adi¢ao e da multiplicagao por escalar ponto a
ponto, é um espago vetorial. Considerando agora

ClGl ={f:G— C; f é de classe} ,
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temos que C[G] é um subespaco vetorial de H, chamado de espago das fun-
¢oes de classe.

Definamos a aplicagao
(,):Cl[GlxC|[G] — C
(F.9) — (F.0) = 57 2 F090)

teG

Temos que (, ) é um produto interno. Com efeito,

i)

1 _
(9.f) = @Zg(t)f(t)

teG

i)
(ftah) = |—Cl;|2(f+g)(t) G

iii)

= Mf,9)

iv) Como para todo w € C*, ww = |w|* > 0 temos

<f,f>:|g|zf<t>m>o.

se€G
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para f € C[G] ndo nula.
Segue o resultado.

Em particular, o caracter ¢ uma fungio de classe e x(s™!) = x(s), e assim,
para qualquer f € C[G], temos:

(f,x) = Zf

Jrrre
SREDIN0
Jrrre

Observagao 10. Definimos a matriz unitiria Ey € My« (C) como sendo
a matriz cuja entrada na linha k conluna [ € igual a 1, e as demais sao 0.

Assim, se A = (a;;) € M,(C) e B = (b;) € M,(C), entdo

agbpn  aigbe - abi,

agrbpn  agkbiy - agby,
AEuB = . . , . ;

Amibin Qb - Amibin

ou seja, AEyB = (aitbij)mxn, comk € {1,...,m} el € {1,...,n} fizos.
Teorema 7 (Relagoes de Ortogonalidade).
1. Se x1 e x2 sao os caracteres de duas representacoes irredutiveis nao
isomorfas, entdo (x1,x2) = 0.
2. Se x € o caracter de uma representa¢do irredutivel, entao (x,x) = 1.
Demonstracao.

1. Seja p: G — GL(V}) e p : G — GL(V3) duas representagoes irredu-
tiveis nao isomorfas de G e x1, X2 seus caracteres, respectivamente.

Fixadas bases  de Vi e v de Vi, tomemos [pilzg = (745(f))nxn €

[0t]y = (5ij(t))mxm, onde n = dimV; e m = dimV,. Pelo Corolario

1, temos Opxp = [R°)0 = ﬁ > [ei-1]4[h)5]pe] 5. Como essa relacao vale
teq

para qualquer transformacao linear de V; em V5, em particular, vale
para uma h tal que [h]7 = Ey € Mpxn(C) (com k e [ fixos, arbitra-
rios), temos

Omn — 1,
X |G|ngtl ]pt

teG

= ( E zk ’rl] ) .
tEG mxn
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Isto implica que Y s;x(t71)r;(t) = 0, para quaisquer k,i = 1,...,m

teG
elj—l coy M. Assun no caso em que k = 7 e | = j, temos
> st )T]]( )=
teG

Por outro lado,

(X1,x2) = ZXZ Dxa(t) |G| Z (Z si(t™") Zﬁj(ﬂ)

tEG teG i=1
m n 1 -
— ZZ <@ZS“(t 1)rjj(t)> = 0
i=1 j=1 teG

. Consideremos a representagao irredutivel p : G — GL(V') de grau n,
caracter x, e dada na forma matricial por [p]g = (74j(t))nxn. Andlogo
ao que fizemos no item 1, consideramos uma transformacao h : V.— V
tal que [h|g = Eu, com k,l € {1,...,n} fixos e arbitrarios. Pelo
Corolario 1

Anln (€] Z pi-1]gEm[pt)s
teG
e
TT’(h,) §kl
A = = —.
n n

Por outro lado,

J
( |Z7”Zk Tl] ) :%]
nxn

teG

Dai, quando k =i =j =1

1
|_ Z rzz rzz
eG

3I>—‘

e, quando k=1 # j =1

|G| Zr” )ri;i(t) = 0.

teG
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Portanto,

= LZTM(t_l)Tjj(t) = izrlz@_l)rn(t)
i=1 j=1 ‘ ’ teG =1 | ’ teG

]

Para concluir esse capitulo, vamos definir a multiplicidade de um ca-
racter irrdutivel na composicao de um caracter.

Seja p : G — GL(V) uma representacao do grupo G com caracter
¢. Vimos que existem W7, ... W, subespacos de V estaveis por p tais que
V=W &...&eW,, ep =plw, ¢éirredutivel para cada i =1,...,n. Assim
¢ € a soma dos caracteres das representagoes p;’s, os quais sao irredutiveis, e
assim concluimos que

¢ =mix1+ ... +mpxk

onde Y1, ..., X& sao caracteres irredutiveis, dois a dois distintos, e cada m; é
um inteiro nao negativo. Definimos a multiplicidade de y; em ¢ como sendo
o inteiro m;. Observe que, para cadai=1, ..., k,

(@, xi) = mi(x1, Xa) + -+ milXas Xa) + - - F m(Xes Xa) = My

pelas relacoes de ortogonalidade.
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3.2 Decomposicao da Representacao Regular

Considere GG um grupo e denote os seus caracteres irredutiveis por xi, ..., Xn
e seus graus por nq,...,n,. Temos n; = x;(1) (Proposigao 5).

Relembre que, dado um grupo G, com |G| = n e V um espago vetorial
de dimensao n com base = {es}sec (indexada pelos elementos de G), a
representacao regular de GG é definida por

ps G — GL(V)
t Pt

onde p; : V. — V é o operador linear definido por p;(es) = eys.
Proposicao 8. O caracter rg(t) da representagdo regular € dado por:
n, se t=e
ra(t) =
0, se t#e.

Demonstracao.
i) O caso em que t = e temos

ra(t) =ra(e) = Tr(ldy) =n .

ii) No caso em que t # e, temos que ts # s, para todo s € G. Logo, a
matriz de p; na base f tera todos os elementos da diagonal principal nulos.
Entao, r¢(t) =Tr(p) = 0. O

Corolario 2. Todo caracter irredutivel de G aparece na expressao do caracter
da representacao reqular, com multiplicidade igual ao seu grau.

Demonstracao. De fato, sendo y um caracter irredutivel de G essa multipli-
cidade é dada por

(rox) = r_(l;| S rals™x(s)
seG
= |—61¥|TG(€)X(6) , pois rg(s) =0ses#e
- 16l
= x(e)
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Corolario 3. Os graus n;s satisfazem as relagoes S n? =n e > nyxi(s) =0,

para todo s € G — {e}.

=1 =1

Demonstracao. Vimos do Corolario 2 que a multiplicidade com que y; apa-
rece na expressao do caracter rg da representacao regular é n;, e entao

k
TG(S) = Z ”z‘Xz‘(S)- Logo,
=1

i) Se s = e, temos:

3.3 Numero de Representacoes Irredutiveis

Proposicao 9. Sejam f: G — C uma func¢ao de classe e p: G — GL(V)

uma representacao linear de G. Seja a transformacao linear py : V — V

definida por pr = > f(t)p:. Se p € irredutivel de grau n e caracter x, entao
teG

ps € uma homotetia de raio A, com \ = %(f, X)-

Demonstragao. Observe que py é um isomorfismo de representacoes. De fato,

ps Prps

Py F(Dpps

teG

Z f(t)pglptps

teG

Z f(t)psflts

teG
Z f(sus™Y)p,, fazendo u = s 'ts

ueG

> fwp.

ueG
P
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o que impica pgps = pspy, € pelo Lema de Schur temos que py ¢ uma homo-
tetia de raio A, ou seja, py = Mdy. Dai, Tr(ps) = Tr(Ady) = nA, onde
n = dimV (I). Por outro lado, pf = > f(t)p:. Dal,

it
Tr(ps) = Tr (ZG f(t)pt>
= ;ft(j)Tr(pt)
= ;f(t)x(t) (ID).
De (I) e (II) temos A = %tGEGf(t)x(t)- E, como (f,X) = ﬁtech(ﬂx(t),
segue-se que A = SL(f ). O

Teorema 8. Os caracteres X1, X2, .-, Xn formam uma base ortogonal de C[G].

Demonstragao. Pelo Teorema 7, vimos que se x é o caracter de uma repre-
sentacao irredutivel (x,x) = 1, e se x e x’ sdo caracteres irredutiveis de
representagoes nao isomorfas, entao (x, x’) = 0. Isso mostra que os X;s for-
mam um conjunto ortogonal, e portanto linearmente independente, em C[G].

Resta mostrar que os y;'s geram C[G]. Para isto é suficiente mostrar
que cada elemento de C[G] ortogonal a todos os x;'s é nulo. De fato, tome
f € C|G] um elemento ortogonal a todos os caracteres irredutiveis. Dai, f
deve ser ortogonal a todos os caracteres de G.

Considere agora a funcdo f : G — C, definida por f(t) = f(t). Temos

que f € C[G]. Para cada representacio p de G, facamos pr = > f(t)p:
teq

Sendo y o caracter de p, temos (f,x) = 0 e dai (f,x) = 0. Pela proposicao
anterior, temos que pj = 0.

Aplicando isso a representagao regular p e calculando a imagem do vetor
e1 sob py, temos

piler) = Zmpt(el) = Zmet :

teG teG

Como pf ¢é nula, temos pg(e;) = 0, e da igualdade acima segue-se que

f(t) =0, para todo t € G, uma vez que o conjunto {e;t € G} é linearmente
independente. Logo, f é nula e portanto f é nula. ]

Teorema 9. O numero de representacoes irredutiveis de G € igual ao nimero
de classes de conjugacdo de G.
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Demonstracao. Sejam C1, Cs, ..., C}. as distintas classes de conjugagao de G.
Dizer que a funcao f em G ¢é uma fungao de classe é equivalente a dizer que
f é constante em cada um dos C1, ..., (). Consequentemente, a dimensao do
espago C[G] das fungoes de classe ¢ igual a k. Por outro lado, a dimensao é,
pelo Teorema 8, igual ao niimero de representacoes irredutiveis de G, donde
segue o resultado. O]

Proposicao 10. Seja s € G e seja c¢s o numero de elementos na classe de
conjugacao de s.

. |G|
1. Temos > xi(s)xi(s) = —
1=1 s

h
2. Para t € G nao conjugado de s, temos >, xi(s)xi(t) = 0.
i=1

Demonstracao. Seja fs : G — C igual a 1 na classe de conjugacao s e igual
a 0 nos demais elementos de G. Uma vez que, f; é uma funcao de classe,
h

ou seja, fs € C|G], pelo Teorema 8 podemos escrever f; = > \;x;, com

Ai = (fs,xi) = am, ou seja, -
h
filt) = Z
= E’ZXZ
Temos dois casos:
1. Caso em que s = t: 1 = fis) = aéxi(s)xi(s) e dai
St =

INgE
Py
V)
SN—
=
=
S—
D
(@R
®

2. Caso em que ¢ nao é conjugado de s: 0 = f,(t) = ]
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Capitulo 4

Teorema p%q" de Burnside

Lema 3. Se x € o caracter de uma representacao de G ,entao x(g) € um
inteiro algébrico para todo g € G.

Demonstracao. Seja
v :G — GL,(C)
g — wlg) =
Fixado g € G, considere a matriz ¢,. Como C ¢ algebricamenete fechado,

toda matriz quadrada com entradas complexas é triangulavel sobre C, ou
seja, existe X € GL,(C) tal que X ', X ¢é triangular. Dali,

uma representacao de G.

aj;  k * *

X1 X — 0 axp ... *
0 0 ... aw
e portanto
(ag1)™ * *
(X_IQDgX)m = O (GQ?)m ' * , para m € N,
00 (e

Por outro lado, se m = |G|,

(Xl X)™ = XM pg)"X
= X_190£JMX
= X 'p.X
= X 'I,X



Dai, a7} = aby, = ... = a;,, = 1, implicando que cada a;;, com i = 1,...,n
é raiz do polinémio moénico p(z) = =™ — 1, ou seja, cada a; é um inteiro
algébrico. E como

x(g) = Tr(py)
Tr(X 1o, X)
h

= Eaii

=1

e soma de inteiros algébricos é inteiro algébrico, segue-se que x(g) é um inteiro

algébrico. n
Observacao 11. Sejam Ay, ..., A\, € C, todos com mesmo mddulo, tais que
A+ =M+ Al Entdo Ay = ... = \,. De fato, afirmamos

que |Ni + N;| = |Ni| + || para quaisquer i,j € {1,...,n}. Suponhamos por
absurdo que |\ + Xo| < [A1| + |A2|, entdo

‘)\1+)\2+--.+)\n’S‘)\1+)\2‘+‘)\3+...+)\n’<‘)\1‘+’)\2’+"‘+‘)\n"

Absurdo. Logo, existe o > 0 tal que \; = a\;, o que implica que |\;| = ||| \;],
ou seja, o = 1, donde seque que \; = A;.

Lema 4. Seja p uma representacao de um grupo G com caracter x, e seja
N ={z € G;|x(z)| = x(1)}, entdo

1. N={z e G;p(x)=al, a € C}.
2. N é um subgrupo normal de G.

Demonstracao.

1. Tome x € N e considere A, A, ..., A, os autovalores de p(z). Observe
que,
n=|x@)|=M+...+ N <|M|+...F |\ =n

o que implica [\ + ...+ A\y| = [A1| + ...+ |\n|. Assim, da observagao
feita anteriormente, temos que os autovalores sao todos iguais, digamos
a.

Considere  uma base de V tal que

[0 3 % %
0 a ...

=] . . . . |= o+A
0 0 «



onde A é nilpotente, pois é uma matriz triangular superior com diagonal
igual a 0. Assim, existe k € N tal que ([T]g —al)* =0, onde T = p(z).

Observe que o polinémio g(x) = (x — a)* anula T e consequentemente
é divisivel pelo minimal de T', o que implica que my(z) = (z —a)!, com
[ <k.

Sendo |G| = m, observe que T = I e entao o polinémio f(z) = 2™ —1
anula 7" e assim também é divisivel pelo minimal de 7. Mas como
as raizes de f(z) s@o todas distintas my(x) ndo terd raizes multiplas,
donde mr(x) = x — a. Portanto, T'— ol = 0, o que implica T' = al.

2. De fato, dados g1, go € N temos que

plor') = plg)™

= ()‘91])_1

p(g192) = plo

implicando ¢, 9192 € N, ou seja, N < G. Ademais, dados g € G, e
n € N temos

plgng ™) = p(g9)p(n)p(g™") = p(g)Xal)p(9) ™ = Anlp(9)p(9) ") = Anl

implicando gng~! € N, isto é, N < G.

Seja p; :+ G — GL,,(C) uma representacao irredutivel do grupo G.
Fixado g € G, arbitrario, defina

Cy = Z pi(y) -
y€Ca(9)

Para cada a € G temos que p;(a) 'Cypi(a) = >, pi(a~tya) = C,. Logo,
yeGy(a)

Cypi(a) = pi(a)C,. Pelo Lema de Schur, segue-se que

C, =w(g)I, onde w(g) € C.
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Ademais, Tr(Cy) = n;w(g), e também

Tr(Cy) = Y Tripy)= > xily)=cexilg)-

y€Cq(9) y€Ca(9)
Logo, w(g) = M.
n;
Lema 5. Sendo G um grupo, temos que para cada g € G, w(g) = =——== ¢
n;
um inteiro algébrico.
Demonstracao. Veja [4], pagina 133. ]

Lema 6. Se p; é uma representacao irredutivel de G de grau n;, caracter x;,
e se g€ G € tal que mde(cy,n;) =1, entao x;(g) =0 ou p;(g) € uma matriz
escalar.

cgXi(9)

Demonstracao. Sabendo que é um inteiro algébrico. =~ Como

i
mdc(cy,n;) = 1, existem ky, ko € Z tais que ¢,k + nke = 1, o que implica

e _ngi(g) k1 + xi(9)ks = Xi(g). Donde segue-se que Xi(9)
/”LA

L i 1
algébrico.

Como x;(9) é a soma de n; raizes da unidade, digamos,
Xi(g) = wy + we + ... + wy,, temos

¢ um inteiro

< lwi] + ...+ |wn,
< ni

<1.

‘Xi(g)'_‘w1+w2+...+wni
L

n;

Xi(g)

7

No caso em que

’ = 1, segue do Lema 4 que p;(g) é um multiplo

escalar da identidade.
Xi (9 )

7

No caso em que

(3

< 1, temos |wy+. . .+w,,| < n; e entdo wy, ..., wy,,

Xi(9)

nao sao todas iguais. Segue do Lema 2 que =0, assim x;(g) = 0.

]

Teorema 10. Se num grupo G o numero de conjugados de algum elemento
g # 1 € poténcia de um primo, entdo G nao pode ser simples.

Demonstragao. Seja g # 1 e suponha ¢, = p®, com p primo e & € N. Como o
k

caracter rg da representacao regular é dado por rg = > n;x;, onde x1, ..., Xx
i=1
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sao os caracteres irredutiveis e ny,...,n, 0S seus graus.
h
ralg) = Z n;Xi(9)
i=1
h
= mixi(g) + Z nixi(9)
=2

h
= 1+ mxl9)
=2

h
Como r¢(g) =0, para g # 1, temos 1+ > n;xi(g) = 0.
=2

1=

Suponha, por absurdo, que G ¢é simples. Do Lema 4, vimos que
N = {z € G;p(x) = a,l} é normal em G, entdo N = {e} ou N = G.
Se N = @, entao pelo Exemplo 10, qualquer subespaco vetorial W de V é
estavel por p, absurdo, pois p é irredutivel. Logo N = {e}, e entao para todo
i=1,2,...,h, pi(g) ndo pode ser uma matriz escalar. Assim, analisemos os
casos.
Se p 1 n;, como p é primo, mde(p, n;) = 1, o que implica que mde(p®, n;) =
1, e do Lema 6 segue-se que x;(g) = 0. Neste caso, para cada i =1,2,...,h
temos n;xi(g) = 0.
Se p | n;, para cada i = 1,2, ..., h, temos n;x;(g9) = pgixi(g), com ¢; € Z.
h
Logo, > n;xi(g) = p7, onde v é um inteiro algébrico, pois como ¢; € Z, ¢; é
=2

1
um inteiro algébrico, além disso x;(g) também é.

Daf, 14 py =0, o que implica v = S} Absurdo, pois QN Ic(Z) = Z. O

Teorema 11 (Teorema p®¢® de Burnside). Se |G| = p®¢®, com p e q primos,
entio G ¢ soluvel.

Demonstracao. Sabemos que se N <G, com N e % soluveis em G, entao GG
é soluvel. Em vista disso, basta mostrarmos que G nao é simples e depois
usarmos indugao em |G|. Como ¢ divide |G|, pelo Primeiro Teorema de Sylow
temos que G possui algum S, - subgrupo, a saber, H, ou seja, |H| = ¢°, pois
¢® é maior poténcia de ¢ que divide |G|.

Tome g € H — {1}, com g € Z(H). Isso ocorre se, e somente se H C
Ce(g). Sendo ¢, o numero de conjugados de g, temos que

— |G| — paqb — pafk
[Calg)l  Pe°
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com 0 < k < a, pois |H| divide |Cq(g)| e |Ca(g)| divide |G| = p®q®. Dai,
pelo Teorema 10, existe N < G tal que {e} # N < G.

Suponhamos agora por inducao que o resultado vale para todo grupo de
ordem menor que |G| e divisivel por, no maximo, dois primos.

Observe que 1 < |N| < |G|, j& que N < G néo trivial e é préprio. Pelo
teorema de Lagrange |N| e % dividem |G| e sdao ambos menores que |G|.

Logo, por hipotese de indugao, N e % sao soluveis e assim G é soluvel. [
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