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Resumo

Neste trabalho, apresentaremos um estudo introdutorio sobre a Topologia
m-adica, no qual discutiremos algumas propriedades importantes e a ideia
de completamento. Como caso particular do completamento da topologia m-
adica estudaremos o anel dos inteiros p-adicos onde p é um ntmero natural
primo. Além disso, mostraremos que o anel dos endomorfismos do p-grupo
de Priifer é isomorfo ao anel dos inteiros p-adicos.



Abstract

In this work, we will present an introsutory study in m-adic topology, in which
we will cliscuss some important properties on the idea of completeness. As a
partular case of the completeness of the m-adic topology, we will study the
p-adic integer ring where p is a prime natural number. Also, we will show
that Priifer’s p-group endomorphism ring is isomorfic to the p-adic integer
ring.
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Introducao

A teoria dos numeros p-adicos teve inicio em 1897 com o matematico Kurt
Hensel. A ideia partiu da expansao em série de Laurent de uma funcao
racional (quociente de dois polinémios) sobre o corpo C dos complexos. Na
época ja se sabia que dados uma fungao racional f(X) sobre C e a € C é
possivel expandir f(X) numa série de Laurent em torno de

FX) =) an(X —a)

onde ky € Z, sendo a convergéncia garantida em alguma regiao do plano
complexo.

Kurt Hensel.

Observa-se que o corpo C(X) das fungdes racionais sobre C é o corpo de
fragoes do anel de polinémios C[X] e um polinémio da forma X — a é um
elemento irrredutivel (andlogo aos nimeros primos nos inteiros) em C[X].
Observa-se também que o corpo Q dos racionais é o corpo de fracoes do anel
dos inteiros. Pensando entao em uma analogia entre C(X) e Q no sentido de
expansao em série, Hensel percebeu que, fixado um niimero natural primo p,
cada numero racional, possui, num certo sentido, uma expansao em série de



poténcias da forma
o

Z ap”

k=ko
onde ko, ap € Z e 0 < a; < p. O conjunto de todas as séries deste tipo (que
sao séries formais) é munido de uma adigao e uma multiplicagao constituindo
um corpo, que é chamado de corpo dos nimeros p-ddicos e que contém pro-
priamente um subcorpo isomorfo ao corpo dos racionais. As séries formais
onde ky = 0 sao chamadas de inteiros p-ddicos e constituem um subanel do
corpo dos numeros p-adicos. Este subanel é o que chamamos de anel dos
inteiros p-ddicos.

Dado um inteiro p-ddico v = >, aip®, associamos a ele a sequéncia de

nuimeros inteiros

(ao, ag + a1p, ap + a1p + asp®, ag + arp + asp® + azp’, . ..).

Tomando z, = >,_, arp®, observa-se que z,11 = z,, (mod p"*1) para todo
n inteiro nao negativo. Uma sequéncia deste tipo é chamada de sequéncia
coerente e ¢ uma forma de representacao dos inteiros p-adicos. No Capitulo
3 deste trabalho os inteiros p-adicos serao definidos formalmente através de
sequéncias coerentes.

Hoje, o anel dos inteiros p-adicos faz parte de um contexto mais geral, que
é a ideia de topologia m-ddica. Sejam A um anel comutativo com unidade
e m um ideal de A tal que a intersecao de todas as suas poténcias é {0}.
Partindo de um ideal nestas condigoes, podemos definir a métrica m-dadica,
a qual faz de A um anel topolégico. A topologia em questdao é a chamada
topologia m-adica. Considerando A como espago métrico (munido da mé-
trica m-adica), podemos considerar o seu completamento, o qual é também
um anel topolégico e um espaco métrico completo. Neste contexto, o anel
dos inteiros p-adicos aparece como um caso particular. Considerando p um
nimero natural primo e m = pZ, ideal dos multiplos de p do anel Z dos in-
teiros, chamamos a métrica m-adica neste caso de métrica p-dadica. Quando
consideramos o anel Z dos inteiros munido da métrica p-adica, o anel que
aparece como completamento é exatamente o anel dos inteiros p-adicos.

Motivado pela importancia dos niimeros p-adicos e da topologia m-adica,
a qual nos mostra a beleza do estudo conjunto da &algebra e da topologia,
o presente trabalho tem como objetivo fazer um estudo introdutério dessas
ideias, sendo desenvolvido em trés capitulos da seguinte maneira: no Ca-
pitulo 1 sao introduzidos os conceitos e resultados bésicos que nos darao
suporte ao desenvolvimento do trabalho e assumiremos o conhecimento por
parte do leitor de alguns conceitos, tais como grupo, relagoes de equivalén-
cia, etc. Iniciamos com a definicao de anel e algumas propriedades, além de



conceitos como subanel, ideal, homomorfismo e anel quociente. Logo apods,
introduziremos os conceitos de espagos métricos, continuidade, convergen-
cia de sequeéncias, sequéncias de Cauchy, completude e conjuntos abertos e
fechados. Neste seguimos essencialmente [7],[6] e [5].

No capitulo 2 apresentamos a definicao da métrica m-adica e suas pro-
priedades. Em seguida, definiremos sequéncias coerentes e descreveremos
com detalhes o processo de completamento de um anel munido da métrica
m-ddica. Tivemos como referéncia [3].

O Capitulo 3 sera destinado ao anel dos inteiros p-adicos, que é um caso
particular do completamento da topologia m-adica. Definiremos o p-grupo de
Priifer e algumas propriedades importantes, e no final mostraremos que existe
um isomorfismo entre o anel dos inteiros p-adicos e o anel dos endomorfismos
do p-grupo de Priifer.
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Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo apresentaremos resultados basicos de anéis e espagos métri-
cos, que serao necessarios para o desenvolvimento desse trabalho. Para uma
leitura mais detalhada sobres os assuntos aqui tratatos, recomendamos as
referéncias [1], [2], [4],[6] e [5].

Em todo este trabalho iremos considerar as sequintes notagoes:
N={1,2,3,...} (conjunto dos nimeros naturais) e Ny = NU {0}.

1.1 Anéis e Subanéis

1.1.1 Definicao e Exemplos

Definigao 1.1.1. Seja A um conjunto nao vazio e “+7 e “ -7 duas opera-
¢oes em A. Dizemos que a terna (A,+,:) é um anel se valem as sequintes
condicoes:

a) “ +7 € associativa, ou seja, (a +b) +c = a+ (b+ c), para quaisquer
a,b,ce A.

b) “+7é comutativa, ou seja, a +b = b+ a, para todo a,b € A.

¢) Existe 0 € A tal que 0+ a = a, para todo a € A.

d) Para cada a € A existe —a € A tal que a + (—a) = 0.

e) “-7 € associativa, ou seja, (a-b)-c=a-(b-c), para todo a,b,c € A.
f)a-(b+c)=(a-b)+(a-c)e(a+b)-c=(a-c)+(b-c), para todo a,b,c € A.

Por simplicidade de notacao, vamos denotar o anel (A, +, -) simplesmente
por A, ficando as operacoes “ +”7 e “ -7 subentendidas. A operacao “ +7 é
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normalmente chamada de soma ou adicao e “ -7 de produto ou multiplicacao.
Para a,b € A, denotamos a - b por ab.

Sendo A um anel, existe um tnico 0 € A tal que 0 + a = a, para todo
a € A, e este elemento é chamado de zero ou elemento neutro aditivo de A.
Para cada a € A existe um tnico —a € A tal que a 4+ (—a) = 0. O elemento
—a é chamado de oposto aditivo de a. Observe que —(—a) = a.

Sendo A um anel, definimos a subtra¢ao em A como sendo a operacao

—AxA — A
(a,b) — a—b=a+ (=)

Definigao 1.1.2. Seja A um anel.
a) Dizemos que A € um anel comutativo se ab = ba, para quaisquer a,b € A.

b) Dizemos que A é um anel com unidade se existe 1 € A tal que la = al,
para todo a € A.

Sendo A um anel com unidade, observa-se que existe um unico 1 € A tal
que la = al = a, para todo a € A. 1 é chamado de um ou unidade de A.

A partir de agora, a menos de mencao em contrario, a palavra anel signi-
ficara anel comutativo com unidade.

Definicao 1.1.3. Sejam A um anel com unidade e a € A, dizemos que a €
inversivel em A se existe a’ € A tal que d'a = ad’ = 1.

Observagao 1.1.4. Na defini¢do acima o a’ € unico e geralmente denotado

por a~t.

Sendo A um anel com unidade, temos que o conjunto
U(A) ={a € A/ aéinversivel em A},
é nao vazio, pois 1 € U(A).

Definicao 1.1.5. Seja A um anel (ndo trivial, ou seja, A # {0}). Dizemos
que A é um corpo se A se U(A) = A — {0}.

Definicao 1.1.6. Seja A um anel. Definimos um subanel de A como sendo
um subconjunto nao vazio B de A que satisfaz:

a) r+y, —x € B, para quaisquer z,y € B.
b) xy € B, para quaisquer x,y € B.
c)leB.
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Todo subanel B € por si s6 um anel, basta restrigir as aperacoes do anel
A ao subanel B.

Exemplo 1.1.7. Z,R,Q e C, munidos de suas operagoes usuais de adi¢ao e

multiplicacao, sao anéis comutativos com unidade. Observe que C,R,Q sao
corpos, e U(Z) = {—1,1}.

Exemplo 1.1.8. Seja R um anel. Definimos uma série formal na indeter-
minada x com coeficientes em R como sendo uma expressao da forma

o0

f(x):Zana:”:a0+a1x—|—...+anx”—|—---

n=0

onde a,, € R para todon € Ny. Normalmente donotamos o conjunto de todas
a séries formais por R[[x]].
Sejam f(x) = Y " jap,x”, glx) = > b,a" € R[[z]]. Considere as

sequintes operagoes de adigao e multiplicagcao em R[[z]]:

flx) +glz) =) cpa” e fla)glx) =) dua",
n=0 n=0
onde ¢, = ay, +b, ed, = 7 a;b,_;.
Entao R[[z]] munido dessas duas operagoes é um anel, chamando de anel
das séries formais na indeterminada x com coeficientes em R.

Considere agora f(z) = >~ a,z" € R[[z]] uma série formal na inde-
terminada x. Diremos que f é uma série formal quase nula ou que f é um
polinomio na indeterminda x, quando existir ng € N tal que para todom € N
com m > ng, tivermos que a,, = 0, ou seja, f é da forma

f(z) = ap+ a1z + ... + ap,x"™.

O conjunto de todos os polindomios na indeterminada x munido da soma
e do produto usual é um subanel de R[[z]], chamado anel dos polindmios na
indeterminada x e é denotado por R[z].

Exemplo 1.1.9. Sejam A, As, ..., A,, com n € N, anéis. Definimos o
produto direto de Ay, As, ..., A,, denotado por Ay x Ay X -+ X A,, como
sendo o anel munido das operacoes “+” e “” definidas por:

Z) (al,ag,...,an)+(b1,b2,...,bn) = (a1+b1,a2+b2,...,an+bn).

ZZ) (al,ag,. .. ,an)(bl,bg,. .. ,bn) = ((Ilbl,agbg,. .. ,anbn).
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para quaisquer (ay,asg, ..., a,), (b1,be,...,by) € A1 X Ay X --- x A,. O ele-
mento neutro deste anel é a n-upla constante com todas as entradas iquais a
0 e a identidade é a n-upla constante com todas as entradas iguais a 1.

Ademais, dada uma familia de anéis (A,,)nen, definimos o produto direto
desta familia como sendo o conjunto

H An = {(al,ag,ag, ) / a, € An}

neN
munido das operacoes de adi¢ao e multiplicagao efetuadas termo a termo.

Exemplo 1.1.10. Sejam G um grupo abeliano (com notagdo aditiva) e
End(G) o conjunto de todos os endomorfismos de G. Dados ¢, € End(G),
consideremos ¢ + 1 : G — G definida por

(6 +¥)(g) = o(9) +¥(9),

para g € G. Observe que ¢ + 1, ¢p1p = p o € End(G) e assim podemos
definir as operagoes de soma e multiplicagao em End(G):

+: End(G) x End(G) — End(G)
(@,9) — o+9

- End(G) x End(G) — End(G)
(¢, ¥) — ¢ov

Temos que End(G), munidos destas operacgies, é um anel (em geral, ndo
comutativo), chamado de anel dos endomorfismos do grupo G. O zero deste
anel é o endomorfismo nulo (endomorfismo com imagem Og) e a unidade é
o endomorfismo identidade.

Definicao 1.1.11. Uma sequéncia num conjunto X € uma aplicacdo
x : N — X. Podemos denotar a sequéncia x por (x,)nen (ou simples-
mente por (x,)), onde x, € o valor que a sequéncia x assume no nimero
n € N, sendo chamado de n-ésimo termo da sequéncia.

Exemplo 1.1.12. Seja A um anel. Definimos S(A) como sendo o conjunto
de todas as sequéncias com entradas em A. Ou seja,
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S(A> = {(xn)neN / T € A}'
O congunto S(A) munido das operacoes
+:5(A) x S(4) — S(4)
(@), (yn)) > (n) + (¥n) = (21 + Y1, 22 + Y2, 23 + 43, ..)

D S(A) x S(A) —  S(A)
(), (W) > (@) (Yn) = (2191, T2y2, T3Y3, - - )

€ um anel, chamado de anel das sequéncias.

1.1.2 Ideais

Definicao 1.1.13. Sejam A um anel e I um subgrupo aditivo de A (I #
0 ex+y,—x €I, para quaisquer x,y € I1). Dizemos que I é um ideal de A
se ax € I para quaisquer x € I ea € A.

Exemplo 1.1.14. Se A é um anel, entao {0} e A sao ideais de A. Seja
a € A, entdo definimos ideal principal gerado por a como sendo

(a) ={azx/ x € A}.

Exemplo 1.1.15. Sejam A um anel e (I;)jen uma familia de ideais de A.
Temos que

m[f e Z[i:{x1+x2+~~—|—xn/nEN,xi€U[]}
JEX JEN JEX
sao ideais de A. Particularmante
I+J={zx+y/zxelyeJ}

Exemplo 1.1.16. Sejam A um anel e Iy, 15, I3, ..., I, ideais A. Definimos
o produto Iy - Iy - I3 -...- I, como sendo

[1'[2'[3'. . In = {{lfll'. X1+ T2 Tt ATy .‘JTnm/m S N(),il?ij S [Z}
Particularmente,
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e

[":I[[[:{xnxnl—l—xlgxng—i——i—xlmxnm/mEN,xw G[}
—_—
Observe que Iy - Iy - I+ ... - I, € um ideal de A e

[1-12-13-...-1ngﬂ12-.
=1

Observagao 1.1.17. Seja n € N. Temos que 1" C I™. Mais em geral
temos que I C I™, para todo m < n.

Exemplo 1.1.18. Fizado n € Z, temos que nZ = {nx/x € Z} é um ideal
de Z. (ideal principal gerado por n). Todo ideal de 7 € desta forma.

Definigao 1.1.19. Sejam A um anel e M um ideal préprio de A. Dizemos
que M € um ideal mazximal de A se nao existe nenhum ideal I de A tal que
MCICA.

Observagao 1.1.20. E fato conhecido que todo anel A comutativo com uni-
dade possui pelo menos um ideal mdximal. Quando existir um unico ideal
mdzximal dizemos que A € um anel local (veja [1] cap.1).

Proposicao 1.1.21. Sejam A um anel e J um ideal proprio de A. Se para
todo a € A—J temos que a € U(A), entdo A € um anel local e J € seu unico
ideal mazimal.

Demonstragao. Veja [1], cap.1. ]

Definigao 1.1.22. Sejam A um anel e I, J ideais de A. Dizemos que I e J
sao ideais coprimos se I + J = A.

Proposicao 1.1.23. Se [ e J sdo ideais coprimos, entao valem:
i) INJ=1J
it) I" e J sdao coprimos para todo n € N.

Demonstragao. Veja [1], cap.1 O
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1.1.3 Anéis Quocientes e Homomorfismo

Sejam A um anel e J um ideal de A. Considere em A a relagao “= (mod I)”
definida por:
a=b(modl)sea—bel

chamada de relacao de coongruéncia médulo I, é uma relagao de equivaléncia.
Dado a € A, temos que a classe de equivaléncia de a com respeito a relagao
de congruéncia médulo I é o conjunto

a+I={a+z/zel}

também chamado de classe lateral de I determinada por a. Costuma-se
também denotar a + I por a.

Exemplo 1.1.24. Sejam a,b,m € Z. Dizemos que a € congruente a b modulo
m, e denotamos por a = b(mod m), se m divide (a—b). Observe que a relag¢ao
de congruéncia modulo m é exatamente a relagao de congruéncia modulo o

ideal (m)de 7.
Observe que a aplicagao

f:l — a+1
r — a-+x

é uma bijecao. Temos

U@+ =A

acA
Sea,be Aea+1#0b+1,entdo (a+1)N(b+1)=0. Paraa,b € A, valem:

a+l=b+1<=a=bmodl)<=acb+]<—=bea+1.

Observacao 1.1.25. Sejam A um anel e I um ideal de A. Se a,b,c,d € A
sao tais que a = b(mod I) e ¢ = d(mod I), entao a4+ ¢ = b+ d(mod I) e
ac = bd(mod I).

Tomemos agora
A
7= {a+1/a€ A}

e consideremos as operagoes

4+

=~
X

—~
q@‘
S

ST

—
—



observe que estas operagoes sao bem definidas (veja a observecao anterior).
Ademais, A/I munido delas, é um anel, chamando de anel quociente de A por
I. O zero e a unidade de A/T sao 0 =0+1 =1 e 1 =1+ 1, respectivamente.
Ademais, A/I = {0} se, e somente se I = A.

Definicao 1.1.26. Sejam A e R anéis. Dizemos que uma aplicagdo
v : A— R é um homomorfismo de anéis se p(14) = 1g €

pla+b) =pla) +¢b) e @lab) = p(a)p(d)
para qualquer a,b € A.

Sendo ¢ : A — R um homomorfismo de anéis, definimos o nicleo e a
imagem de ¢, denotados por Ker(y) e Im(p), respectivamente, como sendo
0s conjuntos

Ker(p) = {a € A/p(a) = Or}

Im(p) = {p(a)/a € A}.
Proriedades basicas de homomorfismos. Seja ¢ : A — R um homo-

morfismo de anéis. Entao,

i) (04) = 0

a) = —yp(a), VYa € A.

i

111

(
(=
(na) =np(a), Va € A eVn € Z.
(a") = p(a)",Va € AeV € Z.

v) Ker(y) é um ideal do anel A.

)
)
)
iv) ¢
)
vi) Im(y) é um subanel do anel R.

Demonstracao. Para os itens (i), (ii), (ii7) e (iv) veja na referéncia [4] cap.l.
Os demais se demonstram com calculos basicos. O

Definicao 1.1.27. Definimos isomorfismo como sendo um homomorfismo
bijetivo.

18



Sejam A e R anéis. Se existe algum isomorfismo ¢ : A — R, dizemos que
A e R sao anéis isomorfos, e denotamos por A = R. Neste caso, observa-se
que o' : R — A é também um isomorfismo.

Teorema 1.1.28. (Teorema Fundamental do homomorfismo) Sejam
A e R anéis e ¢ : A — R um homomorfismo de anéis. Sendo I = Ker(yp),
temos A/I = Im(p) .

1.2 Espacos métricos

1.2.1 Meétrica

A partir de agora denotamos R, = {x € R/ z > 0}.

Definigao 1.2.1. Seja M um conjunto nao vazio. O par (M,d) é chamado
de espaco métrico quando a aplicagao d : M x M — R, satisfaz as sequintes
condicoes:

1) dp(z,y) >0 e dp(z,y) = dn(y, ), para quaisquer x,y € M;

2) dp(z,y) =0<= 2z =y,

3) dim(z,y) < dy(z,2) + dn(z,y), para quaisquer x,y,z € M.

Uma aplicacao d nas condigoes acima é chamada de métrica. E inte-
ressante observar que métrica é a formulagao matematica do conceito de
distancia.

Exemplo 1.2.2. Seja X um conjunto nao vazio. Definimos a métrica dis-
creta sobre X como sendo a sequinte aplica¢ao

d: X xX — R

1 se x#y
(x,y) +— d(x,y)—{o s ey

Exemplo 1.2.3. Sejam (My,d;) e (M, ds) espagos métricos, e M = My X

M. A sequinte aplicacdo

d:- MxM — R
(1, 72), (Y1,92)) +—— d'((z1,22), (1, 92)) = max{di(z1, 1), da(2, y2) }

¢ uma métrica(ver [6] cap.1), chamada de métrica do méximo.
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1.2.2 Conjuntos abertos e fechados

Definigao 1.2.4. Sejam (M, d) um espago métrico, x € M e e > 0. Chama-
mos de bola aberta de centro x e raio € o conjunto

Blz,€) = {y € M/d(z,) < ¢}
e chamamos de bola fechada de centro x e raio € o conjunto
Blz,e] ={y € M/d(z,y) < €}.

Claramente, B(z,€) C Bz, €.

Sejam X um conjunto e a € X. Diz-se que o ponto a é interior ao
conjunto X quando, para algum r > 0, tem-se B(a;r) C X. Isto significa
que todos os pontos suficientemente proximos de a também pertencem a X.

O conjunto int(X) dos pontos interiores a X chama-se o interior do conjunto
X. Evidentemente, int(X) C X.

Definicao 1.2.5. Um subconjunto A de um espago métrico M chama-se
aberto quando todos os seus pontos sao interiores isto é, quando A = int(A).

Exemplo 1.2.6. Toda bola aberta num espaco métrico é um exemplo de
congunto aberto.

Definicao 1.2.7. Uma topologia num conjunto X € uma colegao T de partes
de X, chamados os abertos da topologia, com as sequintes propriedades:

i) 0 e X pertencem a T;
ZZ) Se A17A27...,An€7', entao AlmAgﬂﬂAnET,

it1) Dada uma familia arbitrdria (Ax)aer, com Ay € 7, para cada X\ € L,
tem-se |J,cp, Ax € 7.

Um espago topoldgico é um par (X, 7) onde X é um conjunto e 7 é uma
topologia em X.

Exemplo 1.2.8. Seja M = (M,d) um espago métrico. Existe uma topologia
natural sobre M, construida a partir da métrica d da sequinte forma:

7 ={X C M/ X = int(X)}.

Temos que T é uma topologia sobre M, dita a topologia induzida pela
metrica d. Assim, todo espago métrico M = (M,d) pode ser considerado
como um espago topoldgico M = (M, 1), onde a topologia T € a topologia
induzida pela métrica d, da forma acima descrita.
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Exemplo 1.2.9. Dado um conjunto nao vazio X, definimos a topologia dis-
creta em X como sendo a colecao T de todos os subconjuntos de X. Dizemos
que (X, T) é um espago topolégico discreto. Observe que esta topologia é
induzida pela métrica do Exemplo 1.2.2.

Definigao 1.2.10. Sejam (M, d) um espago métrico e Y C M. Dizemos que
Y € limitado se existem x € M e € > 0 tais que Y C B(x,€).

1.2.3 Funcao continua

Definigao 1.2.11. Sejam (M, dy), (Ms,ds) espagos métricos. Dizemos que
uma funcao f : My — My € continua no ponto x € My se para todo
e > 0, existe 6 > 0 tal que para todo y € M tal que di(z,y) < §, temos
que da(f(x), f(y)) < e. Se f é continua em todo ponto x € M, dizemos
simplesmente que f € uma func¢ao continua.

Proposicao 1.2.12. Seja f : My — M,. As sequintes afirmacoes sao
equivalentes

i) f € uma fung¢ao continua.
it) A imagem inversa de um fechado por f é um fechado.
iii) A imagem inversa de um aberto por f é um aberto.
Demonstrag¢ao. Ver em [6], cap.1. ]

Definicao 1.2.13. Sejam (M, dy), (Ms,ds) espagos métricos. Dizemos que
uma funcgao f: My — My € um homeomorfismo se € uma bijecao continua
cuja inversa € também continua.

Havendo um homeomorfismo f : M; — M, dizemos que os espacos M;
e M, sao homeomorfos.

Definicao 1.2.14. Uma aplicacao f : M — N, nos quais M, N sao espacos
métricos, € chamada de imersao isométrica quando d(f(x), f(y)) = d(z,y),
para quisquer x,y € M.

Uma imersao isométrica é sempre injetora pois, para x,y € M,

f(@) = fly) = d(z,y) = d(f(2), f(y)) = 0=z =y

Definimos isometria como sendo uma imersao isométrica sobrejetiva. Toda
imersao isométrica f : M — N define uma isometria de M sobre o subes-
pago métrico f(M) C N. Nao é dificil ver que toda isometria é um homeo-
morfismo.
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1.2.4 Convergéncia de sequéncias

Definicao 1.2.15. Seja M um espag¢o métrico. Dizemos que o ponto a € o
limite da sequéncia (x,) em M quando, para todo € > 0 dado arbitrariamente,
¢ possivel obter ng € N tal que n > ng = |z, — a| < €. Noutras palavras:
limz, =a em X se, e somente se d(x,,a) — 0 para todo n > ny na reta.

Mostra-se que quando uma sequéncia z, possui limite, este é tnico.
Escreve-se entao lim x,, = a.

icao 1.2.16. Quando existe a = limx 12-se que a sequéncia de
Definicao 1.2.16 d t 1 n€X,d d
pontos x,, € M é convergente em M, e converge para a. Se nao existe lim x,,
em M, dizemos que a sequéncia é divergente em M.

Diz-se que o ponto a é aderente ao conjunto X quando existe uma sequén-
cia (z,) C X tal que limz,, = a. Chama-se fecho do conjunto X ao conjunto
X formado por todos os pontos aderentes a X. Portanto, a € X <= a =
limxy, 2, € X.

Definicao 1.2.17. Um conjunto F chama-se fechado quando F = F, isto
€, quando o limite de toda sequéncia convergente de pontos de F' € ainda um
ponto de F'.

Definicao 1.2.18. Um subconjunto X C M diz-se denso em M quando
X = M, ou equivalentemente, quando toda bola aberta em M contém algum
ponto de X, ou ainda, para todo aberto nao vazio A em M, tem-se ANX # ().

Definicao 1.2.19. Uma sequéncia € dita de Cauchy se, dado € > 0, existe
ng € N tal que
m,n > ny = d(a,, a,) < €.

Teorema 1.2.20. Toda sequéncia convergente é de Cauchy.
Demonstracao. veja em [5], cap.4. ]

A reciproca do teorema acima nao é verdadeira. Para ver isto, tomemos
uma sequéncia de nimeros racionais (z,) convergindo para um nimero ir-
racional a. Sendo (z,) convergente em R, segue-se do teorema anterior que
(x,) é uma sequéncia de Cauchy no espago métrico Q dos nimeros racionais.
Mas, evidentimente (z,) nao é convergente em Q.

Definicao 1.2.21. Quando toda sequéncia de Cauchy num espaco métrico
M ¢ convergente, dizemos que o espagco M é completo.
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Capitulo 2

Topologia m-Adica

Neste capitulo iremos introduzir a topologia m-adica. Nosso estudo, que
foi baseado na referéncia [8], serd voltado para o caso particular quando a
topologia m-adica é métrizavel. Para um estudo do caso geral, recomendamos
os livros [1] e [9].

2.1 Meétrica m-adica

Sejam A um anel e m um ideal de A tal que (), m"” = 0. Para cada
x € A— {0}, tomemos

Um(x) = mazx{n € Ng;z € m"}.

Definimos também vy, (0) = +00. Para quaisquer z,y € A—{0} temos entdo:

Se x € U(A), entao vy (zy) = vn(y).

Demonstracao. a) Se x € A, entdo —x € m” se, e somente se, £ € m"™, pois
m” é um ideal.

b) Sejam ni,ny € Ny tais que ny = vy () € ng = vy(y), e suponha sem perda
de generalidade que n; > ny. Assim z € m™ e y € m"2, com m™ C m"2,
Dai z +y € m™ e portanto vy, (x + y) > ny = min{v, (), vn(y) }
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c¢) Consideremos zy # 0, pois no caso zy = 0 a desigualdade fica clara.
Entao, sejam ny,ny € Ny tais que vy (z) = ny € vm(y) = na. Logo x € m™
ey € m"™ eassim zy € m™ "2, Por definigao de vy, tem-se que vy (xy) >
ny + ng > ng, ou seja, vy (ry) > vn(x) + vn(y) > vn.

d) J& sabemos que vy (xy) > vn(y). Sendo u = zy onde = € U(A),entao
y = tu e assim vy (y) = vn(r ™ ) > vp(u) = v (zy).
[

Observacao 2.1.1. Se x = 0 ou y = 0, as arfimacoes sao imediatas,
convencionando-se que +00 > n, para todo n € Ny.

Definimos agora a seguinte aplicagao:

dm N A X A — R+
(2,y) — dw(z,y) =Y

convencionando-se que e~ = 0.
Proposicao 2.1.2. Para quaisquer x,y,z € A temos:
i) d(2,y) 20 € dn(z,y) = dn(y, z).
i) du(z,y) =0z =1y.
(2, y) < max{dy(z,2),dn(z,vy)}.
w(z+ 2,9+ 2) = dn(x,y).

Demonstragdo. 1) Sabemos que dy(x,y) = e "»@=% > 0 e que vy(r —y) =
Un(—(T = y)) = vn(y — ). Assim,

du(,y) = e~ vm(T—y) — o—vm(y—2) — du(y, ).

ii) Sex # y, entdo x —y # 0. Logo e~*"(*=%) > 0. Por outro lado se z = y,
entao dm(:ﬁ, y) = Q*Um(f’f*y) — efvm(O) —e>® =

iii) Consideremos z,y,z € A. Temos que dy (7, y) = e vn(@=27v+2) = gmvm((z=2)+(y) <
max{dy(z, 2), dn(z,vy)}, pois

Un((z = 2) + (2 — y)) 2 min{on(z — 2),va(z —y)}
e dai
—vn((z = 2) + (2 —y)) < max{—va(z — 2), —vu(z —y)}
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V) dpl(x 4+ 2,y + 2) = e7Um@+Hzmy=2) = e=nl@=y) = q_(2,7).
]

Temos entao que d, ¢ mais que uma métrica,ou seja, ¢ uma ultra-métrica,
uma métrica que satisfaz a condigao (iii) acima, que é mais forte que a de-
sigualdade triangular, chamada de métrica m-adica. Assim d, induz em A
uma topologia, chamada topologia m-ddica.

Proposicao 2.1.3. Munido da topologia m-ddica, A é um anel topoldgico,
ou seja, as operacgoes de adicao e multiplicacao sao continuas.

Demonstragao. Considere em A X A a métrica do maximo (veja o exemplo
1.2.3), definida por:

d'((w1,91), (22, y2)) = max{dn (21, 22), dn(y1, y2)}-
Seja a aplicacao f definida abaixo:
f:AXxA — A
(z,y) — flo,y)=z+y.

Dados x1, 2, y1,y2 € A, temos

Un(f(z1,01) = f(72,92)) = val(z1+y1) — (22 +42))
Un((T1 — 2) + (Y1 — ¥2)) >
> min{vn (21 — 22), vm(y1 — ¥2) }-

Mas,

—min{vg(z1 — 22), Un (1 — ¥2)} < max{—vn(r1 — 22), —vn(v1 — ¥2)},

e dal dn(f(z1,91), f(72,92)) < d'((x1,91), (T2, 92))-
Observe agora que

1Y — TaYo = T1(y1 — Y2) + Y2 (21 — X2).
Dai

min{vm(21(y1 — ¥2)), Un(y2 (21 — 22))}

Un(T1y1 — ToY) >
> min{vn(y1 — ¥2), Vm(21 — 22)}

e assim
—Um(iﬁlyl - 352?/2) < maX{—Um(yl - y?)a _'Um(xl - $2)}
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Considerando entao

g:AxA — A
(z,y) — g(z,y) =y
temos que
du(g(z1,91), 9(22,42)) < max{dn (21, 22), dn(y1,92)} = d' (21, 11), (22, 2))-

Portanto, concluimos que as operacoes de soma e produto em A sao fun-
¢oes continuas. O

Vamos agora falar de convergéncia de sequéncias com respeito a métrica
m-adica.

Proposicao 2.1.4. Seja (a,)nen uma sequéncia em A, munido da métrica
m-dadica e a € A. As sequintes afirmacoes sao equivalentes:

a) A sequéncia (a,) converge para a;
b) Dado k € N, existe no € N tal que a,, —a € m* para todo n > ng;
¢) vm(a, —a) — +oo;

Demonstracdo. a) Dado k € N, tomemos ng € N tal que dy(a,,a) < e7*
para todo n > ng. Dessa forma, para todo n > ng, temos que

dm<a/n7 a) — e*”m(an*a) S efk’

donde vy (a, — a) > k e portanto a, — a € m*.

b) Dado k € N, existe ng € N tal que a,, — a € m* para todo n > ny. Logo,
Um(an, — a) > k para todo n > ny.

c¢) Sabendo que lim vy (a, —a) = 400, entdo temos que
llm dm(an, a) — llm e*vm(an*a) — 0

quando n — 4o00. Logo a,, — a, quando n — +00.
O

Corolario 2.1.5. Temos que a, — 0 na topologia m-adica se, e somente
se, vy (ay,) — +o00.

Proposicao 2.1.6. Considere em A a métrica m-ddica. Sendo (a,), (b,) e
(x,) sequéncias em A tais que a, — a e b, —> b, com a,b € A, valem:
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a) a, £b, — a+b e a,b, — ab.

b) Se a =0, entio a,x, — 0.

c) (z,) € sequéncia de Cauchy se, e somente se, T,i1 — T, —> 0 (ou equi-

valentemente, dp,(Tny1,2,) — 0).

d) Se A € completo, entao a série Y x,, converge, se e somente se, T, — 0.

Demonstragao. a) Dado k € N temos que existem nq,ny € N tais que

n>n = a, —acmt e n>ny =>b, —bem.

Tomando ny = max{ni,ns} tem-se que para todo n > mny vale
a, — a,b, —b € m*. Como m* ¢ um ideal,

(Gp +bp) — (a+b) =a, —a+b, —becmk

Logo (a, + b,) — a + b. De forma andloga, a,, — b, — a — b.

Agora observe que (a,b, —ab) = a, (b, —b) +b(a, —a), Sendo a,,b € Ae
b, — b,a, —a € m¥, entdo vale que (a,b, — ab) € m*, pois m* ¢ um ideal
de A. Assim, se n > ng, tem-se a,,b, — ab € m* e daf a,b, — ab.

Sendo a, — 0, entao para cada k € N existe ny € N tal que a,, € m*
para n > ng. Como m* é um ideal e z,, € A, temos que, para todo n > ng,
an T, € m*. Logo a,z, — 0.

Sendo (z,) uma sequéncia de Cauchy, temos que para todo € > 0 dado,
existe ng € N tal que n,k > ng implica dy(zg, x,) < €. Particulamente,
para k =n+ 1. Logo, dwn(Zni1,2,) < € para todo n > ng.

Reciprocamente, supondo que x,,1 — z, — 0, dado € > 0, existe ng € N
tal que dp(2n11,2,) < € para todo n > ng. Logo, dados m > n > nq,
temos

dm( T, 2n) < max{dy (Tm, Tm—1), A (Tm—1, Tm—2)s ooy dn(Tna1, Tn) } < €.

n

Considere s,, = E x;. Sendo Yz, convergente, existe S = lims, e é
i=1
claro que S = lim s,,_1, assim
0=S5—S5=lim(s, — $,—1) = limz,
Reciprocamente, suponha klim xr = 0 e observe que S,411 — Sp = Tpiq-
—00

Como por hipétese temos que zp — 0 entao s,11 — S, = Tpye1 — 0

27



quando n — oo.Pelo lema acima, (s,,),en € de Cauchy e sendo A completo,
concluimos que Y x, é convergente.

]

Exemplo 2.1.7. Seja A é um anel e m = {0}. Observe que m" = {0}, para
todo n € N. Logo, para todo x,y € A com x # y, temos que vy(z —y) =0
e dai dy(x,y) = e @Y = 1. Agora se v =y temos que vy(z —7y) = +00,
logo du(x,y) = e™"(@=¥) = 0. Portanto,a topologia m-ddica é discreta. Mais
geralmente, se m € um ideal de A tal que m™ = 0 para algum n € N, entdo
a topologia m-ddica € discreta, visto que, tomando ko = min{k € Ny / mF =
{0}} tem-se que

TE Y = vp(x —y) < kg = dn(z,y) = e vm(@=Y) - ko

e, para x =y, temos vn(r — y) = vu(0) = d(z,y) = 0.

Exemplo 2.1.8. Sejam Al[z]] o anel das séries formais na indeterminada
x com coeficientes em A e m = (x). Temos que A[[z]], munido da métrica

m-ddica, é completo. Observe inicialmente que se m = (x) entao m" = (x™),
o0

~ y n
entao E ajxj em” se, e somente se, ag =a; =y = -+ = Q1 = 0.
=0
Considere agora uma sequéncia de Cauchy (fn)nen em Al[z]] , digamos
o0

fn = Zanjacj para todo n € N. Temos que f,i1 — fn —> 0 e assim
§=0

Un(fra1 — fn) — 400 quando n — +o0. Veja que para cada k natural
existe ng € N foi1 — fn, € mF, e daf Api1,j = Qnj, PATG qUATSQUET T > Ny €
j=1,2,... k.

Assim, para casa j € {1,..,k}, tomemos a; = any41j = Angi2j = ...
Como k € arbitrdrio, fica definido a; € A nestas condigoes para todo j € N e
assim podemoms tomar f = Z;io a;x’. Obeserve que para cada k € N temos

nan———>fn—f:Z(anj—aj)xj € m”
=0
Logo, lim f,, = f.

Proposigao 2.1.9. Sejam A um anel e m um ideal de A tal que (),—, m" =
{0}.Considerando a métrica m-ddica, valem:

a) Sea € A en € Ny, entdo a +m”™ € uma bola aberta e fechada em A.
Reciprocamente, toda bola em A ¢ desta forma.
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b) Se J é um subgrupo aditivo aberto de A, entao J também € fechado.

¢) Se J éideal de A, entao o fecho de J é o conjunto (), (J +m") .

d) Se J € ideal de A, entdo J € denso em A se, e somente se, J e m sdo

Demonstrac¢ao. a) Tomemos € € R tal que e™ < € < ¢

coprimos.

I=n Dado z € A,
temos que se * € a +m", entao * = a +y, com y € m", e assim * — a €
m™. Logo v,(x —a) > n o que implica d,(x,a) < e < e. Portanto,
a+m™ C B(a;e) C Bla; €.

VejaquesexGB[ae] entao dy(a,z) < e <e'™ e daf vy (z — )>n—1
pois e~"m(9=%) < 1= implica em —Um(a —x) <1—n. Logo, v —a € m"
e assim a + m" = B(a;€) = Bla; €.

Seja 6 € R, § > 0, e tomemos ng = min{n € Ny / e < 0} e ny =
min{n € Ny / e™" < §}. Fixemos a € A. Dado z € A — {a}, temos

rE€a+m" <=1 —aem" <= vy(r —a) >n < dn(r,a) <e ™.

Ademais, como vy(z — a) € Ny, temos que se dy(z,a) < 6, entdo
Um(x — a) > ny. Logo, a +m™ = Bla;d].

Temos também que

re€a+m” <=z —aem” < vy(r —a) > ng <= dn(z,a) < e ™.
Ademais, como vy(z — a) € Ny, temos que se dy(z,a) < 6, entdo
Um(x — a) > ny. Logo, a +m"™ = B(a;0).

Temos que A — J = {J,c4_,(a+J) e que, para cada a € A,

foiA — A
r — for)=a+zx

¢ um homeomorfismo (na verdade é uma isometria), e para ver isso observe
que dn(fo(z), fa(y)) = dn(a+ z,a +y) = dn(z,y).Entao f,(J) =a+Jé
aberto e a uniao de abertos é aberto, implicando assim que A — J é aberto
e portanto, J é fechado.

Fixemos ko € N, arbitrario. Suponhamos (a,) e (b,) sequéncias contidas
em J e em m*, respectivamente, tais que (a, + b,) — a € A. To-
mando ny € N tal que a, + b, —a € m* para todo n > ng, temos que
any — a € MM e assim a € a,, +m* C J + m*.Logo J + m* é fechado.
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Portanto, J C (>, (J +m"). Por outro lado, se a € (°—,(J + m"), para
cada n € N existem a,, € J e b, € m” tais que a,,+b, = a. Como b, — 0
(pelo corolario 2.1.4) temos que a,, —> a e assim a € J.

d) Supondo J denso em A, entdo J = A e pelo item (c), temos que J =
Mo, (J +m"), e assim J +m = A. Portanto, m e J sdo coprimos.

Por outro lado, se m e J sao coprimos tem-se que m”" e J sao coprimos
para todo n € N. Logo, J = (>, (J +m") = A. Portanto, J é denso em
A.
O
Exemplo 2.1.10. Consideremos a sequéncia a, = 23"01 29 em Z, munido
da métrica 2-ddica. Observe que a, € J = 37 para todo n € N, wvisto
que a, = 2 — 1. Logo a, — —1. Logo, J ndo é fechado.Observe que
32, + 24 = 7, ou seja, J e 27 sao coprimos.

Teorema 2.1.11. Sejam A e A; anéis e m um ideal de A tal que (), _, m" =
0. Se p: A — Ay € um homomorfismo sobrejetivo e J = kery € fechado
em relagdo a topologia m-ddica, entao (),—, p(m)" =0 e ¢ : (A dn) —
(A1, dymy) € continua.

Demonstragdo. Se y € (), ¢(m)", entao existe x,, € m" tal que y = p(x,)
para cada n € N. Veja que dado n € N, como y = p(x,) = (1), temos
ry —x, € J, donde z; € x,, + J Cm" + J. Entao, z; € (|, (J+m") = J,
pois J é fechado. Logo y = 0.

Tome z,y € A, com = # y. Temos que  —y € m*¥ como ¢ é um
homomorfismo, p(z — y) € e(m™E) ou seja, p(z) — (y) € ©(m)™EY),
donde segue que vn(p(x) — ¢(y)) = va(z — y). Logo,dem)(p(z), ¢(y)) <
dw(z,y) e assim ¢ é continua. ]

Observagao 2.1.12. A reciproca do teorema anterior € verdadeira e seque
do fato de que imagem inversa de fechado por uma funcao continua € fechado,
obeservando-se que {0} € fechado em A .

2.1.1 Completamento

Sejam A um anel e m um ideal de A tal que () _, m" = 0. Vamos agora
mostrar que o anel topologico (A,d ) possui um completamento, ou seja,
vamos mostrar que existem um anel A e uma métrica dy, com (A d m) COM-
pleto e um monomorfismo isométrico ¢ : A —s A tais que p(A) é denso em
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A. Ademais, este completamento € inico, a menos de isomorfismo isométrico.

Definicao 2.1.13. Considerando o produto direto

e}

A
H_ :{<a1 +ma@2+m2,a3+m3,...)/ai GA}

n
n=1
dizemos que a sequéncia (a; +m, as +m? a3 +m?3,...) neste produto direto é
coerente se ny1 = an(mod m™) para todo n € N.

Observacao 2.1.14. Observe que se
(ay +m,ay +m% a3 +m?, .. ) = (by +m, by + m? bs +m?, ...),

com a;,b; € A, e ayi1 = a,(mod m™), entao b,y = b,(mod m™), pois a, =
b,(mod m™) para todo n € N, e dai b,y1 = b, = a, = apr1(mod m™), dai
concluimos que a definicao dada acima € boa. Além do mais, para m,n € N,

comm >n,
Upi1 = ap(mod m™) = apq1 —a, €m"
_ 11 11
Api2 = Cbn+1(m0d m" ) = Gp42 — Apy1 em”
n+2> s 2

— n+
Upi3 = Qpyo(mod m (pg3 — Qpig €M

Um = Q1 (mod m™ 1) = a,, — ap_y €M™
Desde que m™™ 1 C m™ 2 C ... C m™! C m", temos que vale a sequinte
implicacao

m>n = a, = a,(mod m").

Veja que sendo o = (a1 +m, ag+m? az+m3,...) e B = (by+m, by+m? b3+
m?,...) sequéncias coerentes,entao a, 1 = a,(mod m™) e b, 1 = b,(mod m™).
Logo, any1 + byi1 = ap + by(mod m™) e ayy1bpi1 = anb,(mod m™) e dai, a
soma e o produto de sequécias coerentes ainda sao coerentes. Ademais, toda
sequéncia da forma (@ +m,a +m? a+m3,...), com a € A, é coerente, par-
ticularmente a unidade de []>°, 2 ( caso a = 1) é uma sequéncia coerente.
Assim, A = {a € [I2, & /o é coerente} é um subanel de []°7, 2.

Definicao 2.1.15. Para cada k € N, defina

Je = {(a1 + m,as + m*, a3 + m?,...) eA/ak € m"} e Jy= A
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Temos que Ji é um ideal de A. Observe que a; € mF equivale a @, =
ar, +mF =0 em A/m*, e daf

() /i = {0}.

Observacao 2.1.16. Seja o = (a1 +m, as +m% az+m3,...) € A. Entao :

i) Sea € Jy en < k, temos que m* C m" e a, = ai(mod m"), e dai
a, € m". Logo,

ii) Se ap ¢ m* (ou seja, o & Jy) e n >k, entio a, ¢ m".
Feita essa observacao, podemos entao definir
Um(a) = max({n € N/a, e m"} U {0}) = max{k € Ny / o € Ji.}.

Veja que 0((0,0,0,...)) = +00 e que Jy = {a € A/iy(a) > k}. Ademais, se
o= (CLl +m,as —|—m2,a3—|—m3, .. ) S Jkl ef = (bl +m, by —|—m2, b3—|—m3, .. ) S
Jy,, entdao ay, € mf e by, € m*. Sabendo que ag, 1, = ai, (mod m) e
que by, 11, = br,(mod mk2) seque que ag,1x, € m* e by, 4p, € m*, donde
Qkey +kyOkty +hy € mF1tF2 e consequentemente Jiy - Jky € Jg4k,. Logo,para
a, B € A, valem:

(@) = (=), Om(a + 3) = min{im(av), 0m(5)}

Om(af) > () + 0 ().

Definimos agora

~

>

Ry

do A x
(o, 8 sz(a7 B) = e omla=f)

_>
) —

* = (. Temos que d, é uma ultramétrica em A.

convencionando-se que e~
De fato, sabemos que

~

dm(a, B) — ¢ m(a=p) > ()

e que

Um(@ = B) = Um(—(a = F)) = ta(f — @).
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Assim, ) )
du (e, B) = e~ tm(@=p) — =tm(f—a) _ dw(, ).
Veja que se czm(oz,ﬂ) = e"m@=h) = 0, entdo Up(a — B) = +o00. Logo

a — =0, implicando o« = . Reciprocamente,se o = 3, entao dy(a, 5) =
—m(a—pB) — ,—o0 _ 0
e e :

Agora consideremos «, 3,7 € A. Temos que

~

(e, B) = e7om@+17770) — g=inl(@=D+0-0) < max{dy(a,7), dn(7, 5)},
pois

Om((a—=7) + (v = B)) = min{in(a —7), 0u(y — £)}
donde

(= 7) + (v — ) < max{ (@ — 1), ~in(y — B)}.

Ademais, vale dp,(a + 7, 84 7) = e tm@tr=7-8) — e=tnl0=6) — q_(a, ).

Teorema 2.1.17. (A, dy) ¢ um completamento de (A, dy).

Demonstracao. Considerando a aplicacao

p: A — A
r — @)= (r+mar+mir+md . ).

Temos que ¢ ¢ um homomorfismo e é uma imersao isométrica, sendo
portanto injetivo. De fato, dados x,y € A, temos

Un(p(2) —¢(y)) = max({n € N/z—yem"}U{0})
= max({ne Ny /z—yem"} =uvu(z —y)

~

ou seja, dw(7,y) = dwn(p(z),p(y)). Para mostrar que ¢(A) é denso em A,
tomemos a = (a; + m,ay + m?,a3 + m3,...) € A e definamos a sequéncia
(an)neN €m QO(A) dada por

2
an = (a, +m,a, +m? a, +m?, ...).
Assim,

an —a=(0,0,0,...,0,(an — ani1) +m" ™ (@ — anyo) +m" 200

uma vez que para m € N, com m < n, temos a,, = a,(mod m™) e assim
a, + m"™ = a,, + m™. Segue entdo que Uy(a, — ) > n, para todon € N e
assim «,, — o em A.
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A

Considere agora uma sequéncia de Cauchy (o) em A, digamos «,, =
(Ap1 + M, apo +m? a3 +m3,...). Temos que,

Qpt1 — p — 0
e assim Uy (apy1 — @) — +00. Como
Apy1 — Oy = ((an+1,1 - anl) + m, (an+1,2 - an?) + m27 (an+1,3 - an3) + m37 .. -)7

para cada k € N existe ng € N tal que 0y (a,—1—ay,) > k, ouseja, a1 —a, €
Jip para todo n > ng. Logo ani1; +m = a,, +m/, para todo n > ng e
todo j = 1,2,3,..., k. Concluimos entao que, para cada j € N, a sequéncia
(anj + m7)pen em % é constante a partir de um certo ponto, e denotemos
por a; +m’ esta constante. Assim, existe k; € N tal que a,; +m/ =a; +m
para todo n > k;.

Considere agora
_ 2 3
a = (a; +m,ay +m* a3+ m°, ...)

Dado j € N, temos

ap — = ((), 0, O, e ,6, (an’j+1 — aj+1) + ijrl, (aww - aj+2) -+ mj“, .. .),

e assim Uy(oy, —a) > j, para todo n > k;, logo a,, — «, e assim (A, cfm) é
completo. O

Teorema 2.1.18. Sejam (A, d) e (A1, dy) anéis topoldgicos completos, onde d
e dy sao métricas. Se R e Ry sdo subanéis densos de A e Ay, respectivamente,
tais que existe um isomorfismo isométrico p : R — Ry, entao existe um unico
isomorfismo isométrico p : A — Ay estendendo .

Demonstragao. Sejam a € A e (a,) e (b,) sequéncias em R que convergem
para a. Entao (a,) e (b,) sao sequéncias de Cauchy em R e (a, — b,) — 0
em A, donde (p(ay,) e (p(b,) sdo sequéncias de Cauchy em R; e (¢(a,) —
©(b,) — 0, pois ¢ é um isomorfismo de anéis. Como A; é completo, (p(a,)
e (p(b,) sao convergentes em A; e, além disso, tém o mesmo limite, o qual
vamos denotar por p(a). Temos entao uma aplicac¢ao

@ZA — Al
a — P(a)
com p(r) = p(r) para z € R. Sendo z,y € A, consideremos (z,) e (yy,)
(

n
em R tais que z, — = e y, —> y. Temos entao d(z,,y,) — d(z,y) e,
consequentemente, di(¢(x,), p(yn)) — d(x,y). Como dy(¢(x,), p(Yn)) —
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d(@(z),?(y)), temos pela unicidade de limite que d(@(x),®(y)) = d(z,y),
donde © é uma imersao isométrica e portanto ¢ injetora.
Temos também que x,, + 3, — = +y em A e dai

P(Tn +yn) — Pz +y)

em A, pois P é imersao isométrica. Como x,,y, € R, temos que x,+y, € R
e assim

@(xn +Yn) = @(xn +UYn) = @(xn) + ©(Yn).
Logo, como ¢(z,) — P(x) e p(yn) — P(y),

P(Tn +yn) — P(z) +P(y) em A;.

Segue entao que p(x + y) = P(z) + P(y). Analogamente se mostra que
?(z-y) =2() - P(y).

Dado y € A;, tomemos (y,) uma sequécia em R; que converge para y.
Consideremos agora x,, = ¢~ !(y,) para todo n € N. Como ¢ é uma isometria
temos que (x,) é uma sequécia de Cauchy em A e assim existe z € A tal que
T, — x em A. Sendo z, = ¢~ (y,), entdao p(x,) = y, e assim p(x) =y,
por definicao de . Portanto, i é sobrejetora. O]

Teorema 2.1.19. Sejam A wm anel e m um ideal mazimal de A tal que
oo, m" ={0}. Entao, A é um anel local.

Demonstracao. Sendo
J={(ay +m,ay +m? as+m®,...) € A/ a; € m},

temos que J é um ideal proprio de A. Com base na Proposicao 1.1.21, basta
mostrar que A—.J C U(A). De fato, se ¢ = (a1 +m,ag +m? as+m3,...) €
A— J, entdao a; ¢ m e portanto (a;)+m = A, uma vez que m é ideal maximal
de A. Como a,, = a;(mod m), temos que a,, ¢ m e assim existe b, € A tal que
b, = 1(mod m™). Temos entao a sequécia 8 = (by+m, bo+m?, by+m?,...)
em J[>°, - e observamos que a8 = (1 +m,1 4+ m? 1+ m?...). Resta
agora mostrar que 3 € A. Mas observe que para todo n € N, temos que
Uni1 * bpy1 = 1(mod m™) e a, - b, = 1(mod m"), donde a1 - byt

anbp(mod m™). Como a, 410,11 = apb,.1(mod m™), concluimos que a, by, 11
anb,(mod m™). Multiplicando esta tltima congruéncia por b,, chegamos
bpi1 = by (mod m™).

Lo M
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Capitulo 3

Os inteiros p-adicos

3.1 Definicao e exemplos

Considere o anel S(Z) de todas as sequéncias em Z(veja o Exemplo
1.1.12). Fixado p € N um primo qualquer, uma sequéncia em S(Z) é dita
coerente quando

Ty, = Tpy1(mod p") para todo n € N. (3.1)

Definamos o conjunto (2, como sendo o conjunto das sequéncias de inteiros
coerentes, ou seja,

Q, ={(x,) € S(Z)/ (an) ¢é coerente }.

O conjunto €2, munido dessa propriedade (3.1) é um subanel do anel S(Z).
De fato, dadas (), (y,) € €, temos por (3.1) que

Ty = Tpp1(mod p")
Yn = Ynt1(mod p")
Usando propriedades de congruéncia veja que vale

Ty + Yn = Tny1 + Yny1(mod p™)

TpYn = xn+1yn+1(m0d pn)ﬂ
isto é,
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Ademais, v = (1,1,1,1,...), a unidade de S(Z), pertence a €2,. Portanto,
(2, ¢ um anel comutativo com unidade.
Observe que o conjunto

I ={(z,) € Q,/ p"|x,,¥ n € N} onde p|z,, significa p divide z,,

¢ um ideal do anel €2,,. De fato, veja inicialmente que / ¢ um subgrupo aditivo
de Q,, uma vez que, dados (z,,), (y,) € I, temos que (z,+y,) € I, pois p"|z,
S pnlyna logo pn‘(xn + yn) S p‘ — Zn.

Além do mais, dados (z,) € Q, e (y,) € I, temos que (x,y,) € I pois,
p"|x,y, para todo n € N.

Agora vamos olhar para o anel quociente

Q
T {(@n)/ (zn) € Qp}

donde (z,,) = (z,) +I. Esse anel quociente serd chamado de anel dos inteiros
p-ddicos, e sera denotado por Z(p).

Definicao 3.1.1. Se (z,) € S(Z) satisfaz:
a) Tpi1 = xp(mod p) (ou seja, (x,) € coerente);
b) 0 <z, <p",

entdo (x,) é chamada de sequéncia canénica.

Lema 3.1.2. Existe uma correspondéncia biunivoca entre Z(p) e o conjunto
das sequéncias canonicas.

Demonstragao. Sejam (x,,) e (y,) sequéncias em €2,. Observe que

(n) = (Yn) <= Tp = yn(mod p") ¥ n € N.

Supondo que (x,,) e (y,) sdo sequéncias canonicas tais que (x,) = (y,) temos

0<z, <p" , 0 <y, <p"
e dai
_pn<xn_yn<pn'

Como p" divide (x,, — y,) devemos ter z,, — y, = 0, e dai z, = y,.
Ademais, para (a,) € Q, e para todo n € N, existem tnicos ¢, e r, € Z
tais que
an =pP"Gn +Tn
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com 0 < r, < p". Observe que (r,) € Q,. De fato, r,i1 —r, = apy1 —
"M gni1 —an+p"q, e sendo (a,) uma sequéncia coerente temos (a,41—a,) =
pkcomk € Zedal any1 —p" i1 — an +0"qn = (0" — 0" quy1) = Dk +

(0" G — 0" ns1) = P (k+ 0 —Pns1) = p"K com K = (k+ ¢, —pgnyi1) € Z.
Além do mais,

(Tn) =ap —P"Gn = ap

]

Podemos ver também Z(p) como sendo o completamento de Z com res-
peito a topologia p-adica. Para tanto, seja m = pZ o ideal principal ge-
rado por p do anel Z. E bom oberservar que m"™ = p"Z e também que
o, m" = 0, uma vez que se¢ x € (| —, m" entdo p" divide = para todo
n € N, e assim x = 0.

Considere o produto direto

=~ 7
HW :{(al—|—m,a2—|—m2,a3+m3,...)/ai EZ}
n=1

J& vimos anteriormente que A = {o € [[77 | =/ o ¢ coerente} ¢ um subanel
de []°2, % e é exatamente o complemento de Z, munido da métrica p-adica.
Consideremos agora a seguinte aplicacao

v:Q, — A
a +— U(a)= (a1 +m,as+m? az+m?>, .. ).

Temos que ¥ é um homomorfismo sobrejetivo. De fato, dados o, 8 € €,
temos que

Ula+8) = ((a1 +b) +m,(ag +by) +m?, (ag +bs) +m>,...)
= (a1 +m,ay +m* az+m? ...)+ (by +m, by +m? b3 +m?, ...
= V(a)+ V(3

e

U(af) = ((a1by) +m, (ashy) + m2, (asbs) + m3,.. )
= (a1+m,a2+m2,a3—|—m3,...)(b1+m,b2+m2,b3+m3,...)

= W(a)¥(p)

Ademais, todo elemento de A é da forma (ay +m, ay +m?, az +m3,...),
com a,41 = a,(mod p™) para todo n € N, ou seja, (a,) coerente.
Pelo Teorema Fundamental dos Homomorfismos temos que

Q,/Ker¥ = A,
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Mas observe que,
KerV = {a € Q,/ ¥(a) = 0},

ou seja,
KerVU = {(z,) € Q,/ an € m"} = {(a,) € Q,/ p"|an,Vn € N} = I.

Portanto, Z(p) = Q,/I = A.

Observagao 3.1.3. Veja que Z(p) € um anel local, pois considerando o ideal
m = pZ do anel Z, temos que m € um ideal maximal de Z. Além do mais
ﬂzo:l m"™ = 0. Logo, pelo Teorema 2.1.17, A 6 um anel local. Mas como
acabamos de ver, Z(p) = A.

3.2 O p-grupo de Priifer

Iremos dar inicio a esta secao com a definicao de ordem de um elemento no
grupo. Assumiremos que o leitor tenha conchecimento sobre grupos, subgru-
pos, grupos quocientes e homomorfismos de grupos.

Definicao 3.2.1. Sejam (G,+) um grupo aditivo e g € G. Para m € Z
definimos

g+tg+...+g9g se m>0
mg = O¢ se m=0 .
—(Iml)g se m <0

Definigao 3.2.2. Sejam (G, +) um grupo aditivo e a € G. Define-se a ordem
de a como sendo o menor inteiro positivo n tal que na = eqg e denota-se por
o(a) =n . No caso que nao ezistir tal n € N, dizemos que o(a) € infinita.

Sejam G um grupo e a € G. O conjunto H = (a) = {na / n € Z} é
um subgrupo G, chamado de subgrupo gerado por a. E fato conhecido que

[{a)] = o(a).

Observacao 3.2.3. Sejam G um grupo e a € G. Para quaisquer m,n € N
e supondo o(a) finita, valem:

a) ma = na se, e somente se m = n(mod o(a));

b) ma =0 se, e somente se o(a)|m.
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O p-grupo de Priifer é um grupo que tem propriedades muito interes-
santes e que desempenha um papel muito importante no estudo dos grupos
abelianos. Faremos agora um breve estudo deste grupo e do seu anel de en-
domorfismos, o qual é isomorfo ao anel dos ineiros p-adicos. Um estudo mais
aprofundado do p-grupo de Priifer pode encontrado em [7], capitulo 4.

Seja p € Z primo e considere o subgrupo aditivo dos racionais

A= {i/an,nZO}
pn

Temos que o grupo quociente A/Z = {7 =r +7Z /r € A} é chamado de p-
grupo de Priifer (uma homenagem ao teorista de grupos, analista e geometra
Heinz Priifer). Esse grupo ¢ normalmente denotado por Cpe. Definindo,
para todo n € Z, com n > 0,

a, =1/p e H, = (),
tem-se

Cpoo = U H, e o(a,)=p"

n=0

De fato, observe que a inclusao |J,—, H, C Cpe ¢ de fécil percepcao. Por

outro lado, se g € Cpeo, entdao g = a/p", para algum a € Z e n € Z;. Assim
g=a/pt=a-1/p"=a-a, € (a,) C H,

Logo, g € U ~, H, mostrando a igualdade.
Observe que

o =1/p* =pmr/pr =p™T" - 1/pm = p"
para m > n, donde
oy € <am> = Hm

e assim
H,C H,,Vm > n.

Observagao 3.2.4. Sendo v € Cp tal que p"y = 0 (ou seja, o(y)|p"), entdo
v € {ay,) = H,, uma vez que, p"y = 0 implica em p"r =0 (onde ¥ =), dai
p'r =4k comk € Z e assim v = kl1/p® = ka,, € H,.

Veja que tomando H um subgrupo préprio de Cpe, deve existir n € Ny
tal que o, ¢ H e daf o, ¢ H para m > n. Logo deve existir
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no = max{n € Ny / o, € H}.

Assim, o, € H e isso implica que H,, C H.

Por outro lado, se ¢ € H, entao g = aq,,, para algum a € Z e m €
Np. Como podemos supor o mdc(a,p™) = 1, tomemos t,s € Z tais que
t.a+sp™=1¢edal,

tac,, + sp" o, = oy,

donde tg = o, e dal o, € H. Logo, m < ny, e assim o, € H,,, e vamos ter
g € H,, e portanto H = H,,.

Vamos agora descrever o anel End(Cpe) dos endormorfismos de Cpe (
veja exemplo 1.1.10).

Observacgao 3.2.5. Se h, f € End(Cp=) e f(o,) = h(ay,), para todo n € Ny,
entao f = h. Basta ver que se v € Cyeo, entao v = acy, com a € N, assim

f(v) = flaom) = af(on) = ah(on) = h(acn) = h(y).

Fixado u = (z,,) € ©, considere a aplicagdo abaixo

fu : Cpoo — Cpoo

ac, — fulaay,) = ax,an.

Observe que f, ¢ uma aplicacao bem definida. De fato, se a«a,, = ba,,, entao,
desde que a,, = p" ", temos que

a-p" " = b(mod p™).
Assim,
byt = (ap™ ™" + g™ )T = aTpp™ Oy = AT = ATy 0.

Observagao 3.2.6. Se 1,72 € Cpo =Jo -y Hy, entdo v € Hy, e o € Hy,.
Supondo sem perda de generalidade n > m, temos que H, O H,, e assim
V2 S Hn

Observe que f, ¢ um endomorfismo. De fato, dadas 71,72 € Cpeo,
fuln+12) = f((a+b)an) = (a+b)znon = aznom +brnan = fu(n) + fu(r2).
Consideremos agora a sequinte aplicagao
0: 8, — End(Cpys)

u — fy
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¢ bem definida, uma vez que todo f,, com u fixo ¢ um elemento do End(Cpe).
Ademais, ¢ é um homomorfismo sobrejetivo de aneis. De fato, considere
u=(2n),v = (yn) € Q. Como

(fu + fo)(an) = fulan) + folan) = Tpon + Yno, = f(u+v)(an)

fu o fv(a’n) = fu(fv(an)) = fu(ynan) = xn(ynan) = (l’nyn)an = fuv(an)

temos

plutv) = flu+v) = fut fo = o(u) +¢(v)

QO(UU) = fuv - fufv = SO(U)SO(U>
Como todo f, € End(Cp~), vamos mostrar que todo End(Cp~) é dessa

forma. Seja f € End(Cp~). Para cada n € N, temos que p"a,, = 0 e assim
vale

0=£(0) = f(p"am) = p" flom)

ou seja, f(a,) € H,. Logo, f(a,) = zpay,, com x, € Z. Assim geramos uma
sequéncia de inteiros u = (21,2, ..., Tp, ...). Basta agora vermos se u € €Q,.

De fato, como f(ay,) = f(pans1) = pf(@as1), entdo x,a, = pryi10y,.1, ou
seja, Tpy, = Tpp10y,. Da observagao 3.2.1 temos que z, = x,.1(mod p")
para todo n € N.

Usando o teorema fundamental dos homomorfismos temos que

Q,
— = Fnd(Cy~
Kery n(C’p)

Agora observe que,
Kerp={u=(x,) €Q,/ fu=0} ={(z,) € Q, / 0"z, Vn €N} = 1.

Portanto,
Q
Z(p) = Tp = End(Cpe-),

Como esse resultado acabamos de mostrar o sequinte teorema.

Teorema 3.2.7. O anel End(Cpe) € isomorfo ao anel dos inteiros p-ddicos.
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