Universidade Federal de Campina Grande
Centro de Ciéncias e Tecnologia
Unidade Académica de Matematica
Curso de Graduacao em Matematica

Nilpoténcia e p-Nilpoténcia de Grupos Finitos

por

Thiago Felipe da Silva

sob orientacao do

Prof. Dr. Antonio Pereira Brandao Junior

Campina Grande - PB
Abril, 2015



Universidade Federal de Campina Grande
Centro de Ciéncias e Tecnologia
Unidade Académica de Matematica
Curso de Graduacao em Matematica

Thiago Felipe da Silva

Nilpoténcia e p-Nilpoténcia de Grupos Finitos

Trabalho apresentado ao Curso de Gra-
duacao em Matematica da Universi-
dade Federal de Campina Grande como
requisito para a obtencao do titulo de
Bacharel em matemaética.

Orientador: Prof. Dr. Antonio Pereira Brandao Junior

Campina Grande - PB, Abril de 2015
Curso de Matematica, modalidade Bacharelado



Nilpoténcia e p-Nilpoténcia de Grupos Finitos

Thiago Felipe da Silva

Trabalho de conclusao de curso defendido em 13 de abril de 2015, pela
Comissao Examinadora constituida pelos professores:

Prof. Dr. Antoénio Pereira Brandao junior
Orientador

Prof?. Ma. Miriam Costa
Examinadora

com nota igual a:



Dedicatoria

In memoriam a meu pai Emanuel Joaquim
da Silva.



Agradecimentos

A Deus, sou grato por definicao, uma vez que ele é o responsavel nao sé
por essa conquista em minha vida e sim pela existéncia dela, por esse motivo
omitirei seu nome em minha lista de agradecimento.

Existem pessoas na vida que é sempre um motivo de orgulho e de prestigio
poder dizer que somos seus amigos, a felicidade de citar os nomes de algumas
delas ameniza o sentimento de injustica das que agora esqueco.

De coracao extasiado de felicidade agradego;

Aos meus pais que me ensinaram, nao com palavras e sim com gestos,
a enfrentar a vida com equidade e honradez, fazendo da justica o meu forte
brasao.

Aos meus dignissimos irmaos, e em especial a minha amoravel irma Fa-
biana da Silva.

Ao Meu fiel e cortés amigo Carlos André e familia, em especial ao seu
nobre irmao Edivan Silva e a vossa equanime mae Maria José, que fora minha
professora no primario.

Ao meu respeitavel e inesquecivel professor Josenildo da Cunha Lima.

Aos meus auténticos, integros e engracados amigos Ivan Sérgio e Adriano
Dantas, muitos foram os bons momentos que vivemos juntos.

A todos os integrantes do grupo Pet-matematica, simplesmente essas pes-
soas mudaram a minha vida.

Ao meu Afavel, integro, meigo,..., todos os adjetivos acima + todos do
Aurélio, Professor, tutor e amigo Daniel Cordeiro de Morais Filho. Nunca
esquecerei de seus ensinamentos.

Ao meu professor e orientador, do presente trabalho, Antonio Pereira
Brandao Junior, esse antecede sua fama e seu titulo de doutorado, se nao
fosse questao de estética o prefixo Dr. viria apds o seu nome.

O brado latente sem sentido
O rugido fugaz sem esperanca
Traduz a vida sem lembranca
Se nesta nao se apinha amigo
(Thiago Felipe)

Obrigado!



Resumo

Nosso trabalho é dedicado ao estudo de nilpoténcia e p-nilpoténcia de
grupos finitos. Inicialmente, apresentaremos a definicao e propriedades basi-
cas de grupos nilpotentes, bem como a caracterizagao dos grupos nilpotentes
finitos. No estudo de p-nilpoténcia, veremos a sua relagao com o conceito de
nilpoténcia e usaremos o Homomorfismo Transfer com o intuito de obter o
importante Critério de Burnside, o qual apresenta uma condicao suficiente
para que um grupo finito seja p-nilpotente, onde p é um divisor primo de sua
ordem. Por fim, apresentaremos algumas aplicagoes do Critério de Burnside.



Abstract

Our work is dedicated to the study of nilpotency and p-nilpotency of
finite groups. Initialy, we will present the definition and basic properties
of nilpotent groups, as well as characterization of finite nilpotent groups.
In the study of p-nilpotency, we will see its relation with the concept of
nilpotency and use the Transfer Homomorphism with the goal of obtaining
the important Burnside’s Criterion, which presents a suficient condition for
a finite group to be p-nilpotent, where p is a prime divisor of its order. At
last, we will show some applications of the Burnside’s Criterion.
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Introducao

Sejam G um grupo finito e p um divisor primo de |G|. Um subgrupo de
G cuja ordem é a maior poténcia de p que divide |G| é dito um p-subgrupo
de Sylow de G (a existéncia de um tal subgrupo é garantida pelo Primeiro
Teorema de Sylow). Dizemos que G é p-nilpotente se existe algum subgrupo
normal K de G tal que KP =G e KN P = {e}, onde P é um p-subgrupo
de Sylow de G. Um subgrupo K nestas condicoes é dito um p-complemento
normal em G e satisfaz |K| = |G : P| = |G|/|P|.

Dizemos que um grupo G é nilpotente se possui uma série central de
subgrupos, ou seja, uma série

{e} =Ny <N, <Ny <..<N, ,<N,=G

onde cada N; é um subgrupo normal de G e N;1/N; C Z(G/N;) (o centro de
G/N;) paratodoi = 0,1,...,n—1. Os conceitos de nilpoténcia e p-nilpoténcia
estao bastante relacionados, uma vez que um grupo finito é nilpotente se, e
somente se, é p-nilpotente para todo divisor primo p de sua ordem.

Motivado pela importancia dos conceitos de nilpoténcia e p-nilpoténcia
de grupos finitos, o presente trabalho tem como objetivo fazer um estudo
introdutério desses conceitos, além de apresentar o homomorfismo transfer
como ferramenta no estudo da p-nilpoténcia.

O homomorfismo transfer foi introduzido em [1] por W. Burnside, que
logo depois desenvolveu a ideia e a usou para provar o que hoje chamamos
de Teorema do Transfer de Burnside, o qual pode ser encontrado em [2] e
segue enunciado a seguir:

Teorema do Transfer de Burnside. Seja G um grupo finito. Se para
algum primo p divisor de |G| um p-subgrupo de Sylow P de G € tal que
Cq(P) = Ng(P), entao G é p-nilpotente.

Quando a questao é extrair informagoes acerca da estrutura dos grupos
finitos, o0 homomorfismo transfer é uma ferramenta muito poderosa, sendo a
beleza e a elegancia das técnicas inerentes a ela bastante cativantes. Por este
motivo e por sua relagao com o tema, o estudo do homomorfismo transfer é
muito oportuno neste trabalho.

O desenvolvimento do presente trabalho, especialmente baseado no capi-
tulo 10 de [6], onde é estudado o homomorfismo transfer e suas aplicagoes,
é feito em trés capitulos. No primeiro sao abordados, embora sem demons-
tragoes, alguns requisitos basicos, tais como resultados bésicos da teoria de
grupos, comutadores de conjuntos e elementos, subgrupos normais e gru-



pos quocientes, classes laterais e o Teorema de Lagrange, homomorfismo de
grupos e os teoremas de Sylow.

No segundo capitulo, estudaremos os grupos nilpotentes e apresentare-
mos um teorema que caracteriza a estrutura dos grupos nilpotentes finitos.
Além disso, faremos uma breve introducao sobre p-nilpoténcia de grupos,
finalizando com a demonstragao do seguinte resultado comentado anterior-
mente: um grupo finito € nilpotente se, e somente se, € p-nilpotente para todo
p divisor primo da ordem do grupo em questao.

Finalmente, no terceiro capitulo, introduziremos o homomorfismo trans-
fer e suas propriedades basicas, e faremos uso dele na demonstracao do Te-
orema do Transfer de Burnside (enunciado acima), também conhecido com
Critério de p-nilpoténcia de Burnside. Para concluir, mostraremos algumas
consequeéncias deste resultado.
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Capitulo 1

Definicoes e Resultados
Preliminares

No desenvolvimento desse trabalho assumiremos que o leitor tenha familiari-
dade com conceitos e resultados basicos da teoria de grupos. Destarte, nesse
capitulo apresentaremos alguns resultados preliminares que serao usados fre-
quentemente no decorrer do texto e, por serem resultados basicos, omitiremos
suas demonstragoes, as quais podem ser encontradas nas referéncias [3], [4],

[6] e [7].

1.1 Grupos e Subgrupos

Nessa secao apresentaremos alguns resultados conhecidos acerca da teoria
de grupos, aproveitaremos o ensejo para numera-los e posteriormente apenas
menciona-los sempre que necessario.

Definicao 1. Sejam G um conjunto nao vazio e x : G x G — G uma
operagao bindria em G. Dizemos que o par (G, *) é um grupo se as sequintes
condigoes sao satisfeitas:

7 2

i) A operagao 7 %7 € associativa, ou seja, (a x b) x ¢ = a * (b*c) para
quaisquer a,b,c € G.
it) Eziste e € G tal que a*x e = e *a = a, para todo a € G.

i1i) Para cada a € G existe a™ € G tal que axa™ =a ' xa=e.

Por simplicidade denotemos (G, *) simplesmente por G, ficando entao a
operacao subtendida. Na definicao acima nos referimos a e como sendo o
elemento neutro do grupo G e a a~! como sendo o inverso de a € G. E fato
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conhecido que o elemento neutro e o inverso de cada elemento sao inicos em
um grupo.

Observacao 1. As propriedades bdsicas que sequem de forma direta das
defini¢coes acima, serao deizadas a cargo do leitor, como acordado no inicio
do texto. Adotaremos ao longo desse trabalho a notacdo multiplicativa, salvo
quando dissermos o contrdrio. Dessa forma escrevemos a * b simplesmente
por ab, para quaisquer a e b pertencentes ao grupo em questao.

Definicao 2. Seja G um grupo. Dizemos que G é abeliano ou comutativo
se ab = ba, para quaisquer a,b € G.

Definigao 3. Definimos a ordem do grupo G, denotado por |G|, como sendo
o numero de elementos de G.

Definicao 4. Sejam G um grupo, a,b € G e n € N. Definimos

i) O conjugado de a por b, denotado por a®, como sendo o elemento a® =
b=lab de G.

it) A n-ésima poténcia do elemento a € G, denotado por a™, como sendo o
elemento de G

(

e ,se n=20
a...a se n>0 e
TL_< " ’
a = n—vezes
al...al Jse n<0
—
[n|—vezes

\

Definicao 5. Seja G um grupo e a € G. Dizemos que

i) O elemento a tem ordem infinita, e denotamos por o(a) = oo, se nao
existe n € N tal que a™ = e.

ii) O elemento a tem ordem finita se existe n € N tal que a™ = e. Neste
caso, definiremos a ordem de a, denotada por o(a), como sendo o(a) =
min{n € N | a" = e}.

Exemplo 1. O grupo de Klein é um grupo abeliano de ordem 4, onde todos
os elementos nao neutros tém ordem 2, enquanto que o grupo aditivo R dos
numeros reais € um grupo abeliano onde todos os elementos nao neutros tem
ordem infinita.
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Exemplo 2. Sejam Gy, ...., G, grupos. Considere o produto cartesiano G =
Gy X .... x G,. Definimos em G a operacdo

(al, ...,an).(bl, ,bn) = (albl, ...,anbn)

para (ay, ..., ap), (b1, ....,b,) € G, onde a operagao da i-ésima coordenada € a
operacao do i-ésimo grupo. Munido dessa operacao G = Gy X .... x G, é um
grupo chamado de produto direto de Gy, ..., G,,. Ademais, o produto direto é
abeliano se, e somente se cada fator é abeliano.

Exemplo 3. Seja X um conjunto nao vazio. Chama-se permutacao de um
conjunto X a uma funcdao bijetiva o que leva X em X. Consideremos o
conjunto de todas as permutacoes de X denotando-o por Sx. Nao é dificil
ver que Sx munido da opera¢ao composi¢cdo € um grupo, o qual nos referi-
mos como grupo simétrico sobre X. Mais comumente, se X = {1,....,n}
denotemos Sx simplesmente por S, .

Definicao 6. Seja G um grupo. Diremos que G é um grupo de torcao se
todo elemento de G tem ordem finita. Se todo elemento de G diferente do
elemento neutro tiver ordem infinita diremos que G € livre de tor¢ao.

Observe o exemplo acima e note que o grupo de Klein é de torcao en-
quanto que o grupo aditivo R dos ntimeros reais ¢ livre de torcao.

Definicao 7. Sejam G um grupo e H um subconjunto nao vazio de G. Di-
zemos que H é um subgrupo de G e denotamos por H < G se:

i) Para quaisquer xz,y € H tem-se que xy € H.
i) Para quaisquer v € H tem-se que v~ € H.

Observe que H é um subgrupo de GG se H por si é um grupo com a mesma
operacao de G a ele restrita. Dessa forma é facil ver que se G é abeliano,
entao H também o sera.

Exemplo 4. Sendo G um grupo € facil ver que {e} e G sao subgrupos de G,
chamados de subgrupos triviais.

Exemplo 5. Sejam G um grupo e H subgrupo de G. Fixemos um elemento
g € G, entdo o conjunto H9 = {h9 | h € H} é um subgrupo de G chamado
de subgrupo conjugado de H por g .

Definicao 8. Sejam G um grupo e H um subgrupo de G. Definimos o
normalizador de H em G, denotado por Ng(H), como sendo

No(H) ={g € G| H = H}
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Nao é dificil ver que Ng(H) é um subgrupo de G que contém H.

Exemplo 6. Sejam G um grupo e X um subconjunto nao vazio de G. Entao
o conjunto Cq(X) = {g € G | gv = zg,Vr € X} € um subgrupo de G,
referido como o centralizador de X em G. Nos casos particulares em que
X = {a} ou X = G, chamaremos de centralizador de a em G, denotando
por Cg(a), ou centralizador de G em G, denotando por Z(G) e referido como
o centro de GG, respectivamente.

Definicao 9. Sejam G um grupo e H e N subgrupos de GG. Definimos o
produto de H por N, denotado por HN, como sendo o conjunto HN =
{hn|he HneN}.

Observacao 2. observe que H C HN e N C HN, além disso nao ¢é dificil
provar que se H e N sdo subgrupos finitos de um grupo G, entao HN é finito
e

| HI|N|

|HNN|

Perceba que na equagdo ligeiramente acima nao mos preocupamos com o
fato de HN ser ou nao um subgrupo de G. O fato € que existem condigies
necessdrias e suficientes e outras apenas suficientes para que o produto de
subgrupos ainda seja um subgrupo. Como por exemplo, HN = NH €é uma
condicao necessaria e suficiente para que HN seja subgrupo de G.

|[HN| =

Lema 1. Sejam G um grupo e H e N subgrupos nao triviais de G. Se
H C Ng(N) ou N C Ng(H), entdo o produto HN € um subgrupo de G.

Definicao 10. Seja G um grupo e S um subconjunto de G. Definimos o
subgrupo de G gerado por S, denotado por (S), como sendo a intersegio de
todos os subgrupos de G que contem S.

Definicao 11. Seja G um grupo. Diremos que G é finitamente gerado se G
possut um subconjunto gerador finito, isto €, G € finitamente gerado se existe

S C G finito tal que (S) = G.

Observacao 3. Sejam G um grupo, H subgrupo e S um subconjunto de
G. Convencionaremos que (0) = {e}. No mais, seque de forma direta da
definicao acima que:

i) S C(S).
it) Se H< G eS C H, entio (S) C H.

iii) Se H < G, entao (H)y < H.

14



Teorema 1. Sejam G um grupo e S um subconjunto de G. Entdo
(S) = {z122... [N €N,z € SUS™}
onde S7' = {s7!| s € S}.

Corolario 1. Sendo G um grupo e g um elemento de G, temos que conjunto
(9) ={g" | n € Z} é um subgrupo de G chamado de subgrupo gerado por g.
Além disso, |{(g)| = o(g) e quando o(g) € finita, {g) = {e, g, ...,g° 91}

Observacao 4. Sendo G um grupo e g um elemento de G, se por ventura
tiermos que (g) = G dizemos que G ¢é ciclico. Nao € dificil ver que todo
grupo ciclico é abeliano, mas nem todo grupo abeliano € ciclico, a saber o
grupo de Klein. Também, ¢ facil ver que se G é um grupo ciclico, entdao
o(g) = |G|, onde g é um gerador de G.

O teorema abaixo fornece um resultado muito forte, acerca de grupos
abelianos, que sera utilizado no terceiro capitulo desse trabalho.

Teorema 2. Seja G ¢ um grupo abeliano de tor¢do e finitamente gerado,
entao G € finito.

1.2 Classes Laterais e o Teorema de Lagrange

O Teorema de Lagrange ¢ um dos mais famosos e importantes da teoria de
grupos, e a demonstragao desse teorema é extremamente facil quando se faz
uso das classes laterais que sao como definidas a seguir.

Definicao 12. Sejam G um grupo, H um subgrupo e g um elemento de
G. Definimos as classes laterais a direita e a esquerda de H contendo g,
denotadas por Hg e gH , respectivamente, como sendo

Hg={hg|he H} e gH={gh|heH}

E fato conhecido que distintas classes laterais & esquerda (ou a direita)
sao disjuntas e que 2H = yH se, e somente, x 'y € H. Ao definirmos a
bijecao h — xh de H em xH, fica facil ver que H e xH tem a mesma
cardinalidade, seja qual for € G. Também destacamos aqui, o fato de que
a unido de todas as classes laterais & esquerda(respectivamente, a direita) de
H em G resulta em G.

Pelo axioma da escolha sempre podemos escolher um subconjunto nao
vazio T de G tal que UteT tH = G e t{H # tyH, sempre que t; e ty forem
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elementos distintos em 7T'. Neste caso, dizemos que T é um transversal a
esquerda para H em (. Analogamente, dizemos que T é um transversal a
direita para H em G se UteT Ht = G e Hty # Hty sempre que t; e ty forem
elemento distintos em 7.

Sendo T" um transversal a esquerda(respectivamente, a direita) para H
em (G, como mencionado acima, podemos escrever G como uniao disjunta de
classes laterais da forma tH (respectivamente, Ht) com t € T. A cardinali-

dade de T'(seja T transversal a direita ou a esquerda) é chamado de indice
de H em G e ¢ denotado por |G : H].

Teorema 3. (Lagrange) Sejam G um grupo finito e H um subgrupo de G.
Entao |G| = |G : H||H| e consequentemente |H| divide |G]|.

Observacao 5. E fato conhecido que, em geral, a reciproca do Teorema de
Lagrange € falsa. No entanto, se o grupo em questao for abeliano, a reciproca
torna-se verdadeira.

Corolario 2. Todo grupo finito de ordem prima possui apenas oS subgrupos
triviais e consequentemente € ciclico(em particular, abeliano).

Corolario 3. Se G é um grupo finito e g é um elemento de G, entao o(g)
divide |G]|.

Corolario 4. Sejam G um grupo e H e K subgrupos de G, com H finito.
Entao |H N K| divide |H|. Ademais, se K também € finito, entdo |H N K|
divide mde(|H|, |K|).

Usando o teorema de Lagrange e o conceito de transversal podemos de-
monstrar o

Teorema 4. Sejam G um grupo e H e N subgrupos de G, com N C H,
entdo |G : N| = |G : H||H : N|.

1.3 Subgrupos Normais e Grupos Quociente

O conceito de subgrupo normal exerce um papel importante na teoria dos
grupos, pois baseados nele podemos definir os grupos quocientes que por sua
vez, abrem uma nova vertente de estudos, sobre os quais podemos exibir
resultados maravilhosos acerca das estruturas dos grupos.

Definicao 13. Sejam G um grupo e H um subgrupo de G. Dizemos que H
um subgrupo normal de G (ou que o subgrupo H é normal em G ), e denotamos
por H G, se gH = Hg para todo g € G.
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Observacao 6. Observamos primeiramente que seja qual for o grupo G' em
questdo, sempre temos que {e} sao G normais em G. Quando {e} e G forem
0s 1unicos subgrupos normais de G, dizemos que G € wm grupo simples.

Na caracterizacao de subgrupos normais temos a

Proposicao 1. Sejam G um grupo e H um subgrupo de G. Entao, sdo
equivalentes:

i) H é um subgrupo normal em G.
it) HY = H para todo g € G, isto é, No(H) = G.

iii) HY C H para todo g € G, isto é g~ hg € H, para quaisquer g € G e
he H.

Exemplo 7. Seja G um grupo abeliano. Entdo, se H é um subgrupo de G
devemos ter, em verdade, que H € subgrupo normal em G.

Exemplo 8. Se G € um grupo e H € um subgrupo de G tal que |G : H| = 2,
entdo H € normal em G.

Observacao 7. Recordemos agora que se G € um grupo, entdo valem:
i) Se H C Z(G), entdo devemos ter H < G.

it) Sendo G um grupo e HHN < G com N C H, temos que N < H se, e
somente se, H C Ng(N).

iti) Se H/N <G, entio HN IG e HN N <G.

Lema 2. Sejam G um grupo finito e H e N subgrupos de G, com
mdc(|G|, |G : N|) = 1. Entdo valem:

i) Se HN € subgrupo de G, entao |H N N| = mdc(|H|,|N|).

ii) Se N € normal em G e |H| divide |N|, entdo H C N.
Lema 3. Sejam G um grupo e Hy, Hy, ..., H,, subgrupos normais em G, com
de(’HA, ’H]D = 1, para 1 7& j Entdo, ‘HlHQHn| = |H1HH2|’Hn|

Observacao 8. Sejam G um grupo e N um subgrupo normal em G. Neste
caso, para g € G adotamos a notacao g para significar a classe lateral gN
contendo g em G, isto € g = gN para qualquer g € G.
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Sejam G um grupo e N um subgrupo normal em G. Consideremos o
conjunto G/N = {gN |€ G} = {7 | g € G}. Definamos em G/N a seguinte
operagcao

-:G/N x G/IN — G/N
(aN,bN) +— (aN).(bN) = (ab)N = ab
Observagao 9. Observemos que se (aN,bN), (a1N,byN) € G/N x G/N
sao tais que (aN,bN) = (a1 N,b;N), entdao aN = ayN e bN = byN, dai
aNbN = a1 Nb1N e pelo fato de N ser normal em G temos abN = a1b1N,
e portanto a opera¢ao acima estd bem definida. Ademais, G/N munido da

operagio ” -7 € um grupo. Neste caso nos referimos a G/N como sendo o
grupo quociente de G por N.

Observacao 10. Dados G um grupo e N um subgrupo normal em G. Con-
siderando o grupo quociente G/N, nao € dificil ver que:

i) eN = N € o elemento neutro de G/N, denotado também por e.

i) Se g € G, entdo (gN)~' = g 'N em G/N, isto é, ' = g~1, para todo
geqG.

iii) Sendo G um grupo e N <G, entao N = G se, e somente se, G/N =

{eN} = {e}.

i) Se g € Gen € Z, (gN)" = g"N, ou seja, " = ¢", para quaisquer
geGeneN.

v) Se G € abeliano, entao G/N € abeliano.
vi) Se G € finito, entio |G/N| = |G : N| = |G|/|N]|.

vii) Sejam G um grupo ciclico, g € G um gerador de G, isto é G = (g), e
N < G. Segue diretamente do item (iv) que G/N € ciclico e gN =g €
um gerador.

Como todo grupo, G/N também tem seus subgrupos. O fato é que se
H é um subgrupo de G que contém N, entao H/N = {hN | h € H} é um
subgrupo de G/N. Ademais, temos uma caracterizagao dos subgrupos de
G/N com o seguinte teorema.

Teorema 5. (Teorema da Correspondéncia) Sejam G um grupo e N um
subgrupo normal em G . Entao valem:

i) Todo subgrupo de G/N € da forma H/N, onde H é um subgrupo de G
contendo N .
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it) Sejam Hy e Hy sao subgrupos de G, ambos contendo N, entio Hy/N =
Hy/N se, e somente se, Hy = H,.

iii) Se H é um subgrupo de G contendo N, entdo H/N <G/N se, e somente
se, HLG.

Exemplo 9. Considere o grupo aditivo Z: dos numeros inteiros e o subgrupo
nZ.,, com n um inteiro nao negativo. Temos

Z/nZ ={0,1,...,n—1}

ondea =a+nZ = {a+x |z € nZ} e a operagdio definida por T+7y =z + y.

1.4 Homomorfismos de GGrupos

Nas diversas areas da matematica, quando estamos trabalhando com con-
juntos ou estruturas é sempre vantajoso poder definir certas aplicagoes. Na
algebra geralmente trabalhamos com os homomorfismos.

Definicao 14. Uma aplicacao ¢ de um grupo G' em um grupo G1 chama-se
um homomorfismo quando o(xy) = @(x)p(y), para quaisquer x,y € G.

Definicao 15. Sendo ¢ : G — G um homomorfismo de grupos, definimos:

i) O nicleo de p, denotado por Kery, como sendo Kerp = {x € G |
o(x) = e}, onde ey € o elemento neutro de Gy.

ii) A imagem de ¢, denotada por Imp, como sendo Imp = {p(x) | x € G}

Observacao 11. Considere ¢ : G — G1 um homomorfismo de grupos.
Agora, passaremos a listar algumas propriedades de homomorfismo de grupos,
embora sem demonstragoes, que julgamos ser necessdrias no desenvolvimento
desse trabalho.

i) Kery € subgrupo de G e Imyp € subgrupo de G1.

i) le) =e1, p(xt) = p(x)™ e p(a™) = p(2)", para quaisquer z,y € G e

n € 7.

iii) Se H € subgrupo de G, entao p(H) = {@(h) | h € H} € um subgrupo de
Gy. Particularmente, Imy € subgrupo de G .

w) Se K é um subgrupo de G1, entio o~ (K)={zx € G| p(z) € K} é um
subgrupo de G. Particularmente, Kerp = ¢~ '({e1}) € um subgrupo de
G.
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v) € injetiva se, e somente se, Kerp = {e}.
vi) Se ¢ é sobrejetivo e K € subgrupo de Gy, entio o(¢ ' (K)) = K.

vii) Se H é um subgrupo normal em G, entio p(H) € um subgrupo normal
em Imep.

Exemplo 10. A aplicagcao ¢ : G — G4, definida por p(x) = ey para
todo x € G, é um homomorfismo de grupos, o qual é referido como sendo o
homomorfismo trivial.

Exemplo 11. Sejam G um grupo e N um subgrupo normal de G, entao a
aplicacao
.G — G/N
g — m(g) =gN

€ um homomorfismo sobrejetivo, chamado de projecao canonica.

Definicao 16. Dados G e G grupos e ¢ : G — G uma aplica¢do. Diremos
que © € um isomorfismo de grupos se @ € um homomorfismo bijetivo.

Quando G e G sao grupos e existe um isomorfismo ¢ : G — Gy,
diremos que G e (G; sao isomorfos e denotaremos por GG ~ (G;. Ademais, se
¢ : G — G é um isomorfismo entao, ¢ sera referido como um automorfismo
do grupo G.

Observagao 12. Seja G um grupo. E fato conhecido que o conjunto de
todos os automorfismos do grupo G, munido da operag¢ao composicao, € um
grupo chamado de grupo dos automorfismos de G e denotado por AutG, cujo
elemento neutro é o automorfismo identidade que € denotado por Idg.

Proposicao 2. Sejam G um grupo e H um subgrupo de G. Entao, valem:

i) Ca(H)<Ng(H) e o quociente No(H)/Co(H) € isomorfo a um subgrupo
de AutH. Consequentemente, pelo Teorema de Lagrange, |No(H)/Ca(H)|
divide |AutH|.

ii) Se G € ciclico finito, entao |AutG| = ¢(|G|), onde ¢ € a fungao de Euler.

iti) Se G ~ 7, X Z,, onde p é um primo, entio |[AutG| = (p* — 1)(p* — p)

Observacao 13. A demonstracdo da proposicao acima pode ser encontrada
em [6].
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Exemplo 12. Sejam G um grupo e H e N subgrupos de G tais que N, H <G,
HN =G e HON = {e}. Neste caso diremos que G € o produto direto interno
de H e N. Consideremos o produto direto H X N e a aplicagao

o:HxN — G
(h,n) > @(h,n)=hn

Com alguns cdlculos elementares, nao € dificil ver que ¢ € um isomorfismo
de grupos. Logo G ~ H x N.

Exemplo 13. Seja G um grupo ciclico, entao:
i) Se G € infinito, devemos ter G ~ Z.
it) Se G € finito de ordem k, devemos ter G ~ 7.

Agora, passaremos a apresentar alguns teoremas de destaque envolvendo
homomorfismo de grupos, que serao usados constantemente no desenvolvi-
mento do presente trabalho.

Teorema 6. (1° Teorema de isomorfismo).  Sejam G e Gy grupos,
v : G — Gy um homomorfismo e N = kery. Entdo, a aplica¢do

: g — Im
Q: N ¥
overlineg — (7)) = v(g)

G
¢ bem definida e € um isomorfismo. Portanto, N ~ I'mep.

Teorema 7. (2° Teorema de isomorfismo). Sejam G um grupo e H e N

HN
N <G. Entao, HON < H ~ .
subgrupos de G, com N I G. Entao, HN N < e TAN N

Teorema 8. (3° Teorema de isomorfismo). Se G € um grupo e H/ N <G,

H G G/N G
N CH, —<d— ¢
com entao NI H/N H

Teorema 9. (Teorema da Representacao) Sejam G um grupo e H um sub-
grupo de G com |G : H| = n. Entao, existe N <G, com N C H, tal que
G/N € isomorfo a um subgrupo de S,,. Particularmente, |G/N| divide n!.

Agora apresentaremos uma aplicacao que sera muito importante para o
desenvolvimento desse trabalho.
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Exemplo 14. Sejam G um grupo finito e n um inteiro nao nulo tal que
mdc(|G|,n) = 1. Entdo a aplicagao

po:G — G
g — olg)=g"

¢ uma bijecao. De fato, pela identidade de Bezout existem p,q € Z tais que
ng+ |Glp = 1. Dai, se x € G, entdo (z9)" = 27" = g™e = z™xlClP =
g™ HGP = gl = 2. Logo, x = (2™)7 = (29)" = p(29). Isso mostra que se
x € G, entdo x € (z") além disso, obtermos que ¢ € sobrejetiva. Como G é
finito temos que @ € injetiva, consequentemente bijetiva.

Sendo G um grupo, considerando a aplicacao acima obtemos que se H
¢ um subgrupo de G, entio ¢(H) = H. Dai, se x € G € tal que 2" € H
devemos ter na verdade que v € H. Ademais, se G € abeliano € fdcil ver que
A aplicacao ¢ € um homomorfismo, e portanto automorfismo de grupos.

1.5 Comutadores e Grupos soltuveis

Nessa se¢ao definiremos o que vém a ser comutadores de subconjuntos nao
vazios e de elementos de um grupo qualquer, bem como definiremos também
grupos soliveis. Apresentaremos alguns resultados importantes acerca desses
topicos e finalizaremos com resultados que mostram a estreita relacao entre
esses dois conceitos.

Definicao 17. Sejam X e Y subconjuntos nao vazios de um grupo G, defi-
nimos o subgrupo comutador de X por'Y, denotado por [X,Y], como sendo
o subgrupo de G gerado pelo conjunto {[x,yllx € X,y € Y}, ou seja,

(X, Y] =(z,yl |[r€ X,y €Y)

onde [x,y] € definido como sendo o comutador de x pory, que é o elemento
x ly~tay de G. No caso especial em que X =Y = G, o subgrupo comutador
[X,Y] = [G,G], serd denotado por G, e neste caso nos referimos a [G,G] =
G’ como sendo o subgrupo derivado de G.

Vejamos algumas propriedades bésicas de comutadores de elementos e
subgrupos, as quais podem ser facilmente demonstradas. Por formalidade
apresentaremos tais propriedades como

Lema 4. (propriedades bdsicas) Se G é um grupo e x,y,z € G, entdo
valem:

i) vy = yr < [z,y| = e.
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i) [,y = [y, =],
i) vy, 2] = [z, 2y, 2] e [z,yz] = [z, 2]z, y]*
iv) Se NG ex € N, entio [z,y] € N.

Observacao 14. Das propriedades acima podemos obter facilmente que G =
{e} se, e somente se, G é um grupo abeliano.

Observagao 15. Nao € dificil ver que comutadores de subconjuntos(nao va-
zios) preservam inclusao, isto é, sendo G um grupo e X,Y, X1,Y] subconjun-
tos nao vazios de G tais que X C X, eY CY), devemos ter [X,Y] C [ Xy, Y1].
Ademais, seque que se H é um subgrupo de G, entio H = [H, H] C [G,G] C

/

G.

Lema 5. Consideremos G um grupo e H e N subgrupos de G. Observe-

mos que € suficiente que N esteja contido no centro de G para que tenha-

mos [HN, K] = [H,K]. Ademais, nio é dificil ver que se N I G, entdo
HN KN [H, K|N

{ N’ N } N

Uma das propriedades de comutadores de subconjuntos mais recorridas
em nosso trabalho sera apresentada no seguinte lema.

Lema 6. Sejam G um grupo e H e N subgrupos de G, entio [H,N] C N
se, e somente se, H C Ng(N). Particularmente, se N é normal em G, entdo
[H,N] C N.

Observacao 16. Recorde que, se G ¢ um grupo e N é um subgrupo normal

em G, entio Z(G/N) = K/N onde
K={zxeG|[z,G|le N\Vge G} ={reG|[z,G]C N}
Logo, Zk1(G) ={z € G | [z, G] € Zy(G).
Como consequéncia da observagao acima temos o lema.

Lema 7. Sejam G um grupo e H e N subgrupo de G, com N normal em G
e N C H. Entao, H/IN C Z(G/N) se, e somente se, [H,G] C N.

Teorema 10. Sejam G um grupo e H e N subgrupos normais em G, entao

[H,N] < G.

Definicao 18. Sendo G um grupo e H um subgrupo de G, dizemos que H
¢ um subgrupo caracteristico de G se ¢(H) C H para todo ¢ € AutG, ou
seja, H € invariante por todos os automorfismos de G.
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Observacao 17. Sejam G um grupo e H um subgrupo de G. Tomemos
g € G e consideremos a aplicacdo

pg: G — G
r — pg(x) = a7

Efdcil observar que ¢, € AutG, para todo g € G. Logo, se H é um subgrupo
caracteristico de G, devemos ter H9 = ¢,(H) C H para todo g € G. Sendo
assim, obtemos que todo subgrupo caracteristico € normal. Observemos tam-
bém que se p € Aut(G) ex,y € G, entao o([x,y]) = [p(x), p(y)] € G. Dessa
forma, G' € um subgrupo caracteristico de G e consequentemente tem-se que

G <G,

Agora passaremos a apresentar, embora sem demonstragoes, alguns re-
sultados envolvendo grupos soliveis que serao referenciados ao longo deste
trabalho. Primeiro vamos a definigao.

Definicao 19. Seja G um grupo. Dizemos que G é um grupo solivel se
existe uma série de subgrupos

G:HO[ZHlleQEIZanIEHn:{e}
com H;/H;y abeliano para todo i =0,1,....,n — 1.

Uma série de subgrupos de G como na defini¢ao acima é chamada de série
abeliana.

Exemplo 15. Todo grupo abeliano € solivel.

Definigao 20. Sejam G um grupo e H e K dois subconjuntos de G, denotare-
mos por [H, K] o subgrupo de G gerado pelo conjunto {[h,k] | h € H,k € K}.
No caso particular em que H = K = G, temos o grupo G' =[G, G] o qual é
referido como subgrupo comutador ou subgrupo derivado de G.

Agora definimos uma a seguinte sequéncia de subgrupos de G:
GO = @

G(Q) _ (G(l))/:G//

G — (G(nfl))/

O subgrupo G™ é chamado de o n-ésimo grupo derivado de G e a sequén-
cia
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G=GOoagW o . . >DG™>D. ..

chama-se a sequéncia derivada de G.
A proposicao seguinte exibe um resultado muito interessante envolvendo
subgrupo derivado que sera bastante recorrida no escorrer do texto.

Proposicao 3. Sejam G um grupo e N um subgrupo de G. Entao, sao
equivalentes:

i) G CN.
ii) NG e G/N ¢ abeliano.

Proposicao 4. Sejam G um grupo e H e N subgrupos de G, com N normal
em G. Entao vale:

i) Se G ¢ soluvel, entao H e G/N sdo soliveis.
it) G € solivel se, e somente se, N e G/N sdo soliveis.
O préximo resultado relaciona a ideia de comutador com solubilidade

Teorema 11. Um grupo G ¢é soluvel se, e somente se, existe n € N tal que

G = {e}.

Definicao 21. Seja G um grupo soluvel. Consideremos sua sequéncia deri-
vada

G=GOo>GEW>..oG™M D ...
Definimos o comprimento derivado de G, denotado por d(G), como sendo
d(G) = min{n e N| G™ = {e}}.

O teorema seguinte apresenta um resultado muito forte acerca de grupos
soluveis.

Teorema 12. Sejam p,q e r nimeros primos, entdo todos os grupos de ordens
™, p"q, p?q? ou pqr sio soliveis.

Por ultimo temos o Teorema de Burnside

Teorema 13. (Burnside) Sejam p e q primos. Entao um grupo que tenha
ordem p"q" € soluvel.
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1.6 Teoremas de Sylow

Os famosos Teoremas de Sylow ocupam lugar de destaque em nosso trabalho,
uma vez que serao acionados constantemente nos préoximos capitulos.

Teorema 14. (Teorema de Cauchy) Seja G um grupo finito. Se p é um
divisor primo de |G|, entdo G possui algum elemento de ordem p.

Teorema 15. (1° Teorema de Sylow) Sejam G um grupo finito, p um divisor
primo de |G| e p™ a maior poténcia de p que divide |G|. Se k € {1,...,n},
entio G possui pelo menos um subgrupo de ordem p*. Ademais se1 <k <n
e H é um subgrupo de G de ordem p*, entdo existe K subgrupo de G tal que
|K|=p" e H QK.

Sendo G um grupo finito e p* uma poténcia de um primo p divisor de
|G|, o teorema acima garante que existe subgrupo de G' de ordem p*. Se p"
é a maior poténcia do primo p que divide |G|, entdao os subgrupos de G de
ordem p" sao chamados de p-subgrupos de Sylow ou Sp-subgrupode G.

Teorema 16. (2° Teorema de Sylow) Seja G um grupo finito e p um divisor
primo de |G|. Se Py e Py sao p-subgrupos de Sylow de G, entdio Py e Py sao
conjugados.

Corolario 5. Seque de forma imediata do teorema acima que se um p-
subgrupo de Sylow P de G é normal, entao P é o unico p-subgrupo de Sylow
de G. De fato, supondo Py e P, p-subgrupo de Sylow de G, existe v € G tal
que P, = Py = P,.

Teorema 17. (3° Teorema de Sylow) Sejam G um grupo finito, p um divisor
primo de |G| e n, o numero de p-subgrupos de Sylow de G. Entao, n, =1 (
mod p) e n, divide |G : P|, onde P é um p-subgrupo de Sylow de G.

Dizemos que um grupo G é um p-grupo finito se |G| = p", onde p € N
é primo e n é um inteiro nao nulo. Além dos teoremas de Sylow, o proximo
teorema também sera 1util no desenvolvimento desse trabalho.

Teorema 18. Se G € um p-grupo finito nao trivial, entao Z(G) tem ordem
divisivel por p.
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Capitulo 2

Grupos Nilpotentes

A classe dos grupos nilpotentes finitos é de grande interesse no presente
trabalho, visto que essa teoria nos permite exibir resultados fascinantes acerca
da estrutura dos grupos finitos.

2.1 Séries Centrais e Grupos Nilpotentes

Nessa se¢ao definiremos o que vém a ser grupos nilpotentes e introduziremos
as series centrais, que serao definidas a seguir.

Definicao 22. Seja G um grupo. Dizemos que G € um grupo nilpotente se
existe uma série de subgrupos

{e}=Ng <N <Ny <..<N,.1 <N,=G

com N; QG e Niu1/N; C Z(G/N;) para todo i =0,1,...,n — 1.

Uma série de subgrupos de GG como na definicao acima ¢ chamada de série
central (ascendente). Observemos que pelo Lema 7 N;1/N; C Z(G/N;) se,
e somente se, [N;y1, G| C N;.

Observemos primeiramente que as condigoes exigidas na defini¢gao de nil-
poténcia sao claramente mais exigentes do que aquelas que aparecem na
definicao de grupo soluvel. Assim sendo, naturalmente podemos imaginar
que todo grupo nilpotente é solivel. Veremos adiante que isso de fato é
verdadeiro, sendo a reciproca, no entanto, falsa.

Exemplo 16. Todo grupo abeliano é nilpotente. De fato, supondo G um
grupo abeliano, entao facilmente podemos observar que a série {e} = Ny <
N1 = G € uma série central de subgrupos de G.
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Exemplo 17. Se G € um p-grupo finito, entao G € nilpotente. Em primeiro
lugar, observemos que se N é um subgrupo normal préprio de G, entao G/N
¢ um p-grupo (nao trivial). Por G/N ser um p-grupo (nao trivial), lembremos
que Z(G/N) deve ter ordem divisivel por p e dessa forma, existe H subgrupo
de G, com N C H, de maneira que H/N seja um subgrupo de Z(G/N) de
ordem p. Estando H/N C Z(G/N), devemos ter que H/N <G /N e portanto
temos que H < G. Ademais, note que |H| = p|N]|.

Agora vamos de fato ao exemplo. Se |G| = p, nada a fazer. Suponha
|G| = p", com n > 1. Por Z(G) ter ordem divisivel por p, ja que G é um
p-grupo finito, temos que existe N; subgrupo de G, tal que N; C Z(G) e
|N1| = p. Por Ny C Z(G) segue que N7 J@G. Assim, pelo o que foi observado
acima, temos que existe Ny <G, com Ny C N, tal que No/Ny C Z(G/Ny) e
|Na| = p|N1|. Se Ny = G, entao a série

{e} =Ny <N, <Ny =G

é claramente uma série central de subgrupos de GG, e portanto GG é nilpotente.
Se por acaso Ny < G, podemos raciocinar de mesma forma para encontrar
um subgrupo N3 < G, tal que Ny C N3, N3/Ny C Z(G/Ny) e |N3| = p|No|,
seguindo com esse raciocinio indutivamente concluimos que existe um série
central de subgrupos de GG do tipo

{e} =No <N <Ny <Ny <...< Ny < N1 <

de maneira que |Ngi1| = p|Ng|. Como |G| = p" e |[Nyg| = 1, temos que
N,, = G, donde segue que G ¢ nilpotente.

Exemplo 18. Se G € um grupo ndo trivial, tal que Z(G) = {e} , entio G
nao pode ser nilpotente. De fato, Suponha por contradicao a existéncia de
uma série central

{e}=No <N <N, <N;g <..<N,=G

de subgrupos de G. Como N; C Z(G) = {e}, devemos ter Ny = {e}. Dessa
maneira, G/N; ¢ isomorfo a G e portanto seu centro também deve ser trivial.
Note agora que No/N; C Z(G/N;) = {€}, donde temos que Ny/N; = {€}, ou
seja Ny = Ny = {e}. Usando esse mesmo argumento indutivamente obtemos
que Ny = {e}, para todo k = 1,...,n, e dai {e} = N,, = GG, uma contradigao.
Portanto GG nao pode ser nilpotente.

2.2 Classe de Nilpoténcia

A teoria das séries centrais possibilita duas caracterizacoes alternativas e
muito 1teis de nilpoténcia. Nessa secao, veremos surgir a relagao entre nil-
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poténcia e comutadores, tal como em solubilidade. Comecemos por definir a
primeira das séries, a qual é chamada de série central inferior.

Seja G um grupo. Definimos 71(G) = G,%(G) = [n(G),G] = [G, G|,
13(G) = [12(G), G] e, seguindo indutivamente, definimos v,,1+1(G) = [v.(G), G|,
paran € N.

Obviamente temos que 11(G) = G <G e que 12(G) = [n(G),G] =
[G,G] = G' < G. Seguindo por inducio e usando o Teorema 10 é facil ver
7 (G) < G para todo n € N. Pelo fato de 7, (G) < G podemos usar o Lema
6 para justificar que 7,41(G) C 7,(G) para todo n € N. Observemos que,
usando o Lema 7, podemos ver que essa série de subgrupos de GG é central
(descendente), da forma

G=7(G) 27%(G) = 2 m(G) > Ynn(G) > -
O motivo do nome da série acima fica claro com o proximo resultado.

Lema 8. Seja G um grupo. Considere que a série de subgrupos normais de

G
G=N>No>: >Ny >Ny >

seja uma série central. Entdao v,(G) C N,, para todo n € N.

Demonstragao. Como a série é central, temos que [Ny, G| C Ny para todo
k € N. Logo, o resultado é 6bvio para n = 1. Suponha, por indugao, que
Y% (G) C Ny para algum k € N. Recorde que [1(G),G] C [N, G], e dai
Yk+1(G) € Nyyq. Portanto o resultado é vélido para todo n € N. O

Nos apoiemos agora no conceito de centro de um grupo para definirmos
uma outra série importante de subgrupos, a qual é chamada de série central
SUPETLOT.

Seja G um grupo. Definimos Zy(G) = {e} e Z1(G) = Z(G). Con-
siderando o grupo quociente G/Z;(G), é possivel mostrar, usando o Te-
orema da Correspondéncia, que existe um subgrupo Z»(G) de G tal que
2(G/Z1(Q)) = Z2(G)/Z1(G). Como Zy(G)/Z1(G) = Z(G/Z1(G)) G/ Z1(G)
segue do teorema da correspondéncia que Zy(G) < G. Nos referimos a Zy(G)
como sendo o 2° centro de G . Ao considerarmos o grupo quociente G /Z»(G),
pelos mesmos argumentos acima, temos que existe Z3(G) subgrupo normal
em G tal que Z(G/Z5(G)) = Z3(G)/Z5(G). Z3(G) é referido como sendo o
3% centro de GG. Seguindo indutivamente e usando o teorema da correspon-
déncia em cada passo de indugao, uma vez ja definido o subgrupo 7, (G), que
é normal em G, definimos Z,,1(G) como sendo o subgrupo de normal de G,
tal que Z(G/Z,(G)) = Z,11(G)/Z,(G). O subgrupo Z,(G) é chamado de
n-ésimo centro de G.

29



Segue imediatamente da construcao que a série ascendente de subgrupos
normais de G

{e} = Zo(G) < Z1(G) < Z(G) <+ < Z,(G) € Zpyia(G) < -+

¢ uma série central de subgrupos de G.
Assim como na primeira série, a justificativa para o nome da série acima
é legitimada pelo préximo resultado.

Lema 9. Sejam G um grupo e
le}=Hy<H <Hy<--- < Hp < Hpyp---
uma série central de subgrupos de G. Entao, H,, C Z,(G) para todo n € N .

Demonstracao. De fato, claramente temos que Hy = Zy(G) ¢ Hy C Z1(G).
Agora, suponhamos por inducio a inclusao Hy C Zi(G) para algum k € N.
Como a série acima ¢ central temos que [Hy41,G] € Hy C Zi(G) (vide Lema
7). Logo, pela Observagao 16, segue que Hyi1 € Z,1(G). Portanto, por
indugao, H,, C Z,(G) para todo n € N. O

Veremos relevantes resultados a seguir que destacam a importancia dessas
duas séries centrais na caracterizacao de nilpoténcia de um grupo. Mas antes
disso, precisamos do seguinte lema.

Lema 10. Seja G um grupo. Entdao, sao equivalentes:
i) G € nilpotente.
ii) Existe n € N tal que Z,(G) = G.
iii) Existe m € N tal que v, (G) = {e}.
w) Ezxistem ny,ny € N tais que v, (G) C Z,,(G).
Demonstracao. Em primeiro lugar mostremos
Yn-k+1(G) € N € Zi(G) (2.1)

para todo k = 0,1,...,n, onde {e} = Ng < N; < Ny <--- < N, =G é uma
série central qualquer de G. Basta-nos mostrar que v, ,41(G) C Ni para
cada k € N | ja que a segunda inclusao esta feita acima. Usaremos indugao
em k. Observemos que a inclusao é claramente verdadeira para k = 0.
Suponhamos, por indu¢do que v, r41(G) € N para algum k£ = 1,...,n.
Notemos que

Yr—(k=1)41(G) = Yn-k+2(G) = [Yn—r+1(G), G] C [Nk, G] € Ni—1
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uma vez que a série acima ¢é central. Portanto o resultado segue para todo
k=0,1,...,n.

Segue de forma imediata por (2.1) que i)=-ii). Para provar ii)=- iii) basta
tomar Ny = Z(G) para termos que

{e}=Ng<N <Ny <---<N,=G

é uma série central de G. Portanto, segue também de (2.1) que existe m € N
tal que 7,,(G) = {e}, bastando tomar m = n + 1.

iii)= iv) Nada a fazer. Finalmente provemos iv)=- i) usando inducao
em n;. Claramente, se ny = 1 entdo Z,,(G) = G. Sendo n; > 1, obser-
vemos que [vn,-1(G), G] = 7, (G) C Z,,(G). Como Z,,11(G) = {g € G |
l9,G] C Z,,(G)}, temos que Y, —1(G) C Zp,+1(G). Por indugao, podemos
concluir que G = % (G) C Z,,1n,-1(G), donde segue que existe n € N tal
que Z,(G) = G. Como

{e} = Zo(G) < Zi1(G) < Z3(G) < -+ < Z,4(G) £ Z,(G) =G
é uma série central de G, obtemos que G é nilpotente. O

Observacao 18. Sendo G um grupo nilpotente. De acordo com o lema acima

podemos obter
no = min{n € N| Z,(G) = G}

mo = min{m € N | 1,41(G) = {e}}.

Mostremos agora que ng = mgy. Com efeito, seque de (2.1) que Ypy—k11(G) C
Zi(G) para todo k = 0,1,...,n9. Concluimos dai que v,,11(G) = {e}, e
portanto mgy < ny.

Por outro lado, tomando Ny = Ypm—k+1(G) para todo k = 0,1, ..., my,
temos que 0s Ny, formam uma série central de G da forma

{e} =No <Ny <...<Npy-1 <Ny =G

Portanto, seque de (2.1) que Vmo—k+1(G) = N C Zp(G) para todo
k= 0,1,...,mq. Assim temos, Z,,(G) = G, donde seque que ng < my.
Concluimos que ny = my.

Definicao 23. Seja G um grupo nilpotente. Definimos a classe de nilpotén-
cia de G, denotada por cl(G), como sendo

c(G) =ng=min{n e N| Z,(G) = G} = min{m € N | v,,11(G) = {e}}.
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Exemplo 19. Observe que os grupos de classe de nilpoténcia igual a 1 sao
gustamente os grupos abelianos. De fato, sendo G um grupo, é fato que G é
abeliano se, e somente se, {e} = G' = 1 (G). Dai, cl(G) = 1.

Como primeiro resultado das defini¢oes acima temos a seguinte proposi-
cao.

Proposicao 5. Seja G um grupo nilpotente. Entao valem:

i) Todo subgrupo de G € nilpotente e tem classe de nilpoténcia menor ou
igual a cl(Q).

i1) Todo grupo quociente de G € nilpotente e tem classe de nilpoténcia menor
ou igual a cl(G).

Demonstragao. Para demonstrar (i) consideremos H um subgrupo de G. E
fato que v1(H) = H C G = 7(G). Suponhamos, por indugao, a veracidade
da inclusao v, (H) C v, (G) para algum k € N. Observe que

Tt (H) = [(H), H] € [(G), Gl = 141(G)

Por indugao obtemos 7,(H) C ~,(G) para todo n € N. Agora, por G
ser um grupo nilpotente deve existir ng € N tal que ny = cl(G), isto é,
Tno+1(G) = {e}. Pelo obtido acima temos V,,4+1(H) C Yno+1(G) = {e} e
portanto H ¢é nilpotente com cl(H) < ng = cl(G).

Mostremos agora (ii). Suponhamos N um subgrupo normal de G. Com
razao escrevemos GN = (G, e dessa forma temos a seguinte igualdade

N(G/N) = G/N = GN/N = %(G)N/N

Suponhamos, por indugdo, que exista k& € N tal que (G/N) =
=7 (G)N/N. Constatemos que

41 (GIN) = [(G/N), G/N] = [w(G)N/N, G/N]| =

= [W(G)N/N,GN/N] = [(G), GIN/N = 1 (G)N/N

A peniltima igualdade estd afiancada pelo Lema (5). Dessa maneira,
obtemos que v,(G/N) = 7,(G)N/N para todo n € N. Por G ser nilpotente,
cl(G) = ny para algum ny € N, dessa maneira perceba que 7,,+1(G)N/N =
{e}N/N = {e}. Sendo assim, 7,,+1(G/N) = {e}, donde segue que G/N é
nilpotente. Ademais, c/(G/N) < ngy = cl(G).

[
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Ja estamos em condicoes de demonstrar o que comentamos no inicio da
secao, que ¢ o fato de todo grupo nilpotente ser soluvel.

Teorema 19. Seja G' um grupo nilpotente, entao G € soluvel. Além disso,

d(G) < cl(G).

Demonstragio. Observemos que GV = [G,G] = 7»(G). Suponhamos, por
inducdo, que G*) C ~,,1(G) para algum k € N. Como

G*D — [g® W] C [GP, Gy (G)

temos que G™ C 7,,1(G) para todo n € N. Dali, fica extremamente facil ver
que se G ¢é nilpotente, entdo G ¢ solivel e d(G) < cl(G). O

Observacao 19. Ao analisarmos o grupo S3 nao € dificil observar que
Z(S3) = {Id}. Logo, pelo Exemplo 18 temos que S3 nao pode ser nilpo-
tente. Por outro lado, |S3] = 6 = 2.3 e portanto Sz é um grupo solivel,
ficando assim provado que a reciproca do teorema acima nao € verdadeira.

Nem todo resultado que vale para grupos nilpotentes vale para grupos so-
liveis. Lembre-se que se G um grupo e N € um subgrupo normal em G, entao
G € soluvel se, e somente se, N e G/N sao soliveis. Veremos a sequir que a
reciproca desse resultado deiza de ser verdadeira se a propriedade em questao
for nilpoténcia ao invés de solubilidade.

De fato, olhemos para o grupo Ss. Observe que As e S3/As sdo nilpotentes
pois, |As| = 3 € |S3/As| =2, e no entanto jd vimos S3 nao € nilpotente.

Depois do exposto acima, nos permitimos indagar sobre quais sao as pro-
priedades de grupos soliveis que ainda continuam vdlidas para grupos nilpo-
tentes. E fato que o produto cartesiano finito de grupos soliuveis é soluvel.
Essa propriedade continua sendo wvdlida para grupos nilpotentes, bastando
mostrad-la para dois grupos. Entao, vamos ao resultado

Teorema 20. Se G, e Gy sdo grupos nilpotentes, entao Gy X Gy € nilpo-
tente. Mais geralmente, o produto cartesiano de uma familia finita de grupos
nilpotentes é nilpotente.

Demonstragao. Em primeiro lugar, afirmamos que ~,(G; x G3) C
C Y(G1) X 7, (G2) para todo n € N. Claramente, a inclusao é valida para
n = 1. Suponha, por indugao, que v, (G1 X Ga) C v (G1) X 1x(G2) para algum
k € N. Tomemos = € 1(G1 X Gy) e y € G1 X Go. Logo, x € v (G1) X v(G2)
e assim © = (x1,22) € y = (g1, 92), com x1 € Y(G1), 2 € 1(G2), g1 € Gy e
go € G5, donde

[z, y] = [(z1,22), (91, 92)] = (z1 " 23 ) (g7 92 ") (21, 22) (91, 92) = (27 ' g7 w191, 25 ' g5 ' wag0) =
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= ([z1, 9], [r2, 92]) € M41(G1) X Y11(Go2)

Nessas condigoes, temos

Yiet1(G1 X Ga) = [v(G1 X Ga), G1 X Ga] € Yey1(G1) X Vg1 (G2)

, e portanto v,(G1 X G3) € v,(G1) X 7,(G2) para todo n € N. Observemos
que Yi11(G2) X Ykr1(G2) é um subgrupo de G; X Gy, uma vez que produto
cartesiano de subgrupos é subgrupo. Observemos também que Yx11(G1 X G2)
¢ o subgrupo de Gy x Gy gerado pelo conjunto {[z,y] | * € 7 (G1 X Ga),y €
G1 X Gy}

Agora, sendo (G; e G nilpotentes temos que existem nq,n, € N tais
que cl(Gy) = ny e c(Gse) = ng, ou seja, Yo, +1(G1) = {e1} € Yny41(G2) =
{e2}, e portanto, tomando ny = maz{ny,na}, temos v,,+1(G1 x Ga) C
Yro+1(G1) X Yng+1(G2) = {e1} x {e2}, donde G; x G2 é nilpotente. O

O préximo teorema apresenta uma condicao suficiente para garantir a
nilpoténcia de um grupo.

Teorema 21. Seja G um grupo. Se G/Z(G) € nilpotente, entao G também
o €. Ademais, cl(G) = c(G/Z(G)) + 1.

Demonstracao. De fato, sejang = cl(G/Z(G)). Entao v,,+1(G/Z(G)) = {e},
donde 7,,,11(G)Z(G)/Z(G) = {e}(vide demonstracao da Proposicao 5, ou
seja, Yno+1(G)Z(G) = Z(G). Dal, v,,11(G) € Z(G) e consequentemente
Yno+2(G) = {e}. Logo G é nilpotente. Agora, por ng = cl(G/Z(G)) segue
que Yny(G/Z(G)) # {€}, e daf temos 7, (G) € Z(G). Assim yn,41(G) # {e},
donde cl(G) = ng + 1. O

Agora apresentaremos uma condi¢cao necessaria e suficiente para garantir
a nilpoténcia de um grupo.

Proposicao 6. Um grupo G ¢é nilpotente de classe menor ou igual a n se, e
somente se, a igualdade [x1, T, ..., T, Tni1] = € € vdlida sejam quais forem
X1y T2y eeey Ty Tniq € G

Demonstra¢ao. Mostremos por indugao que [z, ..., z,] € 7,(G) para todo
n € N. De fato, claramente esse fato é verdadeiro paran =1en = 2. Agora
suponha, por inducao, [z1,...,xx] € (G) para algum k € N. Observe que
(21, s Th], Thi1] = [21, oy Thy, Ty 1], € como [[x1, ..., 2x] € 1(G) e 141 € G
temos que [21, ..., Tg, Tpt1] = [[21, .., 2p), Tpep1] € [W(G), Gl = Ype41(G). Logo,
[T1, ..., Tp] € 7n(G) para todo n € N. Notemos agora que se G tem classe de
nilpoténcia menor ou igual a n, entao v,41(G) = {e}. Pelo que foi feito acima
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temos [x1, ..., Tp, Tpy1] = € para quaisquer i, ..., Tp, T,11 € G, e portanto a
condi¢ao é necessaria.

Reciprocamente, se n = 1, isto é, [x1, x2] = e, para quaisquer x1,25 € G,
temos que G é abeliano, e portanto c/(G) = 1. Agora suponhamos o resultado
vélido para algum k& € N, e suponhamos também que [z, ..., Tk, Tpi1, Tria] =
e para quaisquer Iy, ..., T, Tr+1, Lrro € G, ouseja, [[T1, ..., Tk, Tpr1], Tpio] = €
quaisquer que sejam Ty, ..., Tk, Tpi1, Tpro € G. Dai, [xq,..., 2k, 1] para
quaisquer 1, ..., Ty, Trr1 € G. Logo, € = [x1, ..., Tp, Tpi1] = [T1, -, Tn, Troid
no grupo quociente G/Z(G), e temos por hipétese de indugao que G/Z(G)
¢ nilpotente tal que cl(G/Z(G)) < n. Segue do teorema anterior que G é
nilpotente e c/(G) é menor ou igual a n + 1. Dessa forma segue por indugao
que o resultado é valido para todo n € N. O

Teorema 22. Sejam G um grupo nilpotente e H um subgrupo normal de G,
tal que H # {e}. Entio, HN Z(G) # {e}.

Demonstragao. Sendo G nilpotente, existe n € N tal que Z,(G) = G. Con-
sidere ng = min{n € N | HN Z,(G) # {e}}. Por H ser normal em G,
HNZ,(G)CHeHNZ,(G) C Z,,(G) temos que [HN Z,,(G),G] C H e
[H N Zno (G)v G] g Zno—l(G)' L0g07

[H N ZHO(G)7 G] CHN Zno—l(G) = {6}
e portanto {e} # H N Z,,(G) C HNZ(G). O
Observacao 20. Sejam G um grupo e N e M subgrupos de G. FEntao,

i) Dizemos que M € um subgrupo maxial de G se M # G e ndo existe M
subgrupo de G tal que M C M; C G.

i1) Dizemos que N € um subgrupo minimal de G se {e} # N e ndo eziste
subgrupo Ny de G tal que {e} T Ny C N.

Corolario 6. Um subgrupo normal minimal de um grupo nilpotente estd
contido no seu centro.

Outro importante resultado é apresentado a seguir.

Teorema 23. Seja G um grupo nilpotente. Se H € um subgrupo proprio de
G, entio Ng(H) # H.

Demonstragao. Sabemos que existe um menor n € N tal que 7,(G) = {e}
e 11(G) = G. Entdo podemos tomar ng = min{n € N | 7,,1(G) C H}.
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Observe que 7,, € H. Afirmamos que v,,(H) C Ng(H). De fato, perceba
que
[’7710 (G), H] - hno (G), G} = Tno+1(G) C H

Nessas condigoes, recorde que devemos ter v,,(H) C Ng(H)(vide Lema 6).
Dessa forma, devemos ter H C Ng(H), e portanto segue o teorema. O

Corolario 7. Sejam G um grupo nilpotente e M um subgrupo mazimal de
G. Entao, M normal é em G.

Demonstracao. Por M ser um subgrupo maximal é fato que M é um sub-
grupo préprio de G, e assim segue do teorema anterior que Ng(M) # M.
Logo, M C Ng(M) e segue da maximalidade de M que Ng(M) = G. Donde,
M<G. O

2.3 Grupos Nilpotentes Finitos

Nossa intencao nessa se¢ao € mostrar uma importante caracterizagao dos gru-
pos nilpotentes finitos. A seguir apresentaremos 7 condigoes que equivalem
a nilpoténcia, no caso de grupo finito.

Eis o resultado.

Teorema 24. Sejam G um grupo finito. Entao sdo equivalentes:
i) G € nilpotente.
ii) Se H € um subgrupo prdprio de G, entao Ng(H) # H.
iii) Todo subgrupo mazimal de G é normal em G.
iv) Todo subgrupo de Sylow de G € normal em G.
v) G~ Gy X Gy X ... X Gy, onde G; € poténcia de primo.
vi) Dado n um divisor de |G|, existe algum H <G com |H| = n.
vii) Dados a,b € G, com mdc(o(a),o(b)) =1, tem-se ab = ba.
viii) Para todo N subgrupo normal proprio de G tem-se Z(G/N) nao trivial.
Demonstragao. Pelo Teorema 23 e o Corolario 7 ja temos i)=- ii) e ii) = iii).
Agora, suponha que iii) seja verdadeira e iv) seja falsa. Entao deve existir p

divisor primo de |G| tal que algum S,-subgrupo P de G nao seja normal, ou
seja, Ng(P) # G. Tomemos agora M subgrupo maximal de G que contenha
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Ng(P). Sendo g € G, um elemento arbitrario, temos P9 C M9 C M,
ja que M ¢é normal. Temos que P e P9 sao S,-subgrupos de G contidos
em M e entao, por maior razao, P e PY sao S,-subgrupos de M. Logo,
pelo Segundo Teorema de Sylow, deve existir x € M tal que P9 = P?,
donde gz=! € Ng(P) € M. Dali, é ficil ver que g € Ng(P). Como g foi
tomado arbitrario, segue que Ng(P) = G, mas isso é um absurdo, ja que M
é maximal. Recorde que essa contradicao foi gerada ao supor que nem todo
subgrupo de Sylow é normal em G. Portanto, iv) ndo pode ser falsa.

iv)=-v) Sejam py, ..., p, todos os divisores primos de |G|. Considere P; um
Sp; — subgrupo de G para cada i = 1, ..., m. Recorde que iv) garante a norma-
lidade de cada P; em G. Ademais, ¢ facil ver que P; N (Py...Pj_1Pj11...Py) =
{e} (vide Corolério 1 e o Teorema 3), com j = 1,....m e P;...P,, = G. Dessa
maneira temos que G é o produto direto interno de P, ..., P, e portanto,
G~ P, x ... x P,. Agora, basta tomar G; = P;, com i = 1, ..., m para ter o
resultado.

v) = vi) Sendo G ~ Gy x ... x Gy, consideremos |G;| = p, para cada
i =1,...,m. Nao é dificil ver que |G| = |G1|...|Gm| = pi*...pFm. Logo, se n
é um divisor de |G| temos que n = pit..pm com 0 < l; < kjei=1,..,m.
O Exemplo 24 assegura a existéncia de subgrupos normais NV; de G; tais que
|N;| = pli para cadai = 1,...,m. Agora, consideremos ¢ : Gy X ... X G, — G
um isomorfismo e tomemos H = p(N; X .... X Ny,;). Temos claramente que
H é um subgrupo normal de G de ordem |H| = |p(Ny X .... X Np,)| =
INy X oo X Np| = | N1|....| Nyp| = plt...pm = n, donde segue o resultado.

vi) = wii) Tomemos a,b € G tais que o(a) e o(b) sejam relativamente
primas. Como o(a) e o(b) dividem |G| é facil ver que podemos escrever
|G| = mn, com m e n relativamente primos e tais que o(a) divide m e o(b)
divida n. Desde que vi) garante a existéncia de subgrupos N e H normais
em G de ordens m e n, respectivamente, observemos que |(a)| divide |[N| =n
e [(b)| divide |H| = m. Como estamos nas hipdteses do Lema 2, podemos
garantir que < a >C N e <b>C H,donde a € N e b € H. Por outro lado,
[N,H] C NN H = {e} e portanto [a,b] = e. Logo, ab = ba.

vii) = wiii) Seja N um subgrupo normal préprio de G. Temos que,
existe p primo divisor de |G : N|. Logo, sendo P um Sy,-subgrupo de G, ao
escrevermos N = PN N < P, devemos ter N; # P, pois p divide |G : N|
e assim P ¢ N. Note que P/N; é um p-grupo nao trivial, donde Z(P/N)
tem ordem divisivel por p, portanto é nao trivial. Entao existe @ € Z(P/Ny),
com a € P — Ny, e assim [a,x] € N; para todo « € P. Consideremos, o
subconjunto K, de GG, dado por

K,={x€G|[a,z] € N}

e observemos que:
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i) e =[a,€]. Logo, e € K,.

ii) Se z,y € K,, entdo [a, ], [a,y] € N, donde [a, zy] = [a,y][a,z]Y € N, ja
que N é normal.

iii) Se z € K,, temos [a,z] € N, logoela, zz™!] = [a,z7[a,z]™" € N e
assim [a,z7!] € N. Portanto 7! € K.

Dessa forma temos que K, é um subgrupo. Agora, afirmamos que em
verdade temos K = (G. Claramente P C K,. Agora, tomemos ¢ divisor
primo de |G|, com p # ¢, e consideremos ) um S, — subgrupo de G. Com
efeito, o(a) é relativamente prima com a ordem de qualquer elemento de ) e
entdo, por hipdtese temos ag = ga para todo g € @, ou seja, [a,g] = e € N
para todo g € . Logo @Q C K,. Sendo assim, temos que |P| e |Q| dividem
|K,|, o que nos da |K,| = |G| e consequentemente temos a afirmagao. Dessa
forma, [a,z] € N para todo x € G, e dai @ = aN € Z(G/N). Isso conclui a
demonstragao, pois @ # €, jd que a ¢ N.

viii) = 1) Claramente Zy(G) € Z1(G). Se Z1(G) = G, a demonstragao
acaba aqui, pois ja terfamos G nilpotente. Do contrario, por Z;(G) < G,
temos por hipétese, que Z(G/Z1(G)) = Z3(G)/Z1(G) é nao trivial, donde
Z1(G) € Z5(G). Seguindo o raciocinio indutivamente, temos que se para um
certo k € N for verdade que Zx(G) = G, ja teremos o resultado desejado;
caso contrario, como Zk(G) < G por hipétese segue que Z(G/Zp(G)) =
Zk+1(G)/Z1(G) é nao trivial, e portanto Zx(G) € Zp41(G). Dessa forma
temos a série central ascendente

Z0(G) € Z1(G) € . C Zu(G) S Zpia(G) € ...

de subgrupos de G. Sendo G finito, deve existir n € N tal que Z,(G) =G e
o resultado segue.
[

2.4 p-Nilpoténcia de Grupos

Nesta secao daremos uma breve introdugao do que vem a ser p-nilpoténcia de
grupos e retornaremos a este assunto no préximo capitulo, apds o estudo do
homomorfismo transfer. Este, por sua vez, servira de ferramenta para mos-
trarmos uma condicao suficiente para que um grupo finito seja p-nilpotente
para algum p primo divisor da ordem do grupo em questdao. Antes disso,
precisaremos de algumas defini¢oes e resultados , os quais passamos a tratar
logo a seguir.
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Definicao 24. Sejam G um grupo e H e K subgrupos de G. Dizemos que
K € um complemento para H em G se G = HK e KN H = {e}.

Da defini¢ao acima é facil ver que K também é complemento para qual-
quer conjugado de H.

Observacao 21. Sendo K um complemento para H em G, observemos que
G| = |KH| = |K||H|/|K N H| = |K[|H], donde |K| = |G|/|H| = |G : H|.

Definicao 25. Sejam G um grupo finito e H um subgrupo de G. Dizemos
que H € um um subgrupo de Hall de G se mdc(|H|,|G : H|) = 1.

Observacao 22. Nao ¢ dificil ver que se G € um grupo finito e H e K sao
subgrupos de G, com H subgrupo de Hall,entao K € um complemento para
H em G se, e somente se, |K|= |G : H|.

Definigao 26. Sejam G um grupo finito e p um diwvisor primo de |G|. Di-
zemos que um subgrupo N de G € um p-complemento em G se N é um
complemento para algum p-subgrupo de Sylow de G.

Observacao 23. Observemos que um p-complemento é um subgrupo de or-
dem |G : P|, onde P é um p-subgrupo de Sylow de G.

Definigao 27. Sejam G um grupo finito e p um divisor primo de |G|. Con-
sideremos P um p-subgrupo de Sylow de G. Diremos que G € p-nilpotente se
existe N subgrupo normal em G tal que G = PN e PN N = {e}, neste caso,
N ¢€ referido como sendo um p-complemento normal em G.

Para fixar as ideias vamos a alguns exemplos.

Exemplo 20. Seja G um grupo de ordem 22, entao G € 2-nilpotente. De
fato, segue dos Teoremas de Sylow que existem subgrupos H e N de G de
ordens 2 e 11 , respectivamente. Ademais, N é o unico subgrupo de ordem
11 e dessa forma N é normal em G. Por outro lado, NNH = {e} e G = HN.
Logo, N é 2-complemento normal para H em G, e portanto o resultado segue.

Exemplo 21. Sendo G um grupo abeliano finito, entdo G € p-nilpotente para
todo p primo divisor da ordem de |G|. De fato, consideremos p um primo
divisor de |G| e P um p-subgrupo de Sylow de G. Tomemos n = |G : P|.
Como n = |G : P| divide |G| temos pela Observagao 5 que exite N subgrupo
de G de ordem n. Desde que G seja abeliano temos que N é normal em
G e consequentemente PN é um subgrupo de G tal que mdc(|N|,|P|) =
madc(|G : P|,|P|) = 1. Logo, PN N = {1} e dai |G| = |G : P||P| =
|IN||P|/|P N N| = |PN| e assim G = PN, logo N é um p-complemento
normal em GG. Donde segue que G é p-nilpotente.
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Teorema 25. Um grupo finito G' € nilpotente se, e somente se, € p-nilpotente
para todo p primo divisor de |G)|.

Demonstragao. Sejam py, ..., py, todos os divisores primos de |G|. Pelo item
(iv) do Teorema 24 temos que P; I G para todo i = 1,...,m. Logo P;...P,,
¢ um subgrupo de G e, pelo Lema 3, temos que |G| = |Py]...|Py| = |Pi...Pyl, €
portanto temos G = P,...P,,. Basta notar agora que B,N(P,...P;_1P;11...Py) =
{1}, pois mde(|Pi],|Py...Pi—1P;y1...P,|) = 1 para todo i = 1,...,m, para
concluir que (Py...P,_1P;11...P,;,) é um p;-complemento normal, para cada
t=1,...,m, e portanto GG é p;-nilpotente para todo p;.

Reciprocamente, consideremos py, ..., p,, todos os divisores primos de |G|,
P; um p;-subgrupo de Sylow de G e N; um p;-complemento normal em G,
para cada i = 1,...,m. Temos que |G| = |P;||N;| para cada i = 1,...,m.

Afirmamos que P, = NyN--- N N,_1 N Nizgy N--- N N,. No intuito de
simplificar as notagdes, mostremos que P, = Ny N --- N N, (o caso geral
segue de forma andloga). De fato, nao é dificil ver que |P;| divide |V,
para cada i = 2,...,m (basta notar que |Pi||N;| = |G| = |P)]||Ni|] e que
mdc(| Py, |P;]) = 1. Como N; é normal em G e mdc(|V;|, |G : N;|) = 1, temos
pelo Lema 2 que P, C N, para cada i =2,...,m. Logo P, C NoN---NN,.

Por outro lado, observa-se que |Pi| = mdc(|Nal, ..., |NV,|), pois p; ndo
divide |V;|, para cada i = 2,...,m, donde p; nao divide mde(|Nal, ..., |Ny|),
para cada i = 2,...,m, e assim mdc(|Na|, ..., |N,|) deve ser poténcia de p;.

Como |NyN---NN,| divide |N;|,para cada i = 2, ...,m, sendo [Ny N --- N N,|
poténcia de p; e divisor de |G|, deve divide |P;|, donde segue a afirmacao.
Como a intersecao de subgrupos normais é normal, temos que P; é normal.
Repetindo o mesmo argumento podemos concluir que P; <G, e dai P; é o
tnico p;-subgrupo de Sylow de G (vide o Corolario 5 do Segundo Teorema
de Sylow), para todo ¢ = 1,...,n. Segue do Teorema 24 que G é nilpotente,

o que encerra a demonstracao.
O
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Capitulo 3

O Homomorfismo Transfer

Neste capitulo estudaremos o homomorfismo transfer com o intuito de
obter resultados sobre um importante critério de p-nilpoténcia de grupos, o
de Burnside.

Considere G um grupo e H um subgrupo de indice n em G. Agora, es-
colhamos um transversal a direita {ty,...,t,} para H em G. Observemos,
em primeiro lugar, que se multiplicarmos um elemento g € G a direita por
uma classe lateral a direita Ht;, teremos ainda uma classe lateral a direita, a

saber Ht;g, e esta serd uma das classes Ht;, para algum j € {1,2,...,n}, ja
que G = J;_, Ht;, ou seja, Ht;g = Ht(;,, com (i)g € {1,2,...,n}. Mostre-
mos que a aplica¢ao i — (i)g é uma permutagao do conjunto {1,2,...,n}.

Vejamos a injetividade; sejam 4, j € {1,2,...,n} tais que (i)g = (j)g. Dali,
Ht i)y = Hitj)g.

Portanto, Ht,g = Ht;g, donde, Ht;, = Ht;. Logo, i = j. Recorde que
toda aplicagao injetiva de um conjunto finito em si proprio é sobrejetora.
Dessa forma temos que a aplica¢do ¢ — (i)g é uma bijecao e portanto uma
permutacao do conjunto {1,2,...,n}. Ademais, observe que tigt&)lg € H,
para todo i € {1,2,...,n}.

Agora, considere A um grupo abeliano qualquer e § : H — A um
homomorfismo de grupos. Definimos o transfer de & como sendo a aplicacao

0* . G — A tal que

n

0" (x) = [ [ 0(tiat),),

n=1
para todo x € GG. Observe que tixt@)lx € He Q(tixté)lx) € A, para quaisquer
ie{l,....,n}ex €.
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Um fato vantajoso da aplicacao #* : G — A, que nos permite obter
varios resultados interessantes da teoria de grupos, é que esta aplicagao é um
homomorfismo que independe da escolha do transversal (sendo assim bem
definido). Por formalidade iremos enunciar esse resultado como

Lema 11. A aplicagao 0* : G — A é um homomorfismo o qual independe
da escolha do transversal.

Demonstragao. 1) Primeiro mostraremos a independéncia do transversal.
Seja {t},...,t,} um outro transversal & direita para H em G. Perceba
que podemos supor Ht; = Ht; para cada i = 1,...,n (caso nao seja,
reorganize os t;’s). Dessa forma teremos t;t; ! € H, isto é, t; = hit;, para
todot=1,...,n

Tomemos = € G e observemos que

fht:r;t hil

tlxt 0 ()x""(i)z"

(D)

Como A é abeliano e 6 é um homomorfismo temos que

n

—1 o
He(t:vt(z)m) = He hitiwt ;) h,)
= He O(tiat;),)0(h),)
= Htht_ (h)b(he),)
— —1 —
= He tiwtgy,) [ 0(ha)0(h),) = [ ] 0tiat i),).
=1

=1

Observe que na ultima igualdade usamos o fato de i +— (i)x ser uma
permutagao do conjunto {1,...,n}.

ii) Mostremos agora que #* ¢ um homomorfismo. Primeiro note que se
x,y € G, entao

Ht ey = Htizy = H(tix)y = Ht(()a)y-
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Portanto, ¢(;)zy = t((i)a)y- Dai,

- He tlxt( 0(t i)yt (i >x>y)

- Hemm 110C0vt )
= 0°(x)0"(y)-

Observe que na pentltima igualdade usamos o fato de A ser abeliano e
na ultima o fato de i — (i)x ser permutagcao.
m

Como 6* independe da escolha do transversal a direita, é natural nos
perguntarmos se existe uma melhor escolha do transversal de tal forma que
o célculo do valor de 6*(z) se torne mais simples, para um dado x € G. A
resposta a essa pergunta é positiva e passaremos agora a mostrar como isso
pode ser feito. Para nao fugirmos do rigor matematico, vamos ao

Lema 12 (Célculo de 0*). Sejam H um subgrupo de G de indice n e
0 : H— A um homomorfismo, onde A € um grupo abeliano. FEntdo, para
cada x € G, existem k,ly,...,l, €N e sq,...,s, € G tais que

onde S8 1, =n.

Demonstracao. Tomemos s; € G, fixo, e consideremos as classes laterais a
direita de H e GG
Hsy, Hsyx, Hs 22,

Observe que existe um numero finito de classes laterais, pois |G : H| = n.
Portanto, podemos tomar [; = min{n € N | Hs 2" = Hs;}. Temos as classes

Hsy, ..., Hsz" ™!, (3.1)

Se estas nao forem todas as classes laterais a direita de H em G, escolha
sy € G tal que Hsy # Hsia', para todo i = 0,...,l; — 1. Procedendo de
maneira analoga, tomemos Il € N o menor natural tal que Hsy, = Hsya'2.
Portanto, temos as classes

Hso, Hsox, ..., Hsox?™t (3.2)
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Se as classes laterais obtidas em (3.1) juntamente com as classes obtidas em
(3.2) ainda nao formam todas as classes laterais a direita para H em G, repita
o processo até que esse fato ocorra (isso é possivel pois |G : H| = n). Dessa
forma, encontramos k € N e ly,...,l; € N tais que

-1 lo—1 l—1
Hsy,...,Hs1x" " Hso, ..., Hsox®> ... Hspx'* (3.3)

sao todas as classes laterais a direita de H em G.
Observe que da construcao obtemos Zle l;=ne

l1— lo—1

1 lp—1
T = {51,81%, ..., 1T 1,82, 82%, ..., ST 2 " ... Sky-v, SET* "}

¢ um transversal a direita para H em G.
Afiancado pelo lema anterior, trabalhemos com o transversal T'. Escreva-
mos:

_ _ _ l1—1

tl = 81, t2 = S1¥, ..., tll = sz )

— _ _ la—1

tllJrl = 52, Z‘:l1+2 = ST, ..., 2fl1+l2 = Sx?,

— — _ lp—1

t(zf;ll lz+1) — Sk, t(zi{:;ll lz+2) — Skx, ey t(zf:1 lz) — Skx .

Observe que
Ht(l)z = Htll' = HSl.QT = Htg,
Ht(g)r = HtQ.%' = H82$ = Ht3,

Htgy, = Htyo = Hsizh "o = Hs, = Hty.

Da mesma forma

Ht(ll—i-l)z = Ht(l1+1).2:‘ = Hsox = Ht(ll+2),
Htg 120 = Htgynxr = H(so)x -z = Hsox? = Hi(, 43),

Ht(, 110 = Ht@p1)x = H(s222™ Ve = Hsya'? = Hsy = Hig, 1),

Htg 4oy y+1)2 = Hlgy 4oy 41y = H«S‘M; Htgy 41, 12),
Ht(l1+---+lk,1+2)1‘ = Ht(l1+---+lk,1+2)l' = HSkZL' = Ht(ll+“'+lk71+3)’

1=1"

eportanto (i)r =i+ 1, (l)e=1e (lL+---+j)r =4 +---+1j_1+1, para
todo j =2,...,k, donde
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i=1

= O(tiwtyNO(taats ") - .- (bt )O(t, wt ) -
Q(tll+1"L‘tl_11+2>€(tl1+2xtl_11+3> et Q(t(l1+l2—1)xt(_lll+l2))H(t(l1+12)xtl_11+1>
0 t(l1+'"+lk71+1)l‘t(_lll+"'+lk,1+2)) S O ) T 1ty 1))

—_ —~

= 0
= 0

tlxlltfl)e(t(ll+1)$l2t&3+l)) et e(t(ll+~--+lk71)xlkt(7lll+...+lk71+1))

s17 57 0(s9x"2s51) - O(spat s )

—~

O0(siztish).

I

i=1

]

3.1 O Homomorfismo Transfer sobre Subgru-
pos

Sendo G um grupo e H um subgrupo de G, observe que sempre podemos
exibir um homomorfismo 6 : H — A, onde A é um grupo abeliano. Basta
tomar A = H/H' e 6 a projecao canonica, isto é,

0:H — H/H
h —s 6(h)=H'h

Por estética matematica, denotemos H/H' = H,,. Dessa forma o transfer
O0x : G — H,, é referido como sendo o transfer de GG sobre H,,. Se H for
abeliano, entdo H/H ¢ isomorfo a H e 6 pode ser vista como a aplicacio
identidade de H.

Veremos a seguir que o homomorfismo transfer, quando definido sobre
subgrupos, se torna uma ferramenta muito poderosa para se obter resultados
interessantissimos e de maneira elegante, cujas demonstracoes seriam tarefas
muito dificeis sem o seu uso.

Teorema 26 (Schur). Sejam G um grupo e H um subgrupo de G tais que
H C Z(G) e |G : H| =n. Considere o homomorfismo 0 : H — H, dado por
6(h) = h, para todo h € H. Entdo, o transfer de G em H é exatamente a
aplicag¢ao 0* : G — H, definida por 0*(x) = x™, para todo = € G.
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Demonstracao. Usando o lema anterior temos que

Perceba que s;z's; ! = z; € H C Z(G), para todo i = 1,...,k. Logo, o' =

2 € Z(G), para todo i = 1,...,n, uma vez que o' = s; 25, = s; '8;2; = 2.
Portanto,
k k
* ll -1 S ll —1
0*(zx) = HG(Six S; )—H(SZ’I s; )
i=1 =1
k
- H:L"li =gl gl = ghteth
=1
= :L‘n’
jdque Yl =n. O

Outro resultado que ilustra a importancia do homomorfismo transfer é o
seguinte.

Teorema 27 (Schur). Seja G um grupo tal que G/Z(G) € finito. Entio G’
¢ finito. Ademais, se |G : Z(G)| = n, entdo x™ =1, para todo x € G'.

Demonstragao. Sabemos, pelo lema anterior, que a aplicacao 0* : G — Z(G)
definida por 6*(x) = 2", para todo x € G, é o transfer de

0 : Z(G) — Z(G), onde 6 é dada por 0(z) = z, para todo z € Z(G).
Segue do 1° Teorema de Isomorfismo que
G
ker 0*
Portanto, G/ ker §* é abeliano, donde segue que G’ C ker 6*. Logo, 2™ = 1
para todo x € G'. Desde que G/Z(G) é finito devem existir gq,...,9, € G
tais que

~Im6* < Z(G).

G
—={Z A .
Z(G) { (G)gla ) (G>gn}
Agora tomemos x,y € G, arbitrarios. Temos que Z(G)z, Z(G)y € G/Z(G) e
logo existem 4,5 € {1,...,n} tais que Z(G)z = Z(G)g; e Z(G)y = Z(G)g;.
Dai, z = ¢;9; e y = ¢;g;, com ¢;,¢; € Z(G). Observe que

[z, y] = [cigi,cjg] = (cigi) " (ci95) " (cigi)(c;g;)
= g7 "¢ g e eigicigy = 9795 9ig
= |9, 9;)-
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Dai, G’ = ([z,y] | z,y € G) = ([gi,9;]|i,7 € {1,...,n}). Logo, G’ é finita-
mente gerado. Pelo 2° teorema do isomorfismo temos
G’ N G'Z(G)
GNZG) — Z(G)

Observe que G'Z(G)/Z(G) é finito, ja que é subgrupo de G/Z(G). Assim,
G'/G' N Z(G) é finito. Segue de (1.6.11) de [6] que G' N Z(G) é finitamente
gerado. Recorde que G' N Z(G) C Z(G), G' N Z(G) é finitamente gerado e
G'NZ(G) é de torgao (z" = 1 para todo z € G' N Z(G)). Portanto, segue
do Teorema 2 que G’ N Z(G) é finito, o que conclui a demonstragao. O

3.2 Transfer sobre p-subgrupos de Sylow

Vimos anteriormente resultados belissimos acerca da teoria de grupos, que
surgem da definicao do homomorfismo transfer sobre subgrupos. Veremos
adiante que a beleza e importancia dos resultados sé aumentam se os sub-
grupos em questao forem p-subgrupos de Sylow do grupo abordado.

Continuemos com a mesma notagao. Dado um grupo finito G e p um
divisor primo de |G|, denotemos por G'(p) a interse¢ao de todos os subgrupos
normais N de G tais que G/N seja um p-grupo abeliano.

Sejam Ny, ..., N, todos os subgrupos normais de G tais que G/N; é p-
grupo abeliano, isto é, G'(p) = Ny N ...N N,,. Definamos a aplicacao

0:G — G/Nyx---xG/Np
g — ¢(g9) = (Ng,...,Nng)

E fcil ver que ¢ é um homomorfismo tal que ker ¢ = G/ (p). Dal,

C o tme< & G
G~ PEN N,

donde temos que G/G'(p) é um p-grupo abeliano. Além disso, segue da
constru¢ao que G/G'(p) é o maior p-quociente abeliano de G. Ademais,
G' C G'(p), ja que G/G'(p) é, em particular, abeliano.

Proposicao 7. Seja 7 : G — Py, o transfer de um grupo finito G sobre um
p-subgrupo de Sylow P. Entao, G'(p) é o nicleo de 7 e PNG' € o nicleo de
T restrito a P.

Demonstracao. Escrevamos K = ker 7. Em primeiro lugar observemos que
G'(p) € K, ja que G/K é um p-grupo abeliano. Agora, fixado =z € G
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arbitrario, escrevamos G' como uniao das classes laterais a direita de P, como
em (3.3), para obtermos

k
7(x) =P H sizlisTt
i=1

com . l; = n. Afirmamos que G = PG'(p). De fato, PG'(P) C G. Por
outro lado temos, |G| = p* - n, com mdc(n,p) = 1. Além disso,

n=|G:P|=|G: PG (p)||PG (p): P|e

P =G G'(p)| =G : PG'(p)|IPG'(p) : G'(p)].

com ki < k. Dai, |G : PG'(p)| divide n e p*'. Portanto, |G : PG'(p)| = 1,
donde G = PG'(p). Dessa forma podemos escolher os s;’s em G'(p), e desse
modo podemos escrever 7(x) = P'z"¢, onde ¢ € G'(p). De fato, passando a
'barra’ com respeito ao grupo quociente G/G’(p) (que é abeliano) obtemos,

ko k k L
Hsixlisi_l = Hsizlisi_l:Hs_i-xli-si_l
i=1 i=1 i=1
k
B
i=1

— il Iy, — 7m
= ... -2k ="

onde n = |G : P|. Portanto, se x € K, entao P'x"c = 7(x) = {€} em Py,
donde, z"c € P’ C P'G'(p).
Observe agora que

G PG P
G'(p)  G(p) ~ PNnG(p)

pelo 2° Teorema de Isomorfismo, donde obtemos que P/PNG’(p) é abeliano.
Consequentemente, P' C PN G'(p) e assim P’ C G'(p). Logo, P'G'(p) =
G'(p). Como z"c € P'G'(p) = G'(p) e c € G'(p), temos que z" € G'(p).

Em resumo, temos 2" € G'(p), para todo x € K. Passando a 'barra’
com respeito ao grupo quociente G/G'(p), temos T# = 2" = e. Esse fato
nos permite concluir que o(Z) divide n, para todo T € K/G'(p). Portanto,
pelo Teorema de Cauchy, K/G'(p) é um grupo de ordem nao divisivel por
p. Como |K/G'(p)| deve dividir |G/G'(p)|, que é um p-grupo, devemos ter
|K/G'(p)] = 1, ou seja, K = G'(p), e isso completa a primeira parte da
demonstracao.
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Agora, observemos que ker7|p = PNkert = G'(p) NP D PNG.
Segue imediato da Observacao 2 que k; = |PG'|/|P| = |G'|/|P NG| e que
ky = |PG (p)|/|P| = |G (p)|/IP NG (p)|, e dai ki e ky ndo sdo divisiveis por
p. Por outro lado, segue da definicao de G'(p), que k = |G (p)|/|G'| ndo é
divisivel por p. Temos que |G'| = k|PNG'| e |G (p)| = ko| PN G (p)], e dai
kk |PNG'| = ky|P NG (p)|, donde

[PNG (p)
kky = ko—m—-—
e assim |PNG (p)|/|PNG’| ndo é divisivel por p. Mas, PNG' (p) e PNG’ sido
subgrupos de P, com PNG" C PNG' (p), logo devemos ter PNG' = PNG' (p).
[

Se exigirmos que um p-subgrupo de Sylow P de um grupo finito G seja
abeliano, os resultados obtidos com o auxilio do transfer sdo ainda mais
interessantes, como veremos com o proximo teorema.

Observacao 24. Sejam G um grupo e H um subgrupo de G tal que
|G : H| = n. Entdo, sey € Ng(H) e {t1,...,t,} € um transversal a di-
reita para H em G, devemos ter que:

i) Se Ht! = HtY, entao t{(t!)™" € H. Mas, (t;t;') = t!(t!)™ € H, e
dai t;t;' € H. Logo i = j, donde seque que {t{,.....,t%} também é um
transversal a direita para H em G.

i) Se x € G, entao Ht;x = Ht(y,. Logo Ht!z¥ = Ht?i

)z*

Teorema 28. Seja G um grupo finito que possui um p-subgrupo de Sylow P
abeliano. Denotando Ng(P) por N, devemos ter que P = Cp(N) x [P, N].
Além disso, se 7 : G — P € o transfer da identidade 6 : P — P, entao
Im7 =Cp(N) e PNkert = [P, N].

Demonstragao. Como anteriormente, fixado x € G (arbitrério) podemos es-
crever 7(x) = Hle sizlis;t coms; € Gely+ ...+ 1, =n=|G: P|. Sendo
1

r € P, escrevamos y; = z'. Claramente y; € P, e yf; = s;y;s; 0 € P,

pela forma como os s;s sdo tomados. Como P é abeliano, nio é dificil ver
- st st -

que P, P C Ce(y;" ). Denotemos Cg(y;* ) por C. Sendo P, psi' CC,

com P, Ps 1 Sp-subgrupos de G, em particular de C, temos pelo 2° Teo-

rema de Sylow que P e P% ' sdo conjugados em C, isto é, existe ¢; € C' tal
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que (Psfl)ci = P. Dai, r; = s;'¢; € Ng(P) = N. Agora, observemos que
-1

1 -1 -1
r; s. ¢ 1 —1 1 s; s; . s;
Yyt =y =SS, c=c¢ Yy =1y, ,poisc € C=Cq(y" ). Logo,
n

n n 1 n
r(z) = Hsixlisi—l _ Hyfz _ Hy:z _ H(xlz)rz
=1 i=1 =1

i=1

Recorde que r; € N, e portanto (a:il)” € P, ja que 2% € P. Por P ser
abeliano temos

@) = [[aty =] ") @)

SN (CORENE

n

= HxliH(xli)’lri_lxl%

i=1 =1
n

= ﬁ:vl H[[Eli, ri| = a"d, (3.4)
i=1

i=1

onde d = [[,[#",r;] € [P,N] e [G : P] = n. Da tltima equagao tiramos
que z" = 7(z)d~!, ou seja, " € 7(P)[P, N], para todo z € P (vide Exemplo
14). Claramente temos, 7(P), [P, N] C P e, como P é abeliano, 7(P)[P, N]
é subgrupo de P. Como mdc(n,p) = 1, temos que x € 7(P)[P, N| para todo
x € P. Portanto

P = 7(P)[P, N]. (3.5)

Afirmamos que
7(P) Nkert = {1} (1=eq). (3.6)
De fato, seja z € P tal que 7(z) € 7(P) Nker 7. Entao
1=7(r(x)) = 7(z"d) = 7(x™)7(d) = 7(x)"7(d)

tendo sido utilizada (3.4) na segunda igualdade da equacao anterior. Pelo 2°
Teorema de Isomorfismo temos que

Logo, G/ kert é abeliano, donde G’ C ker7. Assim, 7(d) = 1, pois d €
[P,N] C G, e dessa forma 7(z)" = 1. Como mdc(|P|,n) = 1, segue do
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Exemplo 14 que 7(z) = 1, e portanto a afirmagao segue. Recorde que G =
PG'(P) e G'(P) = ker 1 (vide Proposicao 7). Dai,

Im7 =7(G) = 7(PG'(P)) = 7(P)7(G'(P)) = 7(P)r(ker 1) = 7(P). (3.7)

Juntando esse fato com (3.5) temos P = (Im 7)[P, N].
Mostremos agora que Im7 < N. Como Im7 = 7(P), basta mostrarmos
que 7(z)¥ € Im 7, para todo z € P ey € N. Assim,

(r(2))” = [ [ty = [ [ v ()0 = T v e )
1 i=1 i=1

i=

onde {t1,...,t,} é um transversal a direita para P em G. Como 7 independe
da escolha do transversal, segue da observagao acima que 7(x)¥ = 7(av) €
Im7. Logo, Im7 < N, ou ainda, N C Ng(Im 7). Nessas condi¢oes, devemos
ter [Im 7, N] C Im 7. Por outro lado, [Im7, N] C [P, N]. Logo,

Im7, N]CIm7N[P,N]=7(P)N[P,N]C7(P)NG C 7(P)Nkert = {1},

tendo sido utilizada a equacdo (3.6). Portanto, Im7 C Cp(N). Seja z €
Cp(N) C P. Segue por (3.4) que 7(z) = 2"d, com d = [[_,[z",7;], onde
i€ Per; € N. Mas, se z € Cp(N) temos que i € Cp(N) e dai d = 1.
Portanto, 2™ = 7(z) € Im 7, e segue do Exemplo 14 que x € Im 7. Logo,

Im7 = Cp(N). (3.8)

Segue de (3.5), (3.6), (3.7) e (3.8) que P = Cp(N) x [P, N].

Agora, seja x € PNker7r. Entdo x € P e x € kerT, e assim 1 = 7(x) =
2™, Daf 2" = d~! € [P, N], donde, pelo Exemplo 14, temos que = € [P, N].
Portanto P Nkert C [P, N]. Por outro lado, observemos que [P,N] C P
e [P,N] C [G,G] = G' C ker7. Logo [P,N] C PNkerr, donde segue que
PNkert =[P, N]J. O

Como prometido no capitulo 2, mostraremos agora, com o auxilio do
homomorfismo transfer, uma condicao suficiente para que o grupo finito GG
seja p-nilpotente para algum p divisor de |G|.

Teorema 29 (Burnside). Seja G um grupo finito. Se para algum primo p
divisor de |G| um p-subgrupo de Sylow P de G for tal que Cq(P) = Ng(P),
entao G € p-nilpotente.

Demonstracao. Observe que, por hipotese, P é abeliano. Segue do teorema
anterior que se 7 : G — P ¢é o transfer de § : P — P, onde 6§ = Idp,
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entdo P Nkert = [P,N], com N = Ng(P). Como N = Cg(P), temos que
P C Cg(N). Logo, PNkert =1eIm7 = Cp(N) = P. Observe que Pkert
¢ um subgrupo de G de ordem |P||ker 7|. Dai, p ndo pode dividir a ordem
de | ker7|.

Por outro lado, segue do 1° Teorema de isomorfismo que G/kert ~
Im7 = P, isto é, |G/kerr| = |G : ker7| = |P|. Portanto ker7 é um p-
complemento normal em G e assim G é p-nilpotente. O]

O conceito de p-nilpoténcia nos permite extrair resultados fascinantes
acerca das estruturas dos grupos finitos, como veremos no préximo resultado

Teorema 30. Sejam G um grupo finito e p o menor primo divisor de |G]|.
Assuma que G nao seja p-nilpotente. Entdo, os p-subgrupos de Sylow de G
nao sao ciclicos. Ademais, |G| € divisivel por p* ou por 12.

Demonstracao. Seja P um p-subgrupo de Sylow de G. Denotemos por N e
C o normalizador e centralizador de P em G respectivamente. Por G nao ser
p-nilpotente, segue que do teorema anterior que C' C N. Portanto, podemos
garantir, assegurado Pela Proposicao 2, que N/C' é isomorfo a um subgrupo
nao trivial de Aut P, donde, |N/C| divide | Aut P].

Agora, suponha, por contradicao, que P seja ciclico. Entao pela Pro-
posi¢ao 2 temos que |Aut P| = ®(|P|). Desde que |P| = p*, tem-se que
| Aut P| = ®(|P|) = (p — 1)pF~t. Assim, |[N/C| divide (p — 1), j4 que P C C
e dal p nao pode dividir |[N/C|. Por outro lado, existe ¢ primo divisor de
|N/C|. Por transitividade, ¢ deve dividir p — 1 donde ¢ < p— 1 e dai ¢ < p.
Basta observar agora que, sendo ¢ divisor de |[N/C| ,tem-se que ¢ divide | N|,
donde ¢ divide |G|, o que é um absurdo. Portanto, P nao ¢ ciclico.

Por tltimo, suponha que p® nao divide |G|. Entao |P| = p ou |P| = p*.
Da primeira parte da demonstracao tem-se que | P| # p, haja visto que P nao
é ciclico. Assim, |P| = p?, com P nao ciclico. Portanto, P ~ Z, x Z,, donde
temos P abeliano e | Aut P| = p(p+ 1)(p — 1)?. Tomemos ¢ primo divisor de
|IN/C|. Entao ¢ divide |G| e | Aut P|. Sendo P abeliano, P C C' e assim p
nao divide |N/C|. Portanto p é diferente de ¢, logo p < ¢. Dai, p+1 < g.
Recorde que ¢ divide p(p+1)(p — 1)? e que p < q. Logo ¢ deve dividir p + 1
e assim ¢ < p+ 1. Dessa forma temos ¢ = p + 1 e assim, como ¢ é primo,
devemos ter p =2 e ¢ = 3. Por tltimo, observe que p?q = 12 divide |G|. [

Observacao 25. Segue de forma direta do teorema anterior que se G € um
grupo simples finito, cuja ordem é composta, entao |G| é divisivel por 12 ou
pelo cubo do menor primo divisor de |G|.
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3.3 Aplicacoes

Nessa secao, voltaremos nossa atengao para algumas aplicagoes, dentre as
quais destacamos os Teoremas 33 e 29, que estao entre os mais interessantes
e motivadores do presente trabalho.

Teorema 31. Se todos os subgrupos de Sylow de um grupo finito G sao
ciclicos, entao G € soluvel.

Demonstracao. Mostraremos esse fato usando indugao sobre |G|. Se |G| = 2
é 6bvio que o teorema é verdadeiro. Suponha, por inducao, que o resultado
seja valido para todos os grupos que satisfazem as hipdteses do teorema e
cuja ordem seja menor do que a ordem de |G|. Mostremos que o resultado
também é valido para G.

Se |G| possui um tnico divisor primo entao G é um p-grupo finito e o
resultado segue (vide os Teoremas 17 e 19). Se, porém, |G| possuir mais de
um divisor primo, seja p o menor deles. Agora, considere P um p-subgrupo
de Sylow de G. Segue do Teorema 30 que G é p-nilpotente, ou seja, P possui
algum complemento normal N em G. Logo, G/N ~ P, donde, G/N é ciclico,
e portanto solivel. Por outro lado, mdc(|N|, |G : N|) = 1, logo os subgrupos
de Sylow de N sao subgrupos de Sylow de G. Como |N| < |G|, segue da
hipétese de indugao que N é solivel. Assim G/N e N sao soliveis, donde G
¢ soluvel e o resultado segue. O]

Como resultado direto do teorema acima temos que todo grupo finito de
ordem livre de quadrado é solivel, bastando observar que, neste caso, todos
os subgrupos de Sylow do grupo em questao tém ordem prima, logo sao
ciclicos. Portanto, recaimos nas hipoteses do teorema e segue o resultado.

Teorema 32. Sejam n e m numeros naturais maiores do que 1. Se existe
algum grupo G de ordem n tal que Aut G possui algum subgrupo de ordem
m, entao existe grupo nao abeliano de ordem mn.

Demonstracao. Consideremos K um subgrupo de Aut G de ordem m e sobre
o produto cartesiano G x K a seguinte operagao

(z,0) * (y, 1) = (zp(y), p 0 V),

comz,y e GepeK.
Mostremos que G x K, que passaremos a denotar por G x K, munido da
operacao ” x 7, é um grupo.
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i) Sejam (z,¢), (y,v), (z,1) € G x K, entdo

((z, ) * (Y, 0)) * (z,m) =

Logo, * ¢é associativa.

ii) Verificaremos se existe (y,1) € G x K fixo tal que (y,9) * (z,¢) =
(z, ) * (y,¥) = (x, ), para todo (z,9) € G x K, ou seja,

(Y, ) * (x,0) = (yh(x), Y o) = (z,9),
(z,0) % (y, ) = (zp(y), o) = (v, ).

Portanto, (y, ) * (z,¢) = (z,¢) * (y,7) = (z, ) ocorre se, e somente
se, pop=poh=peyp(r)=mrxp(y) =z, para todo (z,¢) € G x K,
particularmente para ¢ = Idg. Dessas ultimas igualdades tiramos que
1) =1dg e y = e. Portanto, G x K possui elemento neutro que é (e, Idg).

iii) Dado (z,¢) € G x K verifiquemos se existe (z,17) € G x K tal que

(z,0)(2,m) = (e,1da) = (z,1m)(x,9), ou seja, vp(2) = e = 2n(x) e
pon =mnop = Idg. Basta tomarn = ot ez = ¢ '(xz71). Logo, o
inverso de (z, ) é (o~ H(z™1), o7 1).

Portanto, G x K é um grupo. Observe agora que G x K nao ¢ abeliano.
De fato, tomemos ¢ € K tal que ¢(g) # ¢ para algum g € G (¢ # Idg).
Assim,

(9,¢) % (9,1da) = (9(9),9) €
(9.1dc) = (9.0) = (9% ).
Como ¢(g) # g, temos que (g, ¢) e (g,1de) ndo comutam. O

Observacao 26. Denotando por ® a funcdao de Fuler, é um fato conhecido
que se m e n sao numeros naturais tais que m divide n, entao ®(m) divide
®(n). Para um estudo detalhado da fungao de Euler indicamos as referéncias

[5] e [8]

Teorema 33. Sejan € N, comn > 1. Entao sao equivalentes:
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i) mde(n, ®(n)) =1

i) todo grupo de ordem n € ciclico.

Demonstragao. Mostremos que (i) = (ii). Suponha que (i) seja verdadeira
e (ii) falha. Tomemos um grupo G como contra-exemplo de ordem minima.
Consideremos p o menor divisor primo de |G| e P um p-subgrupo de Sylow
de G. Observemos, em primeiro lugar, que |G| # p, ja que G nao é ciclico.
Em segundo lugar, a ordem de G nao pode ser poténcia de primo, pois, caso
fosse, terfamos |G| = p*, com k > 2, donde

®(n) = (|G]) =2(p") = (p— Dp" ' =p* —p* " =p* ' - p"?).

Logo, p dividiria ®(n), contrariando (i). Dessa forma, |G| ndo pode ser
poténcia de p e entao podemos escrever n = |P|ny, com mdc(p,ny) e ny >
1. Como |P| divide n, temos que ®(|P|) divide ®(n). Recordando que
|P| divide n, podemos concluir que mdc(|P|,®(|P])) = 1, haja vista que
mdc(n, ®(n)) = 1. Como |P| < |G| e mdc(|P|, (| P|)) = 1, segue da hipdtese
de indugao que P é ciclico. Nessas condigoes, o Teorema 30 garante que P
possui um complemento normal N em G, isto é, G = PN e PN N = 1. Dali,
mdc(|P|,|N|) = 1 en = |G| = |P||N|. Logo, ®(|N|) divide #(n). Como
|N| divide n e mdc(n, ®(n)) = 1, devemos ter mdc(|N|, ®(|N])) = 1. Ao
recordarmos que |N| < |G|, temos, por hipdtese de inducao que N também
é ciclico. Nesta ocasiao, consideremos x € P tal que P =< x > e a aplicacao

p:N — N
g = elg) =gz ".
Nao ¢ dificil ver que ¢ € AutN. Dali, o(p) divide | Aut N| = ®(|N|)

(veja Proposigao 2). Por outro lado, também é facil observar que ¢™(g) =
2™g(x~1)™, para quaisquer g € N e m € N. Logo, ¢/Fl = Idy e portanto
o(p) também divide |P|. Dessa forma podemos concluir que o(p) = 1, a vista
que |P| divide n e ®(|N|) divide ®(n). Dai concluimos que z € Cg(N), e
consequentemente P C Cg(N). Sendo P ciclico, com maior razao abeliano,
temos P C Cg(P).

Recordemos que G = PN. Logo, P C Z(G) e, por conseguinte, P < G.
Juntando os fatos obtidos temos que G = PN, PN N =1e¢ P,N < G. Dai,
pelo Exemplo 12 G ~ P x N, donde segue que G ¢ ciclico, em vista que
mdc(|P|,|N|) = 1. Mas, isso é um absurdo, pois G nao é ciclico. Portanto,
(ii) é verdadeira.

Reciprocamente, suponha (ii) e nao (i), isto ¢, mde(n, ®(n)) > 1. Consi-
deremos p primo divisor comum de n e ®(n). Afirmamos que p? nao divide n,
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caso contrario, terifamos o grupo Zy, X Zy, X Zy ;2 nao ciclico de ordem n. Dessa
maneira, n = pm, com mdc(p,m) = 1. Dai, ®(n) = ®(p)®(m) = (p—1)P(m)
e, como p divide ®(n), por hipétese, segue que p divide ®(m). Consi-
derando GG; um grupo ciclico de ordem m, temos pela Proposicao 2 que
|Aut G| = ®(G1) = P(m). Desde que p divide | Aut Gy|, deve existir H
subgrupo de Aut GG; de ordem p. Logo, pelo Teorema 32, existe grupo nao
abeliano de ordem pm = n, o que é uma contradi¢ao. Logo, (i) é verda-
deira. O]

Como ultimo resultado do texto temos o

Teorema 34. Sejam n = p’fl <. pkmonde pr, ..., pm SG0 primos dois a
dois distintos e ky, ..., ky, € N. Entao, sao equivalentes:

i) todo grupo de ordem n € abeliano.
i) k; <2 e mdc(n,p?i — 1) =1, para todoi =1,...,m.

Demonstra¢ao. Suponhamos que (i) seja verdadeira. Tomemos um primo p
divisor de |G|. Consideremos o grupo ciclico Z,2 e observemos que | Aut Z,2| =
p(p — 1) (vide Proposigao 2). Dai, p divide | Aut Z,2| e assim segue do Te-
orema 32 que existe grupo nao abeliano de ordem p?, e portanto podemos
concluir que p? nao divide n, pois, caso contrario, o tal grupo nao abeliano
seria um subgrupo de algum grupo de ordem n, que por hipdtese é abeliano.
Como p foi tomado arbitrério obtemos que |k;| < 2, para todo i = 1,...,m,
o que completa a primeira parte da demonstracao. Na segunda parte da de-
monstragao, suponhamos, por absurdo, que mdc(n, p?j —1) > 1, para algum
j € {l,...,m}. Assim, deve existir i € {1,...,m} tal que p; é divisor co-
mum de n e p?j — 1. Da primeira parte da demonstracao temos que k; < 2.
Suponhamos que k; = 1. Entao, p; divide p; —1 = | Aut Z,, |(vide Proposigao
2), e dai, pelo Teorema 32, temos que existe grupo nao abeliano de ordem
pipj, 0 que é um absurdo, pois p;p; divide n. Supondo k; = 2, entao p;
deve dividir pjz — 1. Consideremos o grupo abeliano Z,, X Z,, e notemos que
| Aut(Zy, x Zy,)| = (p7 — 1)(pj — p;)(vide Proposicao 2), e assim p; divide
| Aut(Z,,; x Zy,)|. Logo, pelo Teorema 32, existe grupo nao abeliano de ordem
Pi | Lp; X Lp,| = pipi, o que também é um absurdo. Observe que essa série
de absurdos foi gerado ao supormos que mdc(n, p’y€2 — 1) > 1. Dessa forma
devemos ter mdc(n,pfj — 1) = 1 para todo j = 1,...,m, e isso completa a
demonstracao.

Reciprocamente, suponha (ii) verdadeira e consideremos G um grupo de
ordem n. Observemos primeiramente que todos os subgrupos de Sylow de GG
sdo abelianos, uma vez que suas ordens sao no maximo p?. Afirmamos que

56



G é pi-nilpotente para todo i = 1,...,m. De fato, fixemos ¢ € {1,...,m},
arbitrario, e consideremos P um p;-subgrupo de Sylow de G. Assumindo que
Ng(P) = Cg(P), entao pelo Teorema de Burnside temos que a afirmagao
é verdadeira. Suponha que Ng(P) # Cg(P) e tomemos ¢ primo divisor
de |Ng(P)/Cg(P)|. Perceba que |Ng(P)/Cq(P)| divide | Aut P| e assim ¢
também divide | Aut P|. Por outro lado, ¢ divide n, j& que |[Ng(P)/Cq(P)|
divide |G/, e assim temos por (ii) que ¢ nao pode dividir p?i — 1. Observemos
ainda que p; # ¢, haja visto que P é abeliano e dai P C Cg(P) (donde p;
nao divide |Ng(P)/Cq(P)|). Temos as seguintes possibilidades para P:

i) P~17Z,
ii) P~ sz
iii) P~ Lo, X L,

De (i) temos que |Aut P| = p; — 1, o que é uma contradigao, uma vez que
k; = 1 e ¢ ndo divide p; — 1. De (ii) obtemos | Aut P| = p;(p; — 1), outra
contradi¢ao, pois k; = 2, ¢ nao divide p; e nem p; — 1 (j4 que nao divide
p?—1=(p;—1)(p; +1)). De (iii) tiramos que | Aut P| = (p? — 1)(p? — p;) =
pi(p? — 1)(p; — 1), o que também é uma contradicao, ji que ¢ nao divide
pi, p7 — 1 e p; — 1. Dessa forma, temos Ng(P) = Cg(P) e G p;-nilpotente
para todo i = 1,...,m. Assim, pelo Teorema 25, G é nilpotente. Segue do
Teorema 24 que G ~ P; X --- X P,,, onde P; é o p;-subgrupo de Sylow de G.
Portanto, GG é abeliano, uma vez que cada P; é abeliano. O
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Conclusao

Concluimos que o estudo do homomorfismo transfer é imprescindivel
quando se quer estudar mais afundo as estruturas dos grupos finitos, pois,
como vimos no presente trabalho, com o auxilio do transfer é possivel exibir
belissimos resultados com extrema elegancia e classe, e sem perder o rigor
matematico, que sem o seu suporte seria uma tarefa muito dificil.
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