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Resumo

Neste trabalho mostraremos que existem fungoes continuas reais que nao pos-
suem derivada em ponto algum, através da fungao construida pelo matematico van
der Waerden. Para demonstrar tal fato, introduzimos alguns conceitos e resultados
basicos da Analise Matematica. Além disso, demonstraremos um resultado interes-
sante mostrando que funcoes deste tipo sao densas no conjuntos das func¢oes continuas.
Nossa demonstracao ¢ baseada no Teorema de Baire e alguns conceitos de Topologia

dos Espacgos Métricos.



Abstract

In this work we show that there are real continuous functions that do not have
derivative at any point, through the function constructed by the mathematician van
der Waerden. To prove this fact, we introduce some basic concepts and results of
Mathematical Analysis. Furthermore, we prove an interesting result showing that such
functions are dense in the set of bounded fuctions. Our prove is based on the Theorem

of Baire and some concepts of Topology of Metric Spaces.



Capitulo 1

Introducao

Dos conceitos de continuidade e diferenciabilidade apresentados no Célculo Diferencial
muitos problemas naturais surgiram. Um destes problemas é provado nos cursos de
Analise, a saber, diferenciabilidade implica em continuidade.

Além disso, podemos nos perguntar se a reciproca do fato anterior vale, ou seja, se
toda funcao continua é diferenciavel. A resposta para essa pergunta é nao, basta tomar
como exemplo a fun¢do f(z) = |z|. Sabemos que no ponto x = 0, esta funcao, apesar
de continua, nao é diferenciavel. Ainda, utilizando a funcao moédulo como protétipo e
usando a ideia de uma fungao cujo grafico tem a forma serrilhada, (vide figura 2.1 no
capitulo 2) podemos verificar que existem fung¢oes continuas que nao possuem derivadas
em um numero infinito de pontos.

Com esses exemplos notamos facilmente, que continuidade nao implica em difer-
enciabilidade. Mas sera que existe um funcao continua que nao possui derivada em
ponto algum? O que sua intuicao diz?

Muitos acreditavam que a resposta & primeira pergunta era afirmativa e que as
funcoes continuas tinham derivadas num ntmero signicativo de pontos, A. M. Ampere
(1775-1836), por exemplo, em trabalho publicado em 1806 tentou dar justificativas
tedricas deste fato. Contudo, até o inicio do século XIX os principais conceitos do
Calculo ainda nio tinham uma fundamentacao légica adequada e o trabalho de Ampere
falhou nisso (vide [1]).

Em 1872, K. Weierstrass (1815-1897) publicou um trabalho que surpreendeu a

comunidade matematica provando que essa conjectura era falsa, ou seja, que existiam

10



CAPITULO 1. INTRODUCAO 11

funcoes continuas sem derivada em ponto algum. Mais precisamente, ele construiu um
exemplo de uma funcao continua que nao era diferencidvel em nenhum ponto. Esse
nao foi o primeiro exemplo de uma fungao com tais propriedades, com o tempo, foram
encontrados exemplos datados de antes do de Weierstrass, como os do matematico
tcheco B. Bolzano (1781-1849), em torno de 1830 (vide [1]).

Apo6s o exemplo de Weierstrass, varios outros matematicos deram suas con-
tribuicoes construindo exemplos de fungoes continuas que nao sao diferenciaveis em
nenhum ponto (vide [1]). Um deles foi van der Waerden e a funcao por ele construida
é foco do presente trabalho que se subdivide em 8 Capitulos.

Este primeiro tratando da introducao ao documento. O Capitulo 2 faz um apan-
hado historico acerca de fungoes continuas sem derivada. Enquanto que o Capitulo 3
apresenta alguns conceitos de Anélise na Reta. No quarto Capitulo exibimos graficos
com o objetivo de dar uma ideia sobre o comportamento de fungoes deste tipo, e no
seguinte, o Capitulo 5, demonstramos que a fun¢ao construida por van der Waerden ¢,
de fato, continua em todos os pontos, mas nao possui derivada em nenhum. Temos no
Capitulo 6 alguns conceitos e resultados da Topologia dos Espacos Métricos, inclusive
o Teorema de Baire, utilizado no Capitulo 7 para demonstramos que o conjunto das
fungoes continuas sem derivada ¢ denso no conjunto das fungoes continuas limitadas.

Por fim, no Capitulo 8 apresentamos as consideragoes finais do trabalho.



Capitulo 2

Nota Historica

A possibilidade de tracar uma curva sobre uma folha de papel sem levantar o lapis, ideia
intuitiva de continuidade, foi formalizada pelo matematico frances Augustin Cauchy
(1789-1857). Ele definiu que uma func¢do f(z) é continua se um acréscimo infini-
tamente pequeno da varidvel x resultar num crescimento infinitamente pequeno da

propria funcao. Formalmente, temos

Definigao 2.0.1. Seja f : X — R. Dizemos que f é continua num ponto a € X

quando para todo € > 0 existe 6 > 0 tal que x € X, |[x —a| < = |f(z) — f(a)] < e.

Sabemos que a noc¢ao de diferenciabilidade estende a nogao de continuidade, sendo

a derivada de uma fung¢ao em um ponto a dada por:

eyt F@ ) = F(@)

h—o0 h ’

quando esse limite existir.

Deste modo, uma fungao é diferenciavel (derivavel) em a se ela possuir uma
derivada f’(a). E, quando isso acontece, o valor da derivada f’(a) é igual & inclinagao
da reta tangente que passa por a na curva associada a funcao f.

Em geral, as fungoes continuas classicas sao altamente regulares, isto ¢, derivaveis
e possuem tangentes em todos os pontos. Mas existem fungoes continuas que nao sao
derivaveis em nenhum de seus pontos (veja [8]). No capitulo 5 daremos um exemplo
desse tipo de fungao.

Como ja foi dito, é facil dar exemplos de funcoes continuas que nao tenham

derivadas em um nitmero infinito de pontos. Tomando a fun¢ao moédulo como base,

12



CAPITULO 2. NOTA HISTORICA 13

basta considerar uma funcao cujo grafico é uma serra, como vemos a seguir

Figura 2.1:

Bernhard Bolzano (1781-1849) foi o primeiro a construir um exemplo de tais
funcoes, contudo, seu trabalho nao foi amplamente difundido, sendo conhecido muito
tempo apOs sua morte.

Em 1872, Karl Wilhelm Theodor Weierstrass (1815-1897) relata em um artigo
que o matemético alemao Riemann (1826-1866), em 1861, contou a seus estudantes

que a funcao continua

flay =y ) 21)

nao tem derivada em ponto algum. Nao tendo conseguido demonstrar este fato, Weier-

strass construiu o seu proprio exemplo:

flz) = Z b"cos(a"mx) (2.2)

onde, b € (0,1), a é um inteiro impar com ab > 1+ 2& (vide [4]).

Weierstrass foi um matematico alemao, professor na Universidade de Berlim.
Filho de um oficial alfandegario. Quando jovem, demonstrou habilidade em linguas e
no trato com os nimeros. Porém, por influéncia do pai, ingressou em um Programa de
estudo de leis e comércio da Universidade de Bonn.

Em 1839, Weierstrass entrou para a Academia de Miinster, com objetivo de obter
um titulo em educacao do ensino secundario. Neste ambiente conheceu o matemético
Christof Gudermann (1798-1852), por quem foi orientado. As ideias de Gudermann
influenciaram muito o trabalho de Karl, que nos 15 anos seguintes a sua formatura,

ensinou alemao, caligrafia, geografia e mateméatica em uma escola secundaria. Por ser
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Figura 2.2: Karl Weierstrass (1815-1897)

um professor secundario, muito do seu trabalho de pesquisa matemética foi ignorado
por bastante tempo.

Somente em 1854 publicou um artigo de maior importancia que lhe deu fama
matematica internacional. No mesmo ano recebeu da Universidade de Konigsberg,
um titulo de doutor honorério, e, em 1856, teve inicio sua carreira como professor da
Universidade de Berlim.

O trabalho de Weiestrass forneceu as bases da teoria das fungoes analiticas.
Weierstrass foi um pioneiro da moderna analise matematica e orientador da matematica
Sofia Vasilyevna Kovalevskaja (1850-1891), a primeira mulher a obter um titulo de
doutora em matematica e a segunda na histéria a obter um titulo de doutora a nivel
mundial. 2]

Outro exemplo de fungoes continuas sem derivada foi dado pelo matematico van

der Waerden (1903-1996) em 1930:

o0

fe) =" o 100)

n=1

onde, {z} é a distancia de = ao inteiro mais proximo de z.
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Figura 2.3: van der Waerden (1903-1996)

Bartel Leendert van der Waerden foi o popularizador da Algebra Moderna no
século XX através de seu famoso livro Modern Algebra. Apods escrever seu livro, van
der Waerden se dedicou a explicar a matemética da Mecanica Quéantica, especialmente
aqueles pontos relacionados ao papel da Teoria dos Grupos.

Esta ultima é foco deste trabalho, e sera melhor apresentada no capitulo 5. A

seguir, no Capitulo 3, mostraremos alguns resultados bésicos de Analise Matematica.



Capitulo 3

Conceltos Basicos

O presente Capitulo trata de alguns conceitos basicos necesséarios para a melhor com-

preensao acerca desse trabalho. Para uma leitura mais completa vide [6].

3.1 Séries Numéricas

Definigao 3.1.1. Seja (a,) uma sequéncia de nimeros reais. Definimos a série dos

termos aq, as, as, ..., a,, ... da seguinte forma:

Zan:a1+a2+a3—|—...+an—|—...

n=1
A partir da sequéncia a,, formamos uma nova sequéncia (s,) cujos elementos sao
as somas

S1=0a1,S = a1 + Q2,...,S, = a1 + ag + ... + ay,

que chamaremos de reduzidas. A parcela a,, é chamada o n-ésimo termo ou termo
geral da série Y a,.

Além disso, se existir o limite

s =lims, = lim (a1 + az + ... + a,),

n—oo
diremos que a série Y a, é convergente e o limite s serd chamado a soma da série.

Escreveremos entao
0

S:Zan:a1+a2+...+an+...

n=1

16



CAPITULO 3. CONCEITOS BASICOS 17
Caso contrario, ou seja, se a sequéncia das reduzidas nao convergir, diremos que

a série Y a, é divergente.

Uma condicao necessaria para a convergéncia de uma série é que o seu termo

geral tenda para zero. Esse fato é demonstrado no seguinte teorema.

Teorema 3.1.1. Se > a, ¢ uma série convergente, entao lima,, = 0.

Demonstragao. Considere s, = a;+as+...4a,. Sendo Y a, convergente, por defini¢ao,

existe s = lim,,_,o, S,. Além disso, temos também s = lim,,_,, s,,_1. Logo
0 = s—s

= lims, —lims,_1

= lim(s, — $,_1)

= lima,,.
Portanto,

lima,, = 0.
O

Exemplo 3.1.1. A reciproca do Teorema 3.1.1 é falsa. O contraexemplo classico é a

série harmonica
Z :
n

Seu termo geral, % tende para zero, mas a série diverge. Com efeito, temos

I (i N (O S L o2
Sar = 2 " \371 5 6 7 8g) T gy T T

SU - -

24 8 T om
L4
= n-—.
2

Segue-se que lim son = 400 e, por conseguinte lim s, = 4o00. Resulta dai que, para

0 <r <1, asérie

diverge, pois =+ > % para todo n > 1.

n?"



CAPITULO 3. CONCEITOS BASICOS 18

Exemplo 3.1.2. Prova-se facilmente que a série geométrica » - a" é divergente
quando |a| > 1, pois neste caso o termo geral nao tende para zero. Quando |a| < 1 a

série geométrica converge, sendo

o0
Sa—
a" = .
1—a
n=0
Uma série Y a, pode divergir por dois motivos. Ou porque as reduzidas s, =
a1 + ... + a, nao sao limitadas ou porque elas oscilam. Quando os termos da série

tém todos o mesmo sinal, esta tltima possibilidade nao ocorre, pois, neste caso, as

reduzidas formam uma sequéncia mondtona. Temos entao o seguinte teorema

Teorema 3.1.2. Seja a,, > 0 para todo n € N. A série > a, converge se, e somente
se, as reduzidas s, = a; + as + ... + a,, formam uma sequéncia limitada, isto é, se, e

somente se, existe k > 0 tal que a; + ... + a, < k para todo n € N.

Demonstra¢ao. Suponha que Y a, converge e tome ¢ = 1, dai existe ng € N tal que
n>nyg=lag+as+..+a,—s <1=a+ay+..+a, <s+1=k. Reciprocamente,
como a, > 0, temos s; > sy > ..., logo as reduzidas formam uma sequéncia monotona.
Supondo entao que existe k > 0 tal que a; + ... +a, < k segue que »_ a,, é convergente,

pois t oda sequéncia mondtona limitada é convergente). O

Corolario 3.1.1. (Critério da Comparacdo) Sejam Y a,, e Y b, séries de termos nao
negativos. Se existem ¢ > 0 e ng € N tais que a, < c.b, para todo n > ny entao a
convergéncia de > b, implica a convergéncia de Y a,, enquanto que a divergéncia de

> a, acarreta a de > b,.

Exemplo 3.1.3. Se r > 1, a série ), # converge. Como os termos desta série sao

positivos, a sequéncia de suas reduzidas é crescente e, consequentemente, mondotona.
Deste modo, para provar que tal sequéncia é limitada basta obter uma subsequéncia
b

limitada. Tomaremos as reduzidas de ordem m = 2™ — 1. Para cada uma delas vale

11 11 11 1
o= W gty ) tHletstete) Tt oy

2r 4r 5 6m T — 1)T
1 2 4 on—1
< + ? + Z + ...+ W

)

1=0
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Como 7 > 1, temos 2/2" < 1, logo a série geométrica
n—1 9
> %
i=0
converge para uma soma c. Assim s,, < ¢ para todo m = 2" — 1. Concluimos entao

que a série
[e.e]

1

nr
n=1

é convergente quando r > 1. Pois j& vimos que para r < 1 ela é divergente.
Definicao 3.1.2. Uma série Y a,, chama-se absolutamente convergente quando Y |ay|

€ uma série convergente.

Exemplo 3.1.4. Toda série convergente cujos termos nao mudam de sinal é absoluta-
mente convergente. Quando —1 < a < 1 a série geométrica » .~ a" é absolutamente
convergente. Mas nem toda série convergente é absolutamente convergente. O exemplo

tipico de uma série convergente » | a, tal que > |a,| = +o0c0 é dado por

1 1 1 1 = (=)
l— - —=F-—.. = .
2+3 4+5 ;( n

Suas reduzidas de ordem par sao

Sg = ]_—1 84:(1—1)"’(1_1)
2’ 2 3 4)
S¢ = (1—1)—%(}—1)—#(}—1) etc.
2 3 4 5 6)°

Tem-se s9 < s4 < 86 < ... < So,,. Além disso, as reduzidas de ordem impar sao

1 1 1 1 1 1
81:1, 83:1— 5—5 s 85:1— 5—5 — Z—g s etc.

Portanto, s; > s3 > s5 > ... > So,_1. Logo existem &' = lim,, ., S2,, € 8" = lim,, . S2,_1,

pois toda sequéncia monoétona limitada é convergente. Como 9,11 — So, e

1
= 10
1
0
on+1 -

quando n — o0, segue-se que s’ = s”. A série dada é convergente, mas nao absoluta-

mente convergente, pois, como ja provamos, a série hamonica Z% ¢ divergente.
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3.2 Sequéncias e Séries de Funcoes

Consideraremos agora as sequéncias e as séries cujos termos sao fungdes. Ao contrério
das sequéncias de niimeros reais, para as quais existe uma tnica nocao de limite, ha
maneiras diferentes de definir a convergéncia de uma sequéncia de fungoes, porém,
trataremos aqui apenas da convergéncia uniforme. No que segue nos baseamos em |6|

e [9].

3.2.1 Convergéncia Uniforme

Definicao 3.2.1. Seja X um conjunto de nameros reais. Uma sequéncia de fungoes
fn : X — R & uma correspondéncia que associa a cada ntimero natural n € N uma
funcao f,, definida em X e tomando valores reais. Diz-se que uma sequéncia de fungoes
fn + X — R converge uniformemente para a funcao f : X — R quando, para todo

e > 0, existe ng € N tal que n > ng = |f.(x) — f(x)| < e, para todo z € X.

Interpretemos esta definicao geometricamente. Dada uma funcao f : X — R
chamaremos de faixa de raio ¢, com amplitude 2¢, em torno de faixa do grafico de
f ao conjunto dos pontos (z,y) do plano tais que x € X e |y — f(x)| < &, ou seja,

flz) —e <y < f(x)+e¢, sendo e > 0.

A condigao |f,, — f(z)| < e para todo = € X significa que o gréfico da fungao f,

esta contido na faixa de raio € em torno do gréfico de f. Assim, dizer que f, — f
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uniformemente em X significa afirmar que, para qualquer € > 0 dado, pode-se obter
ng € N tal que todas as fungoes f,,, com n > ng, tém seus graficos contidos na faixa de

raio € em torno do gréfico de f.

Exemplo 3.2.1. Dado um conjunto X C R, sejam (a,) uma sequéncia de nimeros
reais com lim,, ., a, = a e g : X — R uma funcao. Podemos considerar a sequéncia
de fungoes f, : X — R, definidas por f,(z) = a, - g(z) e a fungdo f : X — R,
dada por f(z) = a - g(x). Se a, # a para uma infinidade de valores de n entao
fn — f uniformemente em X se, e somente se, g for limitada. Com efeito, se tivermos
lg(x)| < k para todo x € X, dado qualquer € > 0 podemos obter ny € N tal que
n>ng=la, —al < % Logo n > ng = |fu(z) — f(2)] = |a, — al|g(z)| < %-kze,
para todo x € X, o que prova a uniformidade da convergéncia. Reciprocamente, se g

nao é limitada em X, a convergéncia f, — f nao é uniforme. De fato, sejac =1 e

como a,, — a dado ng, existe n > ny tal que a,, # a. Sendo g ilimitada em X, podemos

encontrar x € X tal que |g(z)| > o al Para tais n e x temos
an —a
|an - g(x) —a-g(z)] = lan —al-|g(2)]
1
> ap —al s ——
|a, — af
= 1.

3.2.2 Séries de Funcoes

Seja (f,) uma sequéncia de fungdes e f uma fungdo. Admitindo que f e todas as
fungoes f,, sdo definidas no mesmo conjunto X. A soma f = > f,, de uma série é um caso
particular de um limite de sequéncia de fungoes f = 71113()10 Sp,onde s, = fi1+ fo+...+ fa.
Tem sentido, portanto, dizer que a série Y f,, converge uniformemente.
Reciprocamente, todo limite ¢ = lim,, ., ¢, de uma sequéncia de fungoes p,, — R

também pode ser obtido como soma de uma série. Basta por f; = @1, fo = o — 1,

f3 =3 — pa,..., tem-se entao:

it o+ o +fa=p1+tpa—p1+ ..+ 0y — On-1 = @n.

Diante disso, dizemos que f = > f, converge uniformemente em X se dado

qualquer € > 0, existe ng € N tal que o resto r,(z) definido por r,(z) = f(z)— (fi(x)+
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«.. + fu(z)), cumpre a condigao |r,(z)| < € para todo n > ng e todo x € X.
Um meio de verificar se uma série convergente uniformemente em um conjunto

X ¢é dado pelo seguinte teorema:

Teorema 3.2.1. (Teste M de Weierstrass) Seja ( f,,) uma sequéncia de fungdes definidas
num conjunto X, e suponha que (a,,) € uma sequéncia de nameros tais que | f,,(z)| < a,,
para todo = em X. Suponha que ) a, converge. Entao para cada x em X, a série
> fu(x) converge absolutamente e | f,, converge uniformemente em X para a
funcao

F@) =3 fula).

Demonstracao. Para cada x em X, temos:

()] < an

assim, como por hipotese >~ a, converge, segue, pelo critério da comparagao que a
serie »_ 2 | fn(z)] converge. Consequentemente » ~ | f,(x) converge absolutamente.

Além disso, para todo x em X, temos

[f@) = [+ F L@ = | > fule)
n=N+1
= i Y )
r—>oon:N+1
Como a funcao modulo é continua, segue
f(@) = [ful@) + ot fu@)]] = lim | D fula)
n=N+1

A

g‘
g
™
O

IA IA
e LE
£ =M

£
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Como Y, a, converge, > > . a, deve ser tao pequeno quanto desejarmos,

daf basta escolher N suficientemente grande, donde segue o resultado. O

Exemplo 3.2.2. A série
sen(nz)
>

converge uniformemente em R, pois

para todo n € N e todo x € R, como ) # ¢ uma série convergente de nimeros reais

pelo Exemplo 3.1.3, segue do Teste M de Weierstrass o resultado.

Teorema 3.2.2. Suponha que (f,,) é uma sequéncia de fungdes que sao continuas em

[a,b] e que (f,) converge uniformemente para f em [a,b]. Entao f é continua em [a, b].

Demonstracao. Para cada x € [a,b] devemos provar que f é continua em x. Considere
x € [a,b] e seja e > 0. Como por hipotese (f,,) converge uniformemente para f em

[a, b], existe ng € N tal que n > ng =
5
o)~ F@)] < 5

para todo x € [a, b].

Em particular, para todo h tal que x + h esta em [a, b], temos

£
[fro41(2) = f(2)] < 5 (3.1)
e

£
|f<$+h)—fn0+1((13+h)| < g (32>

Sendo f, continua, existe § > 0 tal que para |h| < ¢

€

[fro+1(@ + 1) = frosa(@ +R)] < 3 (3.3)

Dai, para |h| < ¢ temos
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|[f(z+h) = f(2)] =
= [f(&+h) = fagtr(@ + ) + frgr(z + 7)) + froa(2) = fagir () — f(2)]
< [f@+h) = fagra (@ + W)+ [ g (@ 4+ B) + fag i1 (2)] + [Frgia () = f(2)];

segue de (3.1), (3.2) e (3.3) que

Portanto, f é continua em =x.

[]

Corolario 3.2.1. Suponha que ), f, converge uniformemente para f em [a,b]. Se

cada (f,) é continua em |a, b], entdo f é continua em [a, b].

Demonstracao. Se cada f, é continua, entao cada f; + ... + f,, também é continua e f
¢ o limite uniforme da sequéncia fi, fi + fo, fi + fo + fs + ..., logo f é continua, pelo

Teorema 3.2.2. O

A seguir daremos uma ideia para construir fungoes continuas sem derivada.



Capitulo 4

Uma breve 1dela

Ja vimos exemplos no Capitulo 2, de fung¢oes continuas que nao possuem derivadas em
ponto algum, mas o que faz com que isso ocorra?

Observando o gréfico abaixo podemos notar que os pontos onde f nao é derivavel

Figura 4.1:

sao justamente os pontos no qual o grafico apresenta “bicos”, ja que neles é impossivel
tragar uma reta tangente, logo, construir fung¢oes continuas nao derivaveis em nenhum
de seus pontos é construir fungoes cujo graficos possuem “bicos” em todos os pontos.

Observe isso nos graficos das iteradas da funcao de Weierstrass

fla) = Z(%)”cos(wnmv) (4.1)

n=0

25
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il

| e
WWW

Note que a cada iteragao o grafico dessa fungao apresenta mais pontos onde f nao

8]
——
— 1

o

=

é derivavel. Ao passar o limite quando n — oo f nao vai possuir derivada em nenhum
ponto.

Nessa mesma diregao, Peano (1858 - 1932) construiu uma curva definida por um
processo infinito de iteragao, continua e nao derivavel em nenhum ponto e que, “no
infinito”, preenche todo o plano de dimensao 2. Observe como é construida essa curva.

(veja [3])

-
=
:

=

’_I

\_|

,_I

\_|
2525
’_I

|

|

|
o
-

2525
555
=

Sr=l=

|
|

|

|
S
SE
SE
SE

|
|
|
=2SS
So52

Von Koch também elaborou uma curva em forma de floco de neve, essa curva é

denominada por “curva de Koch”. [8]
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Figura 4.2: Floco de Neve de Koch

A seguir provaremos que a fungao construida por van der Waerden, citada no

Capitulo 2, é continua em todos os seus pontos, mas nao é derivavel em nenhum.



Capitulo 5

A funcao de van der Waerden

5.1 O Teorema

Nosso objetivo é provar o seguinte teorema:

Teorema 5.1.1. Seja {z} a distancia de x para o inteiro mais proximo. A fun¢ao de

van der Waerden
o0

fe) = 1o {100}

n=1

é continua em todo ponto, porém nao é diferencidvel em nenhum.

5.2 Demonstracao

5.2.1 Continuidade

Seja {z} a distancia de = para o inteiro mais proximo. Observe o grafico da fungao

fx) = {x}:

S)={x}

30
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Agora defina
1

T o

As seguintes figuras mostram as fungoes f; e fo, mas para tornar a visualizacao

fn () {10"z} .

do grafico mais simples substituimos 10" por 2". Ou seja, os graficos a seguir sao da
funcao f definida por:
1 n

fi(@)= 112z} folx)=+{Az}

IN(EN
.

}
LIEN
.

f

A cada iteragao o gréfico fica com 2" “dentes” e, no caso da funcao de van der
Waerden teremos a cada iteracao 10™ “dentes”, ou seja, o grafico f; terd 10 dentes, o
grafico de fy possuira 100 dentes e assim sucessivamente.

Observe que a sequéncia de funcoes

1

=10

{10"x}

foi definida de forma que podemos aplicar o Teste M de Weierstrass (Teorema 3.2.1).
Claramente temos, para todo z:
n < —-1.
@)l < o

oo 1

Além disso, sabemos que, > "

converge, pois é uma série geométrica de
razao menor que 1. Entdo, pelo Teorema 3.2.2 , > f, converge uniformemente.
Dai, como ) ° | f, converge uniformemente para f e cada fungao f,, ¢ continua, temos

pelo Corolario 3.2.1 que a funcao

f@) = 3 fula)

o0

= > )

n=1

é também continua.
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5.2.2 Diferenciabilidade
Ideia da demonstragao:

Provaremos que f nao é derivavel em qualquer ponto a da reta. Para isso, exibiremos

uma sequéncia particular (h,,) que se aproxima de 0 tal que o limite

i L@t ) = f(@)

m—oo hm

(5.1)
nao existe. Note que quando m tende ao infinito h,, se aproxima de 0, logo se o limite
(5.1) nao existir podemos concluir que a derivada também nao existe em ponto algum
a da reta.

Um pequeno truque:

Vamos considerar apenas os nimeros a tais que 0 < a < 1, para podermos trabalhar
com sua expansao decimal, ja que a fungao {z} é periddica, com periodo igual 1.

Considere a expansao decimal de a
a = 0,a1a2a304...

onde os a; € {1,...,9}.

A escolha da sequéncia:

Defina

107 se ap#4 ou 9
—107™ se a,,=4 ou 9

(a razao para essas duas excegoes serao esclarecidas brevemente).

Exemplo 5.2.1.
Se a = 0,34587159... entao h,, = (107, —-1072,1073,107%,1075,1075,1077, =108, ...)
Se a = 0,12948725... entao h,, = (1071072, —-1073,—-1074,107>,1075,1077, 1078, ...)

Note agora, que para um a qualquer tem-se:
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f(a+hy) — f(a) 1 {10"(a+ hy)} — {10"a}
Fom - nzl 10m £10-m B (5:2)
= i +10™ " [{10" (a + h)} — {10"a}] (5.3)

Para sabermos se (5.3) converge precisamos analisar inicialmente a diferenga

{10™(a + ho)} — {107a }.

Quanto vale {10"(a + h,,)} — {10"a } 7

Vamos analisar a diferenca {10"(a + h,,)} — {10"a } a partir de dois casos
1° caso: n>m
Note que quando n > m o produto 10"h,,, = £10"~™ € Z. Vamos analisar o que

acontece com a fung¢ao {z} quando é somado a um ponto qualquer um inteiro. Observe

o seguinte grafico:

Observe que ao somar um nimero inteiro a fungao o valor que ela assume é igual ao

valor assumido sem somar o inteiro. Dai, como 10™h,, é inteiro a diferenca

{10"(a + hp)} — {10"a } = {10"a+ 10"h,,)} — {10"a}
= {10"a} — {10"a}

= 0.

2° caso: n<m

Inicialmente vamos escrever as seguintes equagoes e analisar em que circunstan-

clas elas sdo satisfeitas.
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10"a = inteiro + 0,a,410n 120743 App ... (5.4)
10" (a + hy,) = inteiro + 0,ap 41004 20n43... (@ £ 1) ... (5.5)
Considere o seguinte exemplo que ilustra a escolha de h,, = —10™ quando a,, =9

Exemplo 5.2.2. Sendon =2 <4 =m e a=0,15728643... em (5.4) e (5.5), temos:

hy =101
10%a = 15 + 0,728643...

10%(a + hy) = 15 + 0,728643... + 0,01 = 15 + 0,738643...

Observe que ao algarismo ay = 2 foi acrescentado uma unidade e os outros al-
garismos de a nao mudaram. Agora suponha hy, = 107 e a = 0,15798643... , ou seja,

mantemos o hy e mudamos apenas o ay. Dai:

10%a = 15 + 0, 798643...

10%(a + hy) = 15 + 0,798643... + 0,01 = 15 + 0,808643...

Note que, com essa mudanga, (5.5) nao foi satisfeita. Deste modo é preciso fazer uma

modificacdo no hy. Vamos entao considerar —hy = 10~ pois a, = 9. Assim obtemos:

10%a = 15 4 0,798643...

10%(a 4 hy) = 15 4+ 0,798643... — 0,01 = 15 + 0,788643...

Fazendo isto (5.5) ¢ satisfeita. Portanto, para que (5.5) seja verdadeira ¢ essencial
escolhermos h,, = —10~" quando a,, =9

Agora quando

1
0,Gn 1100120013 Uppev. < 2 (5.6)

teremos,
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0,an4+1Gn+20n43...(am £ 1)... < (5.7)

DO | —

Antes disso, para facilitar o entendimento, observe o seguinte exemplo, mostrando
que para (5.6) e (5.7) serem satisfeitas ¢ necessario que escolhamos h,, = —10~" quando

Ay =4

Exemplo 5.2.3. Considerando a = 0,713282165... e n = 2 < 3 = m, temos:

0,3282165... <

N | —

0,(3 4 1)28265... = 0,4283165... <

| —

Mas, se a = 0,714282165... e n = 2 < 3 = m, teremos:

0,4282165... <

N | —

porém,

1
0,(4 +1)28265... = 0,5283165... > 7.

Assim, para que (5.7) satisfeita é necesséario seja retirada uma unidade de a,, em
vez de acrescentar uma unidade a a,,, por isso vamos refazer os calculos escolhendo
hs = —1073.

Dai, temos:

1
0,4282165... < 3
e7
1
0,(4 — 1)28265... = 0,3283165... < 3
Em geral, para que (5.7) seja satisfeita sempre que
1
0,ap410n420013...Qpy... < 3
é necessario que no caso especial, em que m = n + 1, nés escolhamos h,, = —10™"

quando a,, = 4.
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Analogamente, se

0,0 4100420043 -Apy... > 1/2

entao,

0,an110n 120013 (am £1)... > 1/2.

A partir disso, podemos concluir, que o inteiro mais proximo de 0,a, 10,1 20n13-.-Gpy -
¢ igual ao inteiro mais proximo 0,a,4+10,420n+3.--(@m £ 1)....

Logo, quando

1
0,an+1an+2an+3...am... S 5
obteremos:
{0,an110n12a013...(am £1)...} — {0,an 11001200130} =
(0,ap 4100120043 (@p £ 1)... —0) — (0,ap410n 12004+ 3...Apy... — 0) =
0,an4+10n+20n43.--(Am £ 1)... — 0,0 41001200 43...Apy... =
40, 00...01 =
—
n—m casas
+10"7™.
E, quando
1
0,an4+10n+20n4+3...Qpye. > 5
temos:

{0,an110n42a013...(am £1)...} — {0,ap 11001200 43...Qp...} =
(1 = 0,an41Gn+2an43...(am £1)...) — (1 = 0,an410n120043...Qm...) =

0,an410n420n43..-(@m £ 1)... — 0,054 10n120n13...Qpy... =

+0, 00..0L =

£10"7™.
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Em qualquer caso,
onm.

{0,an110n42an13...(am £1)...} — {0,ap 11001200 43..0py... } = £1

Sabendo deste fato, iremos agora, analisar a diferenca {10"(a + hy,)} — {10"a }.

Note que,
{10" (a + hy)} = {inteiro+ 0,ap+10n420n+3...(@m £ 1)...}
= {0,an110n120n43...(ay £1)...}
e
{10"a} = {inteiro+ 0,a,110n420n13...Qm...}
= {O,an+1an+2an+3...am...} .
Dai,

{10M(a + hp)} — {10%a } = {0,ap4100120043..0p £ 1...} — {0,ap4100 12004 3...Qpy... }

= +10"™.

Podemos concluir entao entao que, para n > m temos:

£10™ 7 [{10™7{10™(@ + )} — {10"a}] = £10™7" - 0 = 0.

E, para n < m, segue:

£10™ " [{10™ " {10™(a + hy)} — {107a}] = £10™ ™ - £10"™ = +1.

Em qualquer caso,

f(a+hm) _f(a)
hm

— i £10™7" [{10" (a + him)} — {10"a}]

n=1
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é a soma de m — 1 nimeros, para cada um é igual a 1. Agora somando 1 ou —1 a
um numero ele muda de par para impar e vice-versa. A soma de m — 1 nimeros cada
um igual a 1 ou —1 é entao um inteiro par se m é impar, e & um inteiro impar se m é

par. Consequentemente a sequéncia de razoes

f(a+hm) —f(CL)
hm

nao converge, ja que ¢ uma sequéncia de inteiros que se alternam em par ou impar.

Portanto, a fungao f nao é derivavel em nenhum ponto.

Graficos das Iteradas da Funcao de van der Waerden

Podemos notar, através dos graficos a seguir que, de fato, essa funcao nao possui
derivada em ponto algum. Basta observar que a cada iteracao o grafico da funcao de

van der Waerden apresenta mais “bicos” .

Figura 5.1: 3 | 7={10"z}
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0.7

06 q

05- IVNIINIVIN d

03 b

0.2 B

Figura 5.2: S."=° L {10"z}

n=1 107

07

06F

05F

04

03F

02F

01k

Figura 5.3: S.'=° L {10"z}

n=1 107

Observe que a cada iteracao a funcao de van der Waerden apresenta mais pontos
nos quais ela é descontinua .

No Capitulo 7 apresentaremos um resultado mais geral para func¢oes continuas
reais sem derivada, no qual, utilizaremos o Teorema de Baire, enunciado no Capitulo

a seguir.



Capitulo 6
Espacos Métricos

Demonstraremos no proximo Capitulo que o conjunto das fungoes continuas sem derivada
¢ denso no conjunto das funcoes continuas limitadas. Porém alguns conceitos de
Topologia, tratados a seguir, serao necessarios para demonstra-lo. No que segue, nos

baseamos em |7]

6.1 Espacos Métricos

Definicao 6.1.1. Uma métrica num conjutno M é uma funcao d : M x M — R, que
associa a cada par ordenado de elementos z,y € M um nimero real d(z, y) chamado de
distancia de = a y, de modo que sejam satisfeitas as seguintes condig¢oes, para quaisquer
x,y,z€ M :

dl) d(z,x) = 0;

d2) Se x # y entao d(z,y) > 0;

d3) d(z,y) = d(y, z);

dd)d(z, z) < d(x,y) + d(y, 2).

Diante disso, definimos um espago métrico como sendo um par (M, d), onde M é um

conjunto e d é uma métrica em M.
Podemos citar os seguintes exemplos de espacos métricos:

Exemplo 6.1.1. A métrica zero-um. Qualquer conjunto M pode tornar-se um espago
métrico de maneira muito simples. Basta definir a métrica d : M x M — R pondo

dz,y)=1sexz #yed(z,z)=0.

40
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Exemplo 6.1.2. A reta ou seja, o conjunto R dos ntimeros reais, ¢ um exemplo de
espaco métrico, inclusive, um dos mais importantes. A distancia entre dois pontos
z,y € R é dada por d(x,y) = |z —y|. Mostraremos que d é uma métrica. De fato,
dados x,y, z € R, temos:

dl) d(z,z) = |z — z| = 0;

d2) Se x # y entao d(z,y) = |z — y| > 0;

d3) d(z,y) = |z —y| = ly — = = d(y, 2);

dd)d(z, z) = |z — 2| < [z —y| + |y — 2| = d(z,y) + d(y, 2).

Esta é chamada métrica usual da reta.

Exemplo 6.1.3. Seja X um conjunto arbitrario. Uma funcao real f : X — R é dita
limitada quando existe uma constante k = ky > 0 tal que |f(z)| < k para todo z € X.
Indicaremos por =z (X;R) o conjunto das fungdes limitadas f : X — R. Definiremos

entdo, uma métrica em | (X;R) considerando, para f,g € A (X; R) arbitrarias,

d(f,g) = sup|f(z) — g(x)] .

zeX

Provemos que d é de fato uma métrica: seja f, g, h € @(X; R), temos

d1) d(f, f) = sup,ex [f(x) = f(2)] = O;
d2) Se f # g entao existe xy € X tal que f(xg) # g(zo), dai | f(zo) — g(z0)| > 0. Logo,

d(f,g) = sup|f(z) — g(z)|

zeX

| f(z0) — g(z0)|

> 0

v

d3)

d(f,g) = sup|f(x)— g(v)]

zeX

= sup l9(z) — f(z)]

= d(g, f);
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dd)

d(f,h) = sup|f(z) = h(z)]

zeX

= sup(|f(z) — g(z) + g(z) — h(z)|)

< (2161)1? |f(z) = g(2)]) + (sup [g(x) — h(z)])

= d(f,g)+d(g,h).

Esta métrica é chamada de métrica do sup.

6.2 Bolas e esferas

A nocao de bola é fundamental no estudo dos espagos métricos. Seja a um ponto no

espago métrico M. Dado um ntimero real » > 0 definimos:

Defini¢ao 6.2.1. A bola aberta de centro a e raio r como sendo o conjunto B(a;r)

dos pontos de M cuja distancia ao ponto a é menor do que r. Ou seja,
B(a;r) ={x € M;d(z,a) <r}.

A bola fechada de centro a e raio r como sendo o conjunto Bla;r| dos pontos de

M cuja distancia ao ponto a é menor do que ou igual a r. Ou seja,
Bla;r] = {x € M;d(z,a) <7}.

A esfera de centro a e raio r como sendo o conjunto S(a;r) formado pelos pontos

x € M tais que d(z,a) < r. Assim,
S(a;r) ={zx € M;d(xz,a) =r}.
Observe os seguintes exemplos:

Exemplo 6.2.1. Se M é munido da métrica zero-um, entao, para todo a € M, tem-
se B(a;r) = Bla;r] = M ser > 1 e B(a;r) = Bla;r] = a se r < 1. Por outro
lado, B(a;1) = a e Bla;1] = M. Consequentemente, S(a;r) = () se r # 1, enquanto
S(a;1) =M — {a}.
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Exemplo 6.2.2. Com a métrica usual da reta, para todo a € R e todo r > 0, a bola
aberta de centro a e raio r é o intervalo aberto (a —r,a+r), pois a condi¢ao |z — a| < r
equivale a a —r < x < a +r. Analogamente, Bla;r] ¢ o intervalo fechado [a — r,a + 7]

e a esfera S(a;r) tem apenas dois pontos: @ — 7 e a + 7.

Exemplo 6.2.3. Seja f € B([a,b]; R). Na métrica do sup, a condigdo para que uma
fungao limitada ¢ : [a,b] — R pertenga & bola fechada B[f;r| ¢ que |f(z) — g(x)| < r
para todo x € [a,b]. Para interpretar este fato geometricamente consideremos o grafico
de f, isto é, o subconjunto G(f) do plano R? formado pelos pontos (z, f(z)), onde
z € [a,b]. Chamaremos de faiza de amplitude 2r em torno de G(f) ao conjunto dos
pontos (z,y) tais que = € [a,b] e f(x) —r <y < f(x) +r. As fungdes g € B[f;r] sdo
aquelas cujos graficos estao contidos na faixa de amplitude 2r em torno do grafico de

f.

v

0 a b

Quanto a bola aberta, se g € B(f;r) entao o grafico esta contido na “faixa aberta”,

formada pelos pontos (z,y) tais que x € [a,b] e f(x) —r <y < f(z)+ 7.

6.3 Conjuntos Fechados

Definicao 6.3.1. Um ponto a diz-se aderente a um subconjunto X de um espago
métrico M quando para todo ¢ > 0, tem-se B(a;e) N X # (). O conjunto X dos pontos
aderentes de X é chamado de fecho de X. Dizemos entao que X é fechado quando

X = X.

Definicao 6.3.2. Um subconjunto X C M diz-se denso em M quando toda bola

aberta em M contém algum ponto de X, ou seja, dado a € M, para todo £ > 0 temos

B(a;e) N X # 0.
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Exemplo 7. O conjunto @Q dos ntimeros racionais é denso em R, o mesmo ocorre para
o conjunto R — QQ dos ntmeros irracionais. Com efeito, todo intervalo aberto contém
nimeros racionais e irracionais. O interessante nesse fato, é notar que, apesar de ser
dificil encontrar ntimero irracionais na reta, eles estao em maior quantidade do que os

nameros racionais, a demonstragao deste fato pode ser encontrada em [6].

6.4 Espacos Métricos Completos

6.4.1 Sequéncias de Cauchy

Definig¢ao 6.4.1. Uma sequéncia (z,) num espago métrico M chama-se uma sequéncia

de Cauchy quando, para todo € > 0 dado, existe ng € N tal m,n > ng = d(x,, x,) < €.

Intuitivamente, os termos da sequéncia de Cauchy vao se tornar cada vez mais
proximos um dos outros, a medida que cresce o indice n. E quando os termos de uma
sequéncia se aproximam de um ponto fixado, eles devem necessariamente aproximar-se

uns dos outros. Como podemos notar na seguinte proposi¢ao
Proposicao 6.4.1. Toda sequéncia convergente é de Cauchy.

Demonstra¢ao. Suponha que lim x,, = a em M dai, por defini¢ao de limite, dado € > 0,

existe ng € N tal que n > ng = d(zn,a) < 5. Considerando entao m,n > ng temos,

d(:cm, xn) < d(l}m CL) + d(xm CL) < g + %

Logo, (z,,) ¢ de Cauchy. O

A reciproca para a proposicao anterior nem sempre é valida.

Exemplo 6.4.1. Considere uma sequéncia de ntimeros racionais (x,,) convergindo para
um namero irracional a. Sendo convergente em R, segue-se da Proposicao anterior que

(x,) € uma sequéncia de Cauchy em Q, mas (z,,) ndo é convergente em Q.

Proposicao 6.4.2. Toda sequéncia de Cauchy é limitada.
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Demonstragao. Seja (z,,) uma sequéncia de Cauchy em M. Dado € = 1, existe ng € N
tal que m,n > ny = d(x;,,x,) < 1. Assim, o conjunto {z,,+1, Tnyt2, .-} € limitado,
pois ng + ¢ > ng, para todo i € N, assim, 0 < d(2yy+4i, Tno+j) < 1 para todo i,j € N .

Segue-se que

{z1, 29, .y T, .} = {1, 29, o, Ty } UA{Xng 41, Trgray -
é limitado. O

Exemplo 6.4.2. Nem toda sequéncia limitada é de Cauchy. Basta considerar a se-
quéncia alternada (1,0, 1,0, ...) na reta. Note que esta sequéncia é limitada, porém nao

é de Cauchy, pois d(z,, ,4+1) = 1 para todo n.

Diante da definicao de sequéncia de Cauchy podemos definir Espaco Métrico

Completo.

Definicao 6.4.2. Diz-se que o espago métrico M é completo quando toda sequéncia

de Cauchy em M converge para um ponto a € M.

Proposicao 6.4.3. A reta é um espago métrico completo.

Demonstracao. Seja x, uma sequéncia de Cauchy em R. Considerando, para cada

neN, X, ={x,, Tnt1,...}. Temos,

X1 = {$1,.1'2,...}
X2 = {ZEQ,I‘g,...}

X3 = {[L‘g, Ty, }

Logo, X1 D Xo D ... D X,, D ... e os conjuntos X,, sao limitados. Seja a, = infX,,
comn=1,2,3,.... Entao a; < a, <...<a,... <b=-supX;. Como toda sequéncia
limitada de ntimeros reais é convergente, existe o nimero a = lima,,. Afirmamos que
a = lim z,,. Para provar isto, basta mostrar que a ¢ limite de uma subsequéncia de (z,,),
ou seja, que dados € > 0 e n; € N, podemos obter n > n; tal que z,, € (a — &,a + ¢).
Ora sendo a = lima,,, existe m > n; tal que a, € (a —e,a + ¢€). Como a,, = inf X,,,
temos por definicdo de infimo que existe n > m tal que a,, < z, < a+ ¢, isto é,

T, € (a—¢g,a+¢). O
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Segue da proposi¢ao anterior o resultado:

Proposigao 6.4.4. O conjunto C' = %(I ;R) das fungdes continuas limitadas f : I —
R, onde I = [a,b] é completo.

Demonstragao. Seja (f,) um sequéncia de Cauchy em C. Esta sequéncia ¢ limitada,
logo existe ¢ > 0 tal que |f,,(z)| < ¢ para todo z € I e n € N. Fixando arbitrariamente
x € I a sequéncia (f,(x))pen € de Cauchy. Como R é completo, existe, para cada
xr € |a,b], o limite de (f,(2))nen, escreveremos, lim, . fn(z) = f(z) € R. Como

|fn(z)| < ¢, como a fun¢do modulo é continua, temos

Jim | fu(0)] = |f(@)] < e

Logo f € (. Resta mostrar que f, — [ uniformemente em R. Ora, dado ¢ > 0,
existe ng tal que m,n > ng = |fn(x) — fu(z)| < € para qualquer z € I. Fazendo
m — oo nesta ultima desigualdade, e, sendo a fungao modulo continua, concluimos

que n > ng = |f(z) — fu(x)| < e para todo = € I, dai segue o resultado. O

6.5 O Teorema de Baire

Definicao 6.5.1. Definimos o diametro de um conjunto limitado X C M como sendo
o numero real

diam(X) = sup{d(z,y);z,y € X}.

A seguinte proposicao generaliza o “principio dos intervalos encaixantes”, um im-

portante fato sobre ntimeros reais.

Proposicao 6.5.1. Um espaco métrico M é completo se, e somente se, para toda
sequéncia decrescente Fy D Fy, D ... D F,, D ... de subconjuntos fechados nao-vazios

F, ¢ M, com lim,,_,, diamF;,, = 0, existe um ponto a € M tal que
N> F, ={a}.
Demonstracao. Suponhamos inicialmente que M seja completo e considere uma se-

quéncia (F),) satisfazendo as condi¢oes acima. Para cada n € N, escolhamos um ponto

z, € F,. Logo, temos uma sequéncia (x,) em M, tal que m,n > ng = x,,,x, € F,.
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Ora,para todo € > 0 existe ng tal que n > ny = diam F,, < . Entao, m,n >
ny = d(xp,,x,) < &, e portanto (z,) é um sequéncia de Cauchy em M. Seja entao
limz, = a € M. Dado qualquer p € N, temos para todo n > p, z,, € F,, donde
a = limz, € F,, ou seja, a € N2, F,. Afirmamos que nao pode existir dois pontos
a # b nesta intersegao, pois, se existissem teriamos d(a,b) < lim,,_,, diam F, = 0 para
todo n. Logo,

e P = {a}.

Reciprocamente, suponhamos que a intersecao de toda sequéncia decrescente de fecha-
dos nao-vazios cujos diametros tendem a zero ¢ um ponto de M, provaremos que M é
completo. Com efeito, seja (z,) uma sequéncia de Cauchy em M. Para todo n € N,

consideremos X,, = {zp, Tp11,...}. Observe que,
Xl = {,Tl, Ta, }

XQ = {.1'2, s, }

X3 = {.T3, Ty, }

Logo, X; D X, D ... D X, D .... E, como X, C X, para todo n, segue que
(X,) é uma sequéncia decrescente de fechados nao-vazios. Além disso, temos 0 =
lim,, oo diamX,, = lim,,_.o, diam(X,,). Logo existe a € M tal que NX,, = {a}. Como
a € X, para todo n, segue-se que qualquer bola aberta de centro a contém pontos x,
com indices arbitrariamente grande, ou seja, a é limite de uma subsequéncia de ().

Como esta sequéncia é de Cauchy, concluimos que a = lim z,,. O]

Definiremos agora uma classe de conjuntos que, num certo sentido, sao insignif-
icantes dentro do espaco métrico que os contém. Tal definicao é bastante importante
para o entendimento do Teorema de Baire.

Seja M um espaco métrico. Um subconjunto X C M, para ser considerado
insignificante do ponto de vista topologico, deve, antes de tudo, ter interior vazio. Ou,
equivalentemente, seu complementar M — X deve ser denso em M. Além disso, esta
nogao deve ser definida de tal modo que todo subconjunto e toda reuniao enumeravel

de conjuntos topologicamente insignificantes ainda tenham esta propriedade.
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Nao bastaria definir como insignificante um conjunto cujo interior fosse vazio
pois Q e R — Q tém interior vazio, enquanto sua reuniao é toda a reta, que nao possui
interior vazio.

Uma ideia melhor seria considerar como insignificante um conjunto X C M
cujo fecho X tivesse interior vazio em M. De fato, se intX = 0 e intY = () entdo
intX UY =intXUY = 0.

Mesmo assim, nao é verdade que intX, = 0 para todo n € N implique que
X = UX, ainda goze dessa propriedade intX = (). Basta tomar o conjunto Q =
{r1,r2,...;rn} = U{r,} dos numeros racionais. Note que, para cada n, o fecho {r,}
tem interior vazio, mas Q = R.

A definigao correta para conjunto insignificante é a seguinte.

Definicao 6.5.2. Um subconjunto X de um espago métrico M, diz-se magro em M

quando é uma reunido enumeréavel, X = UX,,, tal que, para cada n € N, intX,, =0

Para cada X seja magro em M, é necessario e suficiente que X C U2 F), onde
Fi, ..., F,, ... sao fechados com interior vazio em M.

Antes de enunciar e demonstrar o Teorema de Baire, um dos mais férteis da teoria
dos Espagos Métricos, vamos falar um pouco sobre a historia do matemaéatico que da
nome a esse Teorema.

René-Louis Baire (1874 - 1932) foi um matematico francés, filho de um alfaiate.
Baire foi um dos trés filhos de uma familia de classe trabalhadora pobre em Paris.
Ele iniciou os seus estudos, quando entrou no Liceu Lakanal através de uma bolsa de
estudos. Em 1890, Baire entrou na segao especial de matematica do Lycée Henri IV e
enquanto estava l4, preparou-se para o exame para a Ecole Normale Supérieure e para
a Ecole Polytechnique. Como passou nos dois exames, decidiu entrar na Ecole Normale
Supérieure em 1891.

Em 1901 Baire foi nomeado para a Universidade de Montpellier, como “Maitre
de conférences” . E logo no ano 1904 foi premiado com um Peccot Foundation Fellow-
ship para passar um semestre numa universidade e desenvolver suas habilidades como
professor, e optou pela Collége de France, tendo leciononado a cadeira de Analise. No
ano de 1905 ingressou na Faculdade de Ciéncias de Dijon, sendo promovido,em 1907, a

professor de Anélise em Dijon, onde continuou suas investigacoes na referida disciplina
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[3]-

Figura 6.1: Baire, René-Louis (1874 - 1932)

Teorema 6.5.1. (Teorema de Baire) Seja M um espago métrico completo. As seguintes
afirmagoes sao equivalentes:

(i) Todo conjunto magro em M tem interior vazio;

(ii) Se F' = U, F),, onde cada F,, é fechado em M e tem interior vazio, entao intF = {);

(iii) Se A, C M & um aberto denso de M, entdao N, A, é denso em M.

Demonstracao - Equivaléncias. Inicialmente demonstraremos que as afirmacoes acima
sao equivalentes:
(i) < (i)

Suponhamos que cada F, fechado, assim temos, por definicio, F, = F,. Além
disso, como intF, = intF, = (), segue que F é um conjunto magro. De (i) concluimos
que intF = (). Reciprocamente, considere X um conjunto magro dai X C F, onde F

satisfaz as condigoes de (ii) dai, intX C intF, logo, intF = (), logo intX = ().

(i) < (iii)
Defina F,, = A%. Como A, é aberto, F,, é fechado. Além disso, como intF,, = 0,
temos intAS = (), ou melhor, A, = M. Logo A, é um aberto denso de M. Dai, por

(ii) segue
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itk =0 =
intUe B, =0 =
intUX AS =0 =
int(N2,A,)¢ =0 =

> A, =M.

n=14n

Portanto N2, A,, é denso em M.
Reciprocamente, considere F' = U, F,,, onde cada F,, é fechado em M e tem

interior vazio. Escrevendo A, = F¢, segue que A,, é aberto em M. Além disso,

int(AS) =intF, =0,

assim, A, = M, ou seja, A, é denso de M. Logo, por (iii), N9, A, é denso em M. Ou

seja,

Ay =M=

it (N, A,)e =0 =
intU>  AS = () =
intUye B, =0 =

intF = 0.

Como queriamos demonstrar. n

Demonstracao - Teorema de Baire. Como as afirmacoes sao equivalente, provaremos,

agora, a terceira destas afirmacoes. Seja Ay, Ao, ..., A,, ... subconjuntos abertos densos

no espago métrico completo M. Queremos provar que A = U | A, é denso em M, ou

seja, que toda bola aberta B; em M contém algum ponto de A. Ora, como A; é aberto

e denso, B;MNA; é aberto e nao vazio, logo contém uma bola aberta B, a qual podemos
1

supor tao pequena que seu raio nao exceda 3 e seu fecho esteja contido em By N Aj;.

Por sua vez, As sendo aberto e denso, By N Ay é aberto e nao-vazio. Logo existe uma
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1

3, com Bs U Ay N By. Prosseguindo assim, obtemos

bola aberta Bz, de raio inferior a
uma sequéncia B; D By O ... D B, D ..., com B, UB, N A, e diamB,, — 0. Pela
proposicdo 6.5.1, existe a € M tal que a = NB,. A relacdo B, C B, N A, mostra

que a pertence a todos os A,,. Logo a € AN By, como queriamos demonstrar. 0

6.6 Compacidade na reta

Os teoremas a seguir sao resultados classicos sobre a Topologia na Reta e serao usados

na demonstragao apresentada no préoximo Capitulo.

Teorema 6.6.1. Toda sequéncia limitada de niimeros reais possui uma subsequéncia

convergente

Demonstragao. Seja x, € la,b], para todo n € N. Considere X,, = {x,,Tpi1,...}.

Observe que,

X1 = {%1,%2,...}
X2 = {$2,x3,...}

X3 = {l’g, Xy, }

Logo, X1 D Xo D ... D X, D ... e X, C [a,b]. Seja a, = inf X,,. Entao a; <
as < ... < a,... <b Como toda sequéncia limitada de ntimeros reais possui uma
subsequéncia convergente, existe o niimero a = lim a,,. Afirmamos que a = lim z,,. Para
provar isto, basta mostrar que a é limite de uma subsequéncia de (z,), ou seja, que
dados € > 0 e n; € N, podemos obter n > n; tal que z,, € (a — ¢,a + €). Com efeito,
sendo a = lim a,,, existe ng > ny tal que a — ¢ < a,, < a < a+¢. Como a,, = inf X,,,
temos por defini¢ao de infimo que existe n > ng tal que a,, < x, < a + ¢, isto é,

T, € (a—e,a+¢). O

Teorema 6.6.2. Toda aplicagao continua f : I — R, onde I = [a, b], &€ uniformemente

continua.
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Demonstracao. Com efeito, se f nao fosse uniformemente continua existiriam ¢ > 0 e
Tn,Yn € [a,b] (n € N) tais que |z, —y,| < &, mas |f(z,) — f(yn)] > €. Passando a
uma subsequéncia, se necessario, vamos supor que existe limx,, = x € [a, b], pois [a, ]

¢ fechado, entao limy,, = x. Dai como f ¢é continua, temos

lim [f(,) = f(ya)| = |f(2) = f()] = 0.

n—oo
Contradigao!. Portanto f é uniformemente continua. m
Utilizando os conceitos apresentados neste capitulo iremos demonstrar que o con-

junto 2 das funcoes continuas que nao possuem derivada em ponto algum é denso

no conjunto C' = %(I ;R) das fungoes continuas limitadas.



Capitulo 7

O conjunto % & denso no conjunto

(I R)

Usaremos agora o Teorema de Baire para mostrar que o conjunto 2 das funcoes
continuas reais sem derivada em ponto algum do intervalo onde sao definidas é denso

no conjunto %([ ;R) das fungoes continuas limitadas f : I — R, onde I = [a, b].

Teorema 7.0.3. Dado qualquer intervalo I = [a,b], sejam C' = %(I;RR) o conjunto
das funcoes continuas limitadas f : I — R, com a métrica do sup, e 9 o conjunto

das fungoes continuas sem derivada em ponto algum de [a, b]. %7 ¢ denso em C =

GLR).

Demonstracao. Basta provar que o conjunto das func¢oes continuas f : I — R que nao
possuem derivada em ponto algum do intervalo I contém uma intersecao enumeravel

de abertos densos em C.

No que se segue, sempre que escrevermos f(t+h), estaremos supondo que t+h € 1.
Para cada n € N, consideraremos o conjunto
ft+h)—f(t)

=10,

Segue-se imediatamente da definicao de derivada que se f € A, para todon € N

An:{feC; vVt e I, dh;

entdo f nao possui derivada em ponto algum do intervalo [a, b].
Assim, basta mostrar que cada conjunto A,, é aberto e denso em C. Com efeito,
sabemos que C' é um espago métrico completo, logo, pela afirmagao (iii) do Teorema

de Baire, a intersecio N°, A, seréd um conjunto denso em C, sendo &= N2, A,

23
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1. Cada A, é aberto em C.
Seja f € A,,. Para todo t € I, existe h tal que

flt+h) - ft)
h

[f(t+h) = f{)] > nlh]

‘>n:

Considerando entao,

§(t, h) = |f(t+h) = fO)] = nlhl,

temos, £(t, h) > 0.
Afirmacgao 1.Podemos obter ¢ > 0 tal que, para todo ¢ € I existe h com &(t,h) > e.

De fato, caso contrario existiria, para k € N, algum ponto ¢, € I tal que £(tx, h) < % seja
qual for h. Como toda sequéncia em I = [a,b] possui uma subsequéncia convergente,
passando pois a uma subsequéncia, se necessario, podemos supor que t; — to € [a, b].
Como & é continua, concluimos que para todo h, £(tg, h) = limg_o £(tg, h) < lim% =0

0 que é uma contradigao, pois £(t, h) > 0, para todo ¢ € I.
Afirmagao 2. Obtido € > 0, afirmamos que g € C, ||g — f|| < 5§ = g € A,.

Com efeito, para todo t € I existe h tal que

nelbl e < If(E+R) = F@] < 15+ B) = gt +h)|+
 lglt+ 1) = g(0)] + lg(t) — SO < = +1g(t +h) = g(0)] + 5

ou seja, |g(t+h) — g(t)| > n-|h|. Isto mostra que g € A,. Dai, dadoe > 0 g € C,
B(g,5) C Ay, portanto A, é aberto em C.

2. Cada A,, é denso em C.
Dado arbitrariamente € > 0 e f € C, mostraremos que existe g € A, tal que ||g — f|| <

e. De fato, como toda funcao continua f : I — R é uniformemente continua, temos,
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pela continuidade uniforme de f, existe § > 0 tal que |z —y| < § = |f(z) — f(y)] <
e. Portanto, se subdividirmos o intervalo [a,b] num nimero finito de subintervalos
I, I5, ..., I., de comprimentos menores do que §, o grafico de f em cada um desses

subintervalos cabe um retangulo de altura menor do que €.

Construimos agora uma func¢do continua ¢ : [a,b] — R, cumprindo as condig¢oes
lg— fll <eege A,, fazendo com que g coincida com f nas extremidades de cada
intervalo I; e, no interior de cada I;, o grafico de g tem a forma de uma serra cujos

dentes tém arestas com inclinacao maior do que n e estao contidos num retangulo de

base I; e altura menor do que € que contenha o grafico de f|I;.
g
£ P
I;
a b

Isto conclui nossa demonstragao. O]



Capitulo 8

Consideracoes Finais

O presente trabalho teve como objetivos mostrar que a fung¢ao de van der Waerden é
continua em todos os pontos, mas nao possui derivada em nenhum e que o conjunto
das fungoes continuas sem derivada é denso no conjunto das func¢oes continuas limitas.

Notamos que a existéncia de fungoes desse tipo foi por muito tempo desconsider-
ada, sendo demonstrada em 1872, pelo grande matematico Karl Weierstrass. A funcgao
construida por Weierstrass surpreendeu a comunidade matematica, apesar dele nao ter
sido o pioneiro neste tipo de construcao o seu exemplo foi o primeiro a ser amplamente
difudindo.

Inicialmente, para atingirmos nosso objetivo foi utilizada uma fungao construida
pelo matematico van der Waerden em 1930. Para demonstrarmos que, de fato, a funcao
de van der Waerden era continua em todos os pontos, mas nao possuia derivada em nen-
hum, utilizamos alguns conceitos bésicos de Anéalise Real, inclusive um teorema criado
por Weierstrass, e os aplicamos em uma demonstracao acessivel e bastante peculiar.

Apesar da existéncia de fungoes deste tipo ferir nossa intui¢ao conseguimos mostrar,
através do Teorema de Baire, sem usar uma func¢ao especifica, que o conjunto das
fungoes continuas sem derivada é denso no conjunto das fungoes continuas limitadas,
deste modo, concluimos dada uma funcao f continua limitada e uma faixa contendo-a,
existe nesta faixa uma funcao g também é continua, mas que nao possui derivada em

nenhum ponto.

26
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Este fato é ilustrado no grafico a seguir
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