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Resumo

Neste trabalho apresentamos alguns dos mais conhecidos, embora pouco
presentes na literatura, teoremas de existéncia e/ou unicidade para Equagoes
Diferenciais Ordinarias de primeira ordem, dentre eles os Teoremas de Picard,
Peano e Osgood. Além disso, mostramos exemplos e consequéncias interes-
santes dos mesmos. Para tanto, introduzimos alguns resultados bésicos de
Topologia dos Espagos Métricos e Analise, sendo o Teorema do Ponto Fixo de
Banach o resultado mais importante da parte introdutéria, pois é ultilizado
na demonstracao do Teorema de Picard.



Abstract

In this work we present some of the most known, although not too much
frequently in the literature, existence and uniqueness theorems for the first
order Ordinary Differential Equations, such as the theorems of Picard, Peano
and Osgood. Additionally, we present examples and interesting consequences
of these theorems. To do so, we introduced some basic results of Metric
Spaces Topology and Analysis, being the Banach’s Fixed Point Theorem the
most important result of the introduction, because it is used in the proof of
the Picard’s Theorem.



Capitulo 1

Introducao

O estudo das equagoes diferenciais é um ramo muito importante da ma-
tematica com diversas aplicagoes na fisica, engenharia e biologia. Tendo o
inicio com os também criadores do célculo, Newton (1642 — 1727) e Leibniz
(1646 — 1716), no final do século XVII, esta drea avangou significativamente
com os trabalhos da familia Bernoulli e posteriormente com Leonard Euler.
Porém, mesmo depois de atrair a atencao dos matematicos mais famosos dos
ultimos séculos, ainda é uma area de pesquisa com questoes interessantes em
aberto.

As equacgoes diferenciais fornecem modelos tedéricos para problemas dos
mais simples, como o de um objeto em queda livre ou o movimento de um
péndulo, até os mais complexos que aparecem na mecanica quantica, por
exemplo.

“Para compreender e investigar
problemas envolvendo o movimento de
fluidos, o fluxo de corrente elétrica em
circuitos, a dissipacao de calor em obje-
tos solidos, a propagacgao e detecg¢ao de
ondas sismicas, ou o aumento ou di-
minuicao de populacoes, entre muitos
outros, € necessdrio saber alguma coisa
sobre equagoes diferenciais” (BOYCE,
DIPRIMA).

Inicialmente, procurava-se sempre uma solugao explicita em termos de
funcoes elementares para uma equagcao diferencial. No entanto, logo se per-
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CAPITULO 1. INTRODUCAO 10

cebeu que o nimero de equagoes que possuiam solugao explicita era bastante
reduzido. Isso impulsionou uma busca por novos métodos de resolucao e por
novas funcoes que pudessem ser soluces dessas equacoes. E nesta época, por
volta do século XIX, que surgem os teoremas de existéncia e unicidade de
solucao.

“A importancia destes teoremas re-
side em que, sabendo-se a priori da
existéncia de solugao, sua busca através
de processos informais se torna jus-
tificdvel e promissor, uma vez que a
“solucao” assim obtida pode ser veri-
ficada a posteriori. Os teoremas de
existéncia e unicidade marcam, por as-
sim dizer, o inicio da fase moderna,
que realmente se define com Poincaré,
no final do século XIX. Agora a ati-
tude € bem diversa; hd grande inte-
resse nas questoes qualitativas que sao
bastante importantes por seu intrinseco
significado fisico. Toma-se a atitude
de retirar das equagoes diferenciais in-
formacoes sobre o comportamento de
suas solugoes sem aquela preocupacao
de escrevé-las explicitamente” (DE FI-
GUEIREDO, NEVES).

Neste contexto, um dos teoremas mais importantes é o Teorema de Pi-
card que nos da informagoes sobre existéncia e unicidade de solucao para o
problema de valor inicial:

y(0) = Yo,
onde f é uma funcao de duas varidveis definida em um aberto €2 do R2.

Na demonstracao do Teorema de Picard usamos um resultado impor-
tante sobre contragoes que é o Teorema do Ponto Fixo de Banach (ver segao
2.7 ou referéncia [6]). Este teorema fornece também uma nova vestimenta
para o método das aproximagoes sucessivas, conhecido e utilizado por muitos
matematicos do século XX.

{ v = f2,y),
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Apés o Teorema de Picard, outros critérios para existéncia e/ou unici-
dade surgiram em diversos resultados como o Teorema de Peano, a condicao
Osgood, entre outros.

Tendo em vista que os teoremas de unicidade sao pouco discutidos em
grande parte da literatura, este trabalho apresenta alguns resultados e teo-
remas de unicidade para equacoes diferenciais ordinarias de primeira ordem,
ou seja, equagoes da forma y' = f(x,y), onde f é uma funcao real definida
em algum aberto do R2. Mas, antes disso, no Capitulo 2, apresentaremos
resultados bésicos de Anélise e Topologia dos Espacos Métricos, que serao
relevantes e amplamente utilizados nos Capitulos 3 e 4, onde se encontram
os principais resultados deste trabalho.

No Capitulo 3 demonstramos um teorema de existéncia e unicidade (Teo-
rema de Picard) e em seguida algumas consequéncias do mesmo. No Capitulo
4 mostramos alguns critérios nao usuais que garantem unicidade de solucao,
como a condicao de Lipschitz na variavel x, a condicao Lipschitz unilateral,
o Teorema de Peano e a condicao de Osgood.



Capitulo 2

Resultados Preliminares

Neste capitulo realizaremos uma discussao concisa acerca de alguns re-
sultados de Anadlise e Topologia dos Espacos Métricos. Mais detalhes sobre
estes temas se encontram nas referéncias (3], [4], [5] e [6].

2.1 Espacos Métricos

Quando estudamos célculo e, principalmente, andlise real, percebemos que
todos os processos de limites, tao fundamentais em matematica, dependem
do fato de em R ser definida uma funcao distancia d que, a cada par de pontos
x,y € R, associa a distancia d(x,y) = |z — y| entre eles. Com o objetivo de
generalizar a ideia de distancia na reta para um conjunto X qualquer, criou-
se o conceito de Espago Métrico. Neste conjunto arbitrario X é definida uma
métrica (ou funcdo distancia) d a qual goza das principais propriedades da
métrica induzida pelo valor absoluto “| |” em R . Vejamos a definigao formal
de espaco métrico.

Definigao 2.1.1. (Espago Métrico e Métrica) Um espaco métrico é um
par (X,d), onde X é um conjunto nao vazio e d é dita uma métrica em X
(ou fungao distancia em X), isto é, d : X x X — R tal que, para todos
xr,y,z € X, tem-se:

1. d(z,y) > 0;

12
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4. d(z,y) < d(z,z)+d(z,y) (Desigualdade Triangular).

Nos exemplos de espacos métricos, em geral as propriedades de 1 a 3 sao
facilmente verificadas e a desigualdade triangular requer um pouco mais de
trabalho.

Exemplo 2.1.1. O espaco euclidiano R? é um espaco métrico, e definimos
a métrica euclidiana como sendo

v —y|= \/(1’1 —y1)? 4 (22 — y2)? + (x5 — y3)2,
para quaisquer = = (21, T2, 23),y = (y1, Y2, y3) € R>.

Exemplo 2.1.2. (Espago [”) Seja p > 1 um ntimero real fixo. Por definigao,
cada elemento do espago [P é uma sequéncia x = (&,) = (&1,&2, -, &n,--)
de nimeros reais, ou complexos, de modo que

o
> gl < oo
j=1

A métrica em [P é definida por

P

d(z,y) = <Z|§j —77j|p> :

onde y = (n;) e Y. |n;[’ < co. No caso particular em que p = 2, temos o
conhecido espaco [? de Hilbert. Uma verificacdo para o fato da funcao d,
definida acima, ser realmente uma métrica em [P se encontra na referéncia

[6].

2.2 Sequéncias

As sequéncias de numeros reais desempenham um importante papel no
calculo e na andlise, e a métrica da reta nos permite definir o que é uma
sequéncia convergente. No contexto de um espago métrico qualquer (X, d),
vamos considerar uma sequéncia (z,) de elementos xy, s, ..., x,, -+ € X e
utilizar a métrica d para definir convergéncia de sequéncias.
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Definigao 2.2.1. Uma sequéncia (z,,) de pontos de um espago métrico (X, d)
é convergente se existe x € X tal que

lim d(z,,z) = 0.

n—oo
Em outras palavras, dizemos que (x,,) converge para x, e escrevemos z,, — «,
quando dado € > 0, existe ng € N tal que
n>ny = d(z,,x) <e.

Nestas condigoes, x é dito o limite da sequéncia (x,,).

2.2.1 Sequéncias de Cauchy e Espacos Métricos Com-
pletos

Uma sequéncia de Cauchy em um espago métrico (X, d) é definida de
maneira andloga a definicao no contexto da reta. Dizemos que uma sequéncia
(x,) de ntimeros reais é de Cauchy se, dado € > 0, existe um inteiro positivo
no = n(e) tal que

m,n > ng = [T, — T,| <€
Em um contexto mais geral, temos a definicao abaixo.

Definigao 2.2.2. Uma sequéncia (x,) em um espago métrico (X,d) é dita
uma sequéncia de Cauchy se, para cada e > 0, existe ng = n(e) tal que

d(xpm, x,) < €,Ym,n > ng.

Pela definicao, notamos que em uma sequéncia de Cauchy os termos com
indices suficientemente grandes estao arbitrariamente proximos. Deste modo,
¢ natural intuir que toda sequéncia convergente é de Cauchy, o que de fato
ocorre e ¢ garantido pelo teorema abaixo.

Teorema 2.2.1. Toda sequéncia convergente é uma sequéncia de Cauchy.
Demonstragao. Seja (x,) uma sequéncia convergente, com z, — . Isto

significa que, dado € > 0, podemos encontrar ny € N tal que

n>nyg = d(z,,z) < %

Pela desigualdade triangular, para m,n > ng, obtemos

Portanto, (z,) é uma sequéncia de Cauchy. O
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Uma pergunta bastante natural é: vale a reciproca do teorema acima?
A resposta é nao. Existem sequéncias de Cauchy definidas em um espaco
métrico (X, d) que ndo convergem para um elemento de X. Vejamos o se-
guinte exemplo.

Exemplo 2.2.1. Considere a sequéncia (r,,) C Q, definida da seguinte forma:
para cada n € N, considere r, € (\/5, V2 + %), 0 que é possivel porque Q
é denso em R. Temos r, — 2 ¢ Q. Além disso, (r,) é uma sequéncia
de Cauchy. De fato, dado € > 0, tomamos ng € N tal que = < €, o que é

0
possivel pela propriedade arquimediana dos nimeros reais. Assim,

mon>ng = (V2,V2+ 1), (V2,V2+ 1) C (vV2,vV2+ 1)

1
= |rm —ma| <5 <e

Logo, temos uma sequéncia de Cauchy de numeros racionais que converge

para um numero irracional. Isto ocorre porque QQ nao é um espag¢o métrico

completo.

Definigao 2.2.3. Um espago métrico (X, d) é dito completo se toda sequéncia
de Cauchy em X converge.

O conjunto R dos ntimeros reais, munido da métrica induzida pelo valor
absoluto | |, é um espaco métrico completo (ver [4]).

Um outro exemplo de espa¢o métrico completo é o espago Cla,b] das
fungdes reais continuas definidas no intervalo [a, b] C R. Devido a relevancia
do espago Cla, b] para este trabalho, o mesmo serd discutido com mais deta-
lhes na Segao 2.6.

2.2.2 Sequéncias de Fungoes e Convergéncia Uniforme

Considere X C R e F' como sendo o conjunto de todas as fungoes reais
definidas em X, ou seja,

F={f;f: X —R}.

Considerando uma sequéncia (f,,) = (f1, f2,...) em F, podemos definir dois
tipos de convergeéncia.
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Definicao 2.2.4. Uma sequéncia de fungoes (f,) C F converge pontual-
mente, ou simplesmente, para a funcao f : X — R se dados € > 0,2 € X,
existe ng = n(x,€) tal que

n>ng = |fu(z) — f(z)| <e

Definigao 2.2.5. Uma sequéncia de fungodes (f,) C F converge uniforme-
mente para a fungdo f : X — R se para todo € > 0, existe ng = n(e) tal
que

n>mng = [fu(z) = f(z)] <€

para todo z € X.

Na definicao de convergéncia pontual, dados ¢ > 0 e x € X, podemos
encontrar um ng € N. Caso seja possivel achar um ngy que sirva para todo
x € X, a convergeéncia é uniforme.

Ja que estamos falando de sequéncias de fungoes, podemos falar de sequéncias
de Cauchy.

Definicao 2.2.6. Uma sequéncia de fungoes f, : X — R chama-se uma
sequéncia de Cauchy quando, para todo € > 0, existe ng € N tal que

m,n > ny = |fm(x> - fn(x)| <€,
qualquer que seja r € X.
Na demonstracao abaixo, faremos uso do fato que R é completo.

Teorema 2.2.2. Uma sequéncia de fungoes f, : X — R é uniformemente
convergente se, e somente se, é uma sequéncia de Cauchy.

Demonstracao. Supondo inicialmente que f, — f uniformemente, por de-
finicdo, seja qual for € > 0, existe ng tal que n > ng = |fu(z) — f(2)| < §,
para todo x € X. Dali, tomando m,n > ng e utilizando a desigualdade
triangular, obtemos:

[fm(@) = ()] = |fm(2) = f(2) + f(2) = ful2)|
< fmle) = f(@) + [fulz) — f(2)]

< 4=
_2+2 €,

para todo x € X. Portanto, (f,) é de Cauchy.
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Reciprocamente, suponha que (f,) é de Cauchy. Para cada r € X, a
sequéncia de nimeros reais (f,,(x)) é uma sequéncia de Cauchy e consequen-
temente converge, pois R ¢ completo. Entao, digamos f,(z) — f(z) € R.
Deste modo podemos definir a seguinte funcao:

f: X — R
v fle) = lim fula)

Devemos mostrar que f, — f uniformemente. Por hipdtese, dado € > 0,
existe ng € N tal que

m,n > nyg — |fm<x) - fn(x)| <€,

para todo x € X. Passando ao limite quando n — 0o na expressao acima,
obtemos: |f,(z) — f(x)] <€, Vo € X, desde que m > ny. O

A convergéncia uniforme tem propriedades bastante interessantes (ver
mais detalhes na referéncia [4]). Um resultado importante que sera utilizado
posteriormente é o teorema a seguir.

Teorema 2.2.3. Se f, : X — R é uma sequéncia de func¢oes continuas em
X convergindo uniformemente para f : X — R, entao f é continua em X.
Em outras palavras, convergéncia uniforme preserva continuidade.

Demonstracao. Como f, — f uniformemente, dado € > 0, existe ng € N tal
que

€
3 )
para todo x € X. Ademais, dado a € X arbitrario e fixando m > ng, a
continuidade de f,,, nos garante a existéncia de um 6,, > 0 tal que
€

3
Assim, fazendo uso das desigualdades (2.1), (2.2) e da desigualdade triangu-
lar, obtemos, para z € X, |z — a| <

[f(@) = fla)] = |f(2) = fn(x) + fn(2) = fm(a) + fn(a) — f(a)]

n>ng = |fu(z) = f(2)] < (2.1)

re X, |z —a|l <0p=|fn(z) = f(a)] < (2.2)

IN

(@) = f@)] + | fn(2) = (@) + [fm(a) = f(a)]

- e+e+e
- +t-+-=¢
3 3

w
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2.3 Bolas, Conjuntos Abertos, Fechados e Com-
pactos

Nesta secao definiremos alguns conceitos basicos amplamente utilizados
no estudo dos espagos métricos.

Definicao 2.3.1. Dados um espago métrico (M,d) e um ponto a € M,
chamamos de bola aberta com centro em a e raio » > 0 o conjunto

B(a,r) ={x € M;d(z,a) <r}.

De modo andlogo, definimos a bola fechada Bla,r] = B(a,r) e a esfera S[a, r],
ambas com centro a e raio r, como

Bla,r] = B(a,r) ={z € M;d(z,a) <r}

Sla,r) ={r € M;d(z,a) =r}.
Segue diretamente da defini¢ao que Bla,r| = B(a,r) U Sla, ]

Definicao 2.3.2. Dizemos que um subconjunto A de um espaco métrico M
é aberto se, para cada x € A, existe uma bola aberta de centro x e raio r tal
que B(xz,r) C A. Chamamos de vizinhan¢a de a € A qualquer conjunto V
que contenha uma bola centrada em a, isto é, B(a,r) C V.

Definicao 2.3.3. Dizemos que um subconjunto F de um espaco métrico M
é fechado se seu complementar M — F é aberto.

No contexto de um espago métrico qualquer, um conjunto F' é fechado se,
e somente se, toda sequéncia convergente de elementos de F' converge para
um elemento de F), isto é, dada (z,) C F tal que lim, ,, z, = z, entdo
r € F. Chamamos de fecho de um conjunto A, denotando por A, o conjunto
de todos os limites de sequéncias de elementos de A, ou seja,

A= {a; a= lim a,, (a,) C A}.
n—oo

Definicao 2.3.4. Um subconjunto L de um espago métrico M é dito limitado

quando esta contido em alguma bola de centro a e raio r > 0, isto é, L C

B(a,r) para algum a € M e algum r > 0.
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Definicao 2.3.5. Uma cobertura aberta de um conjunto X C R? é uma
familia A = (Aj)xer de conjuntos abertos tais que X C (J,cp 4x. Uma
subcobertura de X é uma subfamilia A" = (Ay)rer, [V C T, tal que ainda
vale X C U, Ax

Definigao 2.3.6. Uma conjunto K C R? é compacto se toda cobertura
aberta de K possui uma subcobertura finita ou, equivalentemente, se K for
fechado e limitado.

2.4 Conexidade

Uma cisdo de um conjunto X C R é uma decomposicao X = AU B com
ANB=0=ANB.

Obviamente, uma cisao para qualquer conjunto é X = X U (), sendo
esta chamada de cisdo trivial de X. Note que nestas condicoes A e B sao
simultaneamente abertos e fechados em X.

Definigao 2.4.1. Um conjunto X C R é dito conexro quando s6 admite a
cisao trivial. Quando X admite uma cisao nao trivial dizemos que ele é um
conjunto desconexo.

Teorema 2.4.1. Um subconjunto da reta R é conexo se, e somente se, for
um intervalo.

Demonstragao. (=) Suponha que I C R nao é um intervalo. Sendo assim,
devem existir a,b € [ ec ¢ [ com a < ¢ < be, dai, fazendo A = I'N(—o0,c] e
B=1IN]c,+00), [ = AU B ¢ uma cisao nao trivial poisa € A # 0 # B 3 b.
Logo, I é desconexo.

(«<=) Suponha que I C R é um intervalo e, por absurdo, vamos admitir que
I possui uma cisao nao trivial I = AU B. Tomando a € A e b € B, digamos
a < b, devemos ter [a,b] C I. Fazendo ¢ = “t2 € I, entdo ¢ € A ou ¢ € B.
Caso a € A, defina a; = ¢ e by = b, caso contrario a; = a e by = ¢. Assim
[a1,b1] C [a,b]. Tomando agora ¢; = 42 = 240 ¢ repetindo o processo
anterior, obtemos [ag, bs] C [a1, b1]. Prosseguindo desta forma, teremos uma
sequéncia de intervalos encaixados

[a,b] D la1,b1] D a2, ba] D+ D lag, by] D -+,

com b, — a, = I’Q_—n", a, € Aeb, € B. Temos:

a<ay<--<a,<---<b, <---< b <D
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Como (ay,), (b,) s@o mondtonas e limitadas, d = lima,, = sup {a,, n € N} e
d =limb, = inf {b,, n € N}. Mas,

—d=d.

bn_an:

271

Logo, como a, < d = d < by, vale d € [ay,b,] para todo n e, além disso,
d e Aedée B. Absurdo. m

Teorema 2.4.2. Se X = U)\GF X, onde cada X, é conexo e existe a € X
para todo A € I', entao X ¢ conexo.

Demonstracao. Considerando X = AUB uma cisao qualquer de X e supondo
a € A, temos que X = (AN X,)U (BN X),) é uma cisao para todo A € I'.
Como X, é conexo, esta cisao deve ser trivial. Mas a € A, o que obriga
BN X, =0 seja qual for A € I'. Portanto,

B=|J((BnX\) =0
el

e acisao X = AU B é trivial. ]

2.5 Funcoes Continuas

A continuidade é um dos assuntos centrais na teoria dos espagos métricos.
Nesta secao, apresentaremos alguns resultados sobre func¢oes continuas, nos
atendo a fungoes reais de uma ou duas varidveis também reais, que serao
uteis ao longo das secoes subsequentes.

Definigao 2.5.1. Sejam (M, d), (M, d;) espagos métricos. Dizemos que uma
aplicagao f : M — M é continua em um ponto a € M se dado € > 0, existe
0 > 0 tal que

r € M,d(z,a) <d = di(f(x), f(a)) <e.
Dizemos que f é continua em M se for continua em todo a € M.

Em outras palavras, f é continua em a € M se dada uma bola aberta
centrada em f(a), B(f(a),€), existe uma bola aberta centrada em a, B(a, )
tal que f(B(a,9)) C B(f(a),€).
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Teorema 2.5.1. Sejam (M, d), (My,d;) e (Ms,dy) espagos métricos. Se as
fungbes f : X C M — My eqg:Y C My — M,, com f(X) C Y, sdo
continuas, entao a composta g o f também é continua.

Demonstracao. Dados € > 0 e a € X e sendo b = f(a), como g é continua,
existe n > 0 tal que

y €Y. di(y,b) <n= da(9(y),9(b)) <e.
Pela continuidade de f, correspondente ao 1 > 0 existe 6 > 0 tal que
x € X,d(z,a) <0 = di(f(x), f(a)) <mn.

Logo, sempre que = € X,d(x,a) < 4, teremos f(z) € Y, di(f(x), f(a)) < n,
o que implica

dao(g(f(x)),9(f(a))) <e
U
Agora vamos considerar funcoes definidas em subconjuntos de R e R?,

com imagens reais, e a métrica d induzida pela norma euclidiana no R?, isto
¢,

d((z1,21), (2, 32)) = |1, 31) — (22, 92)] = V(21 — 22)% + (y1 — 12)?,

para quaisquer (z1,y1), (T2,y2) € R?. Obviamente, quando restringimos d
aos pontos da forma (z,0), (y,0) € R?, vale

d((2,0), (y,0)) = V(z —y)* = |z —y|.

Teorema 2.5.2. Se f: Q) C R? — R é continua em um ponto a = (x9,%o) €
), entao f é limitada em uma vizinhanca de a.

Demonstracdo. Como f é continua em a, tomando € = 1, obtemos d > 0 tal
que

[(z,y) = (w0, 0)| <6 = |f(x,y) — flzo,90)| < 1
= [f(z,y)| <1+ [f(z0,90)l-

Assim, considerando K = 1+ |f(xo, o), temos |f(z,y)] < K sempre que
(xay) GB(<I07?JO)75)QQ‘ ]
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Teorema 2.5.3. Se f: Q) C R? — R é continua em um ponto a = (xg,%o) €
Qe f(xo,yo) < k para algum k € R, entdo existe § > 0 tal que f(x,y) < k
para todo (z,y) €  com (x,y) € B((zo,%),0), ou seja, f assume valores
menores que k em uma vizinhanga de (xg, yo).

Demonstragao. Se f(xo,y0) < k, tome ¢ = k — f(zo,y0) > 0. Sendo f
continua em (g, yo), existe § > 0 tal que

(z,y) € Q [(2,y) = (zo, wo)| <0 = [f(2,y) — f(x0,%0)| <,

ou seja, f(zo,y) —€ < f(x,y) < f(xo,90) + € Mas, f(wo,40) +€ = k.
Portanto, f(z,y) < k para todo (z,y) € Q com (z,y) € B((xo,y0),9). ]

Podemos mostrar de um modo anélogo que se f(xg,yo) > k, existe uma
vizinhanga de (z¢,yo) tal que f(z,y) > k para todo (z,y) nesta vizinhanca.
Desta maneira, sempre que f(xo, %) # k e f for continua em (zo, yo), existird
uma vizinhanca deste ponto na qual f é sempre diferente de k.

Quando o dominio de f é algum subconjunto da reta R e nao o plano R?,
os resultados dos 2 teoremas anteriores continuam valendo e as demonstragoes
sao andlogas.

2.5.1 Funcgoes Continuas em Conjuntos Compactos

Funcgoes continuas em conjuntos compactos possuem propriedades bas-
tante interessantes, como, por exemplo, o fato de Imf ser também um con-
junto compacto e f assumir seus valores maximo e minimo neste conjunto.

Teorema 2.5.4. Se f : X C R? — R ¢ continua e X é compacto, entao
f(X) é compacto.

Demonstragao. A fim de mostrarmos que f(X) C R é compacto, vamos
considerar uma cobertura aberta A = (Ay)aer, com f(X) C [U,cp Ax. Assim,
dado z € X, existe Ay, tal que f(z) € Axu). Como Ay, é aberto, existe
€ > 0 de modo que J = (f(x) —¢, f(x) +€) C A\y). Pela continuidade de f,
podemos encontrar 6 = §(z, €) > 0 tal que

y€ XNB(x,0) = fly) € J = f(y) € Ax).

Assim, temos uma cobertura X C |J,.y B(#,6). Como X é compacto,
podemos extrair uma subcobertura finita X C B(z1,91) U B(zg,02) U -+ - U
B(xy,6,) e, consequentemente, f(X) C Axg,) U -+ U Axg,). Logo, f(X) é
compacto. L]
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O mesmo resultado do teorema anterior continua valendo caso X seja um
compacto da reta. A demonstracao é analoga, bastando considerar intervalos
I, = (x — 6,z + ) invés de bolas B(z, ).

Corolario 2.5.1. Toda funcao continua f : X C R? — R (analogamente,
f: X C R — R) definida em um conjunto compacto X é limitada e atinge
seus valores méximo e minimo, isto é, existem (z1,y1), (z2,92) € X tais que
flz1,m1) < f(x,y) < f(xa,y2) para todo (z,y) € X (analogamente, existem
x1,22 € X com f(z1) < f(x) < f(z2),Vz € X C R).

Demonstragao. Pelo teorema anterior, f(X) é compacto. Como f(X) é limi-
tado, este conjunto possui infimo e supremo. Além disso, sup f(X),inf f(X) €
f(X), pois podemos encontrar sequéncias (z), (y,) C X, com z,, — inf f(X)
e y, — sup f(X), e X é fechado. Assim, existem (z1,y1), (z2,y2) € X tais
que f(xy,y1) = inf f(X) e f(zg,y2) = sup f(X) (analogamente, existem
x1,22 € X C R com f(zq) =inf f(X), f(x2) =sup f(X)). O

No que segue, faremos uso sem fazer demonstragao prévia de resultados
bastante conhecidos desde os cursos de calculo, como, por exemplo, o teorema
fundamental do calculo, os fatos de que toda fungao continua é integravel,
toda funcao derivavel é continua, toda funcdo com derivada nao negativa é
nao decrescente, entre outros.

2.6 Espaco Cfa,b] de Fungoes Continuas

Na presente secao, discutiremos algumas propriedades do espaco métrico
C'la, b], que consiste no conjunto de todas as fungoes reais continuas definidas
no intervalo I = [a,b] C R. Dadas f, g € C|a, b], considere

1 = 9lloc = max|f(z) —g(2)].

Como |[a, b] ¢ um compacto, todas as fungoes de C|a, b] assumem o maximo
e o minino e, portanto, faz sentido esta definigdo para || ||o.. Vamos verificar
que || || ¢ uma métrica em Cfa, b].

Sejam f,g € Cla, b|:

1. Sabemos que |f(z) — g(x)| > 0,Vz € I, logo max,es |f(x) — g(x)| > 0;
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2. Se ||f — gllooc =0, devemos mostrar que f = g. De fato, supondo que
f # g, existiria o € [a,b] tal que f(zo) # g(xp). Ora,

f(x0) # g(w0) = f(w0) — g(w0) # 0 = |f(20) — g(x0)| > 0

e, consequentemente, terfamos ||f — g||o = max,es|f(z) — g(z)| > 0.
A reciproca é imediata;

3. Como

|f(x) = g(x)] = [g(x) — f(z)],Vz € I,
devemos ter ||f — gllco = [|g — f]loo;

4. Sendo f,g,h € Cla,bl], temos, para todo = € I:

[f(x) = g(2)| = [f(x) = h(z) + h(z) = g(2)|
< |f(@) = h@)[ + [h(z) — g()]

< max|f(z) —h(z)] + max|h(z) - g(z)]

= |If = hllss + 1A = glloc-
Aplicando o maximo, obtemos:
1 = gl <[ = hllos + 112 = gllsc,

o que prova a desigualdade triangular.

Logo, (Cla,b], || ||o) é um espago métrico.

2.6.1 Completude de C|a, b]

Tendo em vista que Cla,b] é um espago métrico, podemos falar em
sequéncias de Cauchy e nos indagar se este espago é completo. O préximo
teorema garante que sim.

Teorema 2.6.1. O espaco de fungoes continuas (Cla, bl, || ||«) é completo.
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Demonstragao. Seja (f,) uma sequéncia de Cauchy em Cfa,b]. Para todo
€ > 0 existe ng tal que

m,n>ny — Hfm - anoo = Igg;(’fm(ﬂﬁ) - fn(-r)| <€

Mas, qualquer que seja z € I,

|fm<x) - fn(x)| < ||fm - fn“oo < €. (2‘3>

Isso mostra que a sequéncia de fungoes (f,) é uma sequéncia de Cauchy
(Defini¢ao 2.2.6) no espago de fungdes F' = {f;f: X — R}, definido na
secao 2.2.2. Pelo Teorema 2.2.2, f,, — f (f : I — R) uniformemente e, desde
que cada f, : I — R é continua, o Teorema 2.2.3 garante que f também
é continua, ou seja, f € Cla,b]. Devemos mostrar que f, — f na métrica
|| ||o- De fato, como todas as fungoes envolvidas na desigualdade (2.3) sao
continuas e ela é vélida para todo = € I e m,n > ngy, podemos tomar o limite
quando n — oo, aplicar o maximo e assim obter:

T [f(2) = fu(2)| <€ = |fm(2) = f(2)] <€
= max|fy(z) - f(z)| <

= ||fm_f||oo§€

Logo, f, — f também na métrica || ||, mostrando que Cfa,b] é completo.
]

Na demonstragao do teorema acima, vimos que toda sequéncia de fungoes
que converge para f na métrica || ||, converge uniformemente também para
f na métrica induzida por | |. Por conta deste fato, a métrica || ||« definida
em C/a, b] é também chamada de métrica da convergéncia uniforme.

2.7 Teorema do Ponto Fixo de Banach

Dizemos que o € X é um ponto fixo da aplicacao f : X — X se
f(zg) = xy. O Teorema do Ponto Fixo de Banach é um resultado importante
na teoria dos espagos métricos, garantindo a existéncia e unicidade de pontos
fixos de certas aplicacoes.
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Definigao 2.7.1. Seja M = (M,d) um espago métrico. Uma aplicacao
f M — M é dita uma contracdio em M se existe um numero real positivo
a < 1 tal que, para todos z,y € M,

d(f(x), f(y)) < ad(z,y). (2.4)

Como 0 < «a < 1, a desigualdade (2.4) mostra que a distancia entre as
imagens de dois pontos quaisquer por f é menor ou igual a distancia entre
esses pontos. Por isso o nome “contracao”. De posse da Definicao 2.7.1,
vamos demonstrar o Teorema do Ponto Fixo de Banach.

Teorema 2.7.1. (Teorema do Ponto Fixo de Banach ou Principio
da Contragao) Considere M = (M,d) um espago métrico completo, com
M # 0. Se f: M — M é uma contracao em M, entao f possui um tinico
ponto fixo.

Demonstracao. Como f é uma contracao, existe « € R, 0 < a < 1, tal que

d(f(z), f(y)) < ad(z,y),Vo,y € M.

Tome xg € M, arbitrario, e considere a sequéncia (x,) C M definida da
seguinte forma:

r1 = f(wo), 20 = f(z1) = f2(20),. .., 20 = f(¥n_1) = f*(20),.... (2.5)

Vamos mostrar que (z,) é uma sequéncia de Cauchy. Para tanto, faremos
uso de (2.4) e (2.5). Tem-se:

A(Tmi1,Tm) = d(f(Tm), f(Tm-1)) < ad(Tm, Tpm-1)

= ad(f(zm-1), f(Tm-2)) < O‘Qd(xmflj Tm-—2)

< a™d(zq, x0).

Considerando n > m, utilizando o resultado acima, a desigualdade triangular
e a férmula para soma dos termos de uma progressao geométrica, obtemos o
seguinte:
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d($m7 In) S d(l‘m, $m+1) + d(l’m+1, xm+2) + -+ d(l‘n—ly xn)

< (@™ 4™t 4™ Yd(y, m0)
1 _ n—m
o () e

am

< (1 — a) (21, o), (2.6)

valendo a desigualdade (2.6) porque 0 < o < 1 = 1—a™"™ < 1. Pelo fato de
a e d(xy1, o) serem constantes, tomando m suficientemente grande e n > m,
podemos tornar a expressao em (2.6) menor que qualquer € > 0 dado. Logo,
a sequéncia (x,) é de Cauchy.

Como, por hipotese, M é completo, podemos supor x,, — x € M. Vamos
mostrar que x é um ponto fixo de f. De fato,

d(z, f(z)) <d(z,zm) +d(zm, f(x) <dz,z,) + ad(@m,-1,x).

Donde,
0 < lim d(z, f(x)) =d(x, f(z)) <0

m—0o0
e, portanto,
z = f(z).

Para mostrar a unicidade de x, suponha que exista y € M tal que f(y) =
y. Sendo assim,

d(z,y) = d(f(z), f(y)) < ad(z,y),

o que implica z = y, pois, caso fosse x # y terfamos d(x,y) > 0 e, conse-
quentemente,

d(z,y)
Um absurdo, pois o < 1, por hipdtese. O

A figura abaixo mostra os graficos das fungoes f(r) = /x, que é uma
contragao para z € [a,400),a > 0 (ver referéncia [4]), e g(z) = 3z + 2 que &
uma contracao para todo x € R. Estes gréaficos foram construidos utilizando o
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software Geogebra e neles estao destacadas sequéncias de pontos (P,), (Qn)
que convergem para os pontos fixos de f e g, respectivamente. Partimos
dos valores zop = 10 e yo = 8 e seguimos o mesmo algoritmo apresentado
na demonstracao do Teorema do Ponto Fixo de Banach, isto é, definimos

By = (f"71(10), f7(10)) e Qn = (9"~"(8), 9" (8)).

Funcio 8
-2 f(x) =

1

-]

1
@ glx) = 3 x+2
Ponto
-@ P,={10,3.16)
P, =(3.16,1.78)
P, =(1.78,1.33)
P,=(1.33,1.15)
P, ={1.15,1.07)
P, =(1.07,1.03)
,=(1.03,1.01)
P,=(1.01,1)
P ={1.1)
Q, =(8,6)
Q,=16,5)
Q,={5,4.5)
Q, =14.5,4.25)
Q, =14.13, 4.07)

e e e ee

LS O i 4

LSO I Vi

E.‘r? = (4.07, 4.04)
G}S = (4.04, 4)
5 Q,=(4,4)

L

Figura 2.1: Pontos Fixos das Contracoes f(z) = vz, z > 1, e g(z) = 3242,
reR



Capitulo 3

Existéncia e Unicidade de
Solucao

3.1 EDO’s e Equacoes Integrais

Uma FEquacao Diferencial Ordindria ou, abreviadamente, EDO, é uma
equacao que envolve uma funcao incégnita y de uma varidvel, um nimero
finito de suas derivadas ¢/, vy”,...,y"™, e a varidvel dependente z, ou seja,
uma equagao do tipo:

F(z,y,y,...,y"™) =0, (3.1)

onde F' é uma funcao de n + 2 variaveis. Dizemos que n é a ordem da EDO
(3.1). De um modo geral, a ordem de uma equacao diferencial ordinaria é a
derivada de maior ordem da fungao y que aparece na mesma.

Como ja foi comentado, muitos proble-
mas fisicos sao compreendidos gracas as
EDO’s. Um bom exemplo de um fenémeno 1
modelado por uma EDO é a corrente i em
circuito RLC, que é constituido por um re- |
sistor, um indutor, um capacitor e uma fonte O )
de tensao alternada ligados em série. Temos T®
que 7 é dada pela seguinta equacgao diferen-

cial de 2* ordem: Figura 3.1: Circuito RLC

(1) + %i'(t) + %i(t) _ %V’(t),

29
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onde R é a resisténcia, L a indutancia, C' a capacitancia e V é a tensao em
funcao do tempo.

A famosa 2% lei de Newton também pode ser expressa na forma de uma
EDO:

. 2

=
F= mﬁ (T(t)),

onde F é a forca que atua sobre uma particula, m sua massa e 7 = r(t) a
posicao da particula no instante t.

Neste capitulo daremos inicio ao estudo das condigoes que garantem
existéncia e unicidade de um problema de valor inicial (PVI). Um dos prin-
cipais resultados, neste contexto, é o Teorema de Picard.

Vamos considerar uma equacao diferencial ordinaria de primeira ordem

y' = fx,y), (3-2)

onde f: Q — R é uma funcao definida em um aberto Q C R2. Dizemos que
uma funcao diferencidvel y = ¢(x) definida em um intervalo aberto I C R é
uma solugao de ((3.2)) se:

(z,¢(x)) € Qe ¢'(x) = f(z,¢(x)), Vo € I.

Q

I - x’

Figura 3.2: Uma solugao de 3/ = f(z,y)

Quando é dado um ponto (xg, ) € 2, definimos o Problema de Valor
Inicial (PVI) como sendo
/I

y(zo) = o.
Para resolver o PVI, devemos encontrar uma funcao diferenciavel ¢ : I —
R que satisfaz (3.2) e ¢(xg) = yo.
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Q

Xp — 4 X0 Xo ‘I‘ a X
Figura 3.3: Solucao do PVI (3.3)

Exemplo 3.1.1. Vamos considerar o PVI

y =y, y(0)=1.

Note que a fungao f(z,y) = y é continua em todo R? e sua derivada parcial
fy(z,y) =1 também é continua em todo o plano. Sendo ¢(z) = ke”,Vx € R,
é facil verificar que ¢’ = ¢. Para determinarmos a solugao do PVI, devemos
encontrar o valor de k para o qual ¢(0) = 1. Assim,

ke®=1=k = 1.

Logo, a solugdo do PVI é a funcdo ¢ : R — R definida por ¢(z) = e*. Além
disso, afirmamos que essa solucao é unica. Este fato sera justificado mais
adiante.

Exemplo 3.1.2. Considere o seguinte PVI
1
y =lylz, y(0)=0.

Neste caso, embora f(z,y) = |y]% seja continua em R?, f, nao estd definida
em (0,0) € R% Nota-se facilmente que ¢(z) = 0 é solugdo deste PVI. No
entanto, a fungao

ixQ, x>0

¢1(x) =

—12?, <0
também é solucao, ou seja, encontramos duas solugoes distintas para o mesmo
PVL. Isto ocorre, justamente, pelo fato de f, nao estar definida em (0,0).
Temos que f é continua em R? — {(0,0)} # R?. Ver Teorema 3.3.1.
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Na demonstracao do Teorema de Picard, que sera apresentada na préxima
secao, nao trabalharemos diretamente com um problema de valor inicial dado,
mas com uma equacao integral equivalente. O préximo lema garante a equi-
valéncia entre os dois problemas.

Lema 3.1.1. Seja f : 2 — R uma func¢ao continua definida em um aberto
Q) C R% Uma fungao diferenciavel ¢ : I — R é uma solucao do PVI (3.3) se,
e somente se, é uma solucao da equagao integral

y(x) =yo + /zf (s,y(s))ds, Vzel. (3.4)

Demonstracao. Suponha inicialmente que ¢ : I — R é solucao da equacao
integral (3.4). Entao ¢ é diferencidvel e, pelo teorema fundamental do célculo,

o) = 5 (w+ [ 705000 ds) = fo. oo

Além disso,

¢@w=m+/%ﬂ&mw=m»

Portanto, ¢ é solugao do PVI (3.3). Reciprocamente, se ¢ : I — R é solugao
de (3.3), entao ¢ é diferencidvel e, por hipétese, sua derivada f(x,d(x))
¢ continua, consequentemente, integravel. Novamente pelo teorema funda-
mental do calculo obtemos:

¢@—MW=/W@M$@=M@F%+/W@mmw

Logo, ¢ é solugao da equacgao integral (3.4). O

3.2 Condicao de Lipschitz na Variavel y

Outro resultado importante para a demonstracao do teorema de Picard
¢ o Lema 3.2.1 que apresentaremos a seguir. Mas antes vamos definir as
Condigoes de Lipschitz na varidvel y e na variavel z.

Definicao 3.2.1. Seja f : X — R uma funcao definida em um conjunto
X C R2% Dizemos que f satisfaz a Condicao de Lipschitz na varidvel i, ou
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que f ¢é lipschitziana em relacao a variavel y, se existe uma constante K > 0
tal que

|fz,y) = flz,t)] < Kly — ¢,
para quaisquer (x,y), (z,t) € X.
Definicao 3.2.2. Seja f : X — R uma func¢ao definida em um conjunto
X C R2 Dizemos que f satisfaz a Condicdo de Lipschitz na varidvel x, ou

que f é lipschitziana em relagao a variavel x, se existe uma constante K > 0
tal que

|f(z,y) — f(t,y)] < K|z — 1],
para quaisquer (z,y), (t,y) € X.

Lema 3.2.1. (Condicao de Lipschitz na Variavel y) Seja f : Q — R
definida em um aberto Q C R? com derivada parcial f, : @ — R continua.
Dado um retangulo R = [a,b] X [¢,d] C €, existe uma constante K > 0 tal
que

|f(zoyn) = [z, 90)] < Ky — v2], (3.5)

para todos (x,y1), (z,y2) € R

Demonstragdo. Dados (z,y1), (z,y2) € R, o segmento de reta [z, Ay; + (1 —
MNyal, 0 < A <1, estd contido em R. Assim, pelo teorema do valor médio

f(@y) — (@, y2) = fu(z,8) (v — 32),

com & € [y1,y9] (supondo, sem perda de generalidade, que y; < y5). Como
R é compacto e f, é continua, podemos tomar

K = max{|f,(z,9)]; (z.y) € R}.

Dai, obtemos:

|f@.y) = f(@u)] = |fy(z, Oy — v
= K|yl_y2|‘

A
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3.3 Teorema de Picard

O principal resultado deste capitulo é o teorema abaixo, pois, sob certas
hipdteses, garante existéncia e unicidade de solugao para um PVI.

Teorema 3.3.1. (Teorema de Picard) Seja f : & — R uma funcao
continua definida em um aberto Q@ C R? com derivada parcial f, : Q@ — R
também continua. Entao, para cada (zg,y9) € 2, existem um intervalo
aberto I 3 xy e uma unica funcao diferenciavel ¢ : I — R, que é solugao do

o "= f(z,y)
y = flz,y
{ y(wo) = Yo (3:6)

Demonstracao. Pelo Lema 3.1.1, podemos transformar o PVI (3.6) na equagao
integral (3.4) e nos concentrarmos na resolugao desta ultima.
Como Q C R? é um aberto, podemos tomar a,b > 0 tais que o retangulo

R={(z,y);|lz —xo| <aely—yo| <b}

esteja contido em ). Ademais, R é compacto e f é continua, por hipotese,
logo f é limitada em R e podemos considerar

M = max {|f(z,y)[; (v,y) € R}.

b
— < i b
O<a_m1n{a,M}

Sendo

I =[zg—a,xo+al,

definimos o conjunto C(,, 4, de todas as funcoes continuas g : I — R tais
que g(zo) = yo e |g(x) — yo| < b. B facil ver que (Cagyo), || Iloo) € (Clzo —
a,xo0+al,|| ||w) ¢ um espago métrico completo. Graficamente, queremos em
(Clzowo): || [l) todas as fungoes continuas cujos graficos passam por (zo, ¥o)
e estao contidos no retangulo R.

Considere a seguinte aplicacao:

W C(xovyo) — 0(900,1/0)

y o () = g(e) = yo + / " f (s.y(s)) ds.

o
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Figura 3.4: Funcao continua com g(xg) = yo

Observe que ¥(y) estd bem definida e é uma fungao derivavel em /. De fato,
[ é continua em Q e, como y € Clgy ), temos (z,y(z)) € 2 para todo x € 1.
Assim, f(x,y(z)) é continua, consequentemente, integréavel e U(y) = g(x) é
uma primitiva para a mesma. Além disso,

g(z) = o+ / " f(s y(s)ds
Yo

lg(z) —yo| =

/x :f<s,y<s>>ds

< / U1 (s, (s)) |ds

< M/ ds

xo
< Mz —xo| < Ma
< b

Consequentemente, ¥(y) = g € Czg.40)-
As solugoes para o PVI (3.6) sao tais que U(g) = g, ou seja, sdo os pontos
fixos de W.
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A fim de podermos aplicar o Teorema do Ponto Fixo, devemos mostrar
que ¥ é uma contragao. Temos, para quaisquer g, g2 € Czy0),

W (g1) — V(g)| =

/ " (5.01()) — F(s, ga(5))]| ds

< [ 15l — Fls.a()l ds

Pela condicao de Lipschitz (Lema 3.2.1), existe K > 0 tal que

|f(x,y1) - f(ff,y2)| < K|y1 - y2|'

Assim,

Wio) =¥l < K [ la(s) - o) ds

IN

K||g1—gQ||oo/ s

o

< KEHQI - 92||oo-

Para que ¥ seja uma contragao, basta valer Ka < 1. Portanto, tomamos
a < % também e, pelo teorema do ponto fixo de Banach, ¥ possui um tnico
ponto fixo e o teorema de Picard fica demonstrado. O

Estabelecido este importante resultado, ficam justificados os fatos do PVI
do Exemplo 3.1.1 possuir solugao tnica e o do Exemplo 3.1.2 nao.

Na demonstracao do Teorema de Picard, partindo da hipétese f, continua,
conseguimos mostrar que f satisfaz a Condicao de Lipschitz na varidvel y em
uma vizinhanga compacta de (g, o), e utilizamos este fato para prosseguir
com a demonstracao. Sendo assim, podemos enunciar a seguinte versao do
Teorema de Picard, que aparece frequentemente na literatura.

Teorema 3.3.2. Seja f : 2 — R uma funcao continua, definida em um
aberto 0 C R?, e lipschitziana em relacdo a varidvel y em uma vizinhanca
compacta de (xg, 7). Entao, existem um intervalo aberto I 3 xy e uma tnica
funcao diferenciavel ¢ : I — R, que é solucao do PVI

y(7o) = Yo-
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3.4 Algumas Consequéncias do Teorema de
Picard

A seguir estabeleremos alguns resultados que sao consequéncias do Teo-
rema de Picard.

Lema 3.4.1. Considere as mesmas hipdteses do Teorema de Picard. Se
¢1: 1 = Re ¢y : I5 — R sao solugoes do PVI (3.3), entdo ¢ = ¢ em
I N Is.

Demonstragao. Temos xg € I; N Iy # (). Considere o conjunto

J = {ZE S ]1 N IQ, ¢1(1’> = ¢2($)}

Vamos mostrar que J é aberto e fechado em I; N I;. Considerando uma
sequéncia (z,) de elementos de J, com x,, — = € I} N I3, temos ¢1(x,) =
¢o(xy),Vn € N. Passando ao limite n — oo e usando o fato que ¢, e ¢ sao
derivaveis, particularmente continuas, obtemos:

— ¢1(z) = da(x).

Donde z = limx,, € J e, portanto, J é fechado. Agora, dado x; € J, pelo
Teorema de Picard, existe uma tunica solucao ¢ : I — R, com I C I} N Iy,

para o PVI
{ y/ = f($7y)>
y(x1) = d1(z1) = d2(z1).

Ora, é facil ver que as restrigoes ¢1|;r e ¢o|; também sao solugoes do PVI
acima. Assim, pela unicidade de ¢, concluimos que ¢ = ¢; = ¢ em I, ou
seja, I C J e por conseguinte J é aberto em I; N Iy. Como J # () é aberto e
fechado no conexo I; N I, pelo Teorema 2.4.1, devemos ter J = I N 1[5, [

A importancia do lema acima se apoia no fato de que, dadas duas solugoes
de um PVI nas hipdteses do Teorema de Picard, elas sao apenas restrigoes
de uma solucao definida em um intervalo maior. No contexto do lema, o
PVI tem solu¢do ¢ definida no intervalo I) U Iy D I, s, com ¢|;, = ¢; e
é|r, = ¢2. De um modo geral, sempre podemos estender a solu¢ao do PVI
para um intervalo maximal I, ou seja, dada uma solugao ¢ definida em um
intervalo J, existe uma solugao ¢ : I O J — R tal que ¢|; = 1. Este
resultado é apresentado no teorema a seguir.
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Figura 3.5: ¢9 = ¢y em Iy N I,

Teorema 3.4.1. Toda solucao do PVI (3.3) pode ser estendida a um inter-
valo maximal.

Demonstragao. Considere (¢y)rer a familia de todas as solugdes do PVI,
sendo cada ¢, definida em um intervalo I 3 g, e tome

]:UIA.

Ael

Defina a fungao ¢ : I — R pondo para cada = € I, ¢(z) = ¢a(z), desde
que z € I, para algum A € I'. Pelo lema anterior, nao importa a escolha
do intervalo que contém x, pois, se v € I; N I; para determinados ,7 € T,
teremos ¢;(x) = ¢;(x). Logo, ¢ estd bem definida. Temos que ¢ é solugao
do PVI, pois cada ¢, é solucao e I é um intervalo, ja que é uma uniao
de intervalos abertos que tém um ponto comum (Teorema 2.4.2). Supondo
I = (a,b), podendo ser a = 0o ou b = oo, afirmamos que I é maximal. De
fato, se existisse uma solucdo ¢ definida em um intervalo I O I, I conteria
uma das extremidades de I, digamos b € I. Pelo Teorema de Picard, a

solucao de
{ y = f(z,y)
y(b) = ¢(b)

estaria definida em um intervalo J = (b—a,b+a) C I. Daf, ¢ : (a,b+a) — R
tal que

[ ox), sex el
lz) = { o(x), sex € [b,b+a),

seria solucao do PVI inicial. Um absurdo, pois I é a uniao de todos os
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intervalos abertos contendo z, nos quais o PVI tem solucdo, e I contém
propriamente [. O

Lema 3.4.2. (Lema de Gronwall). Sejam u, v : [a,b] — R fungdes continuas
nao negativas e ¢ > 0 uma constante. Se

v(z) <c+ /m u(t)v(t)dt,

entao
v(z) < cela v,

Demonstragio. Sendo V(z) = c+ [ u(t)v(t)dt, temos
v(z) < V(z)
e, COMO U € v sa0 Nnao negativas,

/ u(t)v(t)dt >0, a<az<b,

o que implica V(x) > ¢ > 0. Dali,

Integrando esta tultima desigualdade, temos:

/j “///g))dtg/ju(t)dt — In <“;§z§) g/ju(t)dt

— V(z) < V(a)els v®d

Note que V(a) = ¢ # 0 e, portanto, temos o resultado. ]

Teorema 3.4.2. (Dependéncia Continua). Mesmas hipéteses do Teorema
de Picard. Se ¢ e 1 sdo solugbes de y' = f(x,y) definidas em [z, z1], entao
existe K > 0 tal que

|¢<l‘) — w(l')| < K‘(;S(xo) _ w(x0)|€K(ac7:ro)_
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Demonstragao. Sendo ¢, : [a,b] — R solugdes de y' = f(x,y), pelo lema
3.2.1, sabemos que existe K > 0 tal que

(@, () — [z, ¢(2))] < K|o(x) — P(x)], Y € [x0, 21].

Além disso,
¢'(x) =¥ (2) = f(z,d()) — flz,¢(2)).

Integrando a identidade acima, obtemos:

P(x) — (w) = d(x0) — V(0) + / ’ F(t, (1)) — f(t,(t))dt.

=
2
|
=
2
A

olan) = vlao) + [ C1F(60) — £t ()

< [o(e0) — wlan) + [ Klo(t) - wit)de.
xo
Pela desigualdade de Gronwall, temos:

|p(x) — Y(x)| < |B(x0) — Y (20)|eXE20),
Il

Uma observagao acerca do Teorema da Dependéncia Continua é que, se
¢ é uma solucao do PVI (3.3) definida no intervalo [zg, 1], entao dada uma
sequéncia de condigoes iniciais (y,), com y, — yo = ¢(z0), a sequéncia das
solugoes ¢, de v = f(z,v),y(xo) = yn, converge uniformemente para ¢. De
fato, dado € > 0, existe ng € N tal que

€
n>ny = |yn - y0| = |¢n(1‘0) - gb(l‘o)| < oK

x1—x0)

Pela Dependéncia Continua,

|Pn () — &()] |bn(0) — ()| F20)
b (z0) — (ap)]eX @1 —20)

€,

AR VANRVAY

quaisquer que sejam z € [zg, x1] € n > ng. Logo, ¢, — ¢ uniformemente em
[Z’Q, .Tl] .



Capitulo 4

Mais Casos que Garantem
Unicidade

Nesta secao discutiremos mais algumas condicoes que garantem existéncia
e unicidade para o problema de valor inicial (3.3). O teorema abaixo apre-
senta uma equivaléncia que amplia a quantidade de PVI’s dos quais podemos
concluir a existéncia de uma tnica solugao ainda fazendo uso do Teorema de
Picard.

Teorema 4.0.3. Sejam 2 C R? uma vizinhanga de (xg,79) € R*e f: Q2 - R
continua em Q. Se f(xg,yo) # 0, entao

y = f(z,y),
{ y(zo0) = Yo (4.1)

tem solugao tnica se, e somente se,
/ 1
==
{ flz,y)? (4.2)

tem solugao unica.

Demonstragao. Uma vez que f é continua e f(zg,yo) # 0, existe uma vi-
zinhanga Qg de (xg,y0) tal que f tem o mesmo sinal de f(xg,y0), logo
flz,y) # 0,¥Y(x,y) € Q. Consequentemente, % tem sinal constante em
g. Também vamos considerar {2y de modo que % ¢ limitada.

Se ¢ : I — R, I C R um intervalo com I x ¢(I) C €, é uma solugao de
(4.1), entao ¢'(x) = f(z,¢(z)) # 0. Dai, pelo Teorema da Fungao Inversa, ¢

41
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possui inversa X : J = ¢(I) = I1,J 3 1, e

X'(y) =

fx, o(x))
Juntando isto com o fato de ¢(zo) = yo = X(yo) = o, concluimos que
X é solugao de (4.2). Analogamente, se X : J — R, J um intervalo com

X(J) x J C Q, é solugao de (4.2), temos X'(y) = f(X(y) 5 7 0, Logo, X
admite inversa ¢ : [ = X(J) = Joxg €1, e
1
¢'(x) =
@ X
B 1
X'(y)
= f(z,¢(z)).

Como também vale ¢(xy) = yo, ¢ é solugao de (4.1).

Para mostrar a unicidade, suponha que ¢ é solugao tnica de (4.1) definida
em um intervalo I = [zg — @,z + @|. J& vimos que ¢! é solugdo de (4.2).
Agora, qualquer solucdo X de (4.2) definida em J = [yo — b,yo + b] C (J)
tem inversa X ! solugdo de (4.1). Como ¢ é tinica, devemos ter X ! = ¢ em
X~1(J) c I. De modo andlogo provamos que unicidade em (4.2) acarreta
unicidade para (4.1). O

Exemplo 4.0.1. Considerando o mesmo PVI do exemplo (3.1.1), vimos que
¢(z) = €” é solugao unica do mesmo. Ademais, f(z,y) =y = f(0,1) =1 #
0. Logo, pelo teorema anterior 1(y) = Iny é solugao tinica do PVI

{0

4.1 Condicao de Lipschitz na Variavel x

Nas condigoes do Teorema de Picard, vimos que a funcao f satisfaz a
condicao Lipschitz na varidvel y. Agora apresentaremos um teorema que
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garante existéncia e unicidade quando, dentre outras hipéteses, f satisfaz a
condicao Lipschitz na variavel x.

Teorema 4.1.1. Sejam  uma vizinhanca de (7g,79) € R?e f: Q - R
continua. Se f(xg,y0) # 0 e f satisfaz a condi¢ao de Lipschitz em relagao a
primeira variavel, isto é, existe K > 0 tal que

‘f(tay) - f(xay)’ < K|t - x|7
para quaisquer (t,y), (x,y) € Q, entdao (4.1) tem solucao tnica.

Demonstracao. A continuidade de f implica na existéncia de uma vizinhanca
Qo C Qde (z9,y0) onde |f| > | f(zo,v0)/2| = r > 0. Assim, para (z,y), (t,y) €
QO?

1 1 |f(t,y)—f(x,y)\

flzy)  f(ty) |f(z, ) f(t, )]

Logo, como % ¢ Lipschitz na variavel x, o Teorema de Picard garante que o
PVI (4.2) possui solugao tnica (lembremos que x é varidvel dependente em
(4.2)) e, pelo teorema anterior, (4.1) tem solugao tnica. O

Corolério 4.1.1. Sejam € uma vizinhanca de (zg,5) € R*e f : Q - R
continua. Se f(zg,yo) # 0 ¢ % ¢ continua em (2, entao (4.1) tem solugao

) o
unica.

Demonstragao. Seja C' uma vizinhanca compacta de (zg,yo), C C 2. Nestas
condigoes, tome K = sup{|f.(z,y)|; (z,y) € C}. Dados (z,y),(t,y) € C,
pelo teorema do valor médio, existe r entre x e t tal que

0
o) = sl = (50|l
< Kz —t|

Isto é, f é Lipschitz na varidvel z. Pelo teorema anterior, (4.1) tem solucao
Unica. ]
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Exemplo 4.1.1. O problema de valor inicial

=

y, =COoSx + xYy3 = f(xvy)7 y(O) = 07

possui solugao tnica. Note que f, nao estd definida em (0,0) e, deste modo,
f nao satisfaz as hip6teses do Teorema de Picard, porém a funcao f,(z,y) =
— sinx—ky% é continua em todo plano e f(0,0) = 1 # 0. Portanto, f satisfaz
as hipdteses do corolario anterior.

Corolario 4.1.2. Seja f : (yo — €,y0 + €) continua, € > 0. Se f(yo) # 0,
entao o problema autoénomo

y = f(y),
[ ws

tem solugao unica.

Exemplo 4.1.2. No caso em que f nao depende apenas de y, a hipdtese
f(zo,y0) # 0 nao é suficiente para garantir a unicidade de (4.1). De fato, o
PVI ,
{y’zS(y—x)S—i-l, (4.4)
y(O) =0, '

nao possui solucao tnica, uma vez que ¢(x) = x e ¥(x) = 23+ x sao solugoes
de (4.4) definidas em toda reta. Note que f, nao ¢ continua em todo R? e,
assim, (4.4) nao satisfaz as hipdteses do Corolario 4.1.1.

O teorema abaixo pode ser demonstrado diretamente a partir do Corolério
4.1.2, mas o demonstraremos de outra maneira.

Teorema 4.1.2. Seja f uma fungao continua em J = (yo — €,yo + €). Se o

PVI — )
y =7)
{ y(0) = v (4.5)

tem pelo menos duas solugdes em qualquer vizinhanga de xq, entao f(yo) = 0.

Demonstragao. Sejam ¢ e 1 duas solugdes de (4.5) distintas definidas em
I = (zg— 9,20+ 9) e vamos supor, por absurdo, que f(yo) # 0. Sendo assim,
a continuidade de f garante a existéncia de uma vizinhanca V = (yo —
€1, Y0+ €1), €1 < €, tal que f possui o mesmo sinal de f(yo) em V e, portanto,
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podemos definir % continua em V. Considerando I = (xo—0d1,x0+01),d1 < 0,

de modo que ¢(1),1(I) C V, faz sentido definirmos

(=) q
F(z) = /qs(z) mdt. (4.6)

Como % ¢ nao nula e com sinal constante em V', a integral acima ¢ diferente

de zero se for ndo degenerada, ou seja, caso @(t) # v(t) para algum t € 1.
Isto ocorre pois estamos supondo ¢, solugoes distintas. No entanto, sendo
G uma primitiva da integral na igualdade (4.6), obtemos

F(z) = G(x)) = G(o(x)) = F'(z) = G'(¢())¢'(x) = G'(¢(x))¢'(v)

= F'(z) = 4 — =1-1

= F'(z)=0
para todo x € V. Logo, F(z) = ¢ (constante). Por outro lado,

( ) P(zo) 1 Yo 1
Flxg) = / ——dt = ——dt =0,
0 ¢(x0) f(t) Y0 f(t)

implicando F(z) = 0. Uma contradigao que adveio da suposigao f(yo) # 0.
Portanto, devemos ter f(yo) = 0. O]

4.2 Condigao Lipschitz Unilateral

Teorema 4.2.1. Considere o PVI (3.3). Se f satisfaz a condi¢@o Lipschitz
unilateral

[z, 90) = [, 92)] (11— 92) < Klyn — 3],

para quaisquer (z,y1), (z,y2) € 2, K > 0, entao (3.3) tem no maximo uma
solugao em I = [z, zo + al.
Demonstragao. Considere ¢, solugoes de (3.3) e a funcao r(x) = |p(x) —
P(x)]? = (¢(x) —p(x))?, todas definidas em I = [xg, zg + @]. Temos:

(@) = 2(o(x) — ¥(@))(¢(x) — ¢'(x))
2(p(x) — () (f (2, d(2)) — [z, ¢(2)))
2K |¢(x) — ¥ ()
2Kr(x).

IN
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Assim,
d

E(r(az)e_sz) = e 57 (y'(z) — 2Kr(x)) <0

e, consequentemente, 7(x)e”2£% é nao crescente. Juntando isto com o fato
de r(z), e 257 >0, temos

0< r(a:)e’ﬂ(x < r(mo)e’ﬂ(mo =0

para todo x > xzy. Portanto, sempre que x > z,

Il
o

r(z)e™ " =0 = r(z)

= o(x) = ¢(2).

4.3 Teorema de Unicidade de Peano

Teorema 4.3.1. Seja f : R C R? — R continua no retangulo R = [zg, x¢ +
a] X [yo, yo + b] e tal que

Y1, Y2 € [Yo, Yo + b, y2 > v1 = flx,p1) > f(z,y2), (4.7)

para todo x € [zg,zo + a]. Entdao o PVI (4.1) tem no maximo uma solugao
em [xg, zo + al.

Demonstragao. Suponha ¢ e 1 duas solugoes distintas para PVI (4.1), ou
seja, existe s € (zg, zo+al tal que ¢(s) # ¥ (s), digamos ¢(s) > 1(s). Sejar =
sup {x € [z, s); ¢(x) =¢(x)}. Note que r € {x € [zg,s); ¢(x) =1p(x)},
pois este conjunto é limitado, nao vazio e r = lim,,_,, ,,, onde ¢(z,,) = (x,)
para todo n € N. Assim, como ¢, sao continuas, temos ¢(r) = ¥ (r). E
correto afirmar que

o(z) > Y(x), Yo € (r,s).
De fato, se existisse t € (r,s) com ¢(t) < (), entao

o(t) = ¢(t) <0< 9(s) —¥(s)

e, pelo teorema do valor intermedidrio, haveria um z € (r, s) tal que ¢(z) —
¥(z) = 0, o que implicaria ¢(z) = 1(z), contradizendo o fato de que r
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¢ o maior valor em [zg,s) no qual ¢ e ¥ coincidem. Logo, devemos ter

o(z) > Y(x), Yo € (r,s) e, por (4.7),
flx, () > f(x,d(x)),

ou seja,
'(x) > ¢'(x), Vo € (r,s).

Assim, a funcao g(z) = ¢(x) — ¥ () é ndo crescente. Uma vez que g(r) = 0,
devemos ter g(z) < 0 para todo = € (r,s), ou seja, ¢(x) < ¥(x). Absurdo,
pois foi demonstrado que ¢ > ¥ em (r, s). Como esta contradi¢ao surgiu por
termos suposto inicialmente que ¢ e 1) eram distintas, concluimos que ¢ = ¢
em [zg, o + a). O

Vemos que o Teorema de Peano nao garante existéncia de solucao, ele nos
assegura que, caso exista solucao, ela é unica.

4.4 Condicao de Osgood

Nas condigoes do Teorema de Picard, vimos que a funcao f satisfaz a
condicao Lipschitz na segunda varidvel e, na Sec¢ao (4.1), vimos alguns teore-
mas de existéncia e unicidade quando f € lipschitziana na primeira variavel.
Agora apresentaremos a condi¢ao de Osgood, uma condigao mais geral que
a condicao Lipschitz.

Seja f continua em um retangulo R = [xg—a, zo+a] X [yo—b, yo+b] C R2.
Dizemos que f satisfaz a condi¢ao de Osgood se

|f($ay1) - f(x,y2)| < w(lyl - y2|)7 \V/(l‘,yl), (l‘,yg) € Rv (48)

onde w : RTU{0} — RTU{0} é uma fungao nao decrescente, com w(0) = 0,
w(z) > 0 para todo = > 0 e, além disso, vale
1
dt
lim —— = +o0. (4.9)
e—0t J. w(t)
Se tomarmos w(t) = Kt, K > 0,t > 0, temos: w(0) = 0, w(t) > 0 para

todo t positivo e

1
) dt )
Jim | = i (nl —Ine) = oo

€
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Logo, se f é uma funcao que satisfaz

|f(£15,y1) - f(xay2)| < K|y1 - y2|7

entao basta considerar w(t) = Kt e, assim,

|f(x,y1) - f(x>y2)| < w(|y1 - y2|)7

ou seja, se f é Lipschitz na segunda variavel, f também satisfaz a condicao
de Osgood, mostrando que esta é mais fraca que a Lipschitz.
Se f: R C R? — R satisfaz a desigualdade

‘f(xayl) - f(x,y2)| < K‘yl - y2|p7

para quaisquer (z,v1),(z,y2) € R, p > 1, entao f satisfaz a condi¢ao de
Osgood. Neste caso, basta considerarmos w(t) = Kt*,t > 0.

Lema 4.4.1. Seja w : RTU{0} - RT U{0} a mesma funcao da condicao de
Osgood definida anteriormente. Se ¢ : [0, a] — R é uma fungao nao negativa
e continua, entao

o(z) < /Oxw(¢(t))dt, 0<z<a, (4.10)

implica ¢(x) = 0 em [0, al.

Demonstracao. Defina ®(z) = max{¢(t); 0 <t <z} e suponha, por ab-
surdo, que ®(y) > 0 para algum y € (0,a]. Definida desta forma, ® é
continua e, assim, existe uma vizinhanca V' = (y — 6,y + ) N (0,a] de y tal
que ® >0 em V.

Dado z € [0, al], temos que

¢(r) < ®(x)
e existe ro < x com
¢(x0) = (x),

pois ¢ é continua e [0, x] é compacto, consequentemente, ¢ assume o Maximo
em algum ponto deste intervalo. Além disso, usando ¢(z) < ®(z), a desi-
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gualdade (4.10) e os fatos de w ser ndo negativa e nao decrescente, obtemos:

() = dlwg) < Amwmmﬁ
< AiwmwMt

< [ wie@)a
0
isto é, ® também satisfaz (4.10). Definindo agora
Ba) = [ wie)d
0
temos ®(0) = 0 e ®(z) < ®(x). Sendo w ndo decrescente,

/ p—

(2) = w(®(z)) < w(®(x)).

|

Considere [y1,y2] C V e z = sup{z € [0,41); ®(z) = 0}. Temos ®(z) > 0
para todo = € [y1,72] e ® > 0 em (z, 1], 0 que implica ®(z) > 0 seja qual

for x € (z,y2]. Assim,

/!

Y2 6 Y2
lim / _(x) dr < lim dx
woet Sy w(@®(x) ot Sy,
= y2 — Z
< a

Por outro lado,
/

éfJ%gwmzluﬁ%’

onde € = ®(y;) e a = ®(y,). Perceba que y; — 27 = ¢ — 07 e, assim,

—/

/y2 (I)_<x) dr — oo
n w(®())

quando y; — z". Uma contradigdo que surgiu por supormos ®(y) > 0.

Portanto, ® = 0 em [0, a| e, por conseguinte, ¢ = 0 em [0, a.

]



CAPITULO 4. MAIS CASOS QUE GARANTEM UNICIDADE 50

Teorema 4.4.1. Seja f : R C R? — R uma funcao continua no retangulo
R = [zg — a,z¢ + a] X [yo — b,yo + b], satisfazendo a condigao de Osgood.
Entao, o PVI (4.1) tem no maximo uma soluc¢ao em [ = [zg — a, zo + al.

Demonstracao. Suponha ¢ e ¢ duas solugoes do PVI definidas em I. Vamos
mostrar inicialmente que ¢ = ¢ em [z, zo + a]. Usando a hipétese de ¢ e v
serem solugoes do PVI e a desigualdade (4.8), temos:

[ o) - stvla

zo

|00 + ) — Y(x0 +2)] =

gl/m”uawan—fmw@mm

Zo

IA

[ w0 - v

Zo

Fazendo t = z + z(, obtemos:

[¢(z0 +2) — Y(20 + )| < /Oxw (Ip(2 + o) — ¥ (2 + 20)|) dz.

Logo, definindo
®(2) = |o(2 + x0) — (2 + 20)],

pelo lema anterior devemos ter & = 0 em [0, a] e, portanto, ¢ = ¥ em [z, 2o+
a]. De maneira andloga, mostra-se que ¢ = ¢ também em [z — a, | O

De maneira semelhante ao Teorema de Peano, o teorema anterior garante
apenas unicidade de solucao.
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