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Resumo

Neste trabalho estudamos a existéncia de solu¢ao nodal para alguns pro-
blemas elipticos em dominios limitados e ilimitados. Tratamos os casos
subcritico, critico, critico exponencial (dominio limitado) e subcritico ex-
ponencial. As principais ferramentas utilizadas sao Métodos Variacionais,

Lema de Deformacao e Conjuntos Invariantes por Fluxo Decrescente.

Palavras-chave: Problemas Elipticos, Solucao Nodal, Métodos Variacio-

nais.



Abstract

In this work we study the existence of nodal solution for some Elliptic
problems in bounded and unbounded domains. We deal with cases subcri-
tical, critical, exponential critical and exponential subcritical growth. The
main tools used are Variational methods, deformation Lemma and invariant

sets of the descending flow.

Keywords: Elliptic problems, Nodal solution, Variational Methods.
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Notacao e terminologia

e Se f é uma fungao integravel, denotaremos por / f a seguinte integral
Q

/Qf(I) dz;

e Denotaremos por

1, s>0
sgn(s) = 0, s=
-1, s<0;
e Funcao caracteristica
1 x e

Y
Xa(r) = N
0, caso contrario;

e 2" é 0 expoente critico de Sobolev definido por

2N
—, N2>3
2*: N_2’ -

400, N =1,2;

ut = max{u,0}, v~ = min{u, 0} denotam a parte positiva e negativa

de uma funcgao u, respectivamente;

p
Se u € LP(2), 1 < p < oo, entdo denotaremos |ul, = (/ |u]p) ;
0



g = o(s) significa que lim 9(s) =0;
s—0 S

on(1): denota uma sequéncia de nimeros reais convergindo para 0

(zero) quando n — +00;
—, —: convergeéncia forte e convergéncia fraca, respectivamente;

q.t.p: significa quase todo ponto, ou seja, a menos de um conjunto de

medida nula;

LP

e(2), 1 < p < oo: espaco das fungdes mensurdveis u :  — R tais

que [, |u[? < oo para todo conjunto compacto K C Q2 C RY;

L>(Q): o espago das fun¢oes mensuraveis u : 0 — R tais que existe

C' >0 com |u(z)| < C q.t.p em

Se u € L*(Q), entdo denotamos a norma de u em L®(Q) por |u|, =

inf{C' > 0; |u(z)] < C q.t.p em Q};

Sejam X um espaco vetorial, c € R e I : X — R um funcional, entao

denotamos por ¢ = {u € X : I(u) < c}.



Introducao

Solugoes nodais (isto é, solugoes que mudam de sinal) de equagdes elipticas
nao lineares tém atraido muita atencao nas tultimas duas décadas. Uma
das razoes ¢ que as solugoes nodais surgem naturalmente de modelos ma-
teméticos, fisicos e em biologia (Refs.[I3], [14]). Além disso, muitas equagoes
elipticas decorrentes da fisica tém solugoes nodais como estado limite, assim
como no caso de problemas de autovalor eliptico em dominio limitado. Outra
razao ¢ que existem estruturas mais ricas quando se estuda solucao nodal em
relacao ao estudo de solugoes positivas e negativas para equagoes elipticas
genéricas nao lineares e lineares. Por exemplo, apenas as autofuncgoes as-
sociadas ao primeiro autovalor de um operador eliptico de segunda ordem
em um dominio limitado com a condicao de fronteira de Dirichlet possuem
um sinal definido e todas as outras autofungoes sao nodais. Em comparacao
com solugoes positivas e negativas, as solucoes nodais possuem propriedades
qualitativas mais complicadas, como o niimero e a forma dos dominios nodais
e a medida dos conjuntos nodais. Portanto, solugoes nodais sao matemati-
camente desafios interessantes. Existe uma vasta literatura classica para o
estudo da existéncia e multiplicidade de solugoes para problemas elipticos nao
lineares com condigoes de fronteira. A investigacao de solugoes nodais é uma
extensao natural deste campo e nos referimos a ([7], [12], [28]) e as referéncias

neles contidas. Muitos problemas nao lineares em fisica, engenharia, biolo-



gia e ciéncias sociais podem ser reduzidos ao problema de encontrar pontos
criticos (minimos, méximos e pontos minimax) de fungoes assumindo valores
reais sobre algum espaco adequado. A primeira classe de pontos criticos a se-
rem estudados foi minimo e maximo e grande parte da atividade no célculo
variacional tem sido dedicada a esses pontos. Um problema mais dificil é
determinar pontos criticos que nao sao maximos nem minimos. Até agora,
podemos dizer, até certo ponto [que existe um método padrao para encontrar
tais pontos criticos e esses métodos sao chamados de métodos variacionais e
topoldgicos|. No entanto, ambos dao respostas sobre a existéncia ou multi-
plicidade de pontos criticos de um funcional. Geralmente, eles nao fornecem
muitas outras informagoes adicionais sobre os pontos criticos, como o sinal
de solucgoes, exceto em alguns casos especiais. Ha um interesse crescente nos
ultimos anos em desenvolver uma teoria pela qual se pode obter muito mais
informagoes sobre pontos criticos. Na verdade, ao longo dos ultimos trinta
a quarenta anos, varios métodos foram desenvolvidos no estudo de solugoes
nodais de equagoes diferenciais parciais elipticas nao lineares. O estudo de
solucoes nodais estimulou o desenvolvimento de técnicas novas e sofisticadas
no calculo variacional e na teoria dos pontos criticos. No entanto, até onde
sabemos ha apenas um livro sobre existéncia de solugoes nodais Wenming
Zou [35].

A proposta deste trabalho é realizar um estudo de existéncia de solugao
nodal, ou seja, solucoes que mudam de sinal, para alguns problemas elipticos.
Mais especificamente:

No capitulo 1 estudamos com base no artigo de Bartsch, Weth e Willem

[5] o problema subcritico de Sobolev

u=0, 00



onde Q C RY ¢ um dominio limitado e f : R — R ¢ uma funcao continua
satisfazendo algumas condicoes.
No capitulo 2 estudamos com base no artigo de Cerami, Solimini e Struwe

[9] o problema critico

—Au—du=ulu?2, Q
u=0, 090

onde  C RY é um dominio limitado e X € (0, \;).
No capitulo 3, com base no artigo de Alves e Pereira [I], foi feito um

estudo do problema

u=0, 00

onde 0 C R? é um dominio limitado e f : R — R ¢ uma funcao continua.
Mais precisamente a nao-linearidade f tem crescimento critico exponen-
cial.

Baseado no artigo de Zhaoli Liu e Jingxian Sun [21], no capitulo 4 fizemos
um estudo de conjuntos invariantes por fluxo decrescente (c.i.f.d) destacando
os principais resultados que utilizamos em nossa dissertacao.

No capitulo 5 aplicamos o que foi feito no capitulo 4 para o estudo da

equagao superlinear de Schrodinger
—Au+a(@)u = f(u), RY
u e HY(RY)

onde a € L2 (RY) e f: RY x R — R é uma fungdo com crescimento

subcritico de Sobolev.



Capitulo 1

Problema subcritico

Para este estudo utilizamos como texto base o artigo de Bartsch, Weth e
Willem [5].

Mostramos a existéncia de solugoes nodais para o seguinte problema:

—Au= f(u), Q
u=0, 00

(1.1)

onde Q C RY, N > 3, ¢ um dominio limitado e f : R — R é uma funcao

continua satisfazendo:

(f1) (&) = o([t]), t = 0;
/@)

(f2) llir‘n sup Wﬁ < o0 para algum p € (2,2%);
t|—+o0

(f3) (Ambrosetti-Rabinowitz). Existe § > 2 tal que
0<0F(s) <sf(s), VseR\{0}

onde F(s) = /OS f(t)dt;
f(s)

(f1) A fungao s — T ¢ estritamente crescente em R\{0}.
s



Observacao 1.1 Uma nao linearidade modelo € a sequinte

ORI

onde 2 < p < 2%,
O espago em questao ¢ o espago de Sobolev H}(2) munido da norma
1
9 2
fult = ( [ 1)
Q
O funcional associado ao problema ¢ dado por:

[: H(Q) —R
u r—)](u):%/ﬂ|Vu|2—/QF(u)

Pelo estudo feito no Apéndice [A] tem-se que I é de classe C'(H(2),R) com

I’(u)-U:/QVqu—/Qf(u)v, Yu,v € HL(Q).

Uma solugdo (fraca) para o problema (1.1)) ¢ uma funcao u € Hj(Q) tal que

/wa - /Qf(u)v, Vo e HYQ). (1.2)

1.1 Variedade de Nehari

Definimos a Variedade de Nehari para o funcional I como sendo o

seguinte conjunto

N = {u e HYQ\O} | I'(u) - u=0}.

Observagao 1.2 Nem sempre N € uma variedade. Essa caracteristica de-
pende do funcional em questdo, porém nosso estudo independe de N ser ou

nao uma variedade.



Por definicao da Variedade de Nehari tem-se que toda solugao de
pertence a A. Com isso reduzimos o ambiente de solucoes do problema
de H} () e passamos nossa atengao ao conjunto N

Estamos interessados em solucao para o problema que muda de
sinal, isto é, uma funcio u € HJ(Q) tal que u® # 0 e u satisfaz a relagio

(1.2). Assim é natural considerar o conjunto
M={uec H(Q) |ur#0 e I'(u*) - u* =0}
e mostrar que existe uy € M tal que

I(ug) = B := ulen./\f/l I(u) e I'(up) =0.

A proposi¢ao a seguir mostra que toda solugao nodal de (|1.1]) pertence

ao conjunto M.

Proposigao 1.3 Se u € H} () € solugio nodal de , entao u € M.

Demonstracao.

Sabemos que se u € H (), entdo u* € HI(Q) (ver Apéndice [H). Seja
u € H}(Q) solugao nodal de assim uf £ 0e I'(u)-v=0 Vv e H Q)
em particular se v = u* tem-se que

I'u)-ut=0 & /QVquﬁ:/Qf(u)ufr
o /Q VulVuxpsa] = /Q flwyut

o /Q|Vu+|2:/ﬂf(u+—|—u_)u+
o [rvue= [t

isto é, I'(u™) - ut = 0. De maneira andloga mostra-se que I'(u~) - u~ = 0.

Portantou € M. m



1.2 Propriedades da Variedade de Nehari

Agora mostraremos uma serie de resultados envolvendo a Variedade de
Nehari e o Conjunto M, as quais serao cruciais para mostrar a existéncia de

uma solucao nodal para o problema (|1.1)).
Lema 1.4 Existe r > 0 tal que para uw € N tem-se

[lul| > r > 0.

Demonstracao.
De fato, usando imersao continua de Sobolev (ver Apéndice [E)) e o cres-

cimento da fung¢ao f (ver Apéndice [Al Lema [A.4)), para cada u € N/

e = [ s
Q
< [l +Clul
Q
— luf + Cla
< &llulf*+ ClulP

Logo, considerando € € (0, 1), temos

1

0< {(1_55)};72 < ||ul]

Corolario 1.5 Eziste 6 > 0 tal que
/|ui|p2(5>0, YVue M.
Q

Proposigao 1.6 Se u € N, entdo

max I(tu) = I(u).
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Demonstracao.

Para cada u € N considere a aplicacao

h: [0,400) — R

t e h(t) = I(tu).

Dado ¢ > 0, usando imersao continua de Sobolev (ver Apéndice [E]) e o Lema

(ver Apéndice [A]), obtemos

t2

e e A

2 _ -
> 5|Iu||2 — &t?||ul]* = C7|[ul]?

1 _
= 2 (Ilip |3 -2]) - celulr

~ . ek? 3 _
onde C' = — KP ¢ = 5 © K a constante de Imersao. Considerando

€ € O,% e para t se aproximando de zero pela direita tem-se I(tu) > 0.
Além disso, pela Observagao [A3] feita no Apéndice [A] para ¢t — +00 tem-se
I(tu) < 0. Sendo h continua, entdo h atinge um maximo, isto é, existe ¢, > 0
tal que

I(t,u) = h(t,) = max I(tu).

Para t > 0 temos que

R (t) :/Q {@ — M} tu?.

U tu

Consequentemente h/(t,) = 0, ou seja, I'(t,u) - u = 0. Dai, temos que

fulf = [ |5 a2 (13)

Por outro lado, por u € N, temos

= [ He (14)
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De (1.3)) e (L.4)), e considerando u > 0, obtemos

/ [fituu) B f(u)} w? — 0.
w>0] L tull ¢

Supondo que t,, # 1 e usando (f) chegamos a um absurdo. O caso [u < 0]

¢ andlogo. Portanto ¢, = 1 e com isso

max [ (tu) = I(u).

>0

A demonstracao da proxima proposicao é analoga a anterior apenas com

pequenas modificacoes.

Proposigao 1.7 Para cada u € H}(Q)\{0} existe um tnico t, € (0,+00)
tal que

tyu € N.

Corolario 1.8 Dado u € H}(Q) com u* # 0, existem tinicos s = s(u) > 0
et=1t(u) >0 tais que
sut +tu” € M.

1.3 Existéncia de um minimizante

Teorema 1.9 O numero § = inj\f/l I(u) € atingido, isto €, existe w € M tal
ue
que I(w) = .

Demonstracao.
Seja {un}tnen € M uma sequéncia minimizante para o funcional I em
M, ou seja,

I(uy,) = B+ 0,(1).
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Agora note que para cada n € N tem-se I'(u,) - u, = 0, logo para 6 > 2

e da condigao (f3) tem-se

on+p = I(un)—gl’(un).un
1 1 1
= gl = [ P = Gl + 5 [ s,

_ (% _ g) lual+ 5 [ £, = 07 ()]

1 1
> L1 2
> (2 9) el P,

mostrando que {u,}nen ¢ limitada em H{(2). Sendo H}(€) um espago
reflexivo, a menos de subsequéncia, existe ug € H(Q) tal que u, — wug
em H}(Q) e consequentemente u — uf em H}(Q). Sendo Q limitado, pela

Imersao de Rellich (ver Apéndice , temos
uf — uy em LP(Q), Vp € [1,2%).

Dai,
/ﬂugw——>/wugw em R, Vpell2).
0 (9]

Assim, pelo Corolério [I.5], existe 6 > 0 tal que

/hgw25>0
Q

Portanto ui # 0 e com isso fica mostrado que o limite fraco de {u, },en é

uma funcao nodal. Agora pelo Corolario [1.§8] existem tnicos s,t > 0 tais que
w = sug + tu; € M.

Afirmacao I(w) = (.

De fato, primeiramente observe que se u — uZ em H}(f2) entdo

|| < lim inf [ o] (L5)
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Além disso, usando Lema (ver Apéndice [A]), Imersdo de Rellich (ver
Apéndice e o Teorema da Convergéncia Dominada Generalizada de Le-

besgue (ver Apéndice [D] Teorema [D.2)), tem-se que

/Q Flsut) — /Q Fsul) em R (1.6)

F(tu) — | F(tuy) em R. (1.7)
fore = |,

Temos ainda, pela Proposicao que se u= € N entdo

I(uy) = max I (ruy) = I(suy) (1.8)
I(uy) = max I(ru,) = I(tu,) (1.9)

Portanto, por w € M, (L), (8), (1), (L8) e (T9), obtemos
1 1
B<Iw) = gllsuflP+ it |~ [ Flsug + tuy)
Q

1 L., _ -
= SllsulP = | Fesup)+ gl - [ Fieus)
Q Q

1 1
< liminf (—Hsu,ﬂ]Q —/F(suZ)) + lim inf (—Htun|]2 —/F(tun))
w2 o n\2 0

= limninf[](su:{) + I(tu,)]

IN

liminf[(w,}) + I(w,)] = liminf I (u,) = 3.

E assim concluimos que [(w) = 5. =

Observagao 1.10 Se considerarmos D = [a,b] X [a,b], onde 0 < a <1 < b,
e definir a aplicacao
g: D — H(Q)
(s1,82) = g(s1,82) = syw™ + sow™

tem-se
fo= max I(g(s1,s2)) <. (1.10)

(s1,82)€0D
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Basta ver pela Proposi¢do que
I(syw™ + sow™) < [(wh) + I(w™) = B. (1.11)

para (s1,52) € D\{(1,1)}.

1.4 Caracterizagao dos pontos minimizante para

o funcional I em M

O teorema a seguir é crucial para mostrar a existéncia de solu¢ao nodal
para (1.1)). Esse resultado é valido nao somente em dominios limitados do
RY mas também em dominios ilimitados. De inicio precisaremos de um lema

auxiliar.

Lema 1.11
Sejam S = {twT +sw™ : t,s € [a,b]} e P={u e H}(Q):u>0}. Entdo

do = dist(S,A) > 0
onde A\ =PU(—=P)el0<a<l1<b.
Demonstragao.
De fato, caso contrario existem sequéncias {v, }nen € A e {wy,}neny C S

tais que

||w, — vp|| — 0, quando n — +oo. (1.12)

Note que w,, = t,w" + s,w™ com $,,t, € [a,b]. Assim podemos escolher
subsequéncias {sy; }jen, {tn, }jen, respectivamente, de {s, }nen € {tn}nen tais
que

Sp; —> S0 € ty, — to quando j — 400

para algum sg, tg € [a,b]. Com isso, quando j — 400, tem-se

W () = to,w" (x) + sp,w (x) — tow+(x) + sow™(z) , q.t.p em Q.
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Por outro lado, de (1.12)) e pelo fato de que {w, },en é limitada, segue que
{vn }nen é limitada em Hj(Q2). Com isso temos que v, (z) — vo(x) q.t.p em
2 quando n — +o0o. E pela unicidade de limite, a menos de subsequéncia,

concluimos que
vn(z) — tow™t (x) + sow™ (z) , q.t.p em .

Supondo, sem perda de generalidade, que v,(x) > 0, V z € Q, chegamos a
uma contradicao, pois towt + sow™ muda de sinal. =

Teorema 1.12 Se w é um minimizante para I em M, entdo w € ponto

critico do funcional I. Consequentemente w € uma solucdao nodal do problema

.

Demonstracao.
Seja I(w) = in/a I(u) = . Suponhamos, por absurdo, que w nao seja
ue

ponto critico do funcional I. Sendo I de classe C! existem d, A > 0 tais que
para ||[v —wl|| <§ tem-se ||I'(v)|| > A.

d
Note que, diminuindo 4 > 0, se necessario, podemos supor § < 30 (dyp >0

aparece no Lema |1.11)) e ainda assim teremos
()]l = A para [jv—wl|] <.

Por (|1.10]) temos que  — By > 0, com isso defina
. {5 — bo )\5}
£ = min — ¢,

4 78
e consideremos S = B(w, §) logo
8
VueI Y([B—2e8+2]) NS temse ||I'(w)| > §
Pelo Lema da Deformagao (ver Willem [34]), temos que existe um home-

omorfismo
n e C([0,1] x Hy(Q), Hy ()

tal que
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(a) n(t,u) =u, Vug I ([B—2,0+2e])NSy e Viel01l];
(b) n(1, 1775 N Sys) C 1775,
(e) [In(L,u) —ul| <0, Yu € Hy(Q).

Agora consideremos a aplicagdo g definida na Observagao [[.10, Dado

(s1,52) € D segue de ([L.11) que I(g((s1, 52))) < B < B¢, entdo g((s1, 52)) €

I8+¢. Além disso,

llg(s1,s2) = wl| = |lw"(s1 —1) +w (s = 1)]|
= [s1 =1 [[w[] + |s2 = 1] [[w "]

< ||lw|]|2(b—a) <25 para ax~1" e b~ 1T

mostrando que g((sy,52)) € Sys. Com isso g((s1,s2)) € 1PN S5. Pelo
item (b) segue que 7(1, g((s1,s2))) € I°7¢, isto é, I(n(1,g((s1,52)))) < B—¢
mostrando que

Jax In(1,g(s1, 52))) <. (1.13)

Faremos a afirmacao abaixo que sera provada logo a seguir.
Afirmagao: 7n(1,9(D)) N M # (.

Segue da afirmagao que existe (37,5;) € D tal que
(1, 9(51,%2)) € M
com isso por (|1.13])

B <I(n(l,9(51,5))) < max I(n(1,g(s1,s2))) < f3,

(s1,52)€D

o que é um absurdo. Para concluir a demonstracao do teorema basta provar

a ultima afirmagao.
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Prova da afirmacao

Considere a aplicacao
h: D — H} ()
(51,82) = h(s1,52) = n(1,9(s1,52)).

Vamos mostrar que h(so,ty) € M para algum (sg, %) € D.
Seja z € A = PU(—P), usando o item (c) e o Lema|l.11} temos que

(1, 9(s1,52)) = 2l = [lg((s1,52)) = 2l = [In(1, g((s1,52))) = g((s1, 52))|

d d,
> d0—5>d0—?0230>0, V(Sl,SQ)ED.

Logo h* # 0. Agora defina v, : D — R? da seguinte forma

Yo(s1,82) = (I'(syw™) - syw™t, I'(sqw™) - sqw™)

V1(s1,82) = (I'(h" (51, 82)) - b (51, 89), I'(h (s1,82)) - h™ (51, 82)).
Pela geometria da aplicagao t — I(tw®) (t > 0) temos que
(i) I'(aw*) - aw* > 0;
(ii) I'(bw®) - bw* < 0.

Aplicando a definigao do grau em R (ver Apéndice [C| Definigao (C.1))) para

funcao continua

fl : [a,b] — R

s1 — fi(s1) = I'(s;w™) - sqw™

obtemos

d(fi,[a,0],0) = sgn(—fi(a)) = —1.
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De maneira analoga, considerando

fo: [a, 0] — R

s1 > fo(s1) = I'(sow™) - sow™

tem-se
d(f2,[a,0],0) = sgn(—fo(a)) = —1.

Pela férmula do produto para o grau de Brouwer (ver Apéndice Proposicao

obtemos
d(¥o, D, (0,0)) = d(I'(siw™),a,b],0) - d(I'(saw™), [a, 0], 0)
= d(f1,]a,b]),0) - d(fs, [a,b],0)
= (=1)-(-1)=1+#0.

B—bo A5}$€<ﬁ—5o

4 8 = 4

Sendo € = min com isso [y < —4e. Portanto,

de ([1.10)), temos
I(g(s1,82)) < Po < B —4e < —2¢, (s1,82) € ID.

Mostrando que g(s1,s2) ¢ I7'([8 — 2¢, 8 + 2¢]) para todo (s1,s2) € 9D .

Usando o item (a), obtido no Lema da deformacao, concluimos que

h=n(1,9(9D)) = g((OD)).

Usando a dependéncia de fronteira para o grau de Brouwer (ver Apéndice

Proposigao [C.3|) temos
d(¢1, D, (0,0)) = d(¢, D, (0,0)) =1 # 0.

Com isso, pela existéncia de solu¢ao para o grau de Brouwer (ver Apéndice

Proposicao [C.4)), existe (sg,%y) € D tal que ¢ (so,to) = (0,0), ou seja,

¢1(So,t0) = (I’(h+(80,t0)) . h+(80, to), Il(h_(SD,to)) . h_(So,to)) = (0, O)
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Implicando que I'(h*(sg, o)) - ht(s0,t0) = 0 e I'(h™(S0,t0)) - B~ (S0, t0) = 0
com isso fica provado que h(sg,ty) € M

Portanto concluimos que h(so,tg) € n(1,g(D))NM. m



Capitulo 2

Problema Critico

Para este estudo utilizamos como texto base o artigo de Cerami, Solimini
e Struwe [9]. Neste capitulo estudamos a existéncia de solu¢ao nodal para o

seguinte problema

—Au—du=ulu>?, Q
u=0, 00

(2.1)

onde Q@ C RY ¢ um dominio limitado e 2* = %7 N > 3, o expoente
critico de Sobolev. Além disso, consideramos A tal que A € (0, A1) onde \; é
o primeiro autovalor de (—A, H}(Q)).

Uma das dificuldades para resolver este tipo de problema é que a imersao
H}(Q) — L*¥(Q) nao é compacta.

Segue abaixo o resultado principal deste Capitulo

Teorema 2.1 Suponha N > 6, A € (0, \1), entdo o problema admite

uma solucao nodal.

2.1 DMotivacao para escolha de )\

Para demonstrarmos o Teorema/2.1|vamos precisar da existéncia de solucao

positiva para o problema ([2.1)). Sendo assim vamos analisar os casos em que

20
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nao podemos garantir a existéncia de tal solugao.
Mostraremos que se A ¢ (0, \1), entdo nao existe solu¢ao positiva para o
problema ([2.1). Aqui A; denota o primeiro autovalor do operador (—A, H}(Q)).

Assim seja u; € H}(Q) a auto fungio associada a )y, isto é, —Auy = \juy.

Proposicao 2.2 Nao existe solugao positiva para o problema quando
A > AL

Demonstragao.

Suponhamos, por contradigao, que exista u € Hj (), u > 0, solugao de

(2.1)), isto &,
/ VuVuv = /\/ uw +/ lul* v, Vv e H(Q). (2.2)
Q Q Q

Por outro lado, sendo —Awu; = A\juy, temos

/ Vi Vo = A, / wv, Vv e HY(Q). (2.3)
Q Q

Substituindo v = u; em (2.2)) e v = u em ({2.3]) obtemos

)\/uul—l—/uQ*lul:)\l/ulu,
Q Q Q
)\/uul <)\1/u1u.
Q Q

Portanto, A\ < A\; o que é uma contradicao m

ou seja,

2.1.1 Identidade de Pohozaev

A identidade de Pohozaev, pode ser encontrada em sua forma mais geral
em [30]. Aqui apresentaremos um resultado relacionado ao problema ([2.1).
Definicao 2.3 Dizemos que 0 C RY ¢ um dominio estrelado em relagdo a

origem se para cada x € Q0 o segmento de reta {\x ; 0 < X\ < 1} estd contido

em ﬁ
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Teorema 2.4 Sejam N >3 eu € C*(Q)NCH(Q) solucdo do problema (2.1)).

Entao a funcao u satisfaz a igualdade

1
—/ \Vul2zv(z) :)\/UQ
2 Joq Q

onde v(x) € o vetor normal a 02 em x.

Demonstracao. Ver [31]. =

Proposicao 2.5 Nao existe solugcao positiva para o problema quando

A <0 eQ éum dominio estrelado.

Demonstracao.
Suponhamos que exista u € H}(Q), u > 0, solu¢ao do problema (2.1,
entao pelo Teorema [2.4] temos

1
—/ |Vul2zv(z) :)\/uz.
2 Jog Q

Por outro lado, €2 é estrelado e, sem perda de generalidade, podemos supor
que seja estrelado em relagao a origem (a menos de translacao). Logo, a
menos de um conjunto de medida nula em 0%, tem-se = - v(x) > 0. Sendo
assim A < 0 o que é um absurdo, pois o primeiro lado da desigualdade teria
que ser negativo.

J4 no caso em que A\ = 0 terfamos |Vu|* = 0 o que implicaria em Au = 0
e por terfamos u = 0 o que é uma contradi¢ao. Portanto, (2.1)) nao tem

solucao para A < 0. m
2.2 Funcional associado ao problema
O funcional associado ao problema ([2.1)) é dado por

1 A 1 x
In(u) = 5lfull® = Sl — 5 fulf.
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Temos ainda que I, é de classe C'' com

I(u)-v= / VuVov — )\/ uv — / lul* v, Y u,v € Hy(Q).
Q Q Q
Sendo assim resolver o problema (2.1) é equivalente a encontrar pontos
criticos para o funcional I em H; ().

2.3 Formulacao Variacional

Denotaremos ug (—ug) a solugdo positiva (negativa) de (2.1)) (ver Brezis.

H and Nirenberg [4]) e por ¢y o ntimero real

I)\(U(]) = Cyp = I)\(—UO)

o qual é caracterizado pela expressao

2%
2*

|u

cozmin{f(u) :uGH&(Q),uZO,u#O,Wzl}'
2

Seja
0, se u=20

2%
2%

lu

_— 0.
Tall = N2 5“7

Denote por
U={ueHyQ): Lu")=1=fi(u)}

e por

N = {ueHg(Q) () — 1] < %}

Pela geometria do funcional tem-se U # ). Além disso, U C N e se u € N,

entdao u® # 0.
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Lema 2.6 Seu € U, entao
max L(tu™) = I(u®).
Demonstracao.
Para u € U defina a aplicacao

Y+ - [O, —|—OO) — R

t — (1) = Li(tu®).

Note que

Yi(t) = IL(tu®)-u*

2%

= tHuiH2 — >\zf|ui % — 152*’1|ui 5

= tlutfs — ¥t

2%
2

2%
PA

2%

= (t—t* Huti.

Com isso, v, (1) = 0. Por outro lado segue que 7. (t) — —oo quando t — +0o0

e y+(t) > 0 para t préximo de 0 (zero) pela direita. De fato, basta ver que

ye(t) = L(tu®)

t? 2 t
= =[P = S lutf - =

2%
2*

3 Sl - 5

= B = ) — S

) 2 2% z
2 .t .

= §|Ui 3 T - 3

2%
2%

2—2*
2 2%

Diante disso vamos mostrar que Max Y (t) = v+(1). J& vimos anteriormente

2%
Q-

que 7/.(1) = 0. Suponhamos, por contradigao, que exista 1 # ¢; > 0 tal que

v, (t1) = 0, entdo

2%

(b — & )t =
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2. # 0 temos que (t; — 2 1) = 0, isto ¢,

por |u*
=1
o que contradiz o fato de que t; # 1. Portanto,

r?%([,\(tui) = L(uF), Yuel.

Lema 2.7 Se u e N, entao existe K > 0 tal que

+ 2
2%

* ].
(w5 > S|P = MuF[3) > Kl[u™[* > kS|u®

onde S é melhor constante da imersio H}(Q) — L* (Q).

Demonstracgao.

Seja u € N, pelo fato de que

[l

(2.4)

A1 = min 5
weH (@)\(0} [ul3

e por A € (0, ;) temos que
[lul[? > Alul3,

ou seja,

lJul|* = Mul3 > 0. (2.5)
Por outro lado,
isto é,

1 . 1

—— < —1< =
3 < h) 2

1
Usando a defini¢ao da fy, o fato de que —3 < fa(u®) — 1 e (2.5) obtemos

+

« 1
W > Sl - M), (26)
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Temos ainda, por que

!
e > S = Ale®) =

N | —

lu

(1= )t e

Portanto, de (2.6)) e (2.7) concluimos que

. 1
™[5 > Q(HuiHZ—Alui\%) > k|Ju*]]? (2.8)
1 A
de K==(1——] >0.
onde 5 ( )\1)

Pela imersdo continua H}(Q2) < L? (Q2), concluimos que

ju* 5

!
3 > S (IlP = Au5) = kl|u|* > kSJu®

sendo S a melhor constante da imersio Hi(Q) — L? (Q). =

Corolario 2.8 Eziste a > 0 tal que ||[u*|| > a > 0 para todo u € N.

Demonstracao.

Basta ver que se u € N entao [u*|3. > kS|u* 272> kS >0,

2.. Dai, |u*

isto é, pela imersao de HZ(Q) — L* () temos
[uF|| > a >0

onde a = (kS?’*T)ﬁ >0. m

2.4 Condicao de Palais-Smale

Definicao 2.9 Sejam E um espaco de Banach e I : E — R um funcional

de classe C*. Se existirem ¢ € R e (u,) C E tais que
I(u,) = ¢ e I'(u,) = 0 quando n — +oo

dizemos que (u,) € uma sequéncia de Palais-Smale no nivel ¢ para I,
ou de forma resumida, (u,) € uma sequéncia (PS). para I. Se tal sequéncia
possui subsequéncia convergente, diz-se que I satisfaz a condi¢cao Palais-

Smale no nivel ¢ ou que I satisfaz a condi¢ao (PS)..
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N
2

Lema 2.10 Para qualquer A € (0,A;), N >3 ec < ¢+
funcional Iy satisfaz a condi¢io (PS). em N.

tem-se que o

Demonstragao.

Seja {uy, fnen C N tal que
I(un) = c+o0,(1) e I)(u,) = on(1).

Dal, se I} (u,) = 0,(1), obtemos
/ (Vata]? = M) = / nl?” + 0n(1). (2.9)
Q Q

Logo, de (2.9)) e pelo Lema segue que

1 1

X 1 .
7 — _/ |un|2 + 0n(1)
2% Jq

2%

v

- +112
(55 ) Kl + o)

Portanto,

Ju| < {% (222_2) (c+on(1))] .

Consequentemente por ||u,|| < ||u)|| + ||u;, || temos que {uy, }nen é limitada

em H}(Q). Com isso, a menos de subsequéncia, existe u € HJ(Q2) tal que
u, — u em HJ(Q2). Por [ temos que o limite fraco de {u,}nen é solugao

positiva do problema ({2.1)), isto é,
I(u)-v=0,YveHyN) e I (u) > c.

Agora defina z, = u, — u. Para finalizar vamos mostrar que ||z,[|*> — 0

quando n — 4o00.



Por Brezis-Lieb (ver Apéndice [D| Lema [D.10)) temos que

2%

2= JulZ + on(1).

3: — |2n

|,
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(2.10)

Assim, usando (2.10) e imersdo compacta (ver Apéndice [E] ) de H}(2) em

L?(92), temos

() = %(Aﬁmn—vml—{émn—wﬁ—gizh%

2%

1 1 A
= P = [ TVt Sl = Slaa 4 [ ws
2 o 2 2 o
A 1 * 1 * 1 * 1 * 1 *
- §|U|§—§|an*+§|un§*—§|Un§*+§|ug*—§| 5
Loy A o 1
= \(un) + In(u) — 2 §||U|| —§|U|2—§|U2* + 0,(1)

= I)\(un) + I)\(U) - 2IA(U) + On(l)

= I(u,) — Ix(u) + o,(1),

ou seja,
%
I\(zn) m c—I(u) <c—cp < 7 para n— +00. (2.11)
Por outro lado, ainda de ([2.10)
l2all? = [luall® = 2/ Vi, V| |ul [+ Munls = A3 + [tnl3e — [l
Q
= I(un) - un + )‘|un|§ + ||u||2 - 2/ Vu,Vu + [uy, %: — |2 %i + [2n %z
Q
= I\(un) -ty — I\ (u) - u 4 0,(1) + |25 31
= I\(un) - up + ‘an: + on(1),
isto é,
lim ||2,|? = lim |2, [3. :== b > 0. (2.12)
Portanto, de (2.11]) e (2.12), segue que
11 b S®
IimIy(z,)=|=-—=— b= — . 2.1
m 1 (2n) (2 2*) NTN (2.13)
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Para concluir basta mostrar que b = 0. Suponhamos, por absurdo, que b > 0.
Recorde que

S|zn

2 < el l”

com isso de (2.12) temos
Sb¥ <be S <

e consequentemente

ST <b (2.14)
2 2
pois 1 — > =N Dai, de (2.13)) e (2.14
ST b S%
< —=<
N N N

o que é um absurdo. Logo devemos ter b = 0, ou seja, u, — u em Hj ()

para n — +o00. W

2.5 Existéncia de uma sequéncia (PS),

Denote por P o cone das fungoes nao negativas em Hj () e seja X o

conjunto de todas as aplicagoes o : [0,1] x [0,1] — H} () tais que
(a) o€ C(Q,H}(Q)), onde Q = [0,1] x [0, 1].
Para todo ¢, s € [0, 1] tem-se
(b) o(t,0) = 0;
(c) a(0,s) € P;
(d) o(1,s) € =P;

(&) L(o(t.1) <0 e fro(t1) > 2.
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Note que X' # (). Basta considerar, para cada u € U, a aplicacao continua

h: [0,1] — Hy ()

t  —ht)=tu +(1—t)u".
Dai, fixado k£ > 0 suficientemente grande, defina

o Q — Hy(Q)
(t,s) +——o(t,s) = k[sh(t)].

O Lema a seguir nos fornece uma caracterizacao do tipo minimax para o

conjunto U.
Lema 2.11

ek g ) = (e hw
Demonstracao.

Primeiramente mostraremos que se o € X', entao
o(@Q)NU #0. (2.15)
Seja o € X e considere a aplicacao continua

v Q —FR
(t, 8) — w(t, S) = (w1<t7 3)>¢2(t7 S))

onde ¢ = fA(O-(t7 S>+) - fA(J(t’ S>7) e Py = fA(U(t7 S)Jr) + f)\<0-(t7 S)i) —2.
Note que ¥(t,0) = 0, pois o(t,0) = 0, e pelo fato de que

Mot ) < falo(t,s)") + fala(t,s)7)

tem-se que

ba(t, 1) = falo(t, 1)) + fa(o(t,1)7) =2 2 fa(o(t, 1)) =2 = 0.
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Entéao, pelo Teorema de Miranda (ver Apéndice [F| Teorema [F.3)) exite T € Q)

tal que
¥(T) = (0,0),
isto é,
Me@) = fialo(@)7) = 0= fale(@)") + falo(x)7) — 2.
Donde segue que,
o@)T) = fale(@)7)
e consequentemente, por fy(o(Z)") + fu(o(T)”) = 2, temos
o@)T) = fale(@)7) = 1.

Mostrando que o(T) € U.

Reciprocamente, se para cada u € U considerarmos & € X tal que
7(Q) Cc {aut + Bu :a,B €[0,+0)}. (2.16)

Note que faz sentido pois se @ € U, entdo u* # 0 e com isso podemos
definir (¢, s) = sR((1 — t)u® + tu~) com R > 0 suficientemente grande.

Pela defini¢ao de f\ e usando o crescimento do funcional I, (Lema

temos que
I\(u) = max I\(u), ueU. (2.17)
uer(Q)
Segue, de ([2.17), que
inf sup I)(u) < sup I(u)=I\(u), Vuel. (2.18)
7€ uea(Q) uea(Q)

Por outro lado para todo o € X, de (2.15)), temos

inf [ < inf [
.
< swp L)
uco(Q)NU
< sup I(u),

u€a(Q)
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ou seja,

. _ |
inf Iy(u) < ;gguzg(%) I\(u) (2.19)

Portanto, de (2.18]) e (2.19), tem-se

inf sup I)(u) = inf I)(u).

UEEUEU(Q) uelU

Defina ¢ = 52{5 I (u), considere uma sequéncia minimizante {, }neny C U
e denote por 7,, a sequéncia correspondente de aplicagoes em 3 satisfazendo
7.(Q) C {auw' + pu, :a,B € [0,+00)}.
Pelo Lema , mais precisamente por (2.17)), temos
lim max I)(u) = li7rln I\(u,) = c. (2.20)

n uCon (Q)

Teorema 2.12 FEziste {u, }nen C Hg () tal que
(a) liTan dist(u,,7,(Q)) =0;
(b) lim I} (u,) = O;
(c) lirrln[,\(un) =c.

Demonstracao.

Caso contrario para n suficiente grande existe 6 > 0 tal que
N;N7,(Q) =10 (2.21)
onde
N5 ={ue Hj(Q):Fve Hj(Q) tal que [[u—o|| <6 |[I5v)|] <6 e [L(v) —c| <6},
ou seja, Ns é uma vizinhanca de
K.={ue€ H}Q) : I(u)=c e I'(u) =0}.

Portanto, pelo Teorema (ver Apéndice [F)) existe n : [0,1] x H(Q2) —
H}(Q) tal que para & > 0 tem-se



(1) n(0,u) = u;
(ii) n(t,u) =u, se u ¢ I, ([c —e,c+¢]) parat € [0,1];
(ii) n(1, I™\Ns) C I3
(iv) n(t,—u) = —n(t,u) para t € [0, 1].
Além disso, por H. Hofer [I7] Lema 1, temos
(v) n(L, (I NP)\Ns) C IS NP

onde I} = {u € H}(Q) : I(u) <~}
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Por (2.20) e (2.21)) podemos escolher m € N (suficientemente grande) de

tal forma que

Tm(Q) C I e 7,(Q) NN = 0.

Agora definamos a aplicacao continua

G Q — H)(Q)

(t,s) ——a(t,s) =n(l,a,(t,s)).
Afirmamos que ¢ € Y. De fato,
(a) Claramente ¢ € C(Q, H}(2));
(b) a(£,0) = n(1,am(t,0)) =n(1,0) = 0;
(¢) Segue do item (v) que 6(0,s) =n(1,7,(0,s)) € P;
(d) Usando o item (iv) tem-se

a(1,s) =n(l,7,(1,5)) = —n(l, —o.,(1,5)) € =P;

(&) L(3(t1) <0e f1(5(t1) > 2.

(2.22)
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De fato, note que &,(t,1) ¢ I,'([c — &,¢ + ¢]) logo de (ii) tem-se que

Concluimos que ¢ € X. Além disso, combinando (2.22)) com o item (iii)
obtemos ¢(Q) C I °. Portanto, pelo Lema segue que

c:=inf I)(u) = inf sup I (u) < sup [ (u) <c—¢
uetl 7Y uea(Q) ues(Q)

o que é um absurdo. m

Corolario 2.13 Eriste ng € N para o qual u,, € N para todo n > ny.

Demonstragao.

Pelo Teorema item (a) existe
Vp = QT+ B, € 7,(Q)

em que

dist(up,v,) — 0 quando n — +o0. (2.23)

¢
Sendo ¢y > 0, de ([2.20)), para 0 < € < 30 existe ng € N tal que n > nyg

L(w,) = L(u!) + I\(u,) < c+e, (2.24)
L(v,) = L(anw)) + I(Bau,) > c—e. (2.25)

Subtraindo (2.25)) de (2.24)) temos
L@ — L(anw)h) + Lu(w,) — [(Bau,) < 2e.
Do Lema 2.6 segue que

]/\(ﬂ:) — ]A(O./nﬂj;) < 2¢,

IL(w,) — LB, ) < 2,
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ou seja,

L\(ﬂ:) —2e < ],\(anﬂ+),

I\(w,) — 2e < I\(Bnuy,)-
Pelo fato de que (@) > ¢, V n € N, obtemos
co — 2 < I)\(ﬂ:{) —2e < I)\(Oznﬂ:),
co —2e < I\(u,) — 2¢ < I\(Bnu,).
Dai,
L(v)) = Lia,ut) > cg — 2¢,
[)\(U;) = I)\(ﬁnﬂ;) > cg — 2¢.
Portanto, de 0 < ¢ < %O, concluimos que v # 0. Consequentemente de

[2.23) segue que uX # 0 para n suficientemente grande. Além disso, pelo

fato de que I} (u,) - v = 0,(1) para todo v € H}(£2), temos

[ |1 = Al 5 = Juzy

%I = o0,(1)

assim

3 — llun |l + Au[3

] * = Aluit]3

‘_ (HUfHQ — Ay |3 — |ug 3)’
[l * = Aluit]3

on(1)

= T = A2 — 0 quando n — +o00
n n

|un 2% |U7:i:

[z [P = Aluis 3

+|2* ‘

ja que existe M > 0 tal que

1
< M.
w12 = Auz 5 —

Com isso u,, € N para n suficientemente grande. m

Em resumo, para n suficientemente grande, temos
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o u, € N;
o I)(u,) — ¢

o [\(u,) —0.

m‘z

S

N
teriamos, a menos de subsequéncia, u, — u em H}(Q) quando n — +o0.

Observagao 2.14 Se ¢ = ingl,\(u) < ¢ + , usando o Lema |2.1()
ue

Além disso, pelo C’orolcim'o ut #£ 0. Consequentemente pela reqularidade
do funcional Iy, para v € H(Q) tal que ||v|| < 1, obteriamos

0 < |124(w) - o] < [|tim 74 (ua) | = 0,

ou seja, u € H} () seria solugdo nodal do problema .

Portanto, pela observacao feita anteriormente, para finalizarmos este capitulo

restar-nos mostrar que:

vz

= inf | .
¢= inf au) <o+ i

2.6 Um limite superior para c = in({; I\(u).
ue

Alguns resultados a seguir sao bastantes técnicos e sua demonstragao foge
do objetivo deste trabalho por isso omitiremos algumas demonstragoes.
Para xy € Q2 fixemos p > 0 de tal forma que B%(ZL‘Q) C Q e definamos

p(z)

5, b >0
(1 + |arf2) 2

Up,zo (z) =
onde ¢ € C§°(2) com 0 < ¢(x) < 1 com

1 se x € Be(xo)

p(r) =
0 se x € [Be(x0)]°
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Lema 2.15 As expressoes abairo sao vdlidas

N (N-2)
||uu,xo||2 =82 +0(u =)
2 N N?

9 = Sz + O(Mz(zwz))
(N—-2)
Uy s = Kipp+ O 7 )
(N-2)

’uu,xoh < Kop 7

U,z

onde Ky e Ky sao constantes positivas que depende somente de N com 1=

2
S.
Demonstracao. Ver [4]. =

Observagao 2.16 f = O(g) quando
lim ﬂ <C
=0 g(x)

para algum C' > 0. Entao se considerarmos g(u) = > 0 temos que

O(p)

lim —= < C,
=0 L

isto é, existe 0 > 0 tal que |pu| < 0 tem-se
O(u) < Cp

Lema 2.17 Emistem constantes positivas Ky e Ky tais que

N
2

2* 2* 2*
2+ + Kilowgly — K587

.
%* > wuuwo

| QUg + Buu,xo

Demonstragao. Ver [11].

S
N

|
N
2

Afirmagao: ¢ < ¢y +
Recorde que

inf sup I)(u) =c.
ceXr u€(Q)
Assim basta mostrarmos que

N

Sz
I(aug + By z) < co+ — Ppara a, €10, +00).
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Note que, pela geometria do funcional I, é suficiente analisar o caso em
que

||OéU() + Buu,on < K (226)

para uma escolha de K > 0 suficientemente grande. Pois I Ao+ By, ) <0
para ||aug + Buy || > K.
Dai, de (2.26)) e da imersdo continua H{(Q) < L* (), segue que

2% N7
5 < K.

|atg + By,

Assim pelo Lema e[2.15], para p > 0 suficientemente pequeno, tem-se
— o o N N2 o

K = [B]7 [S7 + O(pn*™)] + Kylal” [ug

2%
2%

mostrando que « e 3 sao limitadas.

Por resultados de regularidade tem-se que uy € L*>°(2). Com isso
Alaug) = alug = alug|* 2ug + adug € L=(9Q).

Agora sejam «, 5 € [0, +00). Usando o Lema e (2.17)) temos

2

B
I(og + Buga,) = —([luol* = Auol3) + 2 ([tuo | = Alttpaol3) +

O[2
2 2
]. *
[ V@)V (Btuny) [ (@00) Bt) = 5l + B
< o’ 2 _ 3\ g2 32 2 _ ) 2 A
< 5 (lluoll® = Auolz) + = ([[tumo I = Alttaol2) = g (auo) (Buye,) +
+ || Lo (B, (w0) | Bupa It — ?|uu,fro Se — TWO 5+ T
< o? 2 _ ) lynl2 52 2 _ 2
< 5 (uol[™ = Aluolz) + - ([t |7 = Mttumol2) +
+ |A<au0)|L°°(Bp(x0))|ﬁuu,xo|l + |au0|L°°(Bp(xo))|6uu,xo|l +
B gy a” 2 K552*N%
- ?Wu,xo 2 T o oy + T or
= D(aug) + I(Bupe,) + [A(ato)| L (B, (20))| Bt +
K552*/l%

+ ot (5, (o)) |t 1 + =
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+

< I(uo) + D) + [Aauo) | oo (B, (20)) [ BUpze 1 +
K552*M%
b 0ol B + 0
1 1 X
= Co+ §(||uu,xo||2 - )‘|Uu,wo|g) - §|Uu,xo g* + |A<O‘u0)|L°°(Bp(xo))|ﬁuu,:co|l +
K552*M%
+ ‘au0|L°°(Bp($o))|ﬁuH,Zo|1 + T
2
S% O(M¥) )\Klu O(MTQ) S% O(Mz(zj\fv—z))
< ¢o+ + — - A — -
2 2 2 2 2% 2%
K552*M

+ | A(@uo) o (B, (2o)) [tz 1+ |tio] Lo (B (o)) | Btz 1 + =5

—2 —2 _N®
1 1\ v O(=z) OW=), AKp Ou=v-»)
< R P~ - A— -
—C°+(2 2*) L 2 2 >
N-—2 6K20(|A(06U0)|Loo By(z K 62* %
i ol ( Bole) 4 o5 ) 4 HoP 2
|to| 2o (B, (o)) 2
52 N-2 K, KsB¥ e
< o+ N +u 4 |U0’L°°(Bp(a;o))K8 —H ( 5 o +
N2
C S TN
+ Za+Np T+l
2 2
ST ne MK, KB pts
= ot H T ol re w0 Bs — 1 ( 5 T T o> +
N 2
C v Cp2te
— —— 14+ z -4
It ( 5 (L+A)u 5 )
S% N-2
= ot T T ol e Ks +
(MK KT C(e AT ourty
P\ 2 2 2 '
Entao para
2*\K v
H< 2N—2 .
20puN=2 +2uK56% +2*C(1 4 \)
tem-se que
N
Sz N-2
]A(OéUO + ﬁu,wo) <cy+ +pu 4 |UO|L°°(BP(:L‘0))K8 — LLKg (227)

=
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onde Kq(pu) > 0.

Para N > 7, em (2.27)), segue que > 1 assim para p > 0 suficien-

temente pequeno tem-se
N—2
VA ‘u0|L°°(Bp(zo))K8 — [I,Kg <0

e consequentemente

N

Sy
I)\(OéU() —|—Bu%$0) < o+ W2 s VOé,ﬁ c [0,+OO)

Para N = 6. Podemos considerar o ponto z, e a bola B,(z() préximo da
fronteira de {2, diminuindo p > 0, de tal modo que |u0|Loo(Bp(xD)) seja tao

pequeno quanto se queira, ou seja,

(o Lo (B, (2o)) Ks — 19 < 0.

Portanto,
S%
I(oug + Buy, z,) < co + ~ Va, B €0, +00).



Capitulo 3

Problema critico exponencial

3.1 Desigualdade de Trudinger-Moser

Seja 2 € RY um dominio limitado. Pelo teorema de imersao continua de

Sobolev temos

Hi(Q) = LP(Q), 1<p<2F

ou, equivalentemente, utilizando a norma usual

it = ( [ |Vu|2)5 (3.1)

sup / |ulP < oo para 1 <p < 2" (3.2)
[lul| <1 JQ

em Hj () tem-se que

No caso N = 2 a expressao (3.2) é valida para todo 1 < p < +o00. Sabendo
que Hg(Q) € L>(Q) entdo a pergunta é: quais fungoes g : R — R com

crescimento maximo satisfaz

sup /Qg(u) < 00.

[[ul| <1
Pohozhaev [24], Trudinger [32] e Moser [22] mostraram que o crescimento

maximo de g é do tipo exponencial. Mais precisamente a desigualdade de

41



42

Trudinger-Moser estabelece, para € C R? limitado
/é’f'“'? <00, Va>0 e ue H\(Q. (3.3)
9)
Além disso existe uma constante ¢ = ¢(|€2|,«) > 0 tal que

sup /Q(e"‘|“|2 -1)<c (3.4)

|lull<1

para a < 47, ou ainda

sup / e < 00

[[u]|[ <1 JQ
para todo o < 47. Se v > 47 entao o supremo em (3.4]) é +00. O supremo
em ((3.4) torna-se infinito para dominios 2 C R? com 2| = +o0 e portanto a
desigualdade de Trudinger-Moser nao é valida, a priori, em dominios ilimita-
dos. Desigualdades do tipo Trudinger - Moser foram estudadas por Cao [10]
e Tanaka [2] assumindo um crescimento exponencial subcritico. Em [§], B.

Ruf mostrou que trocando a norma de Dirichlet (3.1)) pela norma de Sobolev

1
lulls = ([full* + [ul2)*

- (meﬁ+w%f

em H}(Q) tem-se uma limitagao do tipo (3.4) independente de Q. Mais
precisamente, existe uma constante d > 0 tal que para qualquer dominio

Q C R?
sup /0(647”‘2 —-1)<d. (3.5)

[Julls<1

A desigualdade é 6tima: para a > 47 o supremo em é 400.

A desigualdade de Trudinger-Moser motiva a seguinte nocao de criticali-
dade:

Dizemos que uma fungao f : R — R tem crescimento critico exponencial

em Fo0o quando existe ag > 0 tal que

el 0 Yasag

as?
swtoo € +oo, Va<a.
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Agora vamos mostrar a existéncia de solucao nodal de energia minima

para o problema eliptico

—Au=fu), Q
u=20, 00

(3.6)

onde  C R? é um dominio limitado e f : R — R é uma funcao continua.
Estamos interessados no caso em que a nao-linearidade f pode ter um
crescimento critico exponencial. Mais precisamente, vamos supor as seguintes

hipdteses:

(f1) (Crescimento critico exponencial)

Existe ¢ > 0 tal que |f(s)] < ce™™, Vs € R;

(f2) (Comportamento préximo da origem)

lim _f(s) = 0;
s—0 8
(f3) (Condi¢ao de Ambrosetti-Rabinowitz)

Existe 6 > 0 tal que

0<0F(s):= 9/05 ft)dt < sf(s), Vs € R\{0};

(f1) A funcao s — % ¢ estritamente crescente em R\{0};
s

(f5) Existem constantes p > 2 e ¢, > 0 tais que
sgn(s)f(s) > cpls[P™t, Vs €R.

Observacao 3.1 Uma consequéncia imediata de (fs) € que

|s[P
F(s) >c¢,— ,VseR.
b
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O principal resultado neste capitulo é o seguinte.

Teorema 3.2 Suponha (f1)-(fs) vdlidas. Entao o problema (3.6) tem uma

solugao nodal de energia minima desde que

onde B, = inf {Julb;u™ #0 e |Ju*|* = [u"|2}.
3.2 Funcional associado

Dado e > 0, ¢ > 1 e a > 4m, das hipdteses (f1) e (f2), existe C' =

C(e,q,a) > 0 tal que
1F(s)] < els| + C|s|*e*” | Vs € R. (3.7)
De fato, por (fs2), dado € > 0 existe J. > 0 tal que |s| < J. tem-se
£ (s)] < els]. (3.8)

Por outro lado, para ¢ > 1, de (f1) , temos que

£ (5)]

SEIEOO 647"32’3’4*1 - O’
ou seja, dado n > 0 existe d,, > 0 tal que
F(5)] < '™ [s|=! para |s| > 3, (3.9)

Agora consideremos o conjunto
A={seR:|s|<d. ou |s| >6,}

enote que A° =R\A = {s € R: . <|s| < 9,} éfechado e consequentemente
compacto. Dai, pela continuidade de f temos que existe C; > 0 tal que

|f(s)] < Cy para todo s € A°.
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Com isso podemos escolher Cy > 0 tal que
1£(s)| < Coe™ |s|71 | V s € A°. (3.10)
Assim, de e , tomando C' = max{e, Cs}, tem-se
1£(5)] < Cet™|s|7L | W |s| > 4, (3.11)
Portanto, de e , fazendo 1 = € obtemos
1£(s)] < els| + C|s|]ie*” | Vs € R.
Consequentemente
|F(s)| < E|s]2 + %]slqe‘”Q , Vs eR.

Pela desigualdade de Trudinger-Moser (3.3]) temos que F'(u) € L'(Q) para
todo u € HJ. Logo o funcional energia associado ao problema (3.6)

[: H(Q) —R
u r—)](u)z%/ﬂ|Vu|2—/QF(u)

estd bem definido. E pelo estudo feito no Apéndice [A] temos que o funcional

é de classe C' e

]/(u)-v:/QVuVU—/Qf(u)v, Vo€ HYQ).

Uma solugao (fraca) do problema (3.6) ¢ uma fungao u € H}(Q) tal que

/ VuVu = / fw)v, Yo e Hy(9Q).
Q Q
Portanto, pontos criticos do funcional energia I sao solugoes (fracas) do

problema ({3.6). Como sabemos, a aplicabilidade do método variacional de-

pende da geometria do funcional associado ao problema e de alguma condicao
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de compacidade, por exemplo, a condi¢ao de Palais-Smale. No caso de pro-
blemas com crescimento critico exponencial o funcional energia nao satisfaz,
em geral, a condicao de Palais-Smale em todo nivel.

Sabemos que todos os pontos criticos nao triviais de I pertencem a Vari-

edade de Nehari:

N

{u € H{(Q\{0} | I'(uw) -u = 0}
- {u € Hy(Q\{0} | [|ul* = /Qf(“)“} ’

Por estarmos interessados em solugao nodal de energia minima é natural

definir o conjunto

M={uec H(Q) |u* e N}
e mostrar que existe uy € M tal que
I =c" = inf I I = 0.
(ug) = ¢ inf (u) e I'(ug) =0

O Lema seguinte garante a existéncia de solucao de energia minima para
o problema (3.6 desde que a constante ¢,, dada na hipétese (fs), seja sufici-

entemente grande.

Lema 3.3 Se s
0(17 - 2)517} oz
Cp > | ———F+ , 3.12
= (3.12)
entao
., 0-—2
Y
Demonstracao.

Considere o problema auxiliar

—Au = |[ulP72u, Q

u=0, 00

(3.13)

onde Q C RV é um dominio limitado e 2 < p < 2*.
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O funcional associado ao problema ([3.13) é dado por

I, HY(Q) —R
1 1
u |—>Ip(u):§/QIVu]2—]—?/Q|u\p.

Pelo estudo feito no Capitulo |1 tem-se que o funcional [, estd bem defi-

nido, é de classe C'(H;(Q),R) e

I(u)-v= /QVUVU - /Q lulP"uv , Y v € Hy(Q).

Pelo Teorema e o Teorema existe w € M, (ver Capitulo [1)) tal
que

I(w) = u.lel}\ﬁ I(u) e I(w)=0

onde M, = {u € H}(Q) | uF € N, }.
Por w* € H}(2)\{0}, usando o Coroldrio (ver Capitulo [1)), existem
s,t > 0 tais que
sw +tw” € M. (3.14)

Segue, de (3.12), (3-14) e da Observagao [3.1] que

¢ < I(swt +tw ) =I(swh) + I(tw™)

2 L SP IR P 2 _
= Sl ——/F(Sw )+ 5wl ——/F(tw )
2 P Ja 2 P Ja

2 D 2 P

S T2 ST t T
L el U b L | el U

s cpsP N 2 cptf _
< (-5 e (5w

2 D

< max{f__%}‘w‘p

r>0 2 p p

IN
L
I‘w I
Sl
7 N
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Observacao 3.4 Por um cdlculo simples mostra-se que
2 P 2 (1 1

max{r— - %} =c (— - —) .
>0 | 2 P 2 p

O préoximo Lema garante a existéncia de dois limites importantes envol-

vendo a nao-linearidade.

Lema 3.5 Seja {u,}nen uma sequéncia em HJ () satisfazendo:
(i) b:=sup, ey |Junl)® < 1;
(ii) u, — u em H}(Q);

(111) u,(z) — u(x) g.t.p em Q.

lim /Q Flun)u, = /Q Flu)u

e li}ln/gf(un)v = /Qf(u)v,‘v’veHé(Q).

Entao,

Demonstracao.

Pela hipétese (f1) temos que existe ¢ > 0 tal que
| (tn(2) ) (2)] < cluig(z)] ™ @F v p e N
Afirmacgao:
| 2™ — | e em LY(Q) quando n — +oc. (3.15)
De fato, sendo ||u,||* < b para 7 > 1 temos que

2 |un|2
/\e4ﬂlunl2|f = /64”'“"' (fexfe)
Q Q
2
4T7rb(‘}u"|2)
e un|| X
Q
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Sendo b < 1, entao podemos fixar 7 > 1 suficientemente proximo de 1 de

tal modo que b7 < 1. Sendo assim, pela desigualdade de Trudinger-Moser,

2 2
Sup/ |647r|un\ T < sup /ea|v < 00
n Ja o<1

— Aol 47|up |? 4 15 T
- . ne
onde o = 4wbr < 47. Logo a sequéncia {e tnen € limitada em L7(2) e

Al @y Arlu@ b em Q

entao pelo Lema (ver Apéndice @
Amlun|? _ Am|ul? T
e e em L7(Q). (3.16)
Por outro lado, usando a imersao compacta de Sobolev, temos

|tp| = Ju| em L7 () quando n — +o0 (3.17)

1 1
onde — + — = 1.
T 7

Segue, de (3.16]), (3.17) juntamente com o Lema (ver Apéndice @[),

que o limite em (3.15]) ocorre.
Portanto, usando o Teorema da Convergéncia Dominada Generalizada de

Lebesgue (ver Apéndice [D] Teorema [D.2)) mostra-se que

lim /Q F )ty = /Q Flu)u.

Fazendo uso dos mesmos argumentos tem-se

1i7rln/Qf(un)v :/Qf(u)v Ve HI(Q).

O resultado abaixo é uma versao do Lema (ver capitulo|l]) para o caso

em que a nao-linearidade tem crescimento critico exponencial.
Lema 3.6 FEuziste uma constante ro > 0 tal que

ul? >rg >0, YueN.
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Demonstracao.
Suponha, por contradi¢ao, que exista uma sequéncia {u,}n,en de N tal
que

l|[un||* — 0, quando n — +oo. (3.18)

Agora fixando ¢ > 2 em (3.7 temos, pela imersoes continuas de Sobolev
e desigualdade de Holder, que

unl P = / £ ()t

< €/|un|2+c/|un|qea“”|
Q 0
1 1
2 2¢\° 2a|un, |2 :
< eallulP e [ unl™ exn
Q Q

2
_ €C1Hu\|2+clun!gq </ eQaunlz)
Q
3
< ecr||ul)? 4 eal|un||? (/ 620““"|2) )
Q

Agora fixando € < — temos
(&1

1

11— 2\ 2
0<c3:= =a < )92 (/Q e2elunl ) : (3.19)

Co

Por (3.18)) existe ny € N tal que
2al|u,||* < 4w, Vn > ng.
Dai, pela desigualdade de Trudinger-Moser, segue que
/?mmf :L/gw%mmﬁ
Q Q
471.( |Un\2 )
< / e \lunl?
Q

< sup/e47”’2 =k <o
Q

[lvf|<1




Portanto, de (3.19) para n > ng

0 < c5 < [[unl|”? (k)?,

ou seja,
2

q—2
0< =] <]
(k)2

o que contradiz (3.18)). =

Corolario 3.7 Seu € M, entao

[lll, [[u=|| = 7o > 0.
Corolario 3.8 Eziste 65 > 0 tal que

I(u), I(u™) > 26,V u € M.

Demonstragao.

Note que se v € N, entao

1) = 10) = 100 = (5= 5 ) IelP = 5 [0F@) - s

Logo, pela condicao (f3) e do Lema [3.6 temos

1 1 1 1
Dl [ 2> (= —= = 20,.
I<v>_(2 9)||v\|_(2 H)ro 26,

Portanto, o resultado segue observando que se u € M entdo u,u™ € N.

Agora, para A > 0, consideremos o conjunto
Sy={ue M| I(u) <c +\}.

Por defini¢ao de ¢* temos que Sy é nao vazio.

Segue alguns resultados envolvendo o conjunto Sy.
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Lema 3.9 Para todo u € g,\
0 <7 < JJu[|* < [Jul* <7x

para algum ry € (0,1) e A > 0 suficientemente pequeno.

Demonstracao.
Sendo Sy € M C N, pelo Corolério é suficiente mostrar que existe
ry € (0,1) tal que [|u®||* < ||u||* < ry para A > 0 suficientemente pequeno.

Note que, pela condicao de Ambrosetti-Rabinowitz, se u € Sy

L
0!

- (——g)uurﬁ || s o)
> (5-7) P

Por outro lado, pelo Lema [3.3, podemos fixar A > 0 suficientemente pequeno

N > —

0—2
tal que c* + A\ < I Portanto,

20(c* + )

0_ o ZZ’I“)\<1,VUG»§,\.

[Jull* <

O proximo lema é fundamental para garantir que o limite fraco de uma

sequéncia de Palais-Smale em Sy ¢ uma funcio nodal.

Proposicao 3.10 Para cada q > 2, existe o, > 0 tal que

0<5q§/|ui|q§/|u|q,‘v’ueg,\.
Q Q

Demonstracao.

Seja u € Sy C M, entdo

+12 + +
| —/Qf(u Ju
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e por (f1)

| < e [ jutjerr,
Q

Usando imersao continua de Sobolev e desigualdade de Holder,

1 1
||u:|:||2 S & (/ |ui|tl) " (/ e4t27r|ui2> 2
Q Q

1 1
onde — 4+ — = 1. Pelo Corolario existe ro > 0 tal que

ty 1o
tL dtom|] :i:||2( \ui\2> é
1 T
ro < ¢ (/ ‘uiltl) /e > IEEIR
Q Q

e pelo Lema [3.9] existe ry € (0, 1) tal que ||[u*|> < 7y e assim

1
1 +2 to
t 4t27r’r'>\<T‘u |2) 2
ro < ¢ (/ |Ui|t1) /6 e :
Q Q

Note que, sendo r, < 1, podemos fixar t, > 1 proximo de 1 de tal modo que
tory < 1 ety > 2. Dal, pela desigualdade de Trudinger-Moser, existe C>0
tal que

i|2

4tom | ) ~ ~
/e ’ ”(HUIHQ <C,Yueb,.
Q

Logo para alguma constante C'; > 0 obtemos
) < |ui|t1 , Yue S}V (320)

Agora suponha, por contradigao, que exista gy > 2 e uma sequéncia {u, }nen C
Sy tal que

luF|, — 0, quando n — 4o00.

Observe que, pelo Lema [3.9 e por imersao continua de Sobolev, temos que,
para cada s > 2, {uF}, ey é limitada em L*(Q2). Logo para cada s > 2, pelo
Lema [D.7] temos

lu=|s — 0, quando n — +o0,
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o que contradiz (3.20). m
O proximo Lema sera crucial para garantimos que, para uma escolha

adequada de um nimero real R > 1, o conjunto
N B - 1
S=<9sRu" +tRu” |ue Sy e ste E’l

tem uma sequéncia (PS). de fung¢oes nodais para o funcional I.

Lema 3.11 FEmste R > 0 tal que

1 ~
I(R™ ™), I(Ru®) < 5I(ui), Y u € Sy.

Demonstracao.

Sejam u € Sy e R > 0. Por (f3) temos que

1 1
-1, £\ _ +112 -1, £ +112
MR = gll | = [ PR < gl
Pelo Lema [3.9]
A
a1 < 5ps <

para R > 0 suficientemente grande. Assim pelo Corolério 3.8
1 _
I(Ru®) < 6, < éf(ui) , Vu € Sy.

Agora pela condi¢ao (f3), mais precisamente pelo Lema Apéndice

existem constantes ¢; > 0 ¢y > 0 tais que
Ft) >t —ct]*, VteR
de onde segue que
I(Ru*) = 372““”2 - / F(Ru*) < R?Qm — e RO |ut|f + co R?[u™ |2
Q
Pela Proposicao [3.10] existe 9y > 0 tal que

‘Ui z Z (59.
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Com isso, pela imersao continua de Sobolev Hy(2) < L?*(2) e novamente

pelo Lema |3.9, temos
- R - i 0 2
I(Ru ):7||u|| — [ F(Ru )STT)\—ClR dg + o R7r).
Q
Sendo 6 > 2, concluimos que
1 ~
I(Ru™) <0< 6, < El(ui) , Vue Sy,

para R suficientemente grande. m

Seja P o cone das fungoes nao negativas de Hg () definido por
P={ue€ Hy(Q) |u>0, qt.pemQ}

e considere o conjunto

A=PU(-P).

Lema 3.12 dy = dist(S,A) > 0.

Demonstragao.
De fato, caso contrario existem sequéncias {v, }nen € A € {wy,}neny C S
tais que

||w,, — vp|| — 0, quando n — +oo. (3.21)

Note que w, = Rs,u,; + Rt,u, com $,,t, € L%, 1} e u, € S‘/\_ Facilmente,
usando a condicao (f3), mostra-se que {u, }nen ¢ limitada em HJ(2). Dali,
u, — ug em Hi (). Entao, pela imersao compacta de Sobolev e a Proposigao
B.10, u(x) — ug(z) q.t.p em Q, quando n — +oo e ug # 0. Com isso

1
existem sg, %9 € |—=, 1| tais que

R

wy(x) = Rs,ut (z) + Rtyu, () — Rsoug (z) + Rtgug (), q.t.p em Q.
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Por outro lado, de (3.21)) e pelo fato de que {w, },en é limitada, segue que
{vn }nen é limitada em Hj(Q2). Com isso temos que v, (z) — vo(x) q.t.p em

Q) quando n — +o00. E pela unicidade de limite
vn(z) — Rsou™ (z) + Rtou™ (z) , q.t.p em Q.

Supondo, sem perda de generalidade, que v,(z) > 0, V x € Q, chegamos a

uma contradi¢ao.

3.3 Existéncia de uma sequéncia (PS)

A Proposicao a seguir garante a existéncia de uma sequéncia (PS)..

Teorema 3.13 Dados e, > 0, existe u € I ([c* — 2¢, ¢* +2¢]) N Sys tal que

4e
I < —
O]

onde Sas = {u € H}(Q) | dist(u,S) < 246}.

Demonstragao.

Suponha que existam &g, &g > 0 tais que

4
|1 (u)|] > ? , Yu e IY([¢" — 2eq, ¢ 4 20]) N Sas, -
0

Assim para cadan € N

deg/n

Il = 5o

, Yue I N[ —2g0, " + 2e0]) N Sas, .

Sendo
I ([¢* = 2g9/n, ¢* + 2e0/n]) N Sasen C I ([¢" — 2e0, ¢* + 2e0]) N Sas,,

tem-se

480/71
(50/71

11 ()] = , Yue I ([¢" = 2e0/n,¢" + 220/n]) N Sasy/n.



o7

Agora fixe n € N suficientemente grande de tal modo que

60 . 252 (50 do
=< A, — 0,0=—<— 3.22
5 n_mln{ : 5}> , <5 (3.22)

onde 9, > 0 é proveniente do Corolario 3.8/ e dy do Lema |3.12] Dali,
/ 48 —1 * *
HI(“)HZF’ Vuel ([¢"—2ec +2])N Sy.

Pelo Lema da Deformagao (ver Willem [34]) existe n € C([0, 1]x H}(Q), H}(Q))
tal que

(a) n(l,u) =u, Vu¢ I —2ec" + 2]) N Soy;
(b) n(1, 1N Sys) C 175,
(¢) [In(L,u) —ull <6, Vu € Hy ().

Por definigao existe u, € M tal que I(u.) < ¢* + % E pela escolha feita do

e >0 em (3.22) obtemos u, € S).

1 1
Seja D = {E, 1} X {E, 1} e defina a aplicacao

g: D — Hi(Q)
(s1,82) > g(s1,82) = siRuf + sy Ru, .
Por uf € N e pela escolha feita de € > 0 em ([3.22)), entao
I(siRuf + soRuy) < I(u,) < ¢* —|—g <4+ A,V (s1,8) €D

mostrando que syu} + squ; € [ ¢t e syul + squ; € S e consequentemente
dist(syul + spu;, S) = 0 < 25. Portanto, syu} + squy € 1€ N Sys.

Assim para (s1,s9) € D, pelo item (b), n(1,g(s1,s2)) € I¢7¢, isto &,
I(n(1,4(s1,$2))) < ¢* — e mostrando que

max [(n(1, g(s1,s2))) < ¢, (s1,52) € D. (3.23)
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Afirmacgao: n(1,g(D)) N M # 0, ou seja, existe (so,ty) € D tal que
n(1, g(s0,t0)) € M.
Segue, da afirmacao e de , que
¢ < I(n(1,g9(s0,t0))) <maxI(n(l,g(s1,s2))) <c*, (s1,82) €D

o que é um absurdo. Portanto, a menos da prova da afirmacao, concluimos
a demonstracgao.
Prova da Afirmacao.

Considere a aplicagao
h: D — Hy()
(51,82) = h(s1,52) = n(1,g(s1,52)).

Note que, por defini¢do, h(si,s2) € n(1,g(D)) para (s1,s2) € D. Para
concluir a prova da afirmacao é suficiente mostrar que existe (sg,%y) € D tal
que h*(sg,to) # 0 e I'(h*(so,t0)) - h*(s0,ty) = 0. Primeiramente notemos

que h* # 0. Seja z € A, usando o item (c) o Lema e a escolha feita do
d >0 em (3.22)), para (s1,s2) € D

(1, 9(s1,82)) = 2[| = |lg(s1,82) — 2|| = [In(1, g(s1,52)) — g(s1, 82)]|

d d
> d0—5>d0—?0250>0.

Agora mostraremos que existe (sg,ty) € D tal que
I/(hi(S(],t())) . hi(So,to) =0.
Para isto defina 1)y, : D — R? da seguinte forma

Yo(s1,82) = (I'(syRuf) - sy Ruf, I'(soRuy ) - soRuy)

V1(81,82) = (I'(h (51, 82)) - h (51, 89), I'(h™ (s1,82)) - h™ (51, 82)).
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Pela geometria da aplicagao t — I(tw™) (t > 0) e por R > 1, temos que
1 1
(ii) I'(Ru) - (Ruf) < 0.

Aplicando a definigao do grau topoldgico em R (ver Apéndice [C| Definigao

C.1)) para funcao a continua
1
fl : ﬁ’ 1 — R

51 — fi(s1) = I'(s1Ru)) - sy Ruf

(] ) o (1))

De maneira analoga considerando

obtemos

f2 : [%,1} — R

51 — fo(s1) = I'(s1Ru)) - sy Ruf

(] ) o (1) -0

Segue da Proposigao (ver Apéndice [C]) que

obtemos

d(t, D, (0,0) = (~1)-(~1)=1#£0.

Observe que

h:=n(1,9(0D)) = g(dD).

1 1
De fato, sejam s; = — e s9 € [@’ 1] . Pelo Lema [3.11

R2

1
I(siRuf +soRu;) = 1 (§Ruj> + I(soRuy)
1
< 5[(uj) + I(uy)
= I(u,) — %](uj)



Dai, pelo Corolario e pela escolha de € > 0 feita em ([3.22)), obtemos
I(siRu}l + syRuy) < c* + g — 0y < " — 2¢,
ou seja,
! T+ tRu; ¢ I"'([¢" —2e,¢" +2e]) N So5, ¥ 89 € L
—u u ¢t —2¢,c € S —
R * * ) 20 2 R27

Logo pelo item (a)

1 1 1 1
h (ﬁ,SQ) =7 (1, Euj + SQRU*) = }—%uj +sRu, =g <ﬁ’ 32) .

Os demais casos sao similares. Assim h = g sobre dD. Portanto,

h(s1,82)" = sRul e h(sy,s2)” = sRu, , V (s1,52) € 9D.

60

Pela dependéncia da fronteira do Grau de Brouwer (ver Apéndice |C| Pro-

posicao ,
d(¢1>D> (070)) = d(%, D7 (O?O)) = (_1) 7é 0.

Sendo assim, pela propriedade de existéncia de solugao para o grau de Brouwer

(ver Apéndice |C| Proposicao |C.4)), existe (so,t9) € D tal que ¥ (so,t0) =

(0,0), ou seja.
I'(h(s1,82)) - hT(s1,82) =0 e I'(h (s1,82)) - h(s1,52) = 0.

Portanto,

(1, 9(s0, %)) € n(1, g(D)) N M.

Demonstragao. Teorema

1 1
Seja ¢ = — e § = —, entao pelo Teorema |3.13| existe

4n vn

1 1
. ]—1 x T x o
Up € ([C 2n,c +2n}>ﬂs\/2£
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tal que
[ (un) | <

4~

Para cada n € N tem-se u,, € S%, entao existe v, € S tal que

dist(upvy) < % (3.24)

Sendo I € C'(H}(Q),R), I(u,) — c*, para n — +o0, e por (3.24), temos

que

I(v,) = ¢ e I'(v,) = 0, quando n — +o0.

Em resumo {v, }neny C S é uma sequéncia (PS). de fungdes nodais para I.
Agora para cada n € N segue que I'(v,,) - v, = 0,(1). Seja # > 2 dado na
condigao (f3)

c+o,(1) = I(v,) — =I'(v,) - vy

- §an\|2—/ﬂF(Un)_%|’Un”2+é/ﬂf(vn)vn
_ (; . g) loal+5 [ [F(en)on =0 (w,)]

1 1
> L4 2
> (2 9)|\vn||

. 2
lenl? < €

pelo Lema |3.3

5 +on(1) <14 0,(1).

Com isso

lim sup | Jv,||* < 1. (3.25)
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Segue que v, — vy € H{(€2). Entdo, pelo Lema 3.5 dado v € H}(22)\{0}

/VUOVU—/f(UO)v
/anvv—/f Up )V

= hm][' (vn) - v|

temos que

0<[I'(vg) - v| =

= hm

< lim [|[I'(v,)]| ||v]| = 0, quando n — +oo.

Mostrando que vy é solugao fraca do problema (3.6)).

Agora vamos mostrar que vy # 0. De fato, sabemos que
e v, — vy em H}(Q);

e v, — vy em L*((2) para s € [1,2%);

e v,(x) = vo(x) q.t.p em Q.

Além disso {v,}neny C S, entdo existem s,,t, € [a,b] e u, € S\ tais que
U = Spu,t + tyu, . Logo por Bolzano Weierstrass, a menos de subsequéncia,
Sp — So e t, — to para algum sg,ty € [a,b]. Por outro lado, pelo Lema
{tn }nen € limitada em HJ (). Assim existe uy € HJ () tal que u,, — ug e

consequentemente u: — us em H}(Q), ou seja,

v () = soug () + toug (x) q.t.p em Q.
Pela unicidade do limite segue que

vo(z) = soug (z) + toug (r) q.t.p em Q.

Pela imersao compacta de Sobolev e pela Proposicao temos que

/|ui|q25q>0
0
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para g € [2,2*] arbitrario. Portanto,
vy = soug #0 e vy = touy # 0

mostrando que vy é uma solu¢ao nodal para o problema (3.6). Por {v, },en
ser uma sequéncia (PS) e juntamente com uma versao do Lema para

F tem-se

I(vg) = ulél/\f/l I(u).



Capitulo 4

Conjuntos invariantes por fluxo

decrescente

Este capitulo foi baseado e desenvolvido a partir do estudo do artigo
de Zhaoli Liu e Jingxian Sun [2I]. Em condigoes adequadas, mostra-se a
existéncia de pelo menos quatro pontos criticos de um funcional onde cada
ponto critico pertence a um determinado conjunto invariante. Os resulta-
dos tedricos sao aplicados aos problemas elipticos nao lineares com valores
de fronteira e aos sistemas de equacoes diferenciais ordinarias nao lineares.
Assim o estudo de conjuntos invariantes por fluxo decrescente nos fornece
ferramentas para que possamos obter solucao positiva, negativa e nodal.

Esta teoria sera crucial no estudo do capitulo seguinte para mostrar a
existéncia de trés solugoes, uma positiva, uma negativa e outra solugao que
muda de sinal no caso subcritico de Sobolev em RY (ndo auténomo) [6].

No que segue X é um espaco de Banach e J : X — R um funcional
de classe C'. Denotaremos por K o conjunto de todos os pontos criticos
do funcional J, ou seja, K = {u € X | J'(u) = 0}. Além disso, considere
Xo = X\K.

Definicao 4.1 Dizemos que uma aplicagago W : X — X € um campo

64
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pseudo-gradiente para J quando Wlx,: Xo — X € localmente Lipschitz

e as condi¢oes abairo sao satisfeita:
(i) (J'(uw), W(u)) = 5l1J'(uw)[|* para todo u € X

(i) ||W(u)|| < 2||J'(u)|| para todo u € X.

Exemplo 4.2 Seja X um espago de Hilbert e ¢ : X — R uma aplicag¢ao
de classe Ct, com derivada localmente Lipschitziana. Entdo, V¢ : Xg — X
€ um campo pseudo-gradiente.

Lema 4.3 (Existéncia de um campo pseudo-gradiente)
Sejam X um espago de Banach ¢ J € C'(X,R), entdo existe um campo

pseudo-gradiente W : Xo — X para o funcional J.

Demonstracao. Ver [34]. =
Seja W(u) um campo pseudo-gradiente de vetores para J e ug € Xp.

Agora considere o (P.V.I) de Cauchy em X,

dt - (4.1)

Pela teoria de E.D.O em espago de Banach (ver [I5]), o problema (|4.1))
tem uma tunica solugdo u(t,ug) onde [0,7T(ug)) é o intervalo maximal de

existéncia, a direita, da solucao. O conjunto
{u(t,up);t € [0,T(up))}

é chamada de érbita que passa por ug. Observe que podemos ter T'(ug) =

“+00.

Observagao 4.4 A aplicagio t — J(u(t,ug)) € decrescente em [0, T (up)).
De fato, fazendo uso da defini¢ao de solug¢ao do problema e do item (1)
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na definicao de campo pseudo-gradiente, obtemos

%J(U(tauo)) = <J/(u(t,u0)),%u(t,U0)>
= —(J'(u(t,ug)), W (u(t, up)))
< —l7wIP <o,

Por esta razdo a fungdo t — u(t,ug), t € [0,T(ug)), é dita uma curva de

fluxo decrescente.

Definicao 4.5 Um subconjunto M C X, nao vazio, € dito um conjunto
invariante de fluxo decrescente (c.i.f.d), para J determinado por W,

{u(t,ug);t € [0,T(ug))} € M

para todo ug € M\K, isto €, as orbitas que iniciam em M permanecem em

M.

Observacao 4.6 De agora em diante, por questao de simplicidade, diremos
apenas (c.i.f.d) em vez de Conjunto Invariante de Fluzxo Decrescente para J
determinado por W.

Exemplo 4.7 Para qualquer a € R, os conjuntos de nivel
J'={ue X;J(u) <a} e Jf ={ue X;J(u) <a}

sao ambos (c.i.f.d).
Com efeito, seja wy € J*, entio J(wy) < a e sendo a aplicagio t

J(u(t,wp)) decrescente em [0,T(wy)) temos que
J(u(t,wg)) < J(wo) < a para todo t € [0,T(wy))

mostrando que
{u(t,wp);t € [0, T(wyp))} C J

De forma andloga mostra-se que J§ é um (c.i.f.d).

Proposicao 4.8 Sejam Dy e Dy (c.i.f.d), entao D1 N Dy € um (c.i.f.d) para
J.
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Demonstracao.

Dado v € D1 N Dy temos v € Dy e v € Dy. Sendo Dy e Dy (c.if.d) entao
{u(t,v);t €10, T(v))} € Dy e {u(t,v);t €[0,T(v))} C Do,

ou seja,

{u(t,v);t € [0, T(v))} C Dy N Ds.
]

Proposicao 4.9 Seja D conezo e um (c.i.f.d), entdo o conjunto D € fechado,

conexo e um (c.i.f.d).

Demonstragao.
Por resultados de Topologia temos que D é fechados e conexo. Sendo D

um (c.i.f.d), ent@o é suficiente mostrar que dado vy € 9D tem-se que
{u(t,vo);t € [0,T(vy))} C D.

Suponha que exista ¢’ € [0, T (vp)) tal que u(t',vo) & D, isto &, u(t',vy) €
X\D. Sendo D fechado entdo X\D ¢ aberto, logo existe § > 0 tal que
Bs(u(t',v0)) € X\D.

Pela dependéncia continua do fluxo existe uma vizinhanca B. de vy tal
que, para cada v € B.(vg) tem-se que u(t,v9) € Bs(u(t',v)) para algum
te (0,7(v)).

Por vy € 0D tem-se que existe v* € D N B.(vy), e pela dependéncia
continua, u(t*, v*) € Bs(u(t',vy) C X\D; para algum t* € (0,7(v*)) o que é

um absurdo ja que D é um (c.i.f.d). m

4.1 Existéncia de pontos criticos

A partir de agora exibiremos resultados que, através de (c.i.f.d) fechados,

garantem a existéncia de pontos criticos para o funcional J.
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Definigao 4.10 O funcional J satisfaz a Condigao de Palais-Smale
em M, denotada simplesmente por (PS) em M, se dada qualquer sequéncia
{tn}nen € M tal que {J(uy)tnen € limitada e J'(u,) — 0 quando n — +oo

tem-se que {up, tnen admite uma subsequéncia convergente.

Teorema 4.11 Sejam M um (c.i.f.d) fechado em X e J satisfazendo a
condi¢io (PS) em M. Se

c:= inf J(u) > —o0,
ueM

entao ¢ € um valor critico para J em M.

Demonstragao.
Primeiramente vamos mostrar que dado uy € M\ K existe u* € M N K
tal que
c < J(u") < J(up).

Com efeito, fixado ug € M\K temos que {u(t,up);t € [0,T(uo))} € M
uma vez que M é um (c.i.f.d). Sendo a aplicacdo t — J(u(t, ug)) decrescente

para t € [0, (up)), entao
c < J(u(t,up)) < J(up). (4.2)

Por outro lado, pela defini¢ao de solugao do P.V.I em (4.1]), defini¢ao de
campo pseudo-gradiente e desigualdade de Holder, tem-se que para quaisquer

0<t; <ty <T(U0)

|[ G a] = |
—u(t,ug) dt|| =
t1 dt ’ t1

< / W (ult, o))t

t1

2 / 1t o)) dt

t1

[2)

—W (u(t, uo)) dtH

IA



69

IN
N

[ [ 1]

_/h 207 (), W () dt} : ity — 1]}

LJ t1

= 2 :/: -2 <J’(u), %u(t,u0)> dt} : [ty — t1]

1
2

. /:2 —Z%J(u(t,uo)) dt] ity — t1]}

= 22(J(ultr, uo)) — J(ulta, uo)))]

IN
N

[SIE

NI
D=

[ty —t1]2,

ou seja,

N|=

lJu(ta, wo) — ults, uo)l| < 2[2(J (ulty, o)) — J(ults, uo)))]? [tz — t:]2  (4.3)

Por fim, de (4.2)) temos que J(t1,ug) < J(ug) e J(u(te,ug)) > ¢, entdo

J(ulty,ug)) — J(u(te, ug)) < J(ug) — c. (4.4)
Substituindo em (4.3) obtemos

[uta, uo) — ults, uo)|| < 2V2[J(ug) — cJ2 [t — t1]?.

N|=

(4.5)

Agora mostraremos a existéncia de uma sequéncia {t, }nen C [0, T (ug))
tal que
tn—}iTr(Izlm)* u(tn,up) =u* € MNK.
Para isto vamos analisar os casos em que T'(ug) < 00 e T'(ugp) = +00.

e Se T'(ug) < 0.

De (4.5)) temos que, dado € > 0 considere {t, }nen C [0, T(up)) com ¢, < t,11

tal que [t, — T'(up)| < €, entao

||w(ty, uo) — u(tm, uo)|| < e, m,n > ny.
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Portanto, para t,, — T(ug)", a sequéncia {u(t,,ug)}}ney € M é de Cauchy.
Sendo X um espago de Banach existe u* € X tal que u(t,,ug) — u* em X
quando t, — T(ug)™. Por hipétese M fechado, entao u* € M.

Afirmamos que u* € K. De fato, caso contrario considere ¢ — wu(t,u*)
comt € [0,7(u"))), entao o intervalo maximal de u(t, ug) ¢ [0, T (ug) +7T'(u*)),
com 0 < T'(u*), o que contradiz a maximalidade do intervalo [0, T'(u)). Além

disso, segue de (4.2)) que

c< lim  J(u(t,,u)) = J(u*) < J(up).

Tt T (ug)t

o Se T'(up) = +oo.

Existe uma sequéncia crescente {s,}neny C [0, +00) tal que s, — +00 e

d
[Ej(u(t,uo))} — 0, quando n — +o0. (4.6)

t=sn

De fato, basta considerar ¢, = n e o intervalo [n,n + 1], entdo usando o
Teorema do Valor Médio (ver Apéndice [F| Teorema [F.7]), na aplicacao ¢
J(u(t,ug)), existe s, € [n,n + 1] tal que

00| = Tt ) = Tt 10)

Sendo {J (u(tn, uo)) }nen decrescente e limitada inferiormente, entao {J(u(t,, uo)) }nen

converge, ou seja, J(u(t,11,u)) — J(u(ty, ug)) — 0 quando n — +o0.

Dai, usando a defini¢do de campo pseudo-gradiente, (4.1]) e (4.6)), temos

0 < [T (u(sn, uo))|[* < 2(J (w(sn, u0)), W(u(sn, u0)))
- 2<J’(u(sn,uo)), {—%u(t,uo))] ) >

d
= -2 [Ej(u(t,uo))} — 0, quando n — +o0.

t=sn

Temos ainda, de (4.2)), que

¢ < lim J(u(sn,uo)) < J(up).

Sp—>00
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Em resumo, para o caso T'(uy) = 400, a sequéncia {u(s,, uo)fneny tem a

seguinte propriedade:
o {J(u(Sn,up))}nen é limitada;
o J'(u(sp,up)) = 0 quando n — +oo.

Usando a hipétese, de que J satisfaz a condigao (P.S), temos que, a menos

de subsequencia, existe u* € X tal que

lim  u(s,,ug) = u*.
Sp—+00

Por M ser fechado segue que u* € M.
Portanto, sendo J € C'(X,R), obtemos

0 <|[[J'()l| = Tim [[J'(u(sn, u0))l[ = 0 quando n — +o0.
n—-+0oo
Mostrando que u* € M N K. Além disso,
c < J(u) < J(up).

Por fim, usando a definicao de infimo, para cada n € N existe u,, € M tal
que

c:= inf J(u) < J(u,) < c+ l (4.7)

ueM n

Agora se, para n € N, u,, € K, entdo, pela condigao (PS), existe u € M
tal que J'(a) =0e J(a) = c.

Se u, € M\K, entao, pelo que foi demonstrado anteriormente, existe
U, € MNK tal que ¢ < J(W,) < J(u,). De {.7) temos que J(@,) — ¢
quando n — +oo e J'(u,) = 0, ja que w, € M N K. Entao, pela condigao
(PS), existe u € M tal que, J'(u) =0e J(u) =c. =
Definigao 4.12 Sejam M e D (c.i.f.d) para J com D C M. Definimos

Cu(D)={ug e M |3t €10,T(ug)) para o qual u(t',uy) € D}.

Quando D = Cy (D) dizemos que D é um (c.i.f.d) completo em M.
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Observacao 4.13 Facilmente mostra-se que:

e DC CM(D),

e Cu(Cu(D)) =Cu(D).

De fato, por defini¢io Cp (D) C Cp(Cr(D)). Agora seja ug € Cor(Car(D)),
entio existe t1 € [0,T(ug)) tal que u(ty,ug) € Cr (D). Novamente, por
definicao, temos que existe to € [0, T(u(ty,uo))) tal que

u(ty + t1,ug) = u(te, u(ty, ug)) € D.
Proposigao 4.14 Sejam Dy e Dy (c.i.f.d) para J tais que Dy N Dy # 0,
entao

CX(Dl N DQ) - Cx(Dl) N Cx(Dg)
Demonstragao.

Inicialmente, note que Cx (D N Dy) C Cx(D1) N Cx(Dy).

Com efeito, seja vy € Cx(D; N Dy), entao existe t' € [0,7(vy)) tal que
u(t',v9) € D1 N Dy, com isso u(t',vg) € Dy e u(t',vy) € Do, ou seja, vy €
Cx (D) N Cx(Dy).

Agora suponhamos, por absurdo, que exista wy € Cx (D7) N Cx(Dy) tal
que wy ¢ Cx (D1 N Dy). Observe que, por wy ¢ Cx (DN Dy), podem ocorrer

dois casos:
(1) u(t,wy) € D1\Dq para todo t € [0, T (wp)];
(2) u(t,wg) € Do\ Dy para todo t € [0, T (wp)].

Por outro lado wy € Cx(D;) N Cx(Ds3), entdo existem tq.to € [0, 7 (wy))
tais que wu(ty,wo) € Dy e u(ty,wy) € Dy. Portanto, em qualquer um dos
casos, seja (1) ou (2), temos um absurdo. m

Proposicao 4.15 Seja D um (c.i.f.d), para J, aberto. Se 0D C Cx(D),
entao

ODNK =10
onde K ={u e X | J'(u) = 0}.
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Demonstracao.

Suponhamos, por absurdo, que exista ug € D N K, isto é, ug € 0D e
ug € K. Se ug € K, pelo item (ii) da Definigao , temos que ug ¢ uma
singularidade do Campo W, entao u(t,ug) = ug para todo ¢ € [0, T (up)).

Por outro lado, uy € 9D C Cx(D) e com isso existe t' € [0,T(up)) tal
que ug = u(t';ug) € D, isto é, ug € DN AD o que é um absurdo, pois sendo

D aberto temos DNOD =(. m

Lema 4.16 Sejam M um (c.i.f.d) conexo, D C M um (c.i.f.d) aberto em
M. Entao,

(1) Cp(D) € um subconjunto aberto de M;

(i) Se Cy(D) S M e inf J(u) > —oo, entdo

u€dpy D

inf J(u) < inf  J(u).

u€dy (D) u€dn [Cpr (D)]

Demonstragao.

Prova de (i)

Seja v € Cp(D) assim existe t' € [0,7'(v)) tal que u(t’,v) € D sendo D
aberto temos que existe uma vizinhanga V de u(t',v) em D. Pela dependéncia
continua do fluxo segue que existe uma vizinhanca U de v tal que v € U C
Cu(D).

Prova de (ii)

Seja w € Oy Ch (D). Note que se w € Jy (D), entdao nada ha a fazer.

Suponha que w ¢ 9y (D). Sendo D aberto, entao
o (CyD)N D = 0.

Caso contrério terfamos, por um lado, Bs(wg) C D para algum § > 0 e por
outro lado, pelo fato de que Cy (D) & M e wy € Oy (Cy D), para todo r > 0
B, (wg) N M\Cy (D) # 0 o que é um absurdo pois D C Cy(D).
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Logo w ¢ D" e com isso existe uma sequéncia {wy, fneny C CM(D)\EM

tal que w, — w em M. Desde de que w, € Cp(D) e w, ¢ EM,V n €N,
entao aplicando o Teorema da Alfandega (ver Apéndice [F] TeoremalF.6)) existe
t, > 0 tal que u(t,,w,) € dyD. Dai,

J(wy) > J(u(tp,w,)) > inf J(u).

u€d D

Passando ao limite em n — 400 temos que

J(w) > inf J(u), Vw € dyCuy(D).

u€dy D
[ |

Proposigao 4.17 Sejam Dy, Dy (c.i.f.d) abertos tais que DyNDy # 0, entao
Cx(Dy N Dy) € aberto.

Demonstragao.

Claramente Dy N Dy é aberto e pela Proposicao temos que Dy N Dy
¢ um (c.i.f.d). Entao pelo Lema concluimos que Cx (D1 N Dy) é aberto.
]

Lema 4.18 Sejam M um (c.i.f.d) conexo, 0 # D C M um (c.i.f.d) completo
e aberto em M. Se D G M, entdo Oy D € um (c.i.f.d) nao vazio.

Demonstracao.

Primeiramente note que 9y, D # (). De fato, se 9y, D = (), entao
DY = DudyD = D,

ou seja, D é um fechado relativo em M. Com isso M\ D ¢é um aberto em M.
Por outro lado, por hipétese M\ D # ). Além disso, M = D U (M\D) com
DN (M\D) =0, entdao M é desconexo, o que é uma contradigao.

Agora fixemos v € 0Dy, e suponhamos que exista ¢ € [0,T(v)) tal que
u(t',v) ¢ 0Dy. Entao,
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e se u(t',v) € D temos que v € Cyy(D) = D. Sendo D aberto em M

tem-se que Oy D N D = (), por v € 9Dy, chegamos & um absurdo.

o scu(tv) e M\ﬁM, sabendo que M\EM é aberto em M, existe g9 > 0
tal que B, (u(t',v)) C M \EM. Pela dependéncia continua do fluxo
existe 0 > 0 tal que wu(ty,,ug) € Be(u(t',v)) C M\EM para todo
uy € Bs(v). Por outro lado, v € 0y D, entdo existe vy € Bs(v) N D,
ou seja, u(ty,, vo) € M\ﬁM o que é uma contradicao, ja que D é um

(c.ifd).

Portanto, dy D é um (c.if.d). m

Teorema 4.19 Sejam M um (c.i.f.d), para J, fechado e conexo, D C M

um (c.i.f.d), para J, aberto. Se Cy(D) G M, iélfD J(u) > —o0 e J satisfaz
ucon

a condi¢ao (PS) em M\D, entdio

inf  J(u) > inf J(u) > —oo, (4.8)
’LLE@M[CJM(D)} ueaM(D)
c = inf J(u) € um wvalor critico de J, isto é, existe u € Oy Cr(D)

u€d s [CJW(D)}
tal que J(uw) = c e J'(u) = 0.

Demonstracao.

Pelo item (i) do Lemald.16) temos que C(D) C M ¢ aberto e por hipétese
Cu(D) S M, entdo usando o Lema[d.18 no conjunto Cy(D) garantimos que
OnCu(D) # 0 e Oy Co(D) é um (c.i.f.d). Além disso, completa as
hipéteses para garantir o item (ii) do Lema e assim

ci= inf  J(u) > inf J(u)> —oc.
u€dpm [Cym (D)] u€dy D
Por fim, pelo Teorema {.11} temos que ¢ := inf J(u) é um valor
ueaM[CM(D)}

critico para o funcional J. =
O Lema a seguir é bastante técnico e foge do objetivo deste trabalho por

isso omitiremos sua demonstracgao.
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Lema 4.20 Sejam R = {(t,s) € [0,1] x [0,1]} e V um subconjunto aberto
de R tal que
{t,0;0<t<1}CV (4.9)
{(t,1);0 <t <1}NnV =0. (4.10)

Entao existe uma componente conexa C de OrV tal que

{(0,8);0<s<1}NC#D (4.11)
{(1,5);0<s<1}NC#0. (4.12)

Demonstracao. [2I] Lema 3.1. =

O Teorema abaixo é o principal resultado deste capitulo no qual garante,
sob certas condigoes, a existéncia de pelo menos quatro pontos criticos para
o funcional J € C'(X,R).
Teorema 4.21 Sejam X um espaco de Banach, J € C*(X,R) e suponha

que:

J satisfaz a condi¢ao (PS);

Dy, Dy sao subconjuntos de X abertos, conexos e (c.i.f.d);

8D1 C Cx(Dl),'
® 8D2 C Cx(DQ),'
[ Dl N D2 7é @

Além disso, suponha que ezxistem um caminho v : [0,1] — X e um ponto
w € D1 N Dy tais que v(0) € Di\Ds, v(1) € Do\Dy e para 0 < s < 1
tenhamos sy(0) + (1 — s)w € Dy, sy(1) + (1 —s)w € Dy e

inf  J(u) > sup J(y(1)). (4.13)

u€D1NDs t€[0,1]

Entao, J tem ao menos quatro pontos criticos localizados da sequinte maneira

U € El HEQ , U € DI\EQ , U3 € DQ\EI € Uy € X\(El UEQ)
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Demonstracao.

Existéncia de um ponto critico para J em D; N Ds.

Temos, pela Proposicao e Proposicao que D; N Dy é um (c.i.f.d)
fechado e por hipdtese

inf  J(u) > —o0,
ueD1NDo

entdo, fazendo M = D; N D, e aplicando o Teorema |4.11], concluimos que J
tem um ponto critico uy € Dy N Ds.
Existéncia de um ponto critico para J em D;\D;.

Primeiramente afirmamos que:
(i) Cp,(D1N D) G Dy;
(ii) Existe um ponto critico @ € 5, [Cp, (D1 N Ds)] para o funcional J.

Prova de (i)
Com efeito, D;N D, é um aberto de D;. Pela Proposicao por hipotese

e Proposicdo 4.8 segue que Dy N Dy é um (c.i.f.d). De (4.13) tem-se

inf  J(u) > sup J(v(t)) > J(7(0)). (4.14)

u€D1NDs te[0,1]

Temos, ainda por hipétese, que (0) € D\ Dy. Afirmamos que

De fato, caso contrério existe to € [0, T(v(0))) tal que u(ty,v(0)) € D1 N
D,. Usando o fato de que ¢ — J(u(t,7(0))) é decrescente e (4.14]) obtemos

J(7(0)) = J(u(to,7(0))) = inf J(u) > J(v(0))

we€D1NDy

o que é um absurdo.

Prova de (ii)
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Note que

inf J(w) > inf  J(u) > —oc.
ueaﬁl (D1ND3) u€D1NDy

Sejam M = D;, D = D; N Dy e fazendo uso do item (i) ficamos nas
hipéteses do Teorema , entao existe um ponto critico @ € 05, [Cp, (D1 N
D,)] para o funcional J.

Agora vamos mostrar que @ ¢ D; N Ds.

Segue do Lema fazendo M = Dy, D = Dy N D, que Cp, (51 N Dy)

é um subconjunto aberto de Dy, entdo
9p,[Cp,(D1 N Dy) N Cp, (D1 N Dy) = 0. (4.15)
Por outro lado, por definicao
Dy N Dy C Cp,(D1NDy)
dai por
95,05, (D1 N Dy)]N (D1 NDy) =0

mostrando que u ¢ D1 N D,. Com isso podem ocorrer dois casos:

o i€ Di\Dy;

o U € Dy\D;.

Observe que @ € 85, [Cp (D1 N D)) C Dy. Além disso, segue da Pro-
posigao [4.15] que
IDINK =0 ¢ dD;NK = 0.
Portanto, @ € D;\Ds.
De maneira analoga mostra-se a existéncia de um ponto critico para J

em DQ \bl .
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Existéncia de um ponto critico para J em X\(D; U D,).
Inicialmente consideremos R C R? o conjunto definido no Lema ea

aplicagao continua
G: R —X
(t,s) — G(t,s) =sy(t)+ (1 — s)w
onde 7(t) e w sdo dados nas hipdteses. Claramente G associa a cada t € [0, 1]

o segmento de reta que une os pontos y(t) e w.

Agora considere
V ={(t,s) € R|G(s,t) € Cx(D1 N Dy)} = G (Cx (D1 N Dy)).

Claramente V = (), pois por hip6tese G(t,0) = w € Dy N Ds.

Para V' valem as seguintes propriedades:

(P1) V' é um conjunto aberto de R. De fato, sendo Dy e Dy (c.if.d) e
abertos, entdo D; N Dy é um (c.i.f.d) e aberto e, consequentemente,
pelo Lema Cx (D1 N Dy) é um subconjunto aberto de X. Sendo G

um aplicagao continua, entdao V = G~1(D; N Dy) é aberto.

(P2) {(t,0);0<t<1}CV.
Com efeito, G(t,0) = w € Dy N Dy e D1 N Dy C Cx(D1N Dy), ou seja,
(t,0) € V pata t € [0,1].

(P3) {(t,1);0<t<1}NV =0.

Por hipétese
inf  J(u) > sup J(y(t)), (4.16)

u€D1NDs te[0,1]

entao existe 0 < n < 1 tal que

inf  J(u) > sup{J(G(t,s)); (t,s) € [0,1] x [1 —n,1]}.

ueﬁl ND2
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De fato, notemos que [0,1] x [0,1] é compacto e (s,t) — J(G(s,t)) é
uma aplicagao continua. Por outro lado para cada t € [0,1] o funcional J
é continuo em G(t,1), ou seja, dado € > 0 existe 0 < n < 1 tal que para

se[l—mn,1]etel0,1] tem-se
[J(G(t,s)) = J(GE,1)] <e.
Dai, para s € [1 —n,1] et € [0,1]

J(G(t,s)) < J(G(t,1)) +e < sup J(G(t,1)) +e. (4.17)

te(0,1]

Portanto, de (4.16]) e (4.17))

sup{J(G(t,s)): (t,s) € [0,1] x [1 =7, 1]} < sup J(G(t, 1)) +¢

tel0,1]

= sup J(y(t))+e¢
te(0,1]
< inf  J(u),

u€51 ﬂbg

ou seja,

k:=sup{J(G(t,s)); (t,s) € [0,1] x [1 —n, 1]} < inf J(u).  (4.18)

u€D1MD2
Afirmamos que VN{(¢t, s) € [0,1] x[1—n,1]} = (. Suponha, por absurdo, que
exista z* = (t*,s*) € [0, 1] x[1—n, 1] com z* € V, assim G(z*) € Cx(D1NDy),
isto é, existe t* € [0, T(G(x*))) tal que u(t*, G(z*)) € D1 N Dy. Recorde que
a aplicagao t — J(u(t,G(z*))) é decrescente, entao usando (4.18) temos

k> J(G(x")) > J(u(t*,G(z"))) > inf  J(u) >k

uEﬁﬂ\ﬁg
o que é um absurdo. Mostrando que {(¢, s);t € [0,1],s € [1 —n,1]} NV = 0.
Agora podemos aplicar o Lema ao conjunto V e concluir que existe

uma componente conexa I' de OrV tal que
{(0,);0<s<1}NT #0 e {(1,s);0<s<1}NT#0D.

Segue entao que,
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(1) G(I) é conexo;
(2) GI)N{s7(0)+(1=s)w;0 < s <1} = GI)N{G(0,5);0 < s <1} # 0
(3) GI)N{s7(1)+(1—s)w;0 < s < 1} = GI)N{G(L,5);0 < s < 1} £ .

Por outro lado, das hipéteses

(s9(0) + (1= $)w;0< s <1} C Dy e {sy(1) + (1 - s)w;0< s <1} C Dy.

Dai, de (2) e (3), obtemos

GI)NDy #0 e GT)NDy # 0 (4.19)

Agora nosso objetivo é mostrar que G(I') C dCx(D; N D).
Primeiramente provemos que G(0gxV) C 0G(V). Seja vy € G(OgV),

entao devemos mostrar que dado n > 0 tem-se

Ora, se vy € G(OrV'), entao existe wy € OxV tal que vg = G(wy). Recorde

que G é continua, dai dado € > 0 existe > 0 tal que
G(Bs(wg)) C B:(G(wy)) = Be(vp). (4.20)

Para concluir vamos analisar duas situagoes:

e Sev € (Bs(wp)\V) C R, entao G(v) ¢ Cx(D1NDy) (pois V = {(t,s) €
R | G(s,t) € Cx(Dy N Dy)}), ou seja, G(v) € X\G(V) e de (4.20))
concluimos que

B:(vg) N X\G(V) # 0.
e Sev € (Bs(wy) NV) C R, temos que G(v) € Cx(D1 N Dy) e de

B(vo) NG(V) # 0.
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Portanto,

G(0rV) C 0G(V) C 0Cx(D;y N Dy)
e consequentemente, pelo fato de que G(I') C G(9xV), obtemos
G(I') C G(OrV) C 0Cx (D1 N Dy).
Logo, sendo Cx(D; N Dy) aberto, temos que
GIT)NCx(DyNDy) =0. (4.21)

Afirmacao 1: G(I') N (D, N Dy) = 0.

Notemos que D; N Dy C Cx(D; N Dy) pois, por hipétese, temos que
0Dy C Cx(Dy) e 9Dy C Cx(Ds), entdao 0D1 N IDy C Cx(D1) N Cx(Dy).
Com isso, da Proposicao , segue que 0Dy N 9Dy C Cx(D; N Dy) e, por
definicio, D; N Dy C Cx(D; N Dy), ou seja, D; N Dy C Cx (D1 N Dy) .
Portanto, de concluimos que

G() N (DN Dy) = . (4.22)
Assim, de e , temos que
GT)N(Di\D2) #0 e G(T) N (Do\Dy) # 0 (4.23)

Recorde que G(I') € 9Cx(D; N Dy). Consideremos A a componente
conexa de 0Cx (D N Dy) que contém G(I'), entao de (4.23]) temos que

AN (D\Dy) #0 e AN (Dy\Dy) # 0. (4.24)
Agora sejam

A = {v €A :u(ty,v) € (D;\D;) para algum t; € [0,T(v))}

Ay = {v € A :u(ty,v) € (Dy\D;) para algum t, € [0,T(v))}.
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Por (4.24) temos que A; e Ay sdo nao vazios.
Afirmacao 2: Ay N A, = 0.
Suponhamos, por absurdo, que exista vy € A; N Ay. Entao, existem

t1,t2 € [0, T(vg)) tais que
u(thUo) € DI\EQ e U(tg,vo) € DQ\El. (425)

Por construcao A C 9Cx(D1NDy) e por OCx (D1NDy)NCx (D1NDs) =)
tem-se vy ¢ Cx(D1NDy) com isso, para todo t € [0,7(vy)), temos os seguintes

(A) u(t,vy) € Di\Dy, YVt €[0,T(vg));
(B) u(t,vo) € Do\Dy, Yt €[0,T(vp));
(C) U(t,Uo) - 8CX(D1 N Dg)\(bl UEQ) y Vt c [0, T(U0)>

Se ocorre (A), (B) ou (C), devido & (4.25)), chegamos a um absurdo. Dessa
forma concluimos que Ay N Ay = 0.

Além disso, A e Ay sdo abertos em A. De fato, basta mostrar que dado
v € Ay existe § > 0 tal que Bs(v) N A C A;. Seja v € Ay, entdo existe t; €
[0, T(v)) tal que u(t1,v) € D;\Dy. Sendo D, fechado e {u(t;,v)} C (D1\D>)
compacto com Dy N {u(ty,v)} = 0, entdo dist(u(ty,v), Ds) > 0, ou seja,
existe g9 > 0 tal que B.,(u(t;,v)) C D;\D,. Dai, pela dependéncia continua
do fluxo, existe § = 6(g9) > 0 tal que u(ty, w) € Be,(u(ty,v)) C D\D; para
cada w € Bs(v) N'A. Mostrando que Bs(v) N A C A;. De maneira aniloga
mostra-se que Ay é aberto em A.

Pela afirmacao 2, por A; e Ay serem abertos em A bem como A ser
conexo, entao A\(A; U Ay) # 0.

Note que, uma consequéncia do que foi feito até agora é que 0Cx (D1NDy)

¢ um (c.i.f.d) em X. De fato, vimos que Cx(D; N Dy) é um aberto de X (ver
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prova de (P1)), pela Observacao temos que Cx (D N Dy) é completo e
de temos que Cx(D; N Dy) é um subconjunto préprio de X, entao,
pelo Lema [1.18] 0Cx (D1 N Dy) é um (c.if.d) em X.

Dai, considere ug € A\(A; UAy) C 9Cx (DN Dy).

Agora se ug € K concluimos a demonstragao do Teorema. J& que por
up € A\(A; U Ay) tem-se ug ¢ Ay U Ay, isto é, para todo t € [0,7(up))
temos que u(t,ug) ¢ D1\Dq e u(t,ug) € Dy\D;. Além disso 9D, N K = (),
OD; N K =0 e u(t,ug) € 0Cx (D1 N Do) para todo ¢ € [0,T(uyg)), ou seja,
u(t,ug) ¢ D1N Dy, Vit €[0,T(up)). Logo

u(t,ug) € Dy U D, para todo t € [0, T(ug)).

Em particular ug ¢ Dy U Ds.
Suponha que ug € dCx (D N D)\ K.
Observe que,
inf  J(u) > inf J(u) > —o0.
9(D1ND2) u€D1ND>

Assim, pelo Lema (considerando M = X e D = Dy N Dsy), segue que

c:= inf J(u) > inf J(u) > —oo.
u€dCx (D1ND2) d(D1ND3)

Agora estamos nas hipoteses para usar os mesmos argumento utilizado
na demonstragao do Teorema [4.11] seja T'(ug) < oo ou T(ug) = +00, € com

isso garantir que existe {u(ty, uo) fnen C OCx (D1 N Dy), tal que

lim  w(t,,up) =u* € 0Cx(Dy N Dy) N K.

tn—T (ug)t
Temos, pela Proposicao .15, que u* ¢ dD; U dD,. Além disso, sendo
Cx(Dy N Dy) aberto, tem-se que u* ¢ Dy N Ds.
Para finalizar vamos mostrar que u* ¢ (D;\Ds2) U (D2\D;). De fato,

suponha que u* € D;\D,. Por hipétese Dy é aberto e por u(t,,uy) — u*
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quando t,, — T'(ug) ™, entao existe § > 0 e ng € N tal que u(t,, ug) € Bs(u*) C
D, para todo n > ng. Temos um absurdo, pois uy € A\(A; U As) e assim

para todo t € [0, 7 (uy))
u(t,ug) &€ D1\Dy e u(t,ug) ¢ Do\D;.

Portanto, u* € X\(D; UD,). m
O préximo Teorema é uma versao do Teoremal4.21|no caso em que X = H
é um espago de Hilbert e a derivada do funcional J € C*(H,R) ¢ dada por
J'(u) =u— A(u), para u € H, onde A : H — H é um operador.
Primeiramente vamos precisar de um Lema auxiliar que, sob certas condigoes,

garante a existéncia de um campo pseudo-gradiente para o funcional J.

Lema 4.22 Seja J : H — R um funcional de classe C tal que J'(u) =
u—A(u). Suponha que Dy e Dy sao subconjuntos de H tais que A(0D1) C Dy
e A(0Dy) C Dy. Entao, existe um campo pseudo-gradiente de vetores W para

J, 0 qual torna os conjuntos Dy e Dy invariantes por fluxos decrescente. Além
disso, tem-se 0Dy C Cy(Dy) e 0Dy C Cy(D3).

Demonstracao. Ver [21] Lema 3.2. =
O teorema abaixo sera uma ferramenta importante nos préximos capitulos

para garantir a existéncia de trés solugoes nao triviais das quais uma é nodal.

Teorema 4.23 Sejam H um espaco de Hilbert e J € CY(H,R). Suponha

que

o funcional J satisfaz a condi¢ao (PS) em H;

o J'(u) =u— A(u) onde A:H — H € um operador;

Dy e Dy sao (c.i.f.d) abertos e convexos de H;

D1 ﬂDQ 7é @,’
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° A<8D1> CD;e A(aDg) C Ds».

Se existe um um caminho v : [0,1] — H tal que v(0) € Di;\Ds, y(1) €
D2\D17 €
inf  J(u) > sup J(y(1)). (4.26)

u€D1NDs t€[0,1]

Entao, J tem ao menos quatro pontos criticos localizados da sequinte maneira

u; € El QEQ , U € Dl\ﬁg , U3 € Dg\ﬁl € Uy € /H\(El UEQ).

Demonstragao.

Pelo Lema existe um campo pseudo-gradiente W, para o funcio-
nal J, que torna os conjuntos D; e Dy invariantes por fluxo decrescente
(c.if.d). Além disso, 0D; C Cy(Dy) e 0Dy C Cy(Ds). Portanto, estamos
nas hipdteses do Teorema (4.21). =



Capitulo 5

Equacao de Schrodinger

superlinear

Neste capitulo utilizamos como texto base o artigo de Bartsch, Liu e
Weth [6]. Usando a teoria de (c.i.f.d) desenvolvida no Capitulo |4 mostramos
a existéncia de solugao nodal para equacao superlinear de Schrédinger (nao

auténoma)

~Au+a(z)u= f(u), RV

(5.1)
u € HY(RY)

onde f:RY x R — R é uma funcdo Caratheodory. Além disso vamos supor

que:

(A)) a€ L2 (RY) e inf essa(z) > 0;

loc zCRN

(45) Tim L&Y

t—0 |t|

= 0 uniformemente em x;
(A3) existe C'>0ep € (2,2%) tal que

|f(z,t)] < C(1+ [t]P™") para » € RY |t € R;

87
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(A4) (Ambrosetti-Rabinowitz) Existe 6§ > 2 tal que
0 < OF(z,t) <tf(z,t), para t cRY  tcR
onde F(z,t) = /tf(x,t)dt;
0
(As) Uma das seguintes condigoes ¢ satisfeita:
(As51) V M > 0 tem-se
p({z e RN :a(x) < M}) < oo

(ABAZ) lim sup |f($, t)|

|z|—=+oco [tI<T |t|
f(z,t)
|t]

Para cada € R, um exemplo de uma nao linearidade que satisfaz (Ag) —

=0,V7>0;

(Ag) A fungao t — é nao crescente em R\{0}.

(Ay) e (Ag) é a seguinte:
f(z,t) = a(z)|t|P™*, VteR

onde 2 < p < 2* e a € L®(RY) com a(x) > 0 para algum subconjunto
QC RV,

Denotaremos v, ,u_ como sendo a solucao positiva e negativa, respecti-
vamente. O resultado principal deste capitulo:

Teorema 5.1 Suponha vdlidas as hipdteses (A1)-(Ag), entdo POSSUL
trés solugoes nao triviais uy, u_ e u. Em que, uy € positiva, u_ € negativa
e u muda de sinal. Além disso, a solucdo nodal . tem exatamente dois

dominios nodal.

5.1 Preliminares

Inicialmente, para 1 < s < +o00, denotemos por | -|; a norma em L*(RY).

Agora consideremos o conjunto

E= {u c HY(RY) | a(r)u? < oo} : (5.2)

RN
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Pelo estudo feito no Apéndice [B] F é um espago de Hilbert munido com o

produto interno
(u,v)p = / (VuVo + a(x)uv) de , Y u,v € E
RN

e a norma induzida || - ||z = \/(-, ) -

Além disso, E — H'(R") continuamente e consequentemente, pela imersao
HY(RY) — L*(RY) ser continua, a imersdao £ < L*(R") é também continua
para s € [2,2*]. Essas imersoes sdo compactas, para s € [2,2*), caso ocorra
(As.1), como mostraremos adiante.

Ademais, para R > 0 definimos

Br(u)={ve E||lv—ulls < R}.

Lema 5.2 Segue de (A2) e (A3) que Ve > 0 eziste K = K(g) > 0 tal que

f)| <elt| + K|t ,VEteR e pe (2,29). (5.3)
Além disso,
€.,9 K .
|F(t)|§§\t| +§|t|p, VteR e pe(2,27). (5.4)
Demonstracao.

Por (Aj3) temos que existe C' > 0 e p € (2,2*) tal que
fOI<CA+ P "), VteR. (5.5)

De (Ay) dado € > 0 existe 6 = d(g) > 0 tal que [t| < 6 tem-se |f(t)| < e |¢].
Dai,
O < et + [t
= et + [t |t
< e t] 4ot

= elt| + K[tP!
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onde K =96 > 0.
Agora supondo [t| > ¢, entao de (5.5

f@) < Cca+ [
1
< o (=)
<

(1
Ct[P* <F + 1)

< elt] + Kt

1
ondeK—C<F+1)—K(a)>0.

Integrando ([5.3)) de 0 a s temos

K
IF(1)] < §|t|2+;|t|p, VieR e pe (2,29 (5.6)

Segue, do Lema que o funcional associado ao problema (5.1) dado

por

J: E —R
1
w o Jw) =5 [ (VP +a@lal) - [ P
2 RN RN
estd bem definido e é de classe C'(E,R) com
J(u)-v= / (VuVov + a(x)uv) — fu)v, Yu,v e E.
RN RN

Portanto pontos criticos do funcional J sao solugoes fracas para o problema

(]

O gradiente de J tem a seguinte forma

VJ: FE — F

u — VJ(u) =u— Au)
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onde

A: FE —FE
u — A(u) =[-A+d " f(u).

De fato, para cada u € E temos que J'(u) : E — R é linear e continuo. Por
E ser um espaco de Hilbert segue, pelo Teorema da Representagao de Riesz,

que existe unico p € F tal que
J(u)-v={(v,0) ,VveE. (5.7)

Em outras palavras podemos identificar J'(u) como ¢ € E, isto é, J'(u) = ¢.

Agora basta determinar explicitamente . Segue de (5.7) que

/R (VuVu ) = [ - /R (VoW + a(z)ev) , Vo € B,

N
ou seja,
/ V(u—¢@)Vv+a(z)(u— @) = fw)v, Yv € E. (5.8)
RN RN
A expressao (5.8)) diz que w = u — ¢ é solugao do problema

—Aw +a(z)w = f(u) em RY.

Dai,
—Aw + a(z)w = f(u)
& [~A+a@)]-w= fu)
& u-p=w=[-A+a(@)]" fl(u)
& p=u—[-Ata(@)] f(u).
Portanto,
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Uma consequéncia de (5.8)) é que, para cadau € E, A(u) := [-A+a]™! f(u)

¢ unicamente determinado pela relacao

(A(u),v)p = (wv,VvekE. (5.9)

RN

Ora, sendo u — ¢ = [-A + a(z)]™ - f(u) := A(u) temos que

(A(w),v)p = (U=, 0)g

= . V(u—¢)Vu+a(x)(u—p)v

= fu)v, YoveE.

RN

Observacao 5.3 Em espago de Hilbert temos que J'(u) = VJ(u).
Proposicao 5.4 Supondo que ocorre (As1), entdo para s € [2,2%) a imersao
E — L¥(RY)

€ compacta.

Demonstracao.
Primeiramente mostraremos que u,, — 1y em Lz(RN ) sempre que u, — ug

em F, quando n — +oo. Para isto, é suficiente mostrar que
|tnla — |uglz , quando n — +o0. (5.10)

De fato, para cada n € N, seja a,, = |u,]o. Sendo L*(RY) um espaco de

Hilbert temos que {u, fney C L*(RY) é limitada e
lim inf |u,|o > |ugle. (5.11)

Assim seja a,, = g > |uglz, quando n — +oc.
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Afirmamos que dado £ > 0 existe R > 0 tal que

/ (u,)> <e,VneN, (5.12)
RN\ Bp(0)

Suponhamos, por um instante, que vale (5.12)), entao

/ (uy,)? —I—/ (un)* < € +/ (un)?, Vn €N,
RN\ BR(0) BRr(0) Br(0)

isto é,
lu,l3 < €+/ (un)*, Vn € N.
Br(0)

Pela imersao E < L2

loc

(RY) ser compacta, bem como de (5.11)), tem-se que
[uoly < ap = li;fn [tunle < |ugle +€, Ve >0.

Logo, sendo € > 0 arbitrario, temos ({5.10)).
Prova de (5.12)
Seja u, — ug em E, entdo {u, ey limitada em E. Assim podemos fixar

e > 0, arbitrario, e considerar uma constante M de tal modo que
2 2
M > —sup ||ugl||. (5.13)
€ n
Além disso, pela imersdo continua E < L*(RY)[s € (2,2*)], temos que

Un b
sup |—|22; <C (5.14)
un €E\{0} |[n|

1 N
rap e — .
para p N 3

Por (As1) temos que

lim p({z € RM\Bg(0) : a(z) < M}) =0,

R—+o00

isto é, existe Ry > 0 tal que R > R implica

u({x € RM\BR(0) : a(z) < M}) < -

_— 5.15
QC’sup||un||2 ( )
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1 1
onde ¢ > 0 é tal que — + — = 1.
P q
Agora, para R > Ry, definamos os conjuntos

A={x ¢ RM\Bg(0): a(z) > M} e B = {x € R"\Bg(0) : a(x) < M}.

Dai, por (5.13)), temos

[w? < [ 2Dy
1

1

< 5V . (|Vun|2+a(x)(un)2)
1

=l < 5.

Temos ainda, pela desigualdade de Hélder, por (5.14) e (5.15)), que

o < () (1)

2
2 |un|2p 1
— . B
|[nl| HUnHQ[ (B)]«
P
2 |un|2p 1
< ||u, sup  —5 (u(B)]q
el uneE\{0}||un|!2[( )
€ €
< Csupllug|]? | ——— | ==
an I 2C sup | [u,||? 2
n

E assim fica provado que vale (5.12)) e com isso u, — ug em L*(RY), quando
n — 400. Pelo Lema de Lions (Ver Apéndice Dl Lema concluimos a

demonstracao da Proposicao. m

5.2 Condicao de Palais-Smale em £

Lema 5.5 J satisfaz a condi¢ao de Palais-Smale em E.
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Demonstracao.

Considere a sequéncia {u, },eny C E tal que
J(u,) = ¢ e J'(u,) = 0, quando n — +oo.
Entao, pela condicao (Ay), para € > 2 temos
cto,(1) = J(u,) —

= (5 5) Il + 5 [ =P

logo {uy, nen é limitada em E. Dai, a menos de subsequéncia, existe ug € E

tal que u, — ug em E e consequentemente
(U, up) 5 — (U, Uo) p = ||uo]|*, quando n — +oo0.
Dai, para concluirmos a demonstracao, é suficiente mostrar que
l[un||* = ||uol|* , quando n — +o0 (5.16)
pois para cada n € N
[ln = woll* = [Junl[* = 2 (un, uo) s + [fuo]
Note que J'(uy) - (un — up) = 0,(1), entao

0 < limsup(||un||* — ||uo||?) = hmsup (Un, Un) p — (Uo, Uo)
{

= hmsup Un, Uy, — Uo)

= limsup { Vu,V(u, —up) + a(x)u, (u, — uo)}
RN

n

- limsup{ [ ) = w) +on(1)] .

n
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Agora basta mostrar que dado € > 0 existe ng € N tal que

n f(un) (un — up)

< e, para n > ng.

Suponhamos que ocorra (Ajs 1), entao segue da Proposigao que a imersao
E — L*(RY), para s € [2,2%), é compacta, ou seja, u, — 0 em L*(RY).

Logo, de (5.3) e da desigualdade de Holder, temos

/hmm—wHK/IMW%wmd
RN RN

< uplz|un — uglz + K|un\g_1|un — uglp, = 0, quando n — +oo.

IA

. S (un) (wn — o)

Agora suponhamos que ocorre (As2). Seja e > 0, entao para 7 > 1, de

(5.3) e pela desigualdade de Hélder, temos

‘/Iunm f(ttn) (1t = o)

: / |t [, — o] + K [t [P 1, — o)
|un|>7 |un|>7

IN

[ R o N T e T
‘U7L|ZT

‘u’ILIZT
= (1+K)/ |, [P 1t — o]
[un|>7

2% —2*

Unp, —U0|

= (1 —|—K)/ |, [P |ty
|un|>7

= (1+K) / [t
|un|>7
< (1+ K)TP_T / ]un]?_l\un — U

lun|>7

2*71’un|p72*

Unp, _u0|

2*—1

< (14 K) 777 Jug |2, — uo

2% -

Portanto, para 7 suficientemente grande, sendo p < 2*, obtemos

‘/Iun» f (un) (un = wo)

Por outro lado, de (As2) dado € > 0, existe R > 0 tal que para |z| > R e

<§,Vn€N. (5.17)

u € F tem-se
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Entao, para |z| > R e n suficientemente grande, temos que

Un\Un =4 < Up )| |Up — U
[ S| < [ )l

[n ()| <7 |Un|

< / || [t — 0| sup |f (un)]
fun ()] <7 fun|<r | tn]
Uy,
< s [t — wgly sup L)
funl<r | Un]
< =
= 3
ou seja,
/ Flun)(n —up)| < &, para |2] > R. (5.18)
()] <7 3

Além disso, u,, — 0 em L*(Bg(0)), para s € [2,2*), quando n — +o00. Entao
para |z| < R e n suficientemente grande, usando (5.3) obtemos

/ £ (1) (1 — 0)
[un (z)|<T

Portanto, de (5.17), (5.18) e (5.19) concluimos que, para n suficientemente

<

, para |z| < R. (5.19)

Wl ™

grande,

f(un) (un — uo)

RN

<e.

5.3 Conjuntos invariantes por fluxo descre-

cente
NO que segue vamos considerar OS COones convexos

Ef={ueFE:u>0} e E-={ueFE :u<0}.
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Ademais, para u € F denotamos u™ = max{u,0} e v~ = min{u, 0}. Observe
que se u € E, entdo ut € E*. Agora fixemos ¢ > 0 arbitrario e definamos

0s conjuntos
DY ={ue E|dist(u,E") <e} e D- ={ue E|dist(u,E7) < €}

bem como D, = DFUD_-. Note que, D, é simétrico, isto é, se u € D, tem-se
que —u € D, fechado e E\ D, contém somente fungdes nodais. Além disso,

D7 e DZ sao subconjuntos abertos e convexos de E.
Lema 5.6 FEuxiste eg > 0 tal que para 0 < £ < gq vale:
(1) A(ODF) C DF e toda solugao nao trivial u € DI de ¢ positiva;

(11) A(ODZ) C DZ e toda solugdo ndo trivial u € DZ de ¢ negativa.

Demonstragao.
item (i)
Seja d := % (xierllRfN a(x)) > 0, entdo por existe K = K(d) > 0 tal
que
If@)] <d|t| + K[tfP™', VteR. (5.20)
Além disso,

2d|lu — w5 = / 2d|u — w|?
RN

< / |V(u—w)|2+/ 2dlu — w]?
RN RN

< / |v<u—w>|2+/ a(@)u — wf?
RN RN

= Jlu— )

ou seja,

fu — wls < = | — 0] (5.21)

u —w — |[|U — W|]|. .
2_m



Com isso,

o = |u—u”|

2

= min |u—wl

welEJr
7l
(v

€EEt

min |ju — wH)

) disttu. ),
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De maneira andloga, usando a imersao continua £ < L*(RY)(s € [2,2*]),

temos que

lu*|, < O dist(u, EF)

Observe que para v € E

dist(v, EY) =

IA

<

dist(vt + v,

dist(v™, EY)
dist(v™, E")
-

[lv™ =0l =

EY)

+ dist(v

wl[}

1l

_’ EJ’_)

(5.22)

Para u € F seja v = A(u) € E, entao por (5.9), (5.20), (5.22), (5.21) ,

imersao continua e desigualdade de Holder, tem-se

dist(v, E1)||v~||

< I

= UU>E

~ [ s

= [ St
RN

< flu)"v™
RN

= fu?

Yo+ f(u”

+ f(u) v~

)
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= [t

/ (dlu™| + K(d)u )"
RN
< du|2lvT |2 + K(d)|u*]£*1\vf|p

IN

1 .
< (5 dist(u, ET) + K [dist(u,E+)]p_1) v~ ||
onde K > 0 ¢é uma constante. Logo
1 .
dist(A(u), ET) < 3 dist(u, ET) + K [dist(u, EV)]P™t , ue B.  (5.23)

Afirmacao: Existe 5 > 0 tal que

dist(A(u), ET) < Z dist(u, ET) , Vue DI e 0<e<e. (5.24)
1
De fato, basta considerar g = (ﬁ) p_Q. Pois dado u € DI, 0 < & < &,
temos que

1 \s2
dist(u, ET) < e < (—~)
4K
- 1
= [dist(u, ET)]" g g—
4K
1
= 0< ——= — dist(u, ET)P~?
4K
1 -
= 0< {—~ — dist(u, E+)”_2} K dist(u, EV)
4K
1 -
= 0< 1 dist(u, EY) — K dist(u, ET)P~*

dist(u, ET).

o

1 ~
= 5 dist(u, EY) + K [dist(u, EV)P" <

Dai, usando (|5.23)), concluimos a prova da afirmagao.

Agora seja u € D7, entao existe {un}neny C DI tal que u,, — u em E,

quando n — 4o00.

Segue da afirmacao que

dist(A(uy,), ET) < = dist(u,, ET) < % , VneN. (5.25)

o
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Portanto, de (5.25), pela continuidade da funcao distancia e do operador
A: FE — FE, segue que

dist(A(u), EY) = lim|dist(A(u,), E1)]

n

< 5 <
— £
A ’

ou seja, A(DF) C DZ.
Por fim, sabendo que 0D C D

£

concluimos que A(ODF) C D} para
0<e<egg.

Além disso, se u € DI (0 < e < gg) é tal que A(u) = u, entdo u € Et.
De fato, caso u ¢ E7 existe § > 0 tal que dist(u, ET) >
e < 6 temos, por A(u) =u e de (5.24), que

0. Agora escolhendo

e <0 < dist(u, E") = dist(A(u), E1) < Zdist(u, Ef)<e

o que é um absurdo.

Suponhamos que & € DI é solugdo, nao trivial, do problema ((5.1)) assim
~Al+ati = f(@) em RY,
ou seja,
= (—A+a)"- f(a) = Aa).

Pelo exposto anteriormente segue que % € E¥, isto é, 4 > 0 em RY. Agora

suponhamos, por absurdo, que exista z, € RV tal que

t(zg) = 0= inf a(z). (5.26)

zERN

Por outro lado, de (Ay4), f(a) > 0 logo
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Pelo Principio do Méximo (ver Apéndice Teorema segue que U € cons-
tante em RY. Portanto, de tem-se que u = 0 o que é uma contradicao,
pois estamos supondo @ # 0.

item (ii)

Andlogo ao item (i). =

Consideremos, como feito no Capitulofd, W um campo pseudo-gradiente

de vetores para J, ug € Ey e o (P.V.I)

onde Ey = E\K com K ={u € E | J'(u) = 0}.
Sejat — u(t, ug) a curva de fluxo decrescente associada ao campo pseudo-

gradiente W para o funcional J. Agora para D C E um (c.i.f.d) definamos
Cr(D) ={ug € E|u(t',up) € D para algum t' € [0,T(ug))}.
Além disso, ponhamos
Ao ={v € E|u(t,,v) = 0 para t, — T(v)}.

Decorre diretamente da defini¢cao que Ay N K = {0}, pois se v € K, entao

u(t,v) = v para todo ¢t > 0. Ademais o conjunto Ay é aberto.

Lema 5.7 Ezxiste M > 0 tal que ||u(t,v)|| < M para todo t € [0,T(v)) e
todov € Ay. E consequentemente u(t,v) estd definida para todo t € [0,400).

Demonstracao.
Seja v € Ay, entao u(ty,v) — 0 quando ty — T(v). Por t, — T(v),

quando k — +o0, tem-se que dado ¥’ € [0,7'(v)) existe k; € N tal que t, > ¢/
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para k > ky. Assim,

T0) 2 It ) 2 Tulte,w)
= Sl o= [ Pt
> (e, o) — elutte, o)l — Culin, o)

1
> Llufte )| — (b )] 2 — OOt 0P
1 3
= lutts )P (5~ 261 ) = Cllutw. 0P
1 ~
= lutts )P | (5 - 1) = Cllute P>

Por outro lado, dado n > 0 existe ky € N tal que k£ > ky implica que
[lu(te, v)[| <.

1 1|72 1
Portanto, para n = [(5 — 501) 5} ’ , €< 3C, e k > max{ko, k1 }, temos
que

J(w) > J(u(t',v) >0, Vved, Vi €[0,T(v)). (5.27)

Segue, pelo Lema (ver Apéndice [A)), que se {up}nen C E é tal que
||un|| = 400, entao J(u,) — —oo.

Suponhamos que exista {s;}ren C [0,7(v)) tal que ||u(sk,v)|| — 400
quando k — +oo, entdo J(u(sy, v)) = —00 o que, por (5.27), é um absurdo.
Logo existe M; > 0 tal que, ||u(t,v)|| < M, para todo t € [0,T(v)). E pela
Teoria de E.D.O em espago de Banach temos que T'(v) = +00.

Suponha que exista {v;}jen C Ag tal que ||u(t,v,)|]| — 400 quando
Jj— tooetel0,T(v;)).

Assim para t € [0,7(v;) segue que J(u(t,v;)) = —oo quando j — +00 0
que é um absurdo, ou seja, existe My > 0 tal que ||u(t,v)|| < M,y para todo

veAyetel0,T(v)).
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Seja M = max{M;, My} > 0, entao ||u(t,v)|| < M paratodot € [0,T(v))

etodove . =

Corolario 5.8 Se v € Ay, entdo ||u(s,v)|| < M para todo s € [0,T(v)).

A partir de agora usaremos g9 > 0 encontrado no Lema [5.6

Proposicao 5.9 Seja 0 < e < ¢gy. Entao existe um campo pseudo-gradiente
para J tal que DY e DZ sdo (c.i.f.d). Além disso,

Demonstracao.

Pelo Lema existe g9 > 0 tal que A(0D) C DF e A(OD-) C D_
para 0 < ¢ < g5. Sendo J € CY(E,R) e para cada u € E tem-se que
J'(u) = u — A(u), entao pelo Lema [1.22] (ver Capitulo ) existe um campo
pseudo-gradiente de vetores W para J, o qual torna os conjuntos DI e D~
invariantes por fluxo decrescente. Além disso, tem-se 0DF C Cg(D7) e

Lema 5.10 Seja 0 < & < gy. Entdo DFND- C Ay. Em particular J(u) > 0
para todo uw € DI N D_.

Demonstragao.

Primeiramente mostraremos que

inf  J(u) > —o0. (5.29)

weDIND
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Para u € DX N D_, de (Ayg), (6.3)) e (5.22), temos

Iw) = il - [ P

> —/RNF(U)
1

> 7 RNf(U)U

>

1
1 / (clul + KlaP ™l
0 Jon

1

v

1 —_— — —
=5 [2e(fu™ 5 + [w715) + 27 K (ju ™} + [u7[})]

v

_% [2e(le0Cal? + [e0Cal?) + 22 K ([eoCl? + [0 CJP)]

1
= —5(225[5002]2 + 2P K[g0C,p)P)

onde g > 0 é obtido no Lema [5.6] E com isso fica provado ([5.29).

Vamos mostrar agora que DF N Do C Ap. Seja v € DI N D, entdo se
v = 0 nada a fazer.

Sejav € (DFNDZ)\{0}. De e por definicio D C Cp(DZ), tem-se
que DE C Cy(D¥), ou seja, DI ND- C Cx(DI)NCr(DI) = Cp(DINDC)
e com isso existe ¢’ € [0,T(v)) para o qual u(t’,v) € DI N D_.

Logo, de e por t — J(u(t,v)) ser decrescente, obtemos

—00 < uED{?f‘IDQ J(u) < J(u(t',v)) < J(v), Vv e DN D_.
Dai,
—oo< inf  J(v). (5.30)

veDINDT

Além disso segue, da Proposicao (Capitulo ]) e do Lema[5.6] que

(DI NnDo)NK = {0}

)
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Neste momento estamos nas condicoes do Teorema (ver Capl'tulo com
isso, como feito em sua demonstracao, podemos garantir a existéncia de uma

sequéncia {t, tnen C [0,7(v)) tal que

lim wu(t,,v)=u"€ (DFrND7)NK.

tn—T (v) €

Portanto,

lim w(t,,v) =0.
tn—T (v)

Mostrando que v € Aj.
Agora mostraremos que .J(u) > 0 para todo u € D N D_. De fato, dado

vE D_j N D_; tem-se que
J(u(t,v)) < J(w), Vtel0,T(v)).

Seja {t,tnen C [0,T(v)) uma sequéncia crescente tal que t, — T'(v). Dali,
{J(u(tn,v))}nen € R é uma sequéncia mondtona decrescente e de ([5.30) é

limitada inferiormente, entao converge para o infimo, isto é,

lim J(u(t,,v)) = Tlllellg J(u(tn,v)).

tn—T (v)

Por outro lado, DFfND= C Ay assim u(t,,v) — 0 quando ¢, — T'(v). Usando

a continuidade do funcional J e a unicidade do limite temos que

J(v) > J(u(t,,v)) > inf J(u(t,,v)) = 0.

neN

Portanto, J(v) > 0 para todo v € DF N D_, isto ¢,

inf  J(u) > 0.

weDFNDZ

Lema 5.11 FEziste R > 0 tal que J(u) < —1 para todo u € C\Bg(0), onde
C={tu:t>0,uc FE}.
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Demonstracao.

Usando o Lema (ver Apéndice , para v € C, tem-se

t2
Tw) = Jtw) =l - / Ftu)
RN
t2
Clll? = 2] + £

IN

t2
2

IN

[lull* = tJulg + 2] ful|?,

ou seja, para t — 400, sendo 0 > 2, segue que J(v) — —oo. Logo existe
R > 0 tal que
J(u) < =1 para todo u € C\Bg(0).

Demonstracao. Teorema [5.1

Consideremos o conjunto nodal

M={uecE:ut#0 e J(u*) vt =0}

8= uléljf\;l J(u).

De maneira similar, como feito anteriormente, mostra-se que M contém todas
as solugoes nodais do problema (5.1]). Seja {v,},en uma sequéncia minimi-
zante em M, isto é,

117?1 J(v,) = B.
Para cada n € N, definamos o conjunto
C,={tv; +sv, :t>0,s>0}.
Usando a hipdtese (Ag), por um argumento padrao, segue que

4y -
J(vy) = Tﬁ)xJ(tv ).
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Com isso

sup J(C,) = supJ(tv} +sv,), para t>0,5s>0

neN neN
= max J(tv]) + max J(sv,)
t>0 5>0

= J(v,)+ J(v,) = J(vn).
Observe que, pelo Lema [5.11] existe R,, > 0 tal que
J(u) < -1, VueCl,\Bg,(0). (5.31)

Agora, para cada t € [0, 1], definamos o caminho

_ 2R
) = e

Afirmamos que h,(t) € C,\Bg, (0) para todo t € [0, 1].
De fato, seja t € [0, 1], temos que

2

2R, .| 2R 2R 2R
Il = [t +<t NI T RRY (SRR
vt ] sl oa Il "/ & [|vg 1]
2
- gl Jo- o
il ™ H nH o
= 4PR2 +4(1 —t)°R?
= 4R2(2t* -2t + 1)
1
> 4R | -
> ani ;)
= 2R%
Dali,
ha(®)]] > RaV2 > R, , V€ [0,1].
Consequentemente

J(ha(t)) < —1 para todo t € [0,1]. (5.32)



109

Portanto, ¢ — h,(t) é um caminho conectando
h,(0) € D-\D! e h,(1) € DX\D- em C,\Bg,(0).
Além disso, pelo Lema e (5.32), temos

sup J(h,(t)) < —-1<0< inf  J(u).

te[0,1] uweD. ND_

Neste momento estamos nas hipéteses do Teorema (Capitulo [)) com
isso podemos garantir a existéncia de pontos criticos para o funcional J nos

seguintes conjuntos:
(i) us € DA\D;;

(i) u_ € D\D7:

(i) @ € E\(DF UDL).

£

Usando o Lema [5.6 concluimos que uy > 0 > u_.

Até agora mostramos a existéncia de trés solugoes para o problema
sendo uma positiva uma negativa e uma nodal. Para concluir a demonstracao
do Teorema 5.1 vamos mostrar a existéncia de uma solugao nodal de energia
minima que possui exatamente dois dominios nodais.

Para isto defina a aplicagao continua

H,: [0,1] x[0,1] — FE
(t,s) — H,(t,s) = shy(t).
Sendo Ay, Cg(Dt) e Cg(DC) subconjuntos abertos de E, entao
O = H'(Ao) » O = H ' (Cu(DY)) e O = H N (Cr(D7))

n

sdo subconjuntos abertos de @ = [0, 1] x [0, 1]. Além disso,
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(i) {(¢,0)|0<t <1} C Oy
(i) {(t,1)|0<t<1}NO, =0.
Prova de (i)
Segue da definicao do conjunto O,,.
Prova de (ii).
Suponha que exista (tg,1) € O,, 0 <ty < 1, entao
u(tg, hn(ty)) = 0 quando t, — T'(hy(to))
para alguma {t; ren C [0, T (hy,(t0))]. Ja& que

O, = H-\(Ao) = {(t.5) € Q | Ho(t,s) € Ao},

Portanto, pela continuidade do funcional J, por (5.31)) e pela aplicacao ¢ —

J(u(t, hy(to))) ser decrescente, temos

0= lim  J(u(ty,ho(to))) < J(hn(to)) < —1

ti—T (hn(to))
o que é um absurdo.
Chegamos nas mesmas hipdteses do Lema (Capitulo @) e com isso
podemos garantir a existéncia de uma componente conexa I', de dgpO,, tal

que

{(0,5);0<s<1}NT, #0
{(1,5);0<s<1}NT, #0.

Temos ainda que
H,(0,s) = sh,(0) € D- e H,(1,s) = sh,(1) € DI,
ou seja,

{(0,5):0<s<1}C O, e {(1,s):0<s <1} COf.
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Observe que pelo Lema [5.10] temos que C(D}) N Cr(D7) C Ay.

Afirmacao 1: Se (t,s) € I';, C 99O, entao H,(t,s) € 0.A,.

Basta mostrar que existem sequéncias {A4;}jen C Ag e {B;}jen C E\ Ay
tais que

A; — H,(t,s) e Bj — H,(t,s) quando j — +o0.

Seja (t,s) € T, C 99Oy, entao existe {(zj,y;)}jen C On = H,*(Ap) =
{(t,s) € Q | Hy(t,s) € Ao} tal que (z;,y;) — (t,5) quando j — +o0
e consequentemente H,((z;,vy;)) € Ao para todo j € N. Dali, sendo H,

continua, temos
Hy((z5,y5)) = Ha((t,5)).

Agora se (t,s) € 09O, temos que existe {(a;,b;)}jen C Q\O, tal que
(aj,b;) = (t,s) quando j — 400 e consequentemente H,((a;j,b;)) € E\Ag

para todo 5 € N. Dai, sendo H,, continua, temos
H,,((a;, b)) = Ha((t, 5)).

Concluimos que H,(t, s) € 0.A,.
Pela Afirmacao 1 e por Cg(DF) N Cg(D<) C Aj segue que

r,NnoONnO, =0.
Com isso podemos considerar (t,,s,) € I')\(Of U O,,) e definir
wy, = Hy(tn, $1) € 0A\[Cr(DS) U Cp(D,)].
Recorde que
w(w)) ={v € E: u(ty,w);) — v para alguma t, — T(w)}.
Agora, para cada n € N, vamos mostrar que dado

u, € w(wy) C 0AN\[Cr(DF) U Cp(D])]
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tem-se que u,, ¢ solucao nodal do problema .

Pelo fato de que w’ € dAy C Ay e usando o Coroldrio temos que
T(w}) = +o0.

Afirmacao 2: Se T'(w}) = 400, entdo existe uma sequéncia crescente

{sk}ren C [0, 400) tal que
[|J (u(sk, w:))|| = 0 quando k — +oo.

Primeiramente mostremos a existéncia de uma sequéncia crescente {s tren C

[0, +00) tal que s — 400 €

d
[aJ(u(t,w;))] — 0, quando k — +oo. (5.33)

t=sp
De fato, basta considerar t, = k e o intervalo [k, k + 1], entao usando o
Teorema do Valor Médio (ver Apéndice [F| Teorema [F.7) na aplicagao t +—
J(u(t,w?)) vai existir si € [k, k + 1] tal que

)] = T w3) - T )

Sendo {J (u(tx, w}))}ken decrescente e limitada inferiormente, entao {J(u(tg, w})) bnen
converge, ou seja, J(u(tyi1,w))) — J(u(ty, w))) — 0 quando k — +o0.

Com isso,

0 < [I7" (u(sk, w))II* < 2 (T (ulsg, wy)), W(u(se, wy)))

Logo, de (5.33)), temos

[|J (u(sk, w:))|| = 0 quando k — +oo.
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Afirmacgao 3: Se u, € w(w}) para cada n € N, entao u,, é uma solugao
nodal.

De fato, note que (DXUD-) C [Cr(DF)UCE(DC)]. Entao se u, € w(w)
temos que u # 0. Agora vamos mostrar que J'(u ) v =0 para todov € E.
Por u,, € w(w}) temos que u(ty, w}) — u, para alguma t;, — +oo.

Agora consideremos a sequéncia {u(sg, w})}ren obtida na afirmagao 2 e
usando a unicidade de solugao do (P.V.I) temos que u(sy,w}) — u, em E
quando k — 4oc.

Logo, se v € E com |[|v|| < 1, temos

0 < (1) -ll < (1) 1]
o / *
= i (1 (s w )l o]
< !
i 1 (s, w))]| = 0.

Portanto, J'(u,) = 0 para cada n € N.

Além disso,

B<J(u,) = lm J(u(ty,w))

k—+o0

J(wy)

2R, vt 2R,
J t o4 (11—t
b << RS ))
sup J(Ca)
= Ji)+ J(vy,)
J(vn) = B+ on(1).

IA

IN

IN

Resumindo

o J(un) = B+ o0n(1);

o J'(u,) =0,VneN
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Pela condi¢ao PS temos que, a menos de subsequéncia, existe u € FE tal
que u, — wem FE. Consequentemente, pela continuidade do funcional J,

J(w) = B. Usando o Teorema [1.12] (ver capitulo [I)) concluimos que @ é
solucao do problema (5.1)).

Afiirmacgao 4 u tem exatamente dois dominios nodais.
Suponhamos, sem perda de generalidade, que existam €2y, {25 e 23 dominios
nodais para u tais que uxg, > 0 e uyxq, < 0. Seja * o dominio nodal de .

Temos que

[ ewmer= [ aw@ee [ owmar < [ anm? <o

RN
ou seja, uxo+ € E. Nao ¢é dificil verificar que wyo,un, € M e
(J'(uxq+),uxa+) = (J' (W), uxa+) = 0. (5.34)
Dai, por (5.34]) e pela condigao de Ambrosetti-Rabinowitz, temos

2 — /RN F(uxq-)

1
- 7 / f(@xa- )uxa:
]RN

_ 1_1 H_
-\ 7 g) X

5 < J(ﬂXShUQz) < J(HXQ1U92) + J(ﬂxf&) < J(ﬂ) = 5

_ 1,
J(uxo) = §HUXQ*

A%

— Ty -
9 X0

2>0.

Portanto,

o que é um absurdo. m

Observacao 5.12 O leitor pode perceber que a técnica desenvolvida no Capitulo
pode ser utilizada para a obtencao de solucao nodal para problemas em RY
onde hd compacidade, ver Proposi¢ao 3.1 em Bartsch, Weth e Willem [5].
Por outro lado utilizando um truncamento adequado sobre a nao linearidade

f de um determinado problema em RY, por exzemplo

ft)=0Vt<O0,
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podemos obter solugao positiva e com um truncamento andlogo mostra-se
também a existéncia de uma solug¢ao negativa, ambos os casos via Método de
Nehari.

Para o estudo da Fquacao de Schriodinger superlinear utilizamos uma
ferramenta sofisticada que € conjuntos invariantes por fluro decrescente. Po-
deriamos utilizar a técnica estudada no Capitulo (1| para resolver este pro-
blema, porém hd uma ordem cronoldégica envolvida. O estudo feito no Capitulo

(ver [5]) vem logo apds o estudo do problema de Schridinger superlinear

(ver [6]).



Apeéendice A

Regularidade do Funcional

A.1 Funcional estudado no Capitulo

Agora mostraremos que o funcional [ estd bem definido e é de classe
CY'H}(Q),R) com
I'(u) v = / VuVov — / fuw)v , Yu,v € Hy(Q).
Q )

Lema A.1
Sob as hipdteses (f1) e (f1) tem-se que a aplica¢io t — f(t) € crescente.

Demonstracao.

Pela condicao (f;) temos que

im0 . (A.1)

t—0 |t| o

Pela continuidade de f

F0) = tim 1(6) =ty o) T o
Agora note que, por (fy) e temos

<
[t2] 1]

116



f(t2)

121

para ty < t; < 0. Observe que se
Multiplicando (A.2) por [¢;] temos

f(th)
1]

< |t1| <O7

assim

f(t2) < |z—1‘f(t2) < f(t1)

121

117

< 0 entdo f(t2) < 0 pois |ta| > 0.

sempre que ty < t; < 0. De maneira andloga mostra-se que f(t2) < f(t1)

para 0 <ty <t;. m

Lema A.2 Se vale (f3), entao existem cy,co > 0 tais que

F(t) > ci|t]’ — et , VE€R.

Demonstragao.

Se t = 0 nada a fazer ja que F'(t) > 0 para todo ¢t € R. Fixemos, arbitraria-

mente, ko > 0 e consideremos [t| > k.

Pela condicao (f3) temos que

0 _ f(t)
Z§W7t2ko
gZ%,tS—ko

(A.3)

(A4)

Integrado (A.3)) de kg até ¢, e usando a monotonicidade do logaritmo, obtemos

£’

Ft) > U Plkg) , t > ko

kol

De maneira andloga, integrando (A.4) de ¢ até —kg, temos

t]”

F(t) >
= Tk

Seja m = min{ F'(ko), F'(—ko)} > 0, entao

Ft) > —=

= |]€0’9|t|9 ) ‘t’ > ko.

F(—ko) , t < —ko.



Defina ¢; = % >0ecy=c; (ko)?2>0.
0

Portanto para [t| > ko tem-se
F(t) > c1|t]® — eat]*.
Para |t| < ko

altl’ = alt? [t
Co

_ 0—2 2
= W'tl t]

0—2
t
= <|k—|> 02|t|2
0

Colt]?

IN

donde segue que
alt]? — et <0< F(t).
Concluimos que
F(t) > |t —ct]*, YVt eR.
n
Observacao A.3 Para cada v € H}(Q)\{0} defina a aplicagio

h: [0,400) — R
t — h(t) = I(tu).

Seque do Lema[A.F que
t2

e e A

t2
< EHUHQ—cltO/ lul® + ¢, t2/ |u)?
Q Q
1
< ¢ {tQ_QHUHQ <6+ 5) - cl|u|i9(9)] .

Portanto, sendo 6 > 2 e |u|?:9(9) > 0, temos

I(tu) — —oo sempre que t — +o0.

118
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Lema A .4
Supondo que sejam vdlidas as condigoes (f1),(f2) e (f1), entdo para € > 0
existe C' = C(e) > 0 tal que

If(D)] < elt| +CtP~, Vi eR.

Demonstracao.

Dado € > 0 qualquer, por (f1), existe 6 = d(¢) > 0 tal que

[f@)] <elt], [t <. (A.5)
Por outro lado, (f;) nos garante que

FOI <[t ay, [t| >R (A.6)

para algum R > 0 fixado. Para [t| < R, pelo Lema temos que

f(=R) < f(t) < f(R),
entdo, |f(t)] < |f(£R)|. Agora consideremos

[f ()] < max{|f(R)],[f(=R)[}.
Assim fazendo t = |R| = £R em temos que
max{|f(R)],|f(=R)[} < ax(R)"".

Temos entao,

|f(t)] < ar(R)P! para [t| < R. (A.7)

Segue, de ({A.5), (A.6) e (A.7), que

()] <elt| +ar (R 4+ ay|t|Tt, t € R
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(053] (R)p_l

Defina C' = <a1 + ) > (. Portanto,

a(RP~1 _
50 < el + Sl ol

elt] + <a1 + %) It

= e|t| +CtP ', VteR.

Observacao A.5

Uma consequéncia da Proposi¢io[A.] € que
FOI < [ eltl+ Ol
Q
C
< S|P+ S, VieR
2 p
e com isso temos que o funcional associado ao problema (1.1

I H(Q) —R
" |—>I(u):%/ﬂ|Vu]2—/QF(u)

esta bem definido.
Proposicao A.6 A aplicacao
I: H}(Q) —R
u — I (u) = %/Q|Vu]2

¢ de classe C'(Hy(Q),R) com

I{(u)-v:/Vqu, Vu,v € Hy(9).
Q
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Demonstracao.
Existéncia da Derivada de Gateaux

Sabendo que

|]u|\2—<u,u>—/VuVu—/\Vu|2
Q Q

entao,
I —1 1 _
DgIi(u) - v = lim uttr) = hw) _ 1 (1 (u+tv,u+tv) <u,U>)
=0 t 2 \i—0 ¢
1 _
_ L (u,u) + 2 {u, tv) + (tv, tv) — (u, u)
2 t—0 t
~ im <2t (u,v)  t* (v, v))
t—0 2t 2t
— lim ( (u,0) + t(v,v)
N tg% v 2

Continuidade da Derivada de Gateaux
Seja {un tnen C HE(Q) e uw € HE(Q) tal que ||Ju, — u|] — 0.
Para v € Hj(2)\{0}, usando a Desigualdade de Schwarz, tem-se que
DIy (un) - v = Dali(u) -ul = | {un, v) = (u, 0)|
= [{un —u,0)|

< lun = wll o]

Portanto,

1D 1y (un)=Daly(u)||a-1(e) = sup
4] 0 il

mostrando que

||Dgf1(un) — Dgll(U)HH—l(Q) — 0

quando u, — u em Hj() e consequentemente a continuidade da deri-

vada de Gateaux do funcional I;. Pelo Teorema concluimos que I; €
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C1(H}(Q),R) com
I(u) - v = /QVqu , Vu,ve Hy(Q).
]
Proposicao A.7 A aplicacdo
L: H{Q) —R
u H%bmyzépm)
¢ de classe C'(H(Q),R) com

[é(u)-v:/gf(u)v, Y u,v € Hy(9).

Demonstracao. De maneira analoga, ao roteiro seguido na proposicao an-
terior, vamos mostrar que existe a derivada de Gateaux e depois verificar que
essa derivada é continua e na sequéncia aplicar o Teorema [F.1]

Fixados u,v € H} () arbitrdrios e considerando 0 < |t| < 1 defina, para

cada x € (), a funcao
p: [0,1] —R
s —p(s)=F(u(z)+stov(x))

claramente p é continua em [0, 1] e diferencidvel em (0, 1) pelo Teorema do

Valor Médio existe 6 € (0, 1) tal que

& Flu+tv)— F(u) = flu+60tv)tv

F(““”t) PO rutoto)o (A8)

Integrando sobre € e passando ao limite em (A.8]), quando ¢t — 0, temos que

lim/ Fluttv) - —hm/f (u+0tov)v (A.9)
Q

t—0 t t—0
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Afirmacao 1:

1i_r)%/gf(u+9tv)v:/ﬂf(u)v.

Vamos utilizar o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue para mos-
tra a afirmacao acima.

Seja {t,}nen C (0,1) tal que t,, — 0 quando n — 400 e defina a seguinte
sequéncia

gn(x) = f(u(z) + 0 t, v(z)) v(z).

Segue da continuidade da f : R — R que
gn(z) — f(u(z)) v(x) q.t.p em £ sempre que n — +o0.

Vamos mostrar agora que a sequéncia g, (z) é dominada por um elemento
de L'(Q).
Segue, pelo Lema [A.4] que

gn(@)| < [elu(@) + 0t v(@)| + Clu(z) + 0 t, v(@)[" v ()]

< cfu(@)] fo(@)]+C 27 (ju@)" [o(@)] + (@) ]P).

Segue da Desigualdade de Holder que elu| |v| € L'(Q2). Da Imersao
continua de H}(Q) em LP(Q) tem-se que |vP € L'(Q) e sendo |ulP~! €
L71(Q) e |v] € LP(Q), utilizando a Desigualdade de Holder, obtemos |u[P~ |v] €
LY(9).

Mostrando que
elul o] +C 227 (ulP~" Jo] + [v]P) € LY(Q).

Pelo Teorema da Convergéncia dominada de Lebesgue segue a afirmagao.

Até 0o momento mostramos a existéncia da derivada de Gateaux

Dglr(u) -v = lim Fluttv) = Fu) = /Qf(u) v.

t—0 Q t
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Afirmacgao 2: A derivada de Gateaux de I5 é continua.
De fato, seja {u,}neny C Hy(Q) e u € HY(Q) tal que ||u, — u|| — 0. Por
imersdo continua u,, — u em LP()) e com isso segue, do Teorema que

existe uma fungao h € LP(Q2) tal que, a menos de subsequéncia,
(a) un(z) — u(x) q.t.p de €
(b) |un(x)] < h(x), Vn € N.
A partir do item (a) e da continuidade da funcao f concluimos que
| f(un) — f(u)|ﬁ — 0 q.t.pem Q.

Usando o item (b) e o fato de que (a +b0)P < 2P - (a? + V) se 1 <p < oo e
a,b > 0 tem-se

p

f(un) = F@)|7T < 2071 (| f(un) |77 + | f()|77)

271 [ (en] + ClunP ™)1 + (elul + Clul )5

IAN A

IA

271 [(26) 71l 1+ ()7 funl? + (26)7 ul5T + (€)1 ul]

Ci(fun| T + ul77) + Calfunl? + [ul?)

Cy(Ih)7T + u|7 1) + Co(|hfP + [ul?).

IN

Claramente, por Imersao Continua, Cs(|h[” + [ul’) € L'(Q). Lembres-se que
p € (2,2%) e note que
[B]7% = |B] |h]7=

onde |h| € LP(Q2) e \h\p% € L7 1(Q) sendo p e P . expoentes conjugados,
p j—

pela Desigualdade de Holder, segue
(1] |n[7T € L}(Q).
De maneira andloga mostra-se que |u|7-7 € L}(€2). Com isso

Ci(|h[7T + Jul7T) € L}(9).
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Até 0 momento mostramos que | f(u,)— f(u)|7 1 — 0 q.t.p em Q e é dominada
por uma func¢ao de L'(€). Pelo Teorema da Convergéncia Dominada de

Lebesgue
/ |f(un) — f(u)|7 T — 0, quando n — +oo. (A.10)
Q

Por fim para v € H}(Q)\{0}, usando a Desigualdade de Holder e imersdo,

temos que

|Dala(un) - v = Dala(u) - v| - < /Q|f(un) — S(w)[ |v].

VAN
VR
2

=

e

2

|
g
&
i
~__
|
A~
S—~—
=

e
~_

|

Com isso

sup |Dals(uy) - v — Daly(u) - v) <e ( p) 2 ‘
o]0 [[v]] Q

Portanto de concluimos que
|1Dg12(un) — Dala(u)||a-10) — 0
sempre que u, — u em H}(Q). Mostrando que I, € C'(H}(Q),R) e
L(u)-v= /Qf(u)v , Yu,v e Hy Q).

n
Segue da Proposicao e Proposicao que o funcional I é de classe
CY'(H}(Q),R) com

]'(u)-v:/QVqu—/Qf(u)v, Vu,v € Hy(Q).
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A.2 Funcional estudado no capitulo

Proposigao A.8 O funcional energia I é de classe C'(HJ(2)) com
I'(u)-v= / VuVuv — / fw)v , Yu,v € Hi(Q).
Q 0

Demonstragao.

Para demonstrar esse resultado usaremos fortemente o Teorema ver
Apéndice [F)).

De maneira analoga ao estudo feito na Proposicao (ver Apéndice

mostra-se que o funcional
Ii: H () —R
1 1
w o hfa) =5 [ VaP = gl
Q
é de classe C'(H}(9Q),R) com
I(u) v = / VuVe Ve HL(Q).
Q
Agora considere o funcional

L: HYQ) —R
u r—>12(u):/QF(u).

Pelas consideracoes no inicio desta secao temos que o funcional Iy esta
bem definido.

Existéncia da derivada de Gateaux

Fixados u,v € H}(2) arbitrérios e considerando 0 < [¢{| < 1 defina, para

cada z € (2, a funcao

p: [0,1] —R

s+ p(s) = Flu(z)+ s tov(x))
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claramente p é continua em [0, 1] e diferencidvel em (0, 1) pelo Teorema do

Valor Médio existe 0 € (0,1) tal que

p(1) = p(0) = p'(0) (1 -0)
& Flu+tv)—F(u) = f(u+60tv)tv
F(u+tv) — F(u)

t

= fu+0tv)v. (A.11)

Integrando sobre ) e passando ao limite em (A.11]), quando ¢ — 0, temos

que

Dgls(u) - v = lim/ Flutto) = = hm/ flu+01twv) (A.12)
Q

t—0 t

11m/fu—|—9tv v—/f

Vamos utilizar o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue para

Afirmacgao 1:

mostra a afirmacao acima.
Seja {t, tnen C (0,1) tal que t,, — 0 quando n — 400 e defina a seguinte
sequencia

gn(x) = f(u(z) + 0 t, v(z)) v().

Segue da continuidade da f : R — R que
gn(x) — f(u(z)) v(z) q.t.p em € sempre que n — +oo.

Vamos mostrar agora que a sequéncia g,(z) é dominada por um elemento de
LY(Q).
Segue da desigualdade de Trudinger-Moser e desigualdade de Young

\gn| = |f(u+0t, v) v cea|U+tn9v\2’U’

IN

ce D2 |

IN

g(eQa(\UI—&-IvI)Z + |U|2) c LI(Q)

IN
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Pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue concluimos a prova
da Afirmagao 1 e consequentemente a existéncia da derivada de Gateaux.

Continuidade da derivada de Gateaux

Seja {un, tnen C HE(Q) e u € HF () tal que ||u, — u|| — 0. Pela imersao
continua e do do Teorema , a menos de subsequéncia, existe v € L'(£2)

tal que
lun ()| <v(z) qt.pem Q e u,(r) = u(z) q.t.pem .
Dai, pela desigualdade de Trudinger-Moser
() = Fu)? < e(e?” + &) < 2e(e2 4 2%) € LY(Q).
Por outro lado, da continuidade de f, temos que
|f(un) — f(u)]* = 0, quando n — +oo.
Assim, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue
) = 0 = [ 1£() = F@)F =0, quando n —-+cx.

Agora dado v € Hj(Q2)\{0}, pela desigualdade de Schwarz e imersao

continua, temos

(L5 (un) v = I5(u) o] < [fun) — fu)l2 vl
< f(un) = f(W)]2 & o]

Portanto,

115 (un) — Iy(w)|| < K|f(un) — f(u)]a = 0, quando n — +oo.



Apeéendice B
Propriedades do espaco £

Primeiramente mostraremos que E é um subespaco de H!(R”). De fato,
(i) Claramente a func¢do nula pertence a E.

(ii) Seja u,v € F, entao

M

(a)2u, (a)2v € L*(RY).

Dai, pela desigualdade de Holder, temos

ul[(a)2v] € LYRM).

N

auv = [(a)

Portanto,

/ a(u+v)2—/ au2+/ 2auv—|—/ av® < o0.
RN RN RN RN

Logo, (u+v) € E.

(iii) Seja o« € R e u € E, entao

/RN alau)® = a® /RN au® < oo, (B.1)

ou seja, au € F.

129
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Com isso concluimos que FE é um subespago de H'(RY).

Agora para u,v € F note que a aplicacao

(\Vp: EXE —R

(u,v) +— (u,v)p = VuVv + auv
RN

define um produto interno em E. De fato, sejam u,v € F e a € R. As

seguintes propriedades sao satisfeitas

e Positividade:

(u,u>E—/ Vul* +au*>0,VuekE.
RN

Além disso,
(u,uyp =0 < Vul? + au® =0

RN

& |Vu|2:0e/ au® =0
RN RN

& u=0

o Simetria
(u,v)p = VuVv + auv = VoVu + avu = (v,u) 5
RN RN

e Bilinearidade

Segue da linearidade do gradiente e da integral que
<U,OCU +w>E = « <u7U>E + <U,U)>E
e consequentemente

(au+v,w)p = a(u,w), + (v,w) .
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Logo, (-, )y define um produto interno em E.

Proposicao B.1 E é um espago de Hilbert.

Demonstragao.
Pelo feito anteriormente é suficiente mostrarmos que E é Banach.

Por (A;) podemos fixar ag := inf a(x) > 0 tal que
z€eR

llle = [ (90 +ato)luf)
[ 9+ aoluf?

> min{1, a0} [[ul[F1gw),

v

V

ou seja,
[Jull% > min{1, ao} [full3 g). (B.2)

Logo £ — H'(RY) continuamente e consequentemente, por H(RY) —
L*(RYN) ser continua, temos que a imersao £ < L*(RY) é continua para
s € [2,2%].

Agora considere uma sequéncia de cauchy {u, }neny C F, ou seja,
||, — um||p — 0 quando m,n — +oc.
Entao, por ,
||tn — U1 @yy — 0 quando m,n — 4-o0.

Sendo H*(RY) completo tem-se u,, — v em H'(RY).

Mostremos que u € E. De fato, note que
[Jtn — w1 vy = / IV (y, — u)|? +/ |t — u|* = 0 quando n — +oo.
RN RN
Assim quando n — 400

/]V(un—u)|2—>0e/ |up — ul® — 0.
RN RN

Como u,, — u em H'(RY), entao, a menos de subsequéncia, obtemos
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o u,(x) — u(z) q.t.p em RY;
e u, — uem L*RY).
Dai, sendo {uy,}nen de cauchy

el =) = [l (= )

[ 196 =)+ [ fata)

= ||up — um||g — 0 quando n,m — +oo.

N

IN

(un - um)|2

Sendo {[a(x)]2 uy, }nen de Cauchy, entdo podemos extrair uma subsequéncia
tal que
[00) e, — o) 2, B < (B3)
Definindo ;
gi(@) = lla(@)]?un, ,, () = a(2)]7up, ()]

r=1

e note que {g;(z)};en é uma sequéncia crescente que converge pontualmente

para
oo

; 1
g(x) = lim g;(z Z |[a()]2tn, ., () — [a(2)]> un, (z)].
Pela desigualdade de Minkowski e
P 1 11
|gil2 < ZI D)2y, (2) = (@) 2, (2)]2 < Y Ss1L
Pelo Teorema da convergéncia mondtona, obtemos que

[ la@P = [ lg@P auando j - +oc
RN RN

e por |gjl2 < 1 temos que g € L*(RY).

Agora observe que,

[a(@))2tn, ., (2) — [a(2)]2u(2)] < grvjor (@) — g ().
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Fazendo j — 400,

ou seja,

2
=
o
S
—
&
IN
2
—~
2
o
£
S
&
_I_
=N
~

Dali,
(la(@)]7u@)])* < [[a(@)]2un(@)]? + 2[a(z)] 2w (@)g(x) + |g(x) .
Pelo fato de que 2ab < a? + b? para quaisquer a,b € R, temos
a(@)]u()* = ([la(@)]ru(@))? < 2l|g(@)]? + (a(2)]Fun (2))?.
Integrando ambos os membros da dltima estimativa tem-se que
[ e@lu@P <2 [ o) + (a@) @) < oo

Mostrando que u € E, ou seja, E é fechado e por H*(RY) ser Banach tem-se

que F é Banach. m



Apéndice C
Teoria do Grau em R

Aqui enunciaremos alguns resultados especificos. Para um estudo mais
detalhado ver [I8] Capitulo 2.

Defini¢ao C.1 (Grau Topolégico em R)
Seja f : [a,b] — R wuma fung¢ao continua tal que f(a) # y e f(b) # y.
Definimos o grau topoldgico de Brouwer da funcao f no pontoy, e denotamos

por d(f,[a,b],y), como sendo
0, (y—fla)) (y—f(b)>0
d(f,la,b],y) =
sgn(y — f(a)), (y— f(a))- (y = f(b)) <O.
Proposicao C.2 (Férmula do Produto)
Sejam f1 : [a,b] — Re fy : [¢,d] — R fung¢des continuas tal que fi(a) # v,
f1(b) # y1, falc) # yo e fod) # yo. Entdo
d((f1, f2), la, 0] X [e,d], (yr1,92)) = d(f1, [a, b, 1) - d(f2, [c,d], ).
Proposicao C.3 (Dependéncia da Fronteira)
Suponha que ¢ = 1 em 9 em que @, € C(Q,Q). Entio Vb & p(0Q) =
Y(0Q) tem-se que
d(p,Q,0) = d(¢,Q,b).

Proposicao C.4 (Existéncia de Solucao)
Seja p € C(Q,9Q). Se d(p,Q,b) # 0, entdo existe o € Q tal que

o(xo) = 0.
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Apeéndice D

Espagos LP((?)

Teorema D.1 (Convergéncia Dominada de Lebesgue)
Sejam Q0 um conjunto mensurdvel de RY e {u, }neny uma sequéncia de funcoes

mensurdveis tal que
(1) up(z) — u(x) q.t.p em §;
(ii) Eziste h € LY(Q) tal que |u,(z)| < h(z) para todo n € N.
Entao,
lim up(x) de = / u(z) dr.
n—+4o00o Q Q

Demonstracao. Ver [3]. =

Teorema D.2 (Teorema da convergéncia dominada generalizada
de Lebesgue)
Sejam { fn}nen uma sequéncia de fungoes mensurdveis e {gn tneny C L'(Q)

satisfazendo
(i) fu(z) — f(z) ¢.t.p em Q;
(ii) gn(z) — g(x) q.t.p em Q, com g € L*(Q);
(i) |fol2)] < gu(z) tp em D, Y € N;
() |gn — gli = 0, quando n — +oo.

Entao, f € L*(Q) e |fn — fli — 0, quando n — +oc.

135
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Demonstracao. Ver 26]. =

Teorema D.3 (Vainberg)
Sejam (uy,) uma sequéncia em LP(Q2) eu € LP(Q) tal que ||u,—ul|, — 0 para
n — +oo. Entao, a menos de subsequéncia, existe uma fun¢do h € LP(S)

tal que
(a) u,(z) — u(x) g.t.p de ;

(b) |un(z)] < h(z), Vk €N g.t.p de .

Demonstracao.
Ver [3]. m

Lema D.4 Sejam 1 < p < 00, {fn}tnen uma sequéncia limitada em LP(Q)) e
folx) — f(z) ¢.t.p em Q, entao f, — f em LP(Q).

Demonstracao. Ver [I8]. =

/ 1 1
Lema D.5 Sejamp > 1, {fu}nen C LP(Q) € {gn}nen C LP (2) com —+— =
p P

1. Suponha que

fo—f em LP(Q) e
gn — g em Lp/(Q)

para algum f € LP(Q) e g € LP (). Entdo

/Q Fugn — /Q fg

Demonstracao. Ver [I8]. =

Proposicao D.6 (Desigualdade de Interpolacao)
Sewe LP(Q)NLIQ) com 1 < p < q < oo, entao u € L"(Y) para todo
p <r <gq. Além disso,
[ul, < July Julg™
0 1-—40

1
onde 0 < 60 < 1 verifica — = — + ——.
r b q
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Demonstracao. Ver 23]. =

Lema D.7 Para cada s > 2, seja {uptnen C L°(Q2) uma sequéncia de

funcoes limitada. Se existir sy > 2 tal que
|tnlsy, — 0 quando n — +o0.

Entao,

|unls = 0 quando n — +o0

para todo s > 2.

Demonstracao.
Primeiramente consideremos o caso em que s > so > 2. Fixando t > s,

pela desigualdade de interpolagao com a € (0, 1), temos que
[tnls < Junlg, Junl;

Por outro lado, da hipdtese, existe K; > 0 tal que
[un|f < K;, VneN,

isto é,
unls < ual2 (K7)'™* — 0 quando n — +oc.

Agora consideremos o caso em que sy > s > 2. Fixando 2 < t < s, e usando

novamente a desigualdade de interpolacao com « € (0, 1), segue que
|Un|s < |un|§é|un|io_a

Além disso, por hipétese, existe Kz > 0 tal que
lunlf < Kp, VneN

e com isso concluimos que

|y |5 < (Kz)a|un|io_a — 0 quando n — +o0.



Lema D.8 (P.L. Lions, 1984)
Sejar>0e2<q<2* Se{uytnen € limitada em H'(RY) e

sup / lun|? = 0, quando n — 400,
yeRN J B, (y)

ento u, — 0 em LP(RN) para 2 < p < 2*.

Demonstragao. Ver [34] =

Teorema D.9 Sejam R >0, Bg = Br(0) e g € L*(RY). Entao,

li dr = dz.
dm [ gty | otayis

Demonstracao.

Considerando a aplicagao xp, : RY — R definida por

1,se x € Bg
0,se z € R\ Bpg.

XBR -

Entao, gxp, ¢ integravel para todo R > 0 e

[, steite= [ oo, (@
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(D.1)

Dado » € RY| escolha Ry > 0 de modo que |z| < Ry. Desta forma para

R > Ry temos que x € By e consequentemente g(x)xp,(z) = g(x) o que

implica
9(2)xB,(r) = g(z) q.t.pem RY quando R — +oc.

Além disso,

19(2)x B, ()] < |g(2)] qtpem RY e / g(z)dx < oo.

RN

Pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue,

lim g(x)XBR(x)dx:/ g(x)dz.

R—+o00 RN RN
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De (D.1)) e (D.2) segue que

lim [ g(z)dz = /]RN g(x)dx.

R—+o00

Lema D.10 (Brézis-Lieb, 1983)
Sejam Q C RY aberto e {uy}tnen C LP(Q), 1 <p < oco. Se

o {Up}nen € limitada em LP(2);
o uy(r) = u(x) ¢.t.p em Q,
entio u € LP(Q) e

[unly = un = ufp = fufj + on(1).

Demonstragao. Ver [34]. =



Apeéendice E
Espaco de Sobolev

Sejam ©Q C RY um conjunto aberto e p € R tal que 1 < p < 0.
Definigao E.1 O espaco de Sobolev W'P(Q) ¢ definido por

u e LP

(Q) 3 91,92, .-, 9N € LP(Q) tal que
WhP(Q) = / Dy
u
Q i

Z—/gisovgoeC“’(Q), Vi=1,2,...N
Q

oz

Denotamos o conjunto

HY(Q) = Wh(Q)

e mostra-se que a aplicacao

N: HY{(Q) —R

v = N) = (/Q’VU’Q-F(U)Q>;

define uma norma em H'(f2) que por sua vez é um espago de Hilbert com

produto interno dado por

(W, 0) ) = (/Q VuVuv + uv) .

Além disso definimos o espaco H}(Q) = CgO(Q)H Moy
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Teoremas de Imersoes

Imersoes continuas

Teorema E.2 Seja 2 um dominio reqular, m € N e 1 < p < co. FEntao,

para qualquer j € NU {0}, as imersdes abaizo sao continuas.

N
i) Sem < —:
(i) ,
| | N
W) < W) g € o
N
1) Sem = —:
(ii) ;
. . 1 m
WP (Q) = WH(Q) , para q € [p,+00) se ——— =0;
p

(111) Se m > %
W) < C(9);

N
(iv) Sem —1< — <m:
p

| | N
WItmP(Q) s CF(Q) | o € (0, m— —> .
p

onde C’fg(Q) ¢ o subespago de C?(Q) formado pelas fungoes que juntamente

com suas derivadas até a ordem j sdao limitadas em Q.

Demonstragao. [3] m

Portanto, se N > 3, é continua a seguinte imersao

2N
HI(Q) — LS(Q) s Vse [2,2*] ,onde 2 = m

Consequentemente

Cont.

Hy(Q) — L¥(Q), Vse[227.
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Imersoes de Rellich—Kondrachov

Teorema E.3 Sejam Q um dominio reqular e limitado, j € NU{0}, m € N

el <p<oo. Entao as sequintes imersoes sao compactas

N

(Z) Sem < E
Wj+m,p(Q) SN Wl,q<Q) g€ [1,24;

N
1) Sem = —:
(ii) .

j+m ; 1 m

WITmP(Q) — W(Q) , para q € [1,+00) se — — ¥ = 0;
p

(i11) Se m > E
p A
WIHmP(Q) < C%(Q);

N
(iv) Sem —1< — <m;
D

WHmP(Q) < CF(Q) | a € (0, m— ﬂ) .
p

Demonstracao. ([3]) m

Portanto se N > 3 e Q ¢é limitado, entao a seguinte imersao é compacta
HY(Q) — L*(Q), Vs ell1,27].

Se N =1ou N =2, entao

HY(Q) “B L3(Q), Vs € [1, +00).
Consequentemente
1 Comp. s *
HY Q) “OBT L), Vs e [1,27.

Se N =1ou N = 2, entao

Comp.
—

H;(Q) L*(Q), Vsel,+00).
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Proposigao E.4 Se uw € WY2(Q), entdo u™,u™, |u| € W12(Q). Além disso,

Tt Vu , se u>0
u =
0 , seu<0

_ 0 , seu>0
Vu~ =
Vu , se u<0

Vu , se u>0
V0|u| = 0 , seu=0
—Vu , se u<0



Apeéndice F
Outros Resultados

Teorema F.1 Sejam X um espaco de Banach, E um aberto de X e J :
E — R um funcional. Se J possui Derivada de Gateauz para todo u € E e
se, além disso, DgJ : E — R € continuo em E, entio J € C'(E,R).

Demonstracao. Dado u € E, sendo £ um aberto, u + tv € E para algum

v € E e para todo t € (0,1). Consideremos a aplicacao

f: 10,1 —R

t o () = J(u+ )

Por hipétese J tem derivada de Gateaux em todo ponto de E, entao f é
derivavel em (0,1) e f'(t) = DgJ(u + tv)v. Segue do Teorema do Valor
Médio que existe ¢y € (0,1) tal que f(1) — f(0) = f'(to), ou seja,

J(u+v)—J(u) = DJ(u+ tov)v (F.1)
Sendo DJg continuo temos que

Ve >0, 30 > 0 tal que ||v||x < = ||DgJ(u+ tgv) — DaJ(u)||x < e
(F.2)
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De (F.1), (F.2) e [Jof|x < 4 temos

|J(u+v) — J(u) — DgJ(u)v]| = |DgJ(u+ tov)v — DgJ(u)v]

IN

1D J (u+ tov) = DeJ (u)]] x|[v]|x

< ellvllx

donde segue que,

DgJ(u)v = lim Jut ) = Ju)

lJo]|—0 l|v]| x

e com isso mostrando que a derivada de Fréchet existe e J'(u) = DgJ(u).

Sendo D¢gJ : E — R continuo tem-se J' : £ — R é continuo. m

Teorema F.2 (Principio do Mdximo)
Sejam Q C RY um dominio e u € C?(Q) tal que

Au+au >0 (<L0)

com a(z) < 0 em Q. Se u atinge um mdximo positivo (minimo negativo) M

em €2, entao u = M.

Demonstracao. Ver 25]. =

Teorema F.3 (Teorema de Miranda, 1940)
Sejam Q ={z e RY : |z;| <R, i=1,2,.,N e f:Q — RY uma

funcao continua satisfazendo
(Z) fi(Il,l’Q, ...,Ii_l,R, Tit1, ...,CL’N) S 0 s VZ € {1,2, ...,N},’
(ZZ) fi(ZEl,ZL’Q, ey L1, —R, Lit1, ...7ZL'N) Z 0 5 Vie {1,27 ,N}

Entao, existe T € Q tal que f(T) = 0.

Demonstragao. ver [29]. =
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Teorema F.4 Seja X um espaco de Banach real e suponha que I € C1(X,R)
¢ um funcional satisfazendo a condi¢ao (PS).. Sec € R, 2> 0 eV € uma
vizinhanga de K. = {u € X : I'(u) =0 e I(u) = ¢}, entao existem e € (0,2)
ene€ C([0,1] x X, X) tais que, para quaisquer t € [0, 1], vale

(1) n(0,u) = u;

(ii) n(t,u) =u, seu & I71([c — &, c+E]);
(i) I(n(t,u)) < I(u);
(i) n(1, I°T\V) C I°7¢;

() n(t,") : X — X é um homeomorfismo;

(vi) Se I € par entao n(t,—u) = —n(t,u).

Demonstracao. Ver 27]. =

Proposicao F.5 Sejam K um compacto e A, B C K subconjuntos fechados.
Se nenhuma componente conexa de K intersecta, simultaneamente, os sub-
conjuntos A e B, entdo existem conjuntos compactos e disjuntos contendo A
e B, digamos K4 e Kpg, tais que K = K, U Kp.

Demonstragao. ver [33] pag. 12, resultado (9.3). m

Teorema F.6 Sejam C', X subconjuntos de um espag¢o métrico M. Se C é
conezxo e tem pontos em comum com X e com M\X, entao algum ponto de

C pertence a fronteira de X.

Demonstragao. ver [19]. =

Teorema F.7 (Teorema do Valor Médio)
Seja f : [a,b] = R uma fungdo. Se f € continua no intervalo [a,b] e
derivdvel em (a,b), entdo existe ¢ € (a,b) tal que

fla) = f(b) = f'(c) - (b — a)

Demonstragao. ver [20]. =



Referéncias Bibliograficas

1]

Alves, C. O.; Pereira, D.S. Ezistence and nonexistence of least energy

nodal solutions for a class of elliptic problem in R2, to appear in Topol.

Methods Nonlinear Anal.

Adachi. S and K. Tanaka, Trudinger type inequalities in RN and their
best expoents, Proc. Amer. Math. Soc. 128 (2000), 2051-1057.

Brézis, H., Functional Analysis, Sobolev Spaces and Partial Differential

Equations, Springer, 2010.

Brezis. H and Nirenberg. L, Positive Solution of nonlinear elliptic equa-
tion involving critical Sobolev exponents, Comm. Pure. Appl. Math. 36

(1983). 437-477.

Bartsch, T. Weth, T. Willem, M. Partial symmetry of least energy nodal
solutions to some variational problems. Journal D’Analise Mathemati-

que, Vol. 96 (2005).

Bartsch, T. Liu, Z. Weth, T. Sign Changing Solution of Superlinear
Schrodinger Equations, Comm. PDE 29 (2004), 25-42.

Bartsch. T, Wang. 7Z.Q, Willem. M. The Dirichlet problem for superli-
near elliptic equations. In: Chipot M, QuittnerEds P, eds. Handbook of

147



[13]

[14]

[15]

148

Differential Equations: Stationary Partial Differential Equations, Vol 2.
Amsterdam: Elsevier, 2005, 1-55.

Bernhard. R, A sharp Trudinger - Moser type inequality for unbounded
domains in R? ] Journal of Functional Analysis 219 (2005) 340 — 367.

Cerami, G.; Solimini, S.; Struwe, M. Some existence results for super-
linear elliptic boundary value problems involving critical exponents, J.

Funct. Anal. 69 3 (1986), 289-306.

Cao. D. M, Nontrivial solution of semilinear elliptic equation with criti-

cal expoent in R?, Comm. Partial Diff. Eq. 17 (1992), 407-435.

Capozzi. A, Fortunato. D, and Palmieri. G, An existence result for non-
linear elliptic problems involving critical Sobolev exponent, Ann. Inst. H.

Poincaré (Anal. Nonlinkaire), in press.

Chang. K. C, Infinite-dimensional Moser Theory and Multiple Solution
Problems. Progress in Nonlinear Differential Equations and Their Ap-

plications, No 6. Boston: Birkhauser, 1993.

Conti. M, S. Terracini, G. Verzini. Nehari’s problem and competing spe-

cies systems. Ann Inst H Poincare Anal Non Linéaire, 2002, 19: 871888.

Dancer. E; Y. Du. Competing species equations with diffusion, large
interaction, and jumping nonlinearities. J Diferential Equations, 1994,

114: 434475.

Deimling. K, Ordinary Differential Equations in Banach Spaces, Lecture

Notes in Math., Vol. 596, Springer-Verlag, New York, 1977.



[16]

[25]

149

do (), J. M.; Medeiros, E. S.: Severo, U. B. A nonhomogeneous elliptic
problem involving critical growth in dimension two. J. Math. Anal. Appl.

345, (2008) 286-304.

Hofer. H, Variational and topological methods in partially ordered Hilbert
spaces, Math. Ann. 261 (1982), 493-514.

Kavian, O. Introduction a la Théorie des Points Critiques et applications

aux Problémes Elliptiques. Springer Verlag, Nancy, 1993.
Lima, E. L. Espagos Métricos. 5. ed. Rio de Janeiro: SBM, 1989.

Lima, E. L. Curso de Analise. Vol. 1, Projeto Euclides. Rio de Janeiro:
IMPA, 2006.

Liu, Z.L., and Sun, J.X., Invariant sets of descending flow in critical
point theory with applications to nonlinear differential equations. J. Dif-

ferential Equations 172 (2001) 257-299.

Moser. J, A sharp form of on inequality by N. Trudinger, Ind. Univ.
Math. J. 30 (1967), 473-484.

Medeiros, L. A., Miranda, M. M. Espaco de Sobolev: 7Inicia¢do ao
Problemas FElipticos nao Homogéneo. Rio de Janeiro: UFRJ. IM, 2000.

Pohozaev. S. I,: The Sobolev embedding in the case pl = n. Proceedings
of the Technical Scientific Conference on Advances of Scientific Rese-
arch 1964-1965. Mathematics Section, 158-170, Moskov. Energet. Inst.,
Moscow, 1965.

Protter, H. Murray., Weinberg. Hans F. Mazimum Principle in Diffren-
tial Equation, Springer-Verlag New York Inc. 1984.



[26]

[27]

[35]

150

Royden, H.L. Real Analysis, 2 ed. The Macmillan Company, 1988.

Rabinowitz. P. H, Variational methods for nonlinear eigenvalue pro-
blems, in “Eigenvalues in Nonlinear Problems” (G. Prodi, Ed.), pp.
141-195, CIME, 1974.

Rabinowitz. P. H, Minimax Methods in Critical Point Theory with Ap-
plications to Diferential Equations. CBMS Conf Ser in Math, No 65.
Providence: Amer Math Soc, 1986.

Schafer U., A fixed point theorem based on Miranda, Fixed Point Th.
Appl (2007), doi:10.1155/2007 /78706.

Struwe, M., Variational Methods - Applications to Nonlinear Partial
Diferential Equations and Hamiltonian Systems, Springer, 4th Edition,
2008.

Samuays M.A.,O Problema de Brezis-Nirenberg, Curitiba: UFPR, 2011

Dissertacao.

Trudinger. N. S, On imbeddings into orlicz spaces and some applications,

J. Math. Mech. 75 (1980), 59-77.

Whyburn, G. T., Topological Analysis, Princeton Univ. Press, Princeton,
1958.

Willem, M. Minimax Theorems, Progress in nonlinear differential equa-

tions and their applications; v. 24 Birkhauser, 1996.

Zou, W. Sign-Changing Critical Point Theory. Springer, Berlin, 2008



