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Resumo

Neste trabalho estudamos o problema de evolugao nao local

O 0,1) = —ula, )+ g(B  (f ou) + Bh), w €9, 120

u(z,t) =0,z € R"\ Q,

u(z,0) = uo(x),
no espago LP(Q2), onde 2 é um aberto suave e limitado do R™. Aqui v = u(x,t) é
uma fungao a valores reais, J € C'(R") é uma fungdo simétrica nao negativa com
suporte na bola de centro na origem e raio 1, f,g : R — R sao fungoes satisfazendo
algumas condi¢oes de crescimento e h e § s@o constantes nao negativas. Mostramos
que este problema de evolugao estd bem posto, que o fluxo gerado por ele tem um
atrator global e admite um funcional de Lyapunov, concluindo que este fluxo tem a

propriedade gradiente.

Palavras-chave: Equacao nao local, boa posicao, atrator global, funcional de Lyapu-

nov, propriedade gradiente.



Abstract

In this work we study the non local evolution problem

O 0,1) = —ula, ) + 9B  (fou) + Bh), w €2, 120

u(z,t) =0,z € R"\ Q,

u(x,0) = uo(x),
where v = u(z,t) is a function with real value, J € C'(R") is a non negative function
with support in the unitary ball centered at origin and radius 1, f,g : R — R are
functions satisfying some growth condition, h e § are non negative constants and {2 is
a bounded smooth open set in R”. We prove that this problem is a well posed, that it
has global attractor and we exhibit a Lyapunov functional, concluiding that the flow

generated by the problem is gradient.

Keywords: Non local equation, well posed, global attractor, Lyapunov functional,

gradient property.
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Introducao

Neste trabalho estudamos o problema de evolucao nao local

g?:(x,t) — e, ) + g(BT * (fou) + Bh), z € O, (1)

u(z,t) =0, z € R"\ Q,

u(z, ty) = up(z),
onde 2 é um aberto suave e limitado de R", v = u(z,t) ¢ um fungdo a valores reais,
J € C*R"™) é uma funcio simétrica nao negativa com suporte na bola de centro na
origem e raio 1, f,g : R — R satisfazem algumas condigoes de crescimento, com f
nao negativa, e h e § sdo constantes nao negativas.

O problema (1) foi motivado por dois modelos ja bem conhecidos na literatura,

a saber, o modelo de dinamica neural e o modelo de Ising Spins. Quando g = Id e

£ =1, temos a equacao

ou
5 (@) Fula,t) = T x (fou)(e,t) +h, (2)

deduzida por Wilson e Cowan [23], que modela a atividade neural. Em (2), u = u(z, t)
denota o potencial da membrana de um tecido nervoso na posigao x e no tempo t > 0,
a funcao J representa a conexao do neurdnio da posigdo z com o neurénio da posicao
y, a funcdo f representa a taxa na qual a atividade neural é gerada e a constante h
representa um estimulo externo aplicado uniformemente em todo campo neural (veja
por exemplo, [2], [8] e [10]). Quando f = Id em (1), temos a equagao

?;Z(x’ t) +u(x, t) =g (BJ *u(x,t)+ Gh), (3)

que surge em [9], e é uma generaliza¢do da equagao usada no estudo de sistemas de

spins com dindmica de Glauber e interacoes de Kac, em que g = tanh, (veja [4] e
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[18]). A equagao (3) descreve o modelo de separacao de fase, onde u(z,t) representa
densidade de magnetizacao na posicao x, no tempo t, 37! denota a temperatura do
sistema e h denota um campo externo. Portanto, os resultados obtidos no Problema
(1) generalizam os resultados correspondentes obtidos para os modelos (2) e (3).

O objetivo dessa dissertagao ¢ provar que o fluxo gerado por (1) tem a propriedade
gradiente. Para isto, provamos a existéncia de um atrator global e exibimos um fun-
cional de Lyapunov, generalizando de alguma forma resultados de [8], [9] e [10]. Esta
dissertagao esté organizada da seguinte maneira, no Capitulo 1 apresentamos alguns
dos conceitos e resultados preliminares que sao utilizados ao longo do texto. Iniciamos
este capitulo com teoremas de existéncia e unicidade de solugao em espacos de Banach.
Para isto, seguimos as referéncias 2| e [14]. Em seguida, baseando-se em [12] e [22]
apresentamos algumas defini¢oes e resultados sobre semigrupos continuos. No Capitulo
2, aplicamos os resultados preliminares para provar que o problema de Cauchy (1) esta
bem posto, isto é, que a solucao do problema existe, é inica e é continua com relagao
a condigao inicial, mais ainda, mostramos que o fluxo gerado por (1) ¢ de classe C' em
um espago de fase X, que é isométrico ao espago LP(€2). No Capitulo 3, seguindo [12],
mostramos a existéncia de um atrator global para o fluxo T'(t) gerado pelo problema (1)
e, motivados pelo funcional dado em [9], exibimos um funcional de Lyapunov continuo
para o fluxo 7'(t), concluindo que esse fluxo é gradiente no sentido de [12]|. Finalmente,
no Capitulo 4 apresentamos como apéndice, alguns conceitos e resultados que foram

utilizados no texto.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo apresentamos alguns conceitos e resultados basicos sobre sistemas

dindmicos em espagos de Banach, os quais serao utilizados nos capitulos seguintes.

1.1 Teoremas de Existéncia e Unicidade de solucao

em Espacos de Banach

Nesta secao, exibimos alguns resultados sobre existéncia e unicidade de solugoes

em Espagos de Banach. Para tanto, seguimos as referéncias 2], [4], [14] e [21].

Definicao 1.1 Seja X um espaco de Banach. Uma funcao diferencidvel ¢ : I — X
€ dita uma solucdo da equac¢do

u' = f(t,u), (1.1)

no wtervalo I se:

i) o grdfico de ¢ estd contido no dominio de f, isto €, {(t,p(t));t € I} C I x X;
i) 2(t) = f(t,0(t), Vtel
O problema de Cauchy para (1.1) com condig¢oes iniciais (tg,ug) € I x X &
denotado por
u' = f(t u)
u(to) = uo. (1.2)
O problema (1.2) pode ser formulado com uma equagao integral. Mais precisa-

mente, temos o seguinte resultado.



Lema 1.2 O problema (1.2) € equivalente a equagao integral

u(t) = ug —|—/t f(s,u(s))ds. (1.3)

Prova. De fato, suponha que ¢(t) satisfaz o problema (1.2), isto é, ¢/(t) = f(t, o(t))

e ¢(to) = up. Integrando de to a t ambos os lados da primeira equagao temos

/ # (s)ds = /t:f(s,aﬁ(S))dS-

Assim, pelo Teorema Fundamental do Céalculo obtemos

o(t) = o + / £(5,6(s))ds,

ou seja, ¢ satisfaz (1.3).

Reciprocamente, suponha que ¢(t) satisfaz a equacao integral (1.3), isto é,

o(t) = uo +/t f(s,9(s))ds.

Como f é continua, entao ¢ ¢é diferenciével e assim derivando esta equagao com relagao

a t, temos
do dug d ¢
=G g ([ rtsotnas).

Logo,
¢'(t) = f(t, (1), o(to) = uo.

[ |
O caso em que X = R", o teorema de Picard, que enunciaremos a seguir, garante

existéncia e unicidade de solugao para o problema (1.2).

Teorema 1.3 (Teorema de Existéncia e Unicidade de Picard). Sejam X = R" e
f: Q2 CRxX — X uma aplicagdo continua em ) e Lipschitziana em relacdo a
sequnda varidvel, onde Q = 1, X By, com I, = [to — a,to + a] e B, = W. Entao,
existe uma unica solug¢ao do problema de Cauchy dado em (1.2), definida no intervalo
[to, to + ], onde o = min{a, 2} e M = maz{|f(t,2)|;(t,x) € I, X By}.

Prova. Sabemos que o espago C,(X) das fung¢oes continuas com valores definidos em
[to, to + @] munido da norma do supremo ¢ um espaco de Banach (veja [6]). Considere-
mos C,(By) o conjunto das fungoes continuas cujo dominio é [ty — «, ty + «] e imagem é

B(zo,b). Temos que C,(By) ¢ um fechado de C,(X), assim, como C,(X) é um espago
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de Banach, temos que C,(B;) é um espago métrico completo (veja [15]), cuja métrica
¢ dada por d : Co(Byp) X Co(Bp) — [0,00), com
d(pr,¢2) = sup lpu(x) — @a()]].-
xE[to—a,to+a)

Definindo F': C,(By) — Co(By) por
¢
t) = Zg +/ f(s
to

i) F esta bem definida, pois se ¢ é continua, F'(¢) também o é e, para ¢ € Cy(By),

temos que

temos que
| F( —xo!</|f )| ds < M|t —to| <b,
ou seja, F(¢) C By.
ii) Pelo Lema 1.2, os pontos fixos de F' sdo solugoes do problema de Cauchy com
dominio [ty — a, ty + .
iii) F™ é uma contracao. De fato, seja k a constante de Lipischitz de f em relacao a

segunda variavel. Observe que, dados ¢y, ¢ € Co(By) , temos

[F(¢1)(1) = Fg2) ()] < / (5 01(5)) = f (5, d2(s)) ds

< k ‘¢1(5) — ¢2(s)| ds
< Kk d(¢1,¢2) [t —tol.

A\

Suponha, por hipétese de inducao, que para algum m € N tenhamos

m

F™(60(0) ~ F™(6)(0] < |t~ to]” (61, 62), ¥t € lto — vt + a].
Assim, para m + 1 € N segue que
[ (01)(8) = F"H@e)(1)] = [F (F™(@1) (1)) — F (F™(é2)(1))]
/ £, F™(61)(5)) — F(s, F™(2)(s))] ds

IN

IN

/ EIE™(61)(s) — F™(6)(5)] ds

to

tkm+1
< [l -l dlon, éa)ds
t m.

0

km—l—l

= oyl d6n )

k.m-i—l

(m+1)!

IN

a" (¢, ¢o),
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mostrando por inducao que

(ko)™
m!

|[F™ (1) () — F™(92) ()| < d(¢1,02), ¥V ¢1,¢9 € Co(By) e Vm € N.

Como o fatorial domina a exponencial para m suficientemente grande, fixado

0 < 9 < 1, existe ng € N tal que, para todo m > ng tem-se (LD Portanto, para

m!

todo m > ng, F™ é uma contragao.

Logo, sendo C,(B,) um espago métrico completo e F : Co(By) — Cyo(Bp) uma
contragao, segue do Corolario B.4 que existe um tunico ponto p € C,(B,) tal que
F™(p) = p. ]

O teorema que mostraremos a seguir generaliza o Teorema de Picard. Apresen-

tamos a prova dada em |7] e [20].

Teorema 1.4 (Ezisténcia Local). Sejam X um espag¢o de Banach e f: R x X — X

uma fungao continua tal que

1t u) = fE ) < Fllu—wvl, (1.4)

para quaisquer u,v de uma vizinhanca de (to,up) € R x X e algum k € Ry. Entao,
existe o« > 0 tal que o problema de Cauchy (1.2) tem uma inica solugao no intervalo
[to — a,to + af.

Prova. Fixemos n > 0 e B, a bola aberta centrada em wu, de raio n. Por hipétese, f
é continua em ¢ numa vizinhanca de (o, ug), ou seja, dado & > 0, existe € > 0 tal que

|t — to| < € implica que
1f(t,u) = f(to,w)| <& ¥ u€ By (1.5)
Da hipotese de f ser Lipschitz na segunda variavel temos que
1t u) = f (& uo)|l < K [lu—wuoll < k. (1.6)
Das equagoes (1.5) e (1.6), obtemos que

[f(tu) = flto,wo)ll < [f(t,u) = f(t wo)ll + || (2 uo) — f(to, uo)ll
< kn+¢&,
sempre que

[(t,u) = (to,uo)ll = |I(t —to,u — uo)l

< €+n.
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Chamando 7 = kn + &, temos que ||f(t,u) — f(to,uo)|| < 7, sempre que
|(¢,u) — (to,uo)|| < €+ 7, ou seja, f é continua numa vizinhanga de (g, ug), donde, f
¢ limitada nessa vizinhanga. Assim, existe L > 0 tal que ||f(t,u)|| < L, sempre que

12, 1) = (Lo, wo) || < €+n.

Sejam o = min (e, 1) e Co(X) o espaco das fungdes continuas que sao definidas

em [ty — a, tp + af, assumindo valores em X, munido da norma

ulll = sup [u(®)]].

[t—to|<a

Considere B, = {u € C,(X);|||u — uo||| < n} e defina o operador

F:B, — B,
u — Fu: [to—a,tp+a] — X

t — F(u)(t) =uo + [, f(s,u(s))ds.

Mostremos que F(B,) C B,. De fato, dado v € F(B,), temos que v = F(u), para

algum v € B, e, para todo t € [ty, ty + ], temos que

t
[F@)(t) —uoll < [ [If(s,u(s))l ds
to
< L[t =t
< al.
Se t € [ty — a, to] é andlogo. Dali,
v =wolll = [[[F(u) — uolll

= sup [[F(u)() = uo

[t—to|<a

< sup alL
|t—t0 ‘ Sa

<

n.
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Agora, vamos mostrar que F™ é uma contracao. Para simplificar vamos supor que

t > to e a demonstracao para t <ty é analogo. Dados uy,us € B, temos que

[1F(u2)(t) = Fu)(B)]| < /tlt 1f (s, u1(s)) — f (s, ua(s))ll ds

<k / luz(s) — wi(s)]] ds

k/t sup [[us(s) — ua(s)| ds

o ls—to|<a

t
- k/ luz — || ds
to

= Flllug —wll[|t = to -

IN

Suponhamos que para algum n € N

n

[[E7 (ug) (1) = F™ (un) (1) < ]:u [[luz = wa[ [t = to"

Assim, para n + 1 € N temos

|F ) (1) = PP ) (®)]] = [F(F(ua)(t)) — F(F™ () (1))
< / (s, F™(u2)(s)) — F(s, F™ (ur)(s)) ] ds
< / 1™ ) (5) — F™ () (5)]] ds
< kH\uQ—u1|||/ (s —to)"ds
B knJrl to)
= T H\U2—U1|||T
L TR
(n+1)!

Tomando o supremo, obtemos que para quaisquer u;,us € B,

(ka)

F" (ug) = F*(u)l]] < lluz = will[, ¥ n €N

Ademais, existe ng € N tal que, para todo (kz!)"

< 1, e assim, segue que
F™ ¢ uma contracao. Pelo Corolario B.4 , existe um tnico w € B, tal que u ¢ ponto
fixo de F, isto é, F(u) = w, mostrando que @ € B, ¢ a unica solu¢ao do problema de
Cauchy. [ |

Se impusermos exigéncias de caréter global sobre f, podemos conseguir solugoes

globais sem hipodteses prévias no seu comportamento.
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Teorema 1.5 (Ezisténcia Global). Sejam X um espago de Banach e f uma fun¢ao
definida em [a,b] x X, continua em t. Se f € Lipschitz na sequnda varidvel, entio
dado (to,up) € [a,b] x X, o problema de Cauchy (1.2) possui uma tunica solug¢ao
¢:la,b] — X.

Prova. Fixemos > 0 e v € X tal que |ju —v|| <n, para todo v € X. Como f
¢ continua em ¢, dado £ > 0, existem ¢,7 € [a,b] tais que || f(t,u) — f(F,v)|| < & Além
disso, como f satisfaz a condi¢do de Lipschitz na segunda varidvel, temos que existe

k > 0 tal que

Assim, dados t,t € [a,b] e u € B, (v), temos que

£t u) = FE )] < kn+ €.

Logo, f é continua em [a, b] x S, onde S = B, (v), e portanto, também ¢é limitada. Dai,
existe M > 0 tal que ||f(¢,u)|| < M, para todo (t,u) € [a,b] X S.

Seja C'(X) o espago das fungoes continuas x : [a,b] — X, munido da norma do
supremo, temos que C'(X) é um espago de Banach.

Defina, T': C'(X) — C(X) por

t
T(u)(t) = ug +/ f(s,u(s))ds.
to
O resto da demonstragao segue analogo a demonstracao do Teorema 1.4. |

Observagao 1.6 No caso da equagao (1.1) ser auténoma, isto €, f nao depender ex-
plicitamente de t, temos que f € continua para todo t € R, e portanto, os Teoremas 1./
e 1.5 também se aplicam. Além disso, temos o cldssico teorema de Cauchy-Lipschitz-

Picard que mostraremos a sequir. Para isto, sequimos as referéncias [5] e [20].

Teorema 1.7 (Cauchy-Lipschitz-Picard).  Sejam X um espago de Bancach e
F: X — X uma aplicagiao globalmente Lipschitz, isto €, existe L € R, tal que

para quaisquer u,v € X temos
[F(u) = Fo)|| < Lu—uv.

FEntao, dado ug € X, existe uma unica aplicagdo u : [0,00) — X de classe C' tal que

du
E—F(U)

u(0) = uo. (1.7)
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Prova. Pelo Lema 1.2, resolver o problema (1.7) é equivalente a encontrar u €

C' ([0,0) , X) tal que
u(t) = uo + /0 F(u(s))ds.

Defina £ = {u € C*([0,00) , X);sup;sge ™ [|u(t)|| < oo}, para alguma cons-
tante k > 0, a ser fixada posteriormente.

Afirmacgao I: F¥ é um espaco de Banach.

De fato, seja (u,) uma sequéncia de Cauchy, devemos mostrar que (u,) é conver-
gente.

Por definicao, dado € > 0, existe ny € N tal que ||u, —u,|/z < €, para todo
m,n > ng. Dali,

supe ™ ltm (t) — un(t)]| < e,
>0

assim,

|um (t) — un(t)]| < e Ym,n >mnget>0.

Logo, (u,(t)) € uma sequéncia de Cauchy em X, para cada t € [0, 00).
Observe que, para cada t > 0, (u,(t)) C X, e sendo X um espago de Banach
temos que existe u' € X tal que u,(t) — u', quando n — co.

Considere a aplicagao

u: [0,00) — X

t — u(t) = ul.

Da unicidade do limite segue que u estd bem definida.

Afirmagao Il: v € E e u,, = v em F, quando n — 00.

Mostremos primeiramente que u € E. Observe que, como (u,) é de Cauchy em
E, temos que (u,) é limitada em E. Com efeito, fixando ¢ = 1, existe ny € N tal
que ||y, — uyl|p < 1, para todo m,n > ny. Em particular, ||u, — un,||z < 1, assim,
Uy € B(uy,, 1), para todo n > ngy. Logo, a sequéncia é limitada. Dai, existe ¢ > 0 tal
que

lunll g = sup (e lun(B)]]) <,
t>0

entao,

e M lu,(t)]| <e, VneNt>0ek>0. (1.8)
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Fazendo n — oo na equagao (1.8), obtemos que e [|u(t)|| < ¢, o que implica ||u||, < ¢,
e portanto, u € E. Resta mostrar que u, — u, quando n — oo em E. Equivalente-
mente, podemos mostrar que u,, — u uniformemente em [0, c0).

Como (u,(t)) é de Cauchy em X, para cada t > 0, por defini¢ao, dado € > 0,
existe ng € N tal que para m,n > ng, temos ||un,(t) — un(t)|| < 5, para todo ¢t > 0.
Fazendo m — oo na ultima desigualdade obtemos ||u(t) — u,(t)|| < €, para todo n > nyg
e t > 0. Mostrando que u,, — u uniformemente em [0, c0), concluindo a afirmagao.

Definimos a seguinte fungao em C* ([0, 00) , X)

(@) =+ [ Plu(s)ds.
Temos que:

1. ¢(u) é continua, pois é soma de fungdes continuas;

2. [|p(u)llp < oo

Com efeito,

lo)ls = sup (e (@) ))

= sup (ekt
t>0

< sup (e Jlug) + sup <e
>0 >0

up + /Ot F(u(s))ds

)

/Ot F(u(s))ds

kt

)

Como sup e ¥ |Jug|| < co. Resta verificar que a segunda parcela também ¢ finita.
£>0

) <o (e [ 1Ftuonas).

Note qu_e,

sup e M
t>0

/0 ' Flu(s))ds

Ademais,
CiFaenlias = [ 1) - FO) + FO) i
< Ot [ F(u(s)) — F(O)] + /Ot |F(0)]| ds
< [ Llutas + 1FO)
Dai,
e-kt/ot HF(u(s))HdSS/OtLe_ktekSe_’“Hu(s)Hds—i—e‘ktHF(O)Ht. (1.9)
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Considere o conjunto G = {e~* ||F(0)| t;t > 0}. Afirmamos que G & limitado
superiormente por LEQ
periormente por ===

De fato, defina

g: [0,00) — X
t o glt)=e"|FO)]t.

Temos que t = % é maximo relativo de g. Além disso, como g é continua, ¢'(t) > 0,
para todo t < ¢ e ¢/(t) < 0, para todo ¢ > 1, obtemos que ¢ = ¢ ¢ méximo global de
g, ou seja
g(t)SHFG(:)H, Vtel0,00),
ou seja,
M F(0)][ £ < “i(g)”, Vte[0,00) .

Assim, G é limitado superiormente, consequentemente o supremo de G existe e € finito.
Vamos denotar sup(G) = m.
Aplicando o supremo em ambos os lados de (1.9), temos que

¢ ¢
sup (e‘kt/ I|F (u(s))]| ds) < / e Fekse ks |lu(s)| ds +m
0 0

>0

¢
< / Le *eM sup (e |ju(s)|| ds) +m
0

s>0

¢
LHuHEe_kt/ eds +m
0

1 e—kt
Llule (5 - ) +m

1
Llul, 3 +m.

IN

Portanto,

t
1
sup (e [P ds) < Llull 4 m < .
0

>0
Afirmacgao III: Se escolhermos k& > L, entao ¢ é uma contracao.

De fato,

o) =)D < [ 1F@E) - F)(s)] s
< L[ ) =l ds
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Multiplicando ambos os lados por e™* obtemos
t
e lo(u)(t) — ¢()(B)] < e‘ktL/O e"*e™ lu(s) — v(s)| ds.
Dai,

[o(u)(t) = ¢(0) D)

IA
<.()I
T
h
o\;
Q]
I
@«
0
=
e}
—~
QD
>
»
I3
—
V)
N~—
|
<
—
V)
~—
N
IS
V)

IN
|
s
=
Sl

Donde, para k > L temos que

[6(u) = @) g < llu—=vllg,

mostrando que ¢ é uma contragao. Assim, pelo Teorema do ponto fixo de Banach (veja

Teorema B.3), existe um tnico u € C* ([0,00), X) tal que ¢(u)(t) = u(t), isto é,
¢
u(t) = +/ F(u(s))ds, ¥Vt e R.
0
|

Lema 1.8 (Lema de Gronwall). Sejam wu, v fungoes continuas nao negativas em

[a,b] C R tais que, para o > 0, satisfazem a desigualdade
t
u(t) <« +/ v(s)u(s)ds, t € [a,b]. (1.10)

Entao
u(t) < aela v()ds,

Em particular, se « =0, entdo u = 0.
Prova. Suponha o > 0. Considere a func¢ao

w(t) = a+/ v(s)u(s)ds. (1.11)

Temos que w(a) = o e w(t) > o > 0. Derivando w obtemos que
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Sendo w(t) > 0, podemos escrever

<o(t). (1.12)

Assim, integrando (1.12) obtemos que
t
In (w(t)) §/ v(s)ds.
w(a) @

U)(t) < aef: U(s)ds’

Sendo w(a) = a, obtemos

e como u(t) < w(t), segue o resultado para o > 0.

Agora suponha o« = 0. Temos que
1 [Eu(s)ds /
u(t) < a'ela , Va' >0.
Passando ao limite quando o/ — a = 0, temos

lim u(t) < lim o efav@s — g,
a'—0 a’—=0

Sendo u(t) nao negativa segue que u(t) = 0, para todo ¢ € [a,b]. Portanto, u =0. W
Proposic¢ao 1.9 Se F': X — X ¢ Lipschitz, entao a solugcao de u' = F(u) € continua

com relacdo a condicdo inicial.

Prova. Sejam u(t,up) e u(t, uy) solugdes de v’ = F'(u) com condigdes iniciais ugy e uy,

respectivamente. Entao

¢
u(t, uo) —ult,u)|| < fluo —wi|| + / F(u(s,ug)) — F(u(s,u))ds
to
t
< Nug — uq|| + L/ llu(s,up) — u(s,uq)l ds.
to

Usando o Lema de Gronwall obtemos que

lu(t, uo) — u(t, ur)|| < |luo — uql| oL(t—to)

e a continuidade de u(t,-) é imediata. [

Observagao 1.10 Quando a fung¢io F € da forma F(u) = —Au + f(u), com A €
L(M). Entao, a solugao de u' = F(u) é dada por

t
u(t, ug) = e~ Aty +/ e A=) £ (u(s))ds.

to

Essa € a chamada fomula de variagdo das constantes (veja [12]).
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O Teorema que apresentamos a seguir serd util para garantirmos existéncia glo-
bal de solugao do nosso problema de evolugao, com a menor quantidade de hipéteses

possivel.

Teorema 1.11 Suponha que

i) g € C(J xRy, Ry) e seja g nao decrescente em r > 0 para cada t € J, e que a

solu¢ao mazimal r(t;ty,r9) do problema escalar de Cauchy
' =g(t,r), r(to) =10 (1.13)
exista em todo J;

ii) f € C(J x X, X) satisfaz condigoes suficientes para garantir existéncia local de

solucdo para o problema

u' = f(t,u), u(ty) = ug (1.14)

através de qualquer ponto em J X X, e que

1t w)ll < g(t, [[ull), para todo (t,u) € J x X.

Entao, o maior intervalo de existéncia de qualquer solu¢ao u(t,to,uy) de (1.14) com
lluo|| < 1o €J. Além disso, ser(t,ty,ro) for limitada sobre J, entao o limite limy_,o. u(t, to, up)

existe e pertence a X.

Prova. Ver [14], p.161, Teorema 5.6.1. [ |

1.2 Nocoes de Semigrupos de Operadores Continuos

Nesta secao, definimos uma classe especial de semigrupos, chamada de semigrupo
gradiente, para os quais podemos obter informacgoes relevantes sobre os conjuntos li-

mites. Para isto, seguimos as referéncias [4], [12] e [22].

Definigao 1.12 Seja X um espago de Banach. Uma familia de operadores (nao ne-
cessariamente lineares) T(t) : X — X, t > 0, € dita um C"-semigrupo, com r > 0,

se as sequintes condigdes sao satisfeitas:
i) T(0) =1, isto é, T(0)x =z, Vo € X;

ii) T(t+s)=T()T(s), Vt,s > 0;
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iii) T'(t)x € continua em t e x com derivadas de Fréchet continua em x, até a ordem
r, para (t,z) € Ry x X.

Observagao 1.13 O caso particular em que os operadores T'(t) sao lineares, dizemos

que {T'(t); T > 0} é um semigrupo linear.

Observagao 1.14 Sejam X um espago de Banach e F': X — X uma funcao Lips-

chitz. Considere o problema
dx

“_F
o = @)
l’(to) = 2o, (115)
cuja solugao € p(t,x). Vamos mostrar que a familia de operadores
THt): X — X
r — T(t)x =t x).
define um C°-semigrupo. De fato,
i) Dado x € X, temos que T(0)(z) = ¢(0,z) = z, isto é, T(0) = 1.

ii) Dadosx € X et,s € [0,00) temos que

Tt+s)x = ot

iii) A continuidade de T'(t)x seque da Proposi¢do 1.9.

Teorema 1.15 Sejam A um operador linear limitado, sobre um espa¢o de Banach
X, U um aberto em R x X, A um aberto em um espaco de Banach M. Suponha
f:UxAN— X com f, D,.f, Dyf continuas sobre U x A, e t — f(t,z, \) localmente
Hélder continua.
Para p >0, A € A, (1,&) € U, seja x(t) = x(t;7,&, 1) a solu¢ao mdazima de
dx

E+uA:c:f(t,x,)\),t>T

z(1) =&
Entao (E,\,p) — z(t; 7,6, 1) € Ct de X x A x RY em X, sobre o dominio de
existéncia da solug¢do. As derivadas: u(t) = Dex(t), v(t) = Dyx(t), w(t) = D,x(t) sdo

fungoes suaves e satisfazem

Cclz?ﬂLuAu = D.f(t,2(t), Nu, u(r) = I;
Z:-HLAU = Duf(t,x(t), v+ Daf(t 2(t), N), v(r) = 0;
d

T pAw = D f(ta(t), Nw — Ax(t), w(r) = 0.
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Prova. Veja [13], Teorema 3.4.4, p.64. |

Observacao 1.16 Para o caso do sistema autdénomo

CZ = fx),t>71
x(r) = &,

onde f: X — X é uma fun¢ao Lipschitziana e com derivada de Fréchet f' continua,
temos que u(t) = Dex(t) € solugdo suave de

du

onde I denota o operador identidade sobre X .
Definicao 1.17 Dado x € X, a drbita positiva por x € dada por
v (x) = {T(t)x;t = 0},
Definigao 1.18 Uma drbita negativa por x é uma fun¢io ® : (—o0,0] — X tal que
para quaisquer s < 0, T(t)P(s) = ®(t+s), com (0) =z e 0 <t < —s.

Definicao 1.19 Uma érbita completa por x € uma fungio ® : R — X tal que ®(0) =
zeT(t)P(s) =D(t+s) €S, para todot >0 e s € R.

Observagao 1.20 Como pode ocorrer T'(t)X # X, dizer que existe uma drbita com-

pleta ou negativa por x pode impor restri¢oes a x.

Observagao 1.21 Um C"-semigrupo T'(t) pode nao ser injetivo, entao se existe orbita

negativa ela pode nao ser unica.

Definicao 1.22 A drbita negativa por x, v~ (x) € definida como a unido de todas as

drbitas negativas por x, entdo

v (@) = H (1),

>0
onde,
H(z,t) = {y € X; existe uma drbita negativa por x

D (—00,0 = X com ®(0) =z e P(—t) =y}.
Definicao 1.23 Definimos a orbita completa por x como sendo,
) =~y (2) v ().

Definicao 1.24 Para qualquer, B C X, definimos as orbitas positiva, negativa e com-

pleta de B, respectivamente, por:

v(B)= U1 @), v (B) = v (@) e «B)=7"(B)Jr(B).

TEB zEB
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1.3 Conjuntos Invariantes sob um Semigrupo T(t)

Nesta secao, exibimos alguns conceitos e propriedades de conjuntos invariantes
sob um semigrupo 7(t).

Definicao 1.25 Seja T'(t) um semigrupo sob X. Dado B C X, definimos os conjuntos
w-limite e a-limite por
w(B)=JT®)B e a(B) = JH(B,1)
s>0t>s s>0t>s
Proposicao 1.26 Os conjuntos w-limite e a-limite podem ser caracterizados como
seque:

i) y€ew(B) <3 (z,) CBet,—o0; T(ty)r, =y quando n — oo;

i) 3 (yn) C X; yp =y em X et, — 00, quandon — o0; z, = T(t,)y, € B, Vn €
N.

Prova. i) Para caracterizar o conjunto w-limite temos que dado ¢ € w(B), por

definicao, ¢ € U T(t)B, para todo s > 0, o que implica que existe ¢, € U T(t)B tal
t>s t>s
que ¢,, — ¢ quando n — oco. Assim, ¢, € T(t)B, para algum t > s.

Em particular, tomando s = 0, temos que existe ¢,, € T'(1)B tal que ¢,, — . Seja
wo = T'(1)xq, para algum z; € B.

Quando s = 1, existe p,, € T(2)B tal que ¢,, — ¢. Seja ¢; = T(2)z,, para
algum x5 € B.

Para s = 2, existe ¢,, € T(3)B tal que ¢,,, = ¢. Seja s = T(3)x3, para algum
T3 € B.

Indutivamente, obtemos sequéncias (x,) C B e (t,) = (n) — oo tais que
T(tn)(xn) = ©n-1 = @, POis (on) C (¢n,) € Pn, = .

Suponhamos agora que existam sequéncias (z,) C B e t,, — oo, quando n — oo
tais que

T(t,)x, — ¢ quando n — oco. Como t,, — 00, existe uma subsequéncia de t,,, que ainda

denotaremos por t,, tal que t,, > n, para todo n € N. Assim, ¢ € {T'(t,)z,;V n € N}.

Como (z,) C B, temos que ¢ € T(t,)B, para todo n € N. Em particular,
¢ € T(t,)B, para todo n > s e para todo s € N. Logo, ¢ € ﬂUT(t)B, isto ¢,

s>0t>s

¢ € w(B).

ii) A demonstragao ¢ anéloga. [
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Definicao 1.27 Dizemos que um subconjunto B de X atrai o conjunto C C X sob
T(t) se
d(T(t)C, B) = sup inf ||T(t)r —y|| — 0,  quando t — oo.
zeC YEB

Definicao 1.28 Um subconjunto S C X € dito invariante por T(t) se para cada x € S,
existe uma orbita completa por x, yv*(x), tal que v (x) C S.

Proposicao 1.29 Um subconjunto S C X € invariante por T(t) se, e somente se
T(t)S =S.

Prova. Suponhamos que S é invariante por T'(t). Se t = 0, claramente 7'(0)S = 5,
pois por defini¢ao T'(0) = 1.

Para o caso em que t > 0, tome x € S, como S é invariante existe uma 6rbita
completa ¢ : R — S tal que ¢(0) =z e T(7)p(s) = ¢(7 + s) € S, para todo s € R e
7> 0.

Tomando 7 =t e s = 0, temos que T'(t)p(0) = ¢(t), o que implica que T'(t)z =
©(t), donde, segue que T'(t)S C S. Para mostrar a inclusdo contraria, tome =z € S

arbitrario, sabemos que
T(1T)p(s) = p(T+ 9), VseRer>0.
Fazendo 7 =t > 0e s = —t € R, temos que T'(t)p(—t) = ¢(0) = z. Logo,
x=T(t)p(—-t) € T(t)S,
pois ¢(—t) € S. Portanto, S C T'(¢)S.
Suponhamos agora que T'(t)S = S para qualquer t > 0. Dado zy € S, existe
r1 € S tal que T'(t)r; = zo. Analogamente, como x; € 5, existe x5 € S tal que

T(t)zy = x1. Indutivamente, obtemos uma sequéncia (x,,) C S tal que T(¢)(2,41) = T,

para todo n > 0 et > 0. Em particular, tomamos t = 1. Dali,
T(1)(zp41) = Tn, V' n >0. (1.16)

Afirmamos que T'(n)z, = xo, para todo n € N. De fato, para n = 1, por (1.16),
T(1)xzy = xy. Suponhamos por hipdtese de indugao que T'(k)xy = xp, para algum

k € N. Assim, para k + 1, segue que

T+ Ve = T(E)T(D)zpm
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Definimos ¢ : R — S por ¢(t) = T(t)z, se t > 0 e p(t) = T(t + n)x,, se
t € [-n,—n + 1), para n = 1,2,.... Vamos mostrar que T'(t)p(s) = ¢(t + s) para
s € [0,00).

Dado s € (—0,0), escolha n € N tal que s € [-n,—n +1). Se t > —s, entdo

Tt)p(s) = THT(s+n)x,

Afirmamos que se s € [—k,—k + 1], onde k& é um natural qualquer, entao
o(s) =T(k+j+ s)zgyj, para j =0,1,2,. ...

De fato, para j = 0 segue da definigao de . Suponhamos que a afirmagao é
véalida para algum j € N, isto ¢, ¢(s) = T'(k + j + s)xj4+;. Entao para j + 1, usando
(1.16), temos

Tk+j+1+s)rpjp1 = T(h+7+8)T(1)Thyj0

= ¢(s).
Sen>kej=n-—k, entao

o(s) = T(k+j+s)rpy,
= T(k +n—k+ S)xk—i-n—k

= T(n+s)xn, se s € [—k,—k+1].

Set < —s, entao existem k € Ntal que 0 < k <n—1e —1 <7 <0, tais que

s =—t—k+ 7. Dal,

Tt)p(s) = THT(n+s)ry

(

= T{t+n+s)z,

= Tt+n—t—k+71)x,
(

= T(n—(k—7))zn,.
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Como j =n — k, temos n = j + k. Entao tomando j = 1, obtemos
Tt)p(s)=T(1+k—(k—7))xgr =T(7+ 1)xpyq.
Sendo —s =t + k — 7, temos que
Tt)e(s) =T(s+t+k+1)zpy.

Observando que t + s = 7 — k, temos que t +s € [—(1 + k), —k]. Entao segue da
definicao de ¢ que

ot+s) = T(k+1+1t+s)xp
= TO)T(k+1+s)xp
= T(t)p(s).
|

Proposicao 1.30 Se B ¢ um subconjunto de X tal que w(B) € compacto e w(B) atrai

B, entdo w(B) € invariante. Ademais,
i) Se B é conezo, entao w(B) é conexo;
ii) Se w(B) C B, entdo w(B) = mT(t)B.
>0
Prova. Suponhamos que w(B) é compacto e atrai B, vamos mostrar que w(B) ¢é
invariante, ou equivalentemente, que 7'(t)w(B) = w(B), para todo t > 0.

Se w(B) = 0, nao ha o que provar. Suponhamos entao w(B) # (. Seja
xr € T(t)w(B), temos que x = T'(ty)zo, para algum ¢y > 0 e algum zy € w(B). Como
ro € w(B), pela caracterizacao do w-limite, existem sequéncias (x,) C B e t, — o0
tais que T'(t,)x, — o, quando n — oo. Pela definigdo de semigrupo T'(t)x é continuo

em t e em x. Dai,

x=T(tg)xog = T(ty) lim T(t,)x, = lim T(tg + t,)Tn,

n—oo n—oo
o que implica que = € w(B). Logo,
T(t)w(B) C w(B).
Para mostrar a inclusdo contraria, tomemos = € w(B). Pela caracterizagao do

w-limite, temos que existem sequéncias (z,) C B e t,, — oo tais que x = lim T'(¢,)z,.
n—o0
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Como t, — oo, por definicdo, dado t > 0, existe ny € N tal que ¢, > ¢, para todo
n > ng, assim faz sentido definir H = {T'(t,, — t)x,; n > ng}.
Como w(B) atrai B sob T'(t), temos que T'(t,, — t)x,, — w(B), para todo n > ny,
sendo w(B) fechado, T'(t, —t) — y, € w(B). Logo,

r = lim T(t,)x,

n—oo

= lim T(t+t, —t)x,

n—oo

= T(t) lim T(t, —t)z,
n—oo

= T()yn-
Como (y,) C w(B), por compacidade existe (y,;) C (y») tal que y,; = y € w(B). Dali,

r=T(t) lim y,; = T(t)y € T(t)w(B).

]*}OO

Logo, w(B) C T(t)w(B).
Das inclusbes acima, segue a invariancia de w(B) sob T'(t).
Para provar (i) suponhamos por contradigdo que B é conexo mas w(B) nao é

conexo, entao existem abertos A;, A, tais que

AlmAQ CA1UA2ew )ﬂAi#(D, para i =1, 2.

Como w(B) é compacto, existe € > 0 tal que w(B)* C A; |J Az, onde w(B) denota
a e-vizinhanca de w(B). Por hipotese, w(B) atrai B sob T'(t), entao existe ¢, > 0 tal
que

T(t)B C w(B)" C A JAz, V1> to.

Sendo B conexo e T'(t) continuo temos que T(t)B também é conexo e como
w(B)NA; # 0 e w(B) atrai B, existem sequéncias (t,) e (t,) com t,,t, — 0o, as
quais podemos supor t,,t, >ty e t, < t, tais que T(¢t,)B C A; e T(t,)B C A, para
qualquer n € N.

Ademais, sendo A; () Ay = 0 e T'(¢) continuo, existem sequéncias (s,,) e (z,) C B,
com t, < 8, < t, e T(sp)x, ¢ A1lJAg, para todo n € N. Como T'(s,)z, C w(B),

existe uma subsequéncia convergente que ainda vamos denotar por T'(s,)x,, a saber,

T(sp)xn, — x € w(B).
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Observe que T'(sp)x, ¢ A1 lJ Asg, entdao T(s,)x, € (A1|JA2)¢ = A A4S, que é
fechado. Logo, = € (A1 J A2)".

Por outro lado, w(B) C A; |J Az, entdao w(B) () (A1 J A2)° = (). Chegamos a uma
contradicao, concluindo (3).

Para provar (i7), comegamos observando que pela primeira parte da prova, temos
que w(B) é invariante, ou seja, T'(t)w(B) = w(B).

Por hipoétese, w(B) C B, assim T'(t)w(B) C T(t)B, para todo t > 0, donde,

w(B) = T(t)w(B) C () T(t)B.
>0
Por outro lado, dado k > 0, temos que
Tk)Bc|JT®)Bc | JT®)B, VEk=>0.
>k >k

Logo,

(7B c (JT(1)B =w(B).

k>0 k>0t>k

Portanto, w(B) = m T'(k)B, mostrando (i1).
k>0

Proposigao 1.31 Seja B C X, nao vazio, tal que v+ (B) é compacto, entao
i) w(B) € nao vazio e compacto.

ii) w(B) atrai B.

iii) w(B) € invariante.

iv) Se B € conexo, entio w(B) € conexo.

Prova. (i) Por definigao, v+ (B) = U T(t)B. Assim,

>0

v(B)=JroB>Jrwso...oJrms o> ..

£>0 t>1 t>s

Dai, v*(B) D ﬂ UT(t)B, o que implica que w(B) C v+ (B).
s>0t>s
Como X é um espago métrico completo e w(B) é um fechado que esté contido

em um compacto, segue-se que w(B) é compacto, e portanto w(B) # () (veja Teorema
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B.11).

(ii) Suponhamos por contradigdo que w(B) nao atrai B, isto é, existem € > 0 e

sequéncias t,, — oo e (z,) C B tais que

d(T(t)xn,w(B)) > ¢,  VneN. (1.17)

Sabemos que {T'(t,)z,;n > 0} C v (B) C ~4*(B), e por hipotese, v+ (B) é
compacto. Assim, existem subsequéncias de (¢,) e de (z,), que ainda vamos denotar
por (t,) e (x,) tais que T'(t,)z, = y € w(B).

Fazendo n — oo em (1.17) obtemos que d (y,w(B)) > €, que é um absurdo, pois

y € w(B). Portanto, w(B) atrai B.

(iii) e (iv) Seguem da Proposi¢ao 1.30, pois por hipotese B é conexo e ja mos-
tramos que w(B) é compacto e atrai B. [
Definicao 1.32 Seja T'(t) : X — X um C"-semigrupo, para algum r > 0. O semi-
grupo T(t) € dito assintoticamente suave se, para qualquer conjunto B C X ndao vazio,

fechado e limitado para o qual T'(t)B C B, eziste um conjunto compacto J C B tal que
J atrai B.

Proposicao 1.33 Sejam T(t) assintoticamente suave e B C X ndo vazio, tal que
v (B) € limitado, entdo

i) w(B) € nao vazio e compacto;

ii) w(B) atrai B;

iii) w(B) ¢ invariante.

Em particular, se para algum x € X temos que vt (x) é limitada, entao v*(x) é com-

pacta e w(x) € nao vazio, compacto, conexo e invariante.

Prova. (i) Como w(B) ¢ uma interse¢ao decrescente de conjuntos compactos e nao

vazios, a saber

w(B)=JT®B,

s>0t>s

pelo Teorema B.11 temos que w(B) é nao vazio.

Agora vamos mostrar que w(B) ¢é compacto. Para tanto, mostraremos que existe

um subconjunto compacto J de y*(B) que contém w(B). Comegamos observando
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que T(t)y*t(B) C v*(B). De fato, dado x € T(t)y*(B), temos que z = T'(t)y, com
y € v7(B). Por definigao, dizer que y € v (B) significa que y € v (xg), para algum

xo € B, entdao y = T'(ty)xo, para algum t, > 0 e
x=T({t)y =TT (to)xo = T(t + to)xo,

o que implica que x € y7(B). Logo, T(t)y(B) C v"(B) e sendo T(t) continuo, segue

que T(t)y*+(B) C y+(B). Ademais, como y*(B) é nao vazio, fechado e limitado, e T'(t)

¢ assintoticamente suave, existe um subconjunto compacto J de v(B) tal que J atrai

B, isto é, dado € > 0, existe ty > 0 tal que
d(T(t)B,J) <, vt > 1. (1.18)

Resta mostrar que w(B) C J. Mas, dado = € w(B), pela caracterizagdo do w-limite,
existem sequéncias k,, — oo e (z,,) C B tais que x = nlggo T(ky)z,. Por (1.18), segue
que z € J, donde w(B) C J. Sendo J um conjunto compacto e w(B) fechado, podemos
concluir que w(B) também é compacto.

(ii) Suponha por contradigdo que w(B) nédo atrai B, entao existem € > 0 e sequéncias

t, — o0 e (y,) C B tais que
d(T(tp)yn,w(B)) > €. (1.19)

Como J atrai B e J é compacto, temos que lim T'(t,)y, = z € J. Mas pela caracteri-
n—oo

zagao de w(B), temos que z € w(B), contradizendo (1.19). Portanto, w(B) atrai B.

(iii) Basta observar que como w(B) é compacto e atrai B, pela Proposigao 1.30, temos

que w(B) é invariante, e, sendo B conexo concluimos que w(B) é conexo. [

1.4 Dissipatividade de Semigrupos

Nesta secao exibimos algumas propriedades sobre dissipatividade de semigrupos.

Definigao 1.34 Um semigrupo T(t) € dito

e ponto dissipativo, se existe um conjunto limitado B C X que atrai cada ponto de
X sob T(t);

e compacto dissipativo, se existe um conjunto limitado B C X que atrai cada com-
pacto de X sob T(t);
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e localmente dissipativo, se existe um conjunto limitado B C X que atrat uma
vizinhanga de cada compacto de X sob T'(t);

e [imitado dissipativo, se existe um conjunto limitado B C X que atrai cada con-
Junto limitado de X sob T'(t).

Definigao 1.35 Para um C"-semigrupo T(t), com t > 0, dizemos que um conjunto
A é compacto invariante maximal, se todo conjunto compacto invariante do semigrupo

estd em A.

Definigao 1.36 Um conjunto invariante A € dito um atrator global, se A € um con-
Jjunto compacto invariante mazimal que atrai os conjuntos limitados B C X. Em

particular, w(B) é compacto e estd contido em A.

Teorema 1.37 Sejam T(t) : X — X, t > 0, um C"-semigrupo e K um conjunto

compacto, nao vazio, que atrai os conjuntos compactos de X. Seja
A=THK.
>0

Entao

i) A atrai conjuntos compactos de X;

ii) A ¢ independente de K ;

iii) A € maximal, compacto e invariante;

iv) Se T'(t) € assintoticamente suave, entdo para qualquer subconjunto C de X tal que

yH(C) € limitado, tem-se que A atrai C.

Prova. Seja H um subconjunto compacto de X . Como por hipotese K atrai os
conjuntos compactos de X, entao tliglod (T(t)H,K) = 0.
Afirmacao: w(H) C K e y+(H) é compacto.

De fato, dado ¢ € w(H), existem sequéncias t, — oo e (z,) C H tais que

T(t,)x, = ¢ quando n — co. Observe que
d(p, K) < d(p, T(tn)rn) +d(T(tn)wn, K),  VneN

Passando ao limite quando n — oo, obtemos que d(¢, K) = 0, donde, w(H) C K. Além
disso, como y*(H) C w(H), temos que y+(H) é compacto, concluindo a afirmagao.
Note que a afirmacao acima vale para qualquer compacto H de X, em particular,

fazendo H = K e aplicando a Proposi¢ao 1.31, obtemos que w(K) é compacto e atrai
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K. Assim, d(p,K) = 0, o que implica que w(H) C K. Essa inclusdo vale para
qualquer compacto H de X, em particular, faca H = K, donde, w(K) C K. Dai, como
K atrai compactos de X, temos que A também atrai os compactos de X, e aplicando
a Proposi¢ao 1.30, temos que w(K) é invariante e
w(K)=(Tt)K.
>0

Note ainda que, pelo fato de K atrair compactos de X, segue que w(K) também atrai
compactos de X, mostrando (i).

Para mostrar que A independe de K, considere K; um outro subconjunto de X
com as mesmas hipoteses assumidas sobre K. Como w(K) atrai compactos de X, pelo
que acabamos de mostrar, w(K;) C w(K). Analogamente, como K ¢ compacto e w(K7)
atrai os compactos de X, temos que w(K) C w(K), donde segue a igualdade, mos-
trando (ii). Para concluir (iii), basta observar que a maximalidade segue diretamente
da independéncia de K.

Para mostrar (iv), considere C' um subconjunto de X, tal que 4*(C) é limi-

tado e note que, T(t)y*+(C) C v+ (C). De fato, dado = € T(t)y*(C), temos que

x = T(t)y, para algum y € v*(C). Como y € v(C), existe (y,) C 77(C), tal que

y = lim y,, dai, existem sequéncias ¢, — oo e (¢,) C C, tais que y,, = T'(t,)c,,. Assim,
n—oo

r = lim T(t +t,)c,, donde z € y+(C).
n—oo

Logo, usando a hipotese de T'(t) ser assintoticamente suave, temos que existe

um compacto K, tal que K C v7(C) e K atrai v+ (C), entao A atrai v+(C). Como
C C ~*(C), segue que A atrai C. [ |
Lema 1.38 Se T'(t) : X — X, t > 0, € um semigrupo assintoticamente suave e com-
pacto dissipativo, entdo existe um conjunto compacto invariante que atrai 0§ compactos

de X.

Prova. Veja [12], p.39, Lema 3.4.4. |

Lema 1.39 Seja T'(t) : X — X, com t > 0, um semigrupo assintoticamente suave e

ponto dissipativo.

i) Se a orbita de qualquer compacto € limitada, entao T(t) € localmente compacto

dissipativo;

ii) Se a drbita de qualquer conjunto limitado é limitada, entao T(t) € limitado dissi-

pativo.
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Prova. (i) Queremos mostrar que existe um conjunto limitado que atrai uma vizi-
nhanca de compactos de X sob T'(t).

Por hipétese, T'(t) é ponto dissipativo, entao existe um conjunto limitado B que
atrai pontos de X sob T'(t). Defina U = {z € B;y"(xz) C B}. Observe que U atrai
pontos de X, pois U C B e B atrai pontos de X. Além disso, y*(U) é limitado. De
fato, tomando y € v+ (U), temos que existe ug € U tal que y = v (ug), e como ug € U,
por defini¢ao 7" (ug) C B, isto ¢, y € B, mostrando que v*(U) C B, que é limitado.

Note ainda que T'(t)y*(U) C v (U). Com efeito, dado x € T'(t)y"(U), temos
que existem tg > 0 e ug € U tais que x € T(to)y" (xg), para algum zo € U. Entao,
parat >0

x=T(ty)T(t)xg = T(t + to)xo,

ou seja, x € YT (), donde, x € v (U).

Logo, usando que T'(t) é assintoticamente suave segue que, existe um subconjunto
compacto K de U tal que K atrai U. Como U C U, em particular, K atrai U. Ade-
mais, como U atrai pontos de X e K atrai U, temos que K atrai pontos de X. Logo,
K atrai ele mesmo, implicando que v (K) é relativamente compacto. Seja J = w(K),

temos que J é compacto invariante e atrai pontos de K, mostrando (i).

Para mostrar (ii) suponhamos que a orbita de qualquer conjunto compacto é
limitado. Primeiramente, vamos provar que existe uma vizinhanga V de J tal que
v (V) é limitado. Caso contrario, existem uma sequéncia (z;) C J tal que z; — y,
para algum y € J e uma sequéncia t; — oo tal que |T'(t;)z;| — oo, quando j — oo.
Entao m é compacto, com 7*({:@.]’721}) ilimitado, contradizendo a hipétese.
Assim, podemos afirmar que existe uma vizinhanga V' de J tal que v (V') é limitada.
Como J atrai pontos de X e T' é continua para x € X, existe uma vizinhanca O, de x

e um ty € R tais que

T(t)O, C~H(V), parat >0,

ou seja, v (V) atrai O,, mostrando que 4+ (V) atrai uma vizinhanga de um conjunto
compacto e, portanto, 7'(t) é localmente compacto dissipativo.
Por hipétese, as orbitas de conjuntos limitados sao limitados, em particular, as

orbitas de conjuntos compactos também sao limitadas. Pela demonstragao acima, T'(t)
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¢ localmente compacto dissipativo, em particular, T'(t) é compacto dissipativo. Assim,
como T'(t) é compacto dissipativo e T'(t) é assintoticamente suave, pelo Lema 1.38,
existe um conjunto compacto invariante K que atrai os compactos de X.

Definindo
A=THEK,

t>0

temos que A é limitado, e pelo Teorema 1.37, dado qualquer subconjunto C' de X tal
que y(C) é limitado , temos que A atrai C', donde T'(t) é limitado dissipativo. [ |
Teorema 1.40 Seja T'(t) : X — X, um C"-semigrupo, com t > 0, assintoticamente

suave, ponto dissipativo e tal que orbitas de conjuntos limitados sao limitadas, entdo

existe um atrator global A.

Prova. Como T'(t) é assintoticamente suave, ponto dissipativo e a érbita de qualquer
conjunto limitado ¢ limitada, pela demonstragao do Lema 1.39 existe um conjunto
compacto invariante K que atrai os compactos de X. Definindo
A=THK,
>0
pelo item (iii) do Teorema 1.37, A é compacto e invariante maximal. Ademais, sendo
B um subconjunto limitado de X, por hipétese v (B) é limitado, e usando novamente
o Teorema 1.37, como T'(t) é assintoticamente suave e y*(B) é limitado, concluimos

que A atrai B. Portanto, A é um atrator global. [ |

Teorema 1.41 Seja T'(t) : X — X um C"-semigrupo, t > 0 e A um atrator global,

entdo o fluro T(t) € assintoticamente suave.

Prova. Seja B um subconjunto limitado e fechado de X tal que T'(t)B C B. Como A

é um atrator global, temos que A atrai B, entao
d(T(t)B,A) — 0, quando t — 0.

Afirmacgao I: O conjunto B N A é nao vazio e compacto.

De fato, se BN.A =, como T(t)B C B teriamos T'(t)BN.A = 0, o que implica
d(T(t)B,A) > 0, para todo t > 0, ja que B é fechado e A é compacto, o que é um
absurdo. Logo, BN A # (. Além disso, como B N A é subconjunto de A e A é

compacto, BN A também é compacto.
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Afirmagao II: Dado C' um conjunto limitado, para todo € > 0, existe ty > 0 tal que
T(t) (CNB) C (AN B), para todo t > t.

Com efeito, sendo A atrator global, dado § > 0, existe t; > 0 tal que T'(t)C' C A°,
para todo t > t;, onde A° denota a §—vizinhanca de A.

Observe que T(t)(C' N B) C A° N B, pois dado y € T(t)(C N B), temos que
y = T(tp)x, para algum ty > 0 e z € C N B. Como z € C, segue que y € A°, e como
x € B temos que y € B, donde y € A°N B.

Dessa forma ¢ suficiente mostrar que A°NB C (ANB)¢, para algum & conveniente
e para todo € > 0. Sabemos que A\ (AN B)¢ ¢ fechado, entao A\ (AN B) é compacto.
Como A\ (AN B)*N B # 0, existe e; > 0 tal que d (A\ (AN B)2,B) > . Logo,

para cada € > 0, escolha ¢ = min{e, %} Como podemos escrever,
= (A\(ANDB)2)U(AN D)3,
segue que

AnB = [(AN(AnB)E) nB|u|((AnB)5) N Bl
(AN B)%)’ N B

C (ANnB)NB

c

AN BY.

Logo, T(t)(CNB) C (AN B)¢, para todo t > t,. Em particular, tomando C' = B
obtemos que T'(t)B C (AN B)¢, exibindo assim um conjunto compacto J = AN B que
atrai B por T'(t), mostrando que T'(t) é assintoticamente suave. [
Definicao 1.42 Sejam B C X e U wum subconjunto aberto de X. Dizemos que B
€ absorvente em U se dado um subconjunto limitado By de U, existe tg > 0 tal que

T(t)By C B, para todo t > ty. Em outras palavras, a orbita de qualquer conjunto

limitado em U entra em B apds um certo tempo.

Observagao 1.43 Seja T'(t) um semigrupo, com t > 0. A existéncia de um atrator
global A implica na existéncia de um conjunto absorvente, que é eratamente uma vi-
zinhanga do atrator. De fato, seja By C X limitado, como A € um atrator global, por

defini¢ao, dado € > 0, existe to = to(€) tal que
d (T(t)By, A) < % Yt > to.

Logo, T(t)By C A, para todo t > t.
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A reciproca da observacao anterior é verdadeira se adicionarmos uma das hipo-
teses abaixo.
(Hy) Os operadores T'(t) sao uniformemente compactos para ¢ suficientemente

grande, isto é, dado B limitado, existe t5 > 0 tal que U T(t)B é relativamente com-

>0
pacto.

(Hy) X é um espago de Banach e para todo t > 0, podemos escrever
T(t) =Ti(t) + Tn(t),

onde 7' (t) ¢ uniformemente compacto para t suficientemente grande e, dado C' sub-
conjunto limitado de X, temos r.(t) = sup ||T2(t)¢|| y — 0, quando ¢ — oo.
peC
Para demonstrar a existéncia do atrator global usando cada uma das hipdteses

acima precisamos demonstrar os 3 lemas a seguir.

Lema 1.44 Suponhamos que a hipdtese (Hs) seja vdlida. Se (¢,) € uma sequéncia
limitada e t, — oo, entdo To(t,)pn — 0 e Ti(t,)on € convergente se, e somente se

T(t,)pn converge, quando n — 0o, além disso, elas tém limites iguais.
Prova. Da hipdtese (Hz), dado C' um subconjunto limitado de X, temos que

0 < [ T2(t)elly < sup IT2(t)ell x = re(t).
s

Como (¢,) ¢ limitada, existe um subconjunto limitado Cy de X, tal que
(SDH) - CO' Daiv

0 < lim [|T5(tn)enlly < lim re,(t,) = 0.
n—oo n—oo

Assim, lim T5(t,)p, = 0. Além disso, como

n—oo

T(tn)‘:@n = Tl(tTL)SOn + TQ(tn)‘Pn

temos que T'(t,)p, converge se, e somente se Ti(t,) converge. Ademais, passando ao

limite quando n — oo, temos

lim T'(t,)e, = lim Ti(t,).

n—oo n—oo

Lema 1.45 Suponha que T'(t) satisfaz (Hy) ou (Hy). Entao, para qualquer subconjunto

nao vazio e limitado By de X, w(By) € nao vazio, compacto e invariante.
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Prova. Suponhamos vélido (H;). Dado By C X nao vazio e limitado, existe ¢y > 0 tal

que U T'(t)By ¢ compacto, ou seja, y+(By) é compacto, e pela Proposigao 1.31 temos
t>to
que w(By) é nao vazio, compacto e invariante.

Suponhamos valido (H3). Pelo Lema 1.44,

w(By) = (U Ta(t)By = wi(By).

s>0t>s

De fato, tome ¢ € w(By), existem sequéncias (¢,) C By e t, — oo tais que
T(t,)pn — ¢, quando n — oo. Aplicando o Lema 1.44, temos que T1(t,)on — ¢,
quando n — 00, o que implica que ¢ € wi(By), donde, w(By) C wi(By). A inclusao
contraria é anéloga e segue a igualdade.

Observe que,

Un®B, > Jit)Bo > ..o [ JTut)By O ...

>0 t>1 t>s
é uma inclusao decrescente de conjuntos fechados e nao vazios, assim aplicando o
Teorema B.11 temos que a interse¢ao desses conjuntos, w(By), é compacta e nao vazia.
Resta mostrar que w(By) ¢é invariante. Para isto, dado ¢ € T'(t)w(By), temos que
1 = T(t)p, para algum ¢ € w(By). Assim, existem sequéncias ¢, — oo e (¢,) C By
tal que T'(t,)pn — ¢, quando n — oco. Dali,

1/] - T(t)SO - T(t) lim T(tn)son = lim T(t + tn)@m

n—oo n—oo

isto é, ¢ € w(By), mostrando que T'(t)w(By) C w(By).

Para mostrar a inclusao contraria, tome ¢ € w(By), temos que existem sequéncias
tn — 00 e (pn) C By tais que T'(t,)¢, — ¢, quando n — oo. Para t, —t > 0, temos
que

T(t, —t)on = T1(t, — t)on + To(t, — t)@n.
Como T (t,,—t) é uniformemente compacto, existe uma subsequéncia convergente,
a saber, T (t,, — t)pn, — 1, quando n; — oo, para algum 1) € w(By). Pelo Lema 1.44,
temos que Ty(t,—t)p,, — 0, consequentemente T5(t,,, —t)pn, — 0. Logo, T'(t,,—t)pn, —
¥, quando n; — oo, donde ¥ € w(By) e pela continuidade de T'(t)

o = lim T(ty,)pn, = T(t) lim T(t, — t)pn, = T(H)0,
n—oo

n—oo
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entao ¢ € T(t)(w(By)) mostrando que w(By) C T(t)w(By). Portanto, w(By) é invari-
ante. m

Lema 1.46 Seja U aberto de X conexo e convexo. Se K é um subconjunto de U
invariante e compacto que atrai compactos de X sob o semigrupo T(t), com t > 0,

entdo K € conexo.

Prova. Chamemos de B o fecho convexo de K, B = convK, como K é compacto,

conforme o Teorema B.10 B também o é. Além disso, pela defini¢cao de fecho convexo,

como U é conexo e K C U, temos que B C U, donde, segue que K atrai B.
Suponhamos por contradi¢do que K nao é conexo. Entao existem abertos A; e

A, tais que
AINK#0, AANK#0, KCA UAyseAiNAy=0.
Como K C B e K ¢ inavariante sob T'(t), temos que
K =T(t)K C T(t)B.

Assim, A;NT(t)B # 0 para i = 1,2.

Como a imagem de um conexo por uma aplicacdo continua é conexo, temos
que T'(t)B é conexo. Assim A; U Ay nao cobre T'(t)B, ou seja, dado n € N, existe
z, € T(n)B tal que x, ¢ A U A,.

Se a hipotese (H;) for véalida, entao (x,,) é ralativamente compacto. Se a hipotese

(H,) for valida, podemos escrever
Ty = T1(n)yn + To(n)Yn,

para alguma sequéncia (y,) C B, onde T7(n) é uniformemente compacto, ou seja, existe

no > 0 tal que |J Ti(n)y, é relativamente compacto em X, e ainda T3(n)y, — 0,

n>ngo
quando n — oco. Aplicando o Lema 1.44, temos que (x,) é relativamente compacta.

Como K atrai os pontos de (z,,), deve existir uma subsequéncia (z,, ) de (z,) tal que
xnk—>$’€KCA1UA2.

Mas este ponto x ¢ A; U Ay, um absurdo. [ ]
Agora podemos mostrar quando a existéncia de um conjunto absorvente implica

na existéncia de um atrator global.
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Teorema 1.47 Seja X um espago métrico e T'(t) : X — X, t >0, um C"-semigrupo,
para algum r > 0. Se T'(t) satisfaz a hipdtese (Hy) ou (Hs) e existem um conjunto
aberto U e um subconjunto limitado B de U tal que B € absorvente em U, entdo

i) A=w(B) € o atrator compacto mazimal em U que atrai os limitados de U;

ii) Se X € Banach e U € conexo e convezo, entio A também € conezo.

Prova. i) Suponhamos inicialmente que vale a hipotese (H;), isto ¢, para todo conjunto

limitado B, existe to > 0 tal que

UJrwB

t>to
é compacto, ou ainda, W é compacto. Assim, usando a Proposigao 1.31, w(B) é
nao vazio, compacto, invariante e atrai B.

Suponha por contradi¢do que w(B) néo seja um atrator, entao existe algum con-
junto limitado By de U tal que w(B) nao atrai By sob T'(t), isto é, existe ¢g > 0 e
t, — oo tal que

d(T(t,)Bo,w(B)) > €, VneN.

Dai, para cada n € N, existe um b, € By tal que
A(T(tn)bn,w(B)) = 7. (1.20)

Como, por hipétese, B é absorvente em U e sendo By C U é limitado, existe nyg € N tal
que T'(t,) By C B, para todon > ng, o que implica que T'(t, )b, C B, para todo t, > t,,.
Da hipotese (H;) obtemos que m é compacto, assim, existe uma subsequéncia
convegente T'(t,,)b,, tal que

lim T'(t,,)bn, = B,

n;—00

donde,
B = lim T(t,, —tny)T (tny)bn,.

ni—00
Como T'(tn,)bn, € B, segue que § € w(B), absurdo, pois isto contraria (1.20).

Resta mostrar que w(B) é maximal. De fato, seja A um atrator limitado tal que
A C U. Como B é absorvente, existe to > 0 tal que T(t)A C B, para todo t > t,.
Como A ¢ invariante, temos que A = w(A) C w(B), ou seja, w(B) ¢ maximal.

ii) Vimos que w(B) C U ¢ invariante compacto e atrai os limitados de U, em

particular, atrai os compactos. Entao, segue do Lema 2.2 que w(B) é conexo.
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Suponhamos agora valido a hipotese (Hy). Como B ¢ limitado, pelo Lema 1.45,
temos que w(B) é nao vazio, compacto e invariante. Resta mostrar que w(B) ¢ maximal
e atrai os limitados de U.

Suponha por contradigao que existe um conjunto limitado By C U tal que w(B)

nao atrai By sob T'(t). Entao, existe ¢y > 0 e t,, — oo tal que
d(T(t,)Bo,w(B)) > e VneN.

Assim, para cada n € N, existe b, € By tal que d (T'(t,)bn,w(B)) > %. Como B
¢ absorvente, existe t,, > 0 tal que T'(¢,)b, C B, para todo n > ny.

Usando a hipotese (Hs), T'(t,)b, = T1(t,)b, + To(t,)by, onde Ti(t,)b, é relativa-
mente compacto. Aplicando o Lema 1.44, temos que T'(¢,)b, é uma sequéncia relati-
vamente compacta. A maximalidade de w(B) segue de maneira inteiramente analoga

a primeira parte da prova. |

1.5 Sistema Gradiente

Nesta secao, voltamos nossa atengao para uma classe especial de semigrupos, os

quais possuem um funcional energia que decresce ao longo das orbitas.

Definicao 1.48 Seja T'(t) : X — X, t > 0, um C"-semigrupo, para algum r > 1.

Uma fungao continua V : X — R é chamada funcional de Lyapunov se
i) V(x) € limitado inferiormente;

ii) V(z) = oo quando |x| — oo;

iii) V(T'(t)z) € ndo crescente em t para cada x € X;

iv) Se x € tal que T(t)x estd definido para t € R e V(T(t)x) = V(z), para t € R,
entiao x € um ponto de equilibrio, isto é, T'(t)x = x, para todo t > 0.

Definicao 1.49 Um semigrupo T'(t) : X — X € fortemente continuo se

lim ||T(t)z — x| = 0,

t—0t

para cada x € X.

Definigao 1.50 Um C"-semigrupo fortemente continuo T'(t) : X — X, t>0er >1

€ um sistema gradiente se:
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i) Cada orbita positiva limitada é pré-compacta;
ii) FEziste um funcional de Liapunov para T(t).

Proposicao 1.51 Sejam T'(t) : X — X um C"-semigrupo e E o conjunto dos pontos
de equilibrio de T'(t),

i) se T(t) é um sistema gradiente, entdo w(x) C E, para cada v € X;

ii) Se vy~ (x) € relativamente compacto, entao a(x) C E, para cada x € X.

Prova. i) Sejam T'(t) um sistema gradiente e V' um funcional de Lyapunov para
T(t). Por definigao, v*(z) é relativamente compacto, entdo existe ¢ > 0, tal que
c < V(T(t)x), para cada t > 0 e para todo z € X. Além disso, como V(T'(t)x) é nao
crescente em t para cada z € X, temos que tlgglo V(T(t)x) =c.

Dado y € w(z), pela caracterizagao do w-limite existe ¢, — oo tal que T'(t,)z — y.
Pela continuidade de T'(t) segue que

lim T(6)T(t,)x =T(t) lim T(t,)z =T(t)y,

n—oo n—oo

e da continuidade de V' temos que

lim V(T($)T(t,)x) = V(lim T(O)T(t)x) = V(T(t)y).

n—oo n—oo

Logo,
V(T(t)y) = lim V(T(t)T(ty)x) = lim V(T(t+t,)z) = c.

n—oo n—oo
Em particular, para t = 0, temos que V(y) = ¢, portanto, V(T'(t)y) = V(y), o que
implica, pelo item iv da Definicao 1.48, que y é um ponto de equilibrio, isto é, y € E,
mostrando que w(x) C E, para cada x € X.

A demonstracao de ii é analoga. |



Capitulo 2

Existéncia e Suavidade de Solucoes
para uma Classe de Equacoes de

Evolucao

Neste capitulo, estudamos o comportamento assintético do problema de evolugao

zz;(x,t) = F(u(z,t), 2 €Q,t>0 (2.1)

u(z,t) =0,z € R"\ Q,

u(z,0) = uy,
onde a aplicagao F' : X — X é definida por

Flu) = —u(w,t) + g(BJ * (fou) + Bh), ©€Q 22)
0, zeR"\Q,

onde “¥” denota o produto convolugdo em R™. Aqui v = u(z,t) denota uma fungao
sobre R" x R, a valores reais, J € C'(R") ¢ uma fungao simétrica, nao negativa e com
suporte na bola de centro na origem e raio 1, f é uma fungao sobre R, ndo negativa e
nao decrescente, h e [ sdo constantes nao negativas e €2 é um aberto suave e limitado

de R™.



43
2.1 Boa Posigao em LF(()

Nesta se¢ao mostramos que o Problema (2.1) é bem posto no espago de fase X
dado por
X ={ue LPR");u(x) =0, se z € R"\ Q},

com a norma induzida de LP(R"), onde © ¢ um subconjunto limitado de R", isto &,
mostramos que a solucao existe, é tinica e depende continuamente dos dados iniciais.
O espago X ¢é canonicamente isomorfo ao espago LP(§2) e, por conveniéncia, usa-
remos a mesma notacao para representar uma funcao de u € X ou sua restricdo a
LP(Q).
Para um melhor entendimento, listamos abaixo as condig¢oes que poderao ser

exigidas sob ¢ e f, quando necessério.

(Hy) g é globalmente Lipschitz, isto é, existe k& > 0 tal que
l9(x) —gW)| < klz—yl, Va,yeR;
(Hs) Existem constantes kq, ko > 0 tais que

9(2)] < kufz] + ko, V2 € R;
(Hs3) f € globalmente Lipschitz, isto é, existe ¢ > 0 tal que
[f(@) = f)l <cle—y|,Vayek;
(H,) Existem constantes ¢1, ¢y > 0 tais que

|f(x)| < ez + e, VaeR;

(Hs) g ¢ localmente Lipschitz, isto é, dado = € R, existem M = M(z) > 0 e uma

vizinhanga V,, de x tais que

l9(x) —gy)| < M |v—y|,VyeV,;

(Hs) f & localmente Lipschitz, isto ¢, dado = € R existe N = N(x) > 0 e uma

vizinhanga V, de x tais que

[f(@) = fWI <Nz -yl ,VyeVi



44

(H7) f' é limitada, ou seja, existe M; > 0 tal que

|f'(z)] < My, Vo €R;

(Hyg) g' ¢ localmente Lipschitz, isto ¢, dado = € R, existem L = L(z) > 0 e uma

vizinhanca V, de x tais que
9'(x) =g’ W < Llz—yl ,VyeE V.
(Hy) Existem constantes positivas s; e sy tais que

g (2)| < s1|z| + 82,, Vx €R.

Observe que a hipotese (H;) implica na hipotese (Hy) com k; = k, assim como
(Hj3) implica na hipotese (Hy), com ¢; = c.
A seguir, vamos provar algumas estimativas, que serdo utilizadas ao longo do

texto.

Lema 2.1 Para u € LP(Q), temos que |(J xu)(z)| < ||J||o 1wl \Q\é
Prova. Seja u € LP(Q), temos

(T xu)(z)] =

/QJ(J?—@/)U(y)dy‘
< [ =)l ay
< Wl [ el

A

Aplicando a desigualdade de Hélder, temos que u € LY(Q) e |lull, < |lull o [11]] Lo

Assim,

1
[(J ) ()] < (] [ull 1o [€2] 7 -

Lema 2.2 Seja f satisfazendo a hipdtese (Hy). Entao para u € LP(S2), temos que

1
1foull, <erllullp +ca |
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Prova. Para u € LP(Q)), usando (H,) e a desigualdade triangular, temos que

Ifoul, = (/ I \de)
< ( / <c1|u<y>|+cQ>pdy);’

= |leru + call s

1
< o lullpy + e[

Observacao 2.3 Dos Lemas 2.1 e 2.2 seque que

[T f(u)(2)]

IN

1

Moo I1F ()] 2o 1621
1 1
1 lloo (ex lluull oo + 2 [€2]7 ) [€2] =
1]l oo Cex 1€2]% [Juull 1o + 2 |€21).

IN

Proposic¢ao 2.4 Suponha que g e f satisfazem as condi¢oes (Hy) e (Hy). Entao para
cada u € LP(Q), a aplicagio F dada por

(2.3)

Flu) = —u+g(BJ * (fou)+ ph), x€Q
0, xeR"\Q,

¢ uma fungao de LP(92).
Prova. Considere 1 < p < oo e seja u € L(Q), temos que

IF@)l = [l (8]  (Fou)+ ARl
. </|g BT+ )(I)+ﬁh)l”dfv>p
< ( [ 0180+ () + 51 + by dw) ‘

Assim, denotando por ¢ o expoente conjugado de p e usando a Observagao 2.3, temos

que

=

IF@l,, < ( [ (mp171 (clmﬁ||u|rm+c2|m)+klﬁh+k2)”dx)
Q

1 1 1
BB 1L (e 1920 el o + 2 190 1) + i B Q17 + ko |25

Mostrando que F' é uma funcao de LP(Q2). [
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Proposicao 2.5 Suponha g e f como nas hipéteses (Hy) e (Hs). Entio a fungao
F: LP(Q)) — LP(Q2) dada por

F(u) = —u+g(BJ = (f ou) + Bh)

é globalmente Lipschitziana em LP(§2).

Prova. De fato, dados u,v € LP(Q), temos que

[1F(u) = F)ll, = ll-u+g(8]*(fou)+ Bh)+v—g(B]*(fov)+Sh)L
lu =l + lg(BT = (f o w) + Bh) — g(BT * (f o v) + Bh)||
lu =l + kBT * (f ou) + fh = BT * (f ov) = Bhll,

< u—=vllpy + kBT (fou—Ffouv)l,.

IN

IN

Usando a desigualdade de Young e a hipotese (H3) segue que

[F(u) = F)ll < llu—=wvllp + kB cllu—wvllL

(L4 keB (1)) llu =l

= mfu—=vlL,

onde m =1+ kcf || J|| 1. |

Corolario 2.6 Nas mesmas hipoteses da Proposicao 2.5, temos que o problema de
Cauchy (2.1) possui uma inica solu¢ao, a qual estd globalmente definida e é continua

com relacao a condicdo inicial.

Prova. Pela Proposigao 2.5, temos que a fungao definida pelo lado direito de (2.1) é
globalmente Lipschitz. Aplicando o Teorema de Cauchy-Lipschitz-Picard, temos que
para cada ug € LP(f2) existe uma tnica solugao u € C'([0,00), LP(Q)) que satisfaz o
problema (2.1).

Agora, sejam u(x,t) e v(z,t) solugdes do problema (2.1) com condigoes iniciais ug
e Vg, respectivamente, vamos mostrar que a solugao é continua com relagao a condigao
inicial.

Pela formula da variagao das constantes temos que a solugao de (2.1) para x € 2

et >0 é dada por

u(x,t) = e tug(x) +/O e ) g(BJ % (f ou)(z,s) + Bh)dx.
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Dai,

e u(,t) —v( )l < ||UO_U0||LP+/O e’ lg(BJ * fu)(:, s) + Bh)
= 9(BT* f(0) (-, 5) + Bh)| 1 ds
< ||u0_v0||Lp+/0 ke ||+ (f(u) (- 8)f(v)(; )l » ds

SH%—WW+Ak&WNuWW@W—ﬂMme%
SH%-MW+AkaMWWWﬁ%W@WW%~

Usando o Lema de Gronwall, obtemos que

(-, 8) = (-, 8)]] 1 < [luo — wol|p e A1 1)

Portanto, a solugao é continua com relacao a condigao inicial. |

Observagao 2.7 O Problema (2.1) define um C°-semigrupo sobre X, a saber

T(t): LP(Q) — LP(Q)
u +— THuy: Q2 — R
x — (T(t)ug) (x) = u(z,t)

onde, u(x,t) € a solugao de (2.1).

Mostramos no Corolario 2.6 que se f e g sao globalmente Lipschitz, entao o
Problema (2.1) possui uma tnica solugao globalmente definida em LP(2). Agora vamos
enfraquecer as hipoteses, supondo apenas f e g localmente Lipschitz e obter o mesmo

resultado.

Proposicao 2.8 Sejam f e g satisfazendo (Hs), (Hy), (Hs) e (Hg). Entdo o problema

de Cauchy (2.1) possui uma unica solugao, a qual estd globalmente definida em LP(S).

Prova. Seja F(u) = —u+g (8J * (f ou) + Sh). De maneira analoga ao que fizemos na
Proposigao 2.5, é possivel mostrar que F' também ¢é localmente Lipschitz sobre LP().
Dai, pelo Teorema 1.4 esta garantido a existéncia de solugao local para o problema de
Cauchy (2.1), para qualquer ug € LP(2). Agora observe que para u € LP(2), usando a
hipotese (Hj) temos
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1@l = [l~u+g(8] * f(w) + BRIl
< lullgy + g(BT * f(u) + BRI
<l + ki 18T % £(u) + Bl + 2l
<l + ki B U * f(@) o + ki BRIQI + Q7

Usando a hipotese (Hy), pela Observagao 2.3, temos que

IE@l < Null + ka8 1l 196 ull oo+ kreaB 1Tl (47 + kaSR Q|7 + ks |07

1 1 1
(1+ ke[|l [91) Il o + FrcaB |1l 19177 + K1 R |QIP + Kz |07
m ma
= my ||ull L, + mo.
Além disso, defina 7 : Ry — R por 7(z) = myx + my. Como m; > 0, segue
que 7 é nao decrecente e |7(z) — 7(y)| < my |z — y|, para todo z,y € R,. Logo, 7 é
globalmente Lipschitz e consequentemente pelo Teorema de Cauchy-Lipschitz-Picard,

o problema

U(O) =ug € RJ,_,
possui uma tnica solu¢ao u € C'([0,00),R). Portanto, pelo Teorema 1.11, o maior

intervalo de existéncia de solu¢ao do Problema (2.1) com |lugl|;, < xo € 1 =[0,00). B

2.2 Suavidade das Orbitas.

Mostramos na se¢ao anterior que o fluxo gerado por (2.1) gera um C%-semigrupo
em LP(Q)). Nesta segdo vamos mostrar, sob algumas hipoteses adicionais para f e g,

que este fluxo ¢ C! com relagao a condicao inicial.

Proposigao 2.9 Sejam g, f € CYR) satisfazendo as hipdteses (Hy), (Hg), (Hr),
(Hs), (Hy). Entao, F(u) = —u + g(8J % f(u) + Bh) € continuamente Fréchet dife-

rencidvel em LP(QQ) com derivada dada por
DF(u)(v) = —v+g'(8J * f(u) + Bh)BJ * f'(u)(v).

Prova. Dados u,v € LP(2), por célculo direto, obtemos que a derivada de Gateaux

de F' em u na direcao de v é dada por

DF(u)(v) = —v+g'(BJ = f(u) + Bh) BJ = f'(u)(v).
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Note que DF(u) é um operador linear, ja que para n,e¢ € LP(Q2) e a € R, pela lineari-

dade da convolugao, temos que

DF(u)(an+e) = —an—e+g (BJ* f(u)+ Bh)BJ * f'(u) (an + €)
= —an—e+g (B * f(u) + Bh) BT * (f'(u)(an) + f'(u)(e))
= —an—e+g (B f(u) + Bh)B (a] * f'(u)(n) + J * f'(u)(e))
= a(-n+g' (B f(u) + Bh)BT * f'(u)(n))
—e+g'(BJ * f(u) + BR)BJ * f'(u)(e)
— aDF(u)(n) + DF(u)(e).

Além disso, DF (u) é um operador limitado. De fato,

IDF@)@)lle = ll=v+g (8] f(u) + Bh)BI * f'(u)(v)ll
< ol + 19" (B * f(u) + BR)BS s f'(u) (V)] o -

Chamando I = ||¢/(8J * f(u) + Bh)BJ * f'(u)(v)||,, usando a hipotese (Hy) e a Ob-

servagao 2.3, obtemos

3=

1= ( / Ig’(ﬁJ*f(U)(:r)+5h)5J*f’(U(w))(v(x))\pdx)

=

< ([l F@@ s+ 917 ) (o) o
< 518 1 (€07 ull + e 192 ( s f'<u<x>><v<x>>\pdx)”

b (o sd) ([ 17 S r )

Usando a desigualdade de Jensen (Proposi¢ao A.9), temos que

p

[T+ f'(u(x)) (w(@))]" =

/Q (@ —y) f (u(y))(v(y))dy

< / (@ — )P £ ()P ()l dy
Q
11, M2 o], (2.4)

IN

Assim,

1 1
< (510081 1207 s + 51628171 19) MBI 19 1ol
1
+ (8R4 52) M [T 1917 ol
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Dai,
IDE ) ()]l < allvll
onde a = 1+ (51618 |11 1207 [lul + 51028 1 Tl 1920 + 515+ 52) M1 1] 19,
Ja vimos que F' é Gateaux diferenciavel, e que DF(u) é um operador linear

limitado. Para concluir que F' é Fréchet diferenciavel, pela Proposicao D.6 resta mostrar

que DF ¢ um operador continuo. De fato, dados uy, ug,v € LP(2), temos

|DF(ur)v — DF(ug)vl|, = [lg'(BJ * f(u1) + Bh)BJT * f'(ur)(v)—
— ¢ (BT * f(uz) + Bh)BT * f'(ua) ()|l (2:5)
IT + 11,

IN

onde

L= [lg"(8 * f(ua) + BR)BT x f'(ur)(v) = g' (BT  f(uz) + BR)BS 5 f'(ur) (W) 1

L= [lg"(BJ = f(u2) + Bh)BT * f'(ur)(v) — g'(B] * f(uz) + Bh)BS * f'(u) (0)[l 1y -

No Lema 2.1, vimos que |J*u(z)| < [[J] o |ull» |Q|% A seguir, mostramos
que fixando u; € LP(Q), fazendo uy — u; em LP(Q) e usando a hipotese (Hg), que
(BJ * f(ua) + Bh) esta em uma bola de L>(Q2) centrada em (5.J * f(uy) + Sh). Com

efeito,

1B % f(us(x)) + Bh — BT = f(ur(@)) = BBl = BT * (f(uz) — f(wr)) ()]
< BT 1(f (u2) = f))l o €27
< BN 1Tl luz = will

0.

+

Assim, usando a hipdtese que ¢’ é localmente Lipischitz, dada em (Hg), temos

19/ (B] * f(uz(x)) + Bh) — g/ (BT * f(wr(x) + BB

LB|(J * (f(un(2)) = f(uz(x)))]

LB |l 19207 1 £ (uz) = £(ur)]|

LNB||T oo 1917 [luz = wa]] (2.6)

IN A

IN
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Agora vamos estimar a primeira parcela de (2.5).

= ([ 1567« St + 50

=

BT % F(uale)) + BRI B? 1T 5 f wn(a))ole) P dx)

IN

LNB2 || 1917 12 = 2] (/Q |7 f (ua () o()[” dl") '

LN B ||l 190 [l = wall 1o My 1Tl 0]l 19217

IN

= LNF |15 Mi 2 [[v]l o luz =l o -

Agora vamos estimar a segunda parcela de (2.5).

B =

m - ( / g/ (8] % Fun) (@) + BRI B2 |(J  (f'(ur(a)) — f'(un(a)) v(xw’dx)

< ( [ (61187 % f()(a) + 80+ s2) 8717 ( (n(a) = f (un(a) v<x>|pdx)

< ( / (518 11 I )l 207 + 18R+ ) 871 5 (' ()
—f’<u2<x>>>v<x>|pdx>;

< (51008 170 190 il + 51028 711 192 4 315%h + 525

1

(/ [T (f (@ <Uz(w>)>v(x)|”dx> "

Usando a desigualdade de Holder para f'(u1) — f'(u2) € LY(2) e v € LP(2), temos

[T (f (ua () = f (ua(2))) v(z)]

=) (0 (0) ~ ) v(y)dy]

< / (P ) — F(ua()) o(y)] dy
< Wl 1) = £l 0]

N

Substituindo essa tltima desigualdade em (III) e usando a Observagao 2.3, temos

I < s B2 T15 190 Tl ol 1 (u) = F/(w2)
+ s102B 1115 19207 loll o 1 (wn) = f (u2)
1
+ (518%h + 52B) | [l oo 19U 0l o 1" (ur) = f(u2)] -

3=
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Substituindo (II) e (III) em (2.5), temos que

IDF(u)o — DF(us)oll < LN |[J|% My |2 [[o]l o llur — well

s161 82 1712 190 Nt [ o 19 o 11 () = £ (u2)ll o
s16 17112 190 ol o 1 (ur) = ()
$182 1| 19207 N[0l o [1f Cur) = ()
5281711 1917 [[0ll o [1f (ur) — () o -

+

+ o+ o+

Portanto, para concluir a prova da continuidade da derivada, é suficiente mostrar
que || f'(u1) — f'(u2)|| ;o = 0 quando ||u; — us||;, — 0. Para isto, note que da hipotese

(H;), temos

|f'(ua(@)) = f(ua(@))]" < (1F (un(@)] + |f (uz(2)))* < 29M7 € LN(Q).

Logo, o resultado desejado segue da continuidade de f’, do Teorema A.22 e o Teorema
da Convergéncia Dominada de Lebesgue. |
Como consequéncia imediata da Proposi¢ao 2.9 e do Teorema 1.15, temos o se-

guinte resultado.

Corolario 2.10 Assuma as mesmas hipdteses da Proposicao 2.9. Entao o fluzo gerado

por (2.1) é C' com relagao a condigao inicial.



Capitulo 3

Propriedade Gradiente para uma

Classe de Equacoes de Evolucao

Nesta capitulo provamos que o fluxo 7T'(t), gerado por (2.1) tem a propriedade
gradiente no sentido de [12], para tanto, mostramos a existéncia de um atrator global
e consequentemente obtemos a pré-compacidade das 6rbitas positivas. E, em seguida,

exibimos um Funcional de Lyapunov continuuo para o fluxo T'(¢) gerado por (2.1).

3.1 Existéncia de um Atrator Global

Nesta secdo, inicialmente exibimos um conjunto absorvente para o fluxo T'(¢)
gerado por (2.1), e em seguida, mostramos a existéncia de um conjunto atrator global.
Além disso, assumindo algumas hipéteses adicionais, mostramos uma equivaléncia entre

a existéncia desses dois conjuntos.

Proposic¢ao 3.1 Suponhamos vdlidas as hipdteses (Hs), (Hy) e que kyc18 < 1. Para

cada o > 0, seja

_ (k1Bes + ki Bh + ks) Q7
R(l—i—a)( 1~ kB )

Entao a bola centrada na origem de X e raio R é um conjunto absorvente para o fluzo
T(t) gerado por (2.1).
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Prova. Seja u(+,t) uma solugao de (2.1) com condigao inicial u(-,0). Para 1 < p < oo,

temos que

d
4 / (e, £)F dir =

- /Qp|u(:c,t)|p_1 sgn[u(z,t)]cj;;(x,t)dx
/ﬂ plu(z, )7 sgnfu(z, B] (—u(z, ) + g (8] * f(u(z, 1) + 5h)) d

IN

IN

—p/Q |u(x, )" dz —I—p/Q lu(z, t) """ sgnfu(z, t)]g (B * f(u(x,t)) + Bh) dx

Chamando

- / fu(a, " sgnfu(z, )]g (B * f(u(z, 1)) + Bh) dx

e usando a Desigualdade de Holder, temos que

=

re (f <|u<:c,t>|”—1)qu);( [ lsanlute. 013 657 « Fute,) + P )

(/ﬂ ’u(x,t)’pdx); (/Q g (BJ * f(u(z,t)) +5h)’pdm)é

fute 125" ([ 018 5 ftuto )]+ ko o) )
Ju(-.t >|\p—1<klﬁ|u* e >>||Lp+|\klﬁh+k2nm>
5t (RuB UL 1 el ) + (i B+ R2) 217 )
e, 015" (ka5 (e - Hmmrm) (k1B + k) |2 )
= kiBer|Ju(-, 0|7, (k‘1502+k15h+k2)|9| (- )5

IN - IA

IN

[,

IN

Assim,

d
G [ ord = Lol

A
=
s

SRl (-1 | ke, 4 (Fabeat kaBh + ko) |Q|;> |

[l D)l o

Fazendo € = 1 — k1 8¢y, quando |ju(-,t)||,, >

1
(1+0) (klﬁcﬁklfﬁb)lmp , temos

d
O <l (<4 0 ) =

o
DI
1_|_ o U(, )HLP
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Assim,

(- )12, < llul-, 0|2, e PA-Frfen st

o que implica,

u(, 8]l o < |lu(-, 0], e”Ffe 5

Como ki B¢y < 1, temos que ||u(-,t)||;, nao cresce mais do que [ju(-,0)]|,,. Além disso,

quando ¢ — oo, temos que |ju(-,%)||;, — 0, e portanto, segue o resultado. [

Teorema 3.2 Suponhamos que g € C1(R) e as hipdteses (Hy) e (Hy) sdo satisfeitas.
Entao existe um atrator global A para o fluzo gerado por (2.1) em LP(2). Além disso,
A C B(0,R).

Prova. Seja u(-,t) a solu¢ao do problema (2.1) com condigao inicial u(-,0) = ug. Pela
Observagao 2.7, vimos que o fluxo gerado por (2.1) define um C°-semigrupo tal que

T(t)u(-,0) = u(-,t), isto &,

T(t)up = e "ug + /o e g (B (T f(u)) (-, 5) + Bh) ds.

Seja,
T(t)ug = T1(t)ug + To(t)uo,
onde,
Ty (t)up = e tug
e

Tlthuo = [ (50 J@)s) + s
Suponha que uy € C, onde C' é um subconjunto limitado de LP(2), digamos que
C = B(0, p). Observe que
1T (t)uoll o — O,
quando ¢t — co. Vamos mostrar que 75(¢) é uniformemente compacto para ¢ suficien-

temente grande. De fato, da Proposicao 3.1, |lu(-,t)]|;, < a, onde a = max{p, R}.

Sendo g derivavel e com derivada continua, podemos derivar sob o sinal de integracao,
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(996/0 g (B(J * f(u)) (w,5) + Bh) ds

/ -9 ]9
0 al'

= [ 0 ) ) 4 01| 5 1) )

IN

g9 (B(J f(u)) (x,s)+ Bh)|ds

+05h) |ds

Agora observe que,

LB @) (w5) +BR) = B (% f(w) (2,

(T
- 82 / I y,5) F(uly, 9))dy
- 3 / (u(y, 5))dy
= B () (25). (3.1

Assim, usando (3.1), a hipotese (Hy) e a Observagao 2.3 temos que

0
— (Ta(t)uo) (2)

IN

/0 e =9 (5118 (J * f(u)) (x,8) + Bh| + s2) B|J % f(u)(z,s)| ds

IN

/O e (18| % f(u) (@, 5)| + 5180+ 52) B [1T']| <01 27 u(-, )l
+ Co ]Q])ds

(51081171 1907 @+ 51028 1|0 19] 4 5181 + 52) (18 1] 10217
+ B 119 ).

IN

Logo, dados u(-,0) € C e t > 0 temos que H%TQ(t)u(',t) , € limitado por uma

constante que nao depende de t e nem de u. Além disso,

| T2(t)uoll e < [ T2(t)uo + Ta(t)uoll Lo + T2 (E)uoll 1
= u( Ol + 171 (#)uoll 1

< oo,

o que implica que,

0
a0l = IOl + | Tt <,

L
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ou seja, Ty(t)uy estd em uma bola fechada de WHP(€2). Assim, usando o Teorema
C.1, temos que WHP(2) estd imerso compactamente em LP((2), isto é, levando bolas

fechadas em conjuntos compactos, donde, segue que U T5(t)C & compacto. Portanto,
>0
segue do Teorema 1.47 que w(B(0, R)) é um atrator global para o fluxo T'(t) gerado

pelo Problema (2.1). Observe ainda que como B(0, R) é um conjunto absorvente, temos

que w(B(0, R)) C B(0, R). [

Teorema 3.3 Assuma a hipdtese (Hy) e que existe a € R tal que |g(x)| < a. Entao

o atrator global A estd contido na bola de raio a em L>(Q).

Prova. Seja u(-,t) uma solucdo de (2.1) em A. Pela Formula de Varia¢ao das Cons-
tantes, segue que
t
u(x,t) = ey (z, ) + /t e~ g(B (J % f(u)) (z,5) + Bh)ds.
0
Procedendo de modo analogo ao que fizemos no Teorema 3.2, e usando a hipdtese que
lg(x)] < a, obtemos que [Ju(-,t)]|,, < (1+0)a |Q|%, para todo u(-,t) € A. Assim, para

todo (z,t) € Q x R, fazendo ty — —oo temos

u(z,t) = /t e~ g(BJ * f ou(x,s) + Bh)ds.

Dai,

u(z, 1)] < / 9 |g(BT * f ou(z, 5) + Bh)|ds

ae~ 9 ds

IN

IN
S]

3.2 Teoremas de Comparagao e Limitacao

Nesta segdo mostramos um Teorema de Comparacao que generaliza o Teorema
4.2 de |9 (onde f(x) = z, V x € R). Para tanto, além das hipdteses ja utilizadas,

assumiremos que f e g sao monoétonas e

0<|g(x)] <a, (3.2)
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com ¢g~! continua em (—a, a).

Primeiramente, afirmamos que o conjunto {LP(2) < a} é invariante sob

Ml
o fluxo gerado pelo Problema (2.1). De fato, se @ = oo nada héa para provar. Caso

contrario, seja

u(x,t) = e tu(x,0) + / e~ g(B(J * f(u)(z,s) + Bh)ds,

Q

solugao de (2.1) com condigao inicial u(-,0) € {LP(Q);||-|| < a}. Entéao,
¢
)] < a0+ [ e g5« fw)las) + 5] ds
0

t
< eta—i-/ e ads
0

= a7

donde, |lu(-,t)|, < a.

Teorema 3.4 (Teorema da Comparagao). Sejam v(x,t) e V(x,t) uma subsolugao e
uma supersolugao, respectivamente, do problema (2.1), com condigao incial u(-,0),
entao,

v(x,t) <ulx,t) < V(zt).

Prova. Defina o operador

G:L*(Qx[0,T]) — L>®(Qx]0,7T])
& — GE&):Qx[0,T] — [0,T]
(5,1) — GE)w1),
por t
GO ant) = w,0) + [ g (B 5 F€))(w.5) + 51) ds.

Entao, G(&)(w, 0) = §<ZL’, 0)
Note que G é mondtona nao decrescente. De fato, dados &1, & € L™ (2 x [0,77])

com & (x,t) > &(x,t) em quase toda parte de Q x [0, 7], temos que
e ¢ (2,0) > e (2, 0), q.t.p.
Ademais, sendo ¢ e f monétonas ndo decrescente, temos
g (B(J * f(&))(x,8) + Bh) > g (B(] * f(&2))(x,s) + Bh),

donde, G(&)(x,t) > G(&)(x,t), em quase toda parte de © x [0, 7.
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Além disso, se kBcT < 1, entao G é uma contracdo em todo subconjunto de

funcoes de L™ (2 x [0,77]) com mesmo valor em ¢ = 0. Com efeito,

Gl -Gl < [ D g (BT F(E) 1 5)

~ g(8(T % (), )] ds

/ BT (F(6) — F(E2)) (. )] ds
EBT || f(&1) — f(&2)ll

keBT (1€ — &l

INIA

IN

dai, como kcfBT < 1
1G(&1) — G(&)ll < 1161 — &l

provando que G é uma contragao.

Assim, se u(x,t) é solugdo de (2.1) com condigao inicial ug = u(z,0), temos como
consequéncia do Teorema do ponto fixo de Banach que u = lim G"(ug). Logo, sendo

n—oo
m uma solugao de (2.1) com condigao inicial mg = m(z,0) < ug, a mesma expressao
acima ¢é valida , isto é, m = lim G"(my).
n—oo
Como G é mondtona nao decrescente, temos G(mg) < G(ug), assim

lim G"(mp) < lim G"(uy),

n—oo n—oo

donde m < w em § x [0,7T].

Agora, se v € uma subsolugao de (2.1), por definigao

ov

57 (@) < —v(@,t) + g (B(J * f(v))(x,¢) + Bh) , q.t-p.

Multiplicando ambos os membros por €,

O 1) (1) < g (B % F)) (1) + 5B,

dai, integrando de 0 a ¢, obtemos
t
co(at) = olw,0) < [ g (307 % Fw)art) + 51 ds.
0

Logo,
v(x,t) < G(v)(x,t),
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em quase toda parte de © x [0,7]. Como G ¢ monodtona nao decrescente, temos que

v < G™(v). Dai, passando ao limite, obtemos

v < lim G"(v) = lim G™V(v).

n—oo n—oo

Chame z = lim G("H)(U). Da continuidade de G, segue que z é ponto fixo de
n—oo

G, pois
G(z) =G ( lim G”(U)) = lim G (G"(v)) = lim G"'(v) = 2.

Assim, z é uma solucéo de (2.1) em Q x [0,7], com condicdo inicial z(-,0) = v(-,0).

Logo, se v(+,0) < wu(-,0), ou ainda, 2y < ug, temos que
v(z,t) < 2(z,t) < u(z,t),

em quase toda parte de © x [0, 7.

Analogamente, mostra-se para uma supersolugao V'(z,t) de (2.1), obtendo que
u(z,t) < V(x,t) em quase toda parte de Q x [0,7], pois como as estimativas nao
dependem da condigao inicial, podemos estender o resultado para [T, 277, 27, 3T}, ...,

o que conclui o resultado. [ ]

3.3 Existéncia de um Funcional de Lyapunov

Nesta segao exibimos um Funcional de Lyapunov continuo para o fluxo T'(t)

gerado por
Ju(x,t)
ot

restrito a bola centrada na origem de raio a em L*((2). Para isto, assumimos que

= —u(z,t) + g (B(J * f(w))(z,t) + Bh),

o(u) — —; Fu)? = hf(u) — B~Y(u), (3.3)
sendo ¢ definido por
fu)
mo:/‘ g (N ()ds,  ue[—aa)ea<oo
0

assume um minimo global em m € (—a, a).
Motivados pelo funcional dado em [9], definimos o funcional

F (LP(Q), |Ju]l, < a) — R por

Flw = [ () =om)de-+ 5 [ [ I =) fula) = flal)] dedy. - (.4)
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Teorema 3.5 Além das hipdteses assumidas no Teorema 3.2, assuma também as hi-
pdteses estabelecidas em (3.2) e (3.3). Entao o funcional F dado em (3.4) é continuo
na topologia de LP(S).

Prova. Note que, se |Ju(-,t)|, < a, entdo existe o > 0 tal que |f(u(x)) — 0(m)| < a.

De fato,

|0(u(z, 1)) — 6(m)]

IN

210(u(z, 1))l

= 2| flulr, 1)) — hf(ula, 1) ~ 5 i(ul, 1)

Flulz,1))” + 20| fu(z, )| + 287" li(u(z, 1))

IN

IN

c1a + c3)* 4 2h(cra + ¢3) + 2ap (cra + ¢)

(
(

c1a + ) (C1a +co+ 2h + 2615_1)

Q.

Para cada u € LP(Q), seja (u,) uma sequéncia convergindo para u na norma
de LP(§2). Pelo Teorema A.21, temos que existe uma subsequéncia (u,,) C (u,) tal
que uy,, (r) — u(x) em quase toda parte em (). E como 6 é continuo, segue que

0(ty, (z)) — O(u(z)) em quase toda parte, assim

Jim [0(un, (1)) — 0(m)] = 6(u(z)) — 0(m), q.t.p. (3.5)
1 [u, () — 0, ()] = [u() — u(w)]”, . (36)
Escreva F(u) = Fi(u) + Fa(u), onde
Fitw) = | Bfua)) o) do

Fatw) = 1 [ [ e =) (@) = )] dody.

Da convergéncia dada em (3.5) e do fato que |f(u(x)) —6(m)| < «, podemos

aplicar o Teorema da Convergéncia Dominada, obtendo que klggo Fi(un,) = Fi(u).
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Analogamente, da convergéncia dada em (3.6), e do fato que

’i [ 7= ) (@) = )

< 1 I =) @) = )
76 =) 1, @]+ 1 )

4

1

- / J(x —y) (2c1a + 2¢5)* dy
4 Jo

(¢

1a + 62)2.

IN

IN

temos que klim Fo(up,) = Fa(u), o que implica que, klim F(up,) = F(u), para qualquer
—00 —00

subsequéncia (u,, ) de (u,). Portanto, F(u,) ¢ uma sequéncia tal que toda subsequéncia

tem uma subsequéncia que converge para JF(u), e obtemos

lim F(u,) = F(u).

n—oo

Teorema 3.6 Além das hipdteses assumidas no Teorema 3.4, assuma também as hi-
pdteses estabelecidas em (3.2) e (3.3), e ainda que f' tenha derivada positiva. Seja
u(-,t) uma solugao de (2.1) com condi¢ao inicial u(-,tg) = ug e tal que u(-,t) < a.

Entao F(u(-,t)) € diferencidvel com relagio at parat >0 e

d
(1) = =I(u(-1) <0,

onde, para cada u € LP(Q2) com ||u(-,t)| < a,

1) = [ [+ f@)a) + 1= 579 wle)] GEF (ule)de

Além disso, o integrando em I(u(-,t)) € uma fung¢ao nao negativa e u € um ponto critico

de F se, e somente se, u € uma solugao de equilibrio de (2.1).

Prova. Suponhamos que dado ¢ > 0, exista € > 0 tal que ||u(-,s)||,, < a — ¢, para

s € A, onde A é um intervalo fechado contendo t. Para s € A, escreva

.F(u(-,s)):/ﬂq)(:c,s)dx (3.7)
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Sendo assim,

O(x,s) = O(u(z, s)) — 0(m) + 1/(217(56 — ) [f (e, 5)) = fluly, )]’ dy

4
e
0P 00 10 2
Gy o) = Sl s) o [ I =) [F(u(es) - fuly. )] dy
Vamos calcular as derivadas de cada parcela separadamente. Para primeira par-
cela, temos
00 0 1 9 .
Golu@s) = o |- a9 = h(ule, o) - 5 iCu(e. )

= )7l 9) 5 5) — bl ) G )
77 (e, 9) (e, ) )
= e, 9) (~Slule, )~ h+ 870w, ) D).

e, para a segunda parcela, como o integrando resultante é continuo podemos aplicar a
regra de Leibniz, assim

0 ( / J(@ = y) [ (ul, 5)) = f(uy, )] dy) B

= [ I =) e 9) = Fat ) dy

= [ = 2o 9) = £l ) | ) G )~ £l ) G5
Logo
Wles) = [~flule,9) —h+ 577 (ule, )] Flue, )0 (e, 5) +
by [ It ) - futy )] | ) G o)

- Pl )

Observe que ‘3‘1’ x, s)} ¢ limitada, e ainda que % 9o 2 (x,s) é continua, ja que u, f € C'(R)
e g~! é continua. Portanto, derivando sob o sinal de integra¢ao em (3.7), obtemos
oF , ou
=u(s) = / (=l ) = b+ 574l )] S (s 5)) S ()
, ou
+ J(x—y = fluly, s)] | f(ulz, 5)) 5 (@, 5)

- Flul s>>8 o, >]dxdy
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Chamando

[= /Q/QJ(x—y) [f(u(z,s)) = f(u(y,s))] <f’(u(x, s))?;(x, s) — f(uly, 5))2?(% s)> dxdy,

note que,
- /Q /Q I — (i ) 5 (. )y
RS (uly ) e )iy
_ /Q /Q o — (u(y,5)) 5 (. 9)dody
~ /Q /Q (- (u(z, )2 (x, s)dwdy
-2f [ J(x—y)f(u(x,s))f’(u(a:,s>>f;‘<m,s>da:dy
_ // v—y ) (u(e, s))?:(x s)dzdy
= 2 [ [ =iy fute ) (ute,5) G o 5)ds
=2 [ [ et sy S ates) G o)
_ / Flu(, s) Z( s)dx
— /QJ*f(u)(:us)f (u(m,s))?;(x,s)dx.
Logo,
OF

S lules) = = [ [7% f@les) + b= 577 )] £ ulir, 9) 5 (0,5
= —I(u(-,9)).

Isto prova a primeira parte do teorema para o caso em que ||u(-,s)|, < a — € para
s € A e algum € > 0, onde A é um intervalo fechado contendo t. Afirmamos que essa
hipotese vale para qualquer ¢ > 0.

Com efeito, seja A\(x,t) uma solugao de (2.1) tal que A\(x,0) = a, para todo x € Q.
Entao, A(z,t) = A(t), onde

O\

Dwt) = Mwt)+ (BT 5 FO) (@,1) + 5h)

= =At)+g(B(J* f(N) (t) + Bh)
= —=A(t) + g(Bf(A(t) + Bh).
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Afirmamos que A(t) ¢ uma funcdo estritamente decrescente. De fato, pois caso

A

contrario, %7

(x,t) > 0, o que implica

g(BF (L)) + Bh) = A(2).

Dai, tomando ¢ = 0, temos g(5f(a) + fh) > a. Contradizendo a hipotese de que g é
limitada por a. Logo, A(t) é uma fungao estritamente decrescente.

Como u(z,0) < a, temos que u(z,0) < A(z,0). Assim, A(z,0) é uma super-
solucao do problema de Cauchy, e portanto podemos aplicar o Teorema da Compa-
ragao, obtendo u(z,t) < A(t), em quase toda parte. Repetindo o mesmo argumento
para u(z,0) > —a, para quase todo x € €, obtemos u(x,t) > —A(t) > —a. Logo,
Juler, ] < AD)

Sendo A estritamente decrescente, para t > 0, temos A(f) < A(0) = a, donde,

|u(z,t)| < a, e assim, ||u(-, )], < a, para todo ¢t > 0. Portanto,

oo

(Z—(u(.ys)) = —I(u(-,s)) Vt>0.

Para concluir a demonstragao, basta mostrar que u(x) ¢ uma solugao de equilibrio
de (2.1) se, e somente se, u ¢ um ponto critico de F, isto &, I(u(-)) = 0.
Suponha que I(u(-)) =0, como f’ é positiva temos que

ou

55 (@ 8) [Jx f(u)(w,8) +h= 5797 (ulz, )] =0,

em quase toda parte. Assim,

({;Z(ZE’ s)=0ou [Jx f(u)(z,s)+h—B"g (u(z,s))] =0.

Se
[J % f(u)(z,s) +h— B g (u(z,s))] =0
temos que,
B9 u(x, 8)) = T * f(u)(z,5) + D,
o que implica
9 (u(x, ) = BJ * f(u)(x,s) + Bh,

aplicando g nesta igualdade obtemos

w(z,s) =g (BJ * f(u)(z,s)+ Bh),
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e assim, em qualquer caso, obtemos que u é solu¢ao de equilibrio de (2.1).
Reciprocamente, suponha u solugao de equilibrio de (2.1), entao %(w, s)=0,e

portanto, I(u(-)) = 0. [ |

Observagao 3.7 O funcional F € limitado inferiormente por 0. De fato, basta obser-

var que J € nao negativo e sendo m minimo global de 0, temos que 0(u(z)) —0(m) > 0.

Proposicao 3.8 Assuma as mesmas hipdteses dadas no Teorema 3.6. Entao o fluxo

gerado pela equagao (2.1) € gradiente.

Prova. No Teorema 3.2 mostramos a existéncia de um atrator global A, assim apli-
cando o Teorema 1.41, temos que o fluxo T'(t), gerado por (2.1), é assintoticamente
suave. Logo, aplicando a Proposicao 1.33 obtemos que cada érbita positiva limitada
tem fecho compacto. Além disso, como ja mostramos a existéncia de um funcional de

Lyapunov para o fluxo gerado por (2.1), segue que 7'(t) é um sistema gradiente. W

Observagao 3.9 Seqgue da Proposi¢cio 1.51 e da Proposi¢cio 3.8 que, para cada u € X,

o conjunto w-limite de u estd no conjunto dos equilibrios de (2.1), isto ¢€,

wlu) C B = {u € Xu(x) = g(8J * f(u)(x) + B1)}.

3.4 Um Exemplo Concreto

Nesta se¢ao, exibimos fungoes f, g e J que satisfazem as hipoteses assumidas nos
resultados deste Capitulo e do Capitulo 2.
Sejam f, g e J fungoes reais dadas por
1 e? | |z| < 1

g(x) =tanh(z) e J(x)=

f(g;)zi_x’
1+e 0, |z| > 1.

Essas funcoes sao de classe C*, além disso

i) para f: R — R, como

1+e ™ >1,

temos que |f(z)| < 1, mostrando que f satisfaz a hipotese (Hy) com ¢; = 0 e

cs = 1. Temos ainda que

—x

e

fl(x) = ma
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e como 1 < (1 +e)? < 4, segue que |f'(x)| < 1, satisfazendo a hipotese
(H;), com M; = 1, donde, podemos concluir que f é globalmente Lipschitz, com
constante ¢ = 1, satisfazendo a hipotese (Hj3). Em particular (Hg) também é

satisfeita.
ii) Para g : R — R, temos que (H;) ¢é satisfeita, com constante k = 1, pois
[tanh(z) — tanh(y)| < |z —y|.

Ademais,

[tanh(z)| < |z|,

g/ (z) — ¢ (y)| = |sech®(x) — sech®(y)| < |z —y]

' (2)| = |sech? ()| < |z] +1,

mostrando que g satisfaz as hipoteses (Hs), (Hsg) e (Hy), respectivamente, com

]{31:1,]{?2:0,[/:1,81:1682:1.

iii) Para J: R — R, temos que

supp(J) = {z € R; J(z) # 0} = [-1,1].



Apéndice A
Espacos LP e Propriedades

Seguindo [3] e [6], exibimos algumas resultados de Teoria da Medida e algumas

propriedades dos Espacgos LP.

Definicao A.1 Seja X um conjunto nao vazio. Uma o-dlgebra de subconjuntos de
X é uma familia A de subconjuntos de X, isto €, A C P(X), tal que:

i) 0,X € A;
ii) para todo E € A, o complemento E = X \ E € A;

iii) para toda sequéncia (E,), .y em A, a unido U E, € A.
neN

Os elementos de A sao chamados de conjuntos mensurdveis. Se ao invés de (iii),
A satisfaz

iv) dados E,F € A, sua uniao EUF € A,
entao dizemos que a familia A € uma dlgebra.

Um espago mensuravel ¢ um par ordenado (X;A) consistindo de um conjunto

X e uma o— algebra A sobre X.

Definicao A.2 Uma funcdo f : X — R é mensurdvel se para todo oo € R ao menos

um dos conjuntos
{v € X; f(x) > a}, {z € X; f(2) < a},

{z e X;f(z) <a}, {ze€X;f(z)>a}

pertence a A.
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Definigao A.3 Uma medida é uma aplicagio p: A — [0,00) tal que

i) pu(0) =0;

ii) u(E) >0, para todo E € A;

iii) se (E,)nen € uma sequéncia disjunta em A, entdo p <U En) = Z,u(En)
n=0

neN

Uma medida p é dita o—finita se existe uma sequéncia de conjuntos (F,) em A

tal que
X = U E,, com pu(E,) < oo,¥n € N.
n=1

Um espago de medida ¢é uma tripla (X, A, x) consistindo de um conjunto X,

uma o—4algebra de subconjuntos de X, A e uma medida u.

Definicao A.4 Dizemos que uma certa afirmagdo € vdlida em quase toda parte
(g.t.p.) se a afirmacao € satisfeita para todo x € X \ N, onde N € A € tal que
u(N) = 0. Por exemplo, duas fun¢oes mensurdveis f e g sao iguais em quase toda
parte se, e somente se, W(N) =0, onde N ={z € X; f(z) # g(x)}.

Teorema A.5 (Desigualdade de Young). Sejam A e B numeros nao negativos e

l<p<oo,1<g<oo tats que p e g sao conjungados, isto €,

1 1
—+ - =1.
P q
Entao 4 B
AB< — 4 —.
p q

Prova. Seja 0 < o < 1 e considere a fungao ¢ : [0,00) — R dada por
o(t) = at — t°.

Temos

Note que
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¢'(t) <0,para 0 <t <1,
@'(t) > 0, para t > 1.
Entao, segue que
¢(t) = ¢(1), para t > 0,
ou seja,
at —t* > a—1,
o que implica
t*<at+1-—oa.

Para a,b > 0et = ¢ com b # 0, temos

«

Zia S Oé% + (1 - Oé),
assim
a®b'* < aa+ (1 — a)b.
Fazendo

obtemos que

1 1 1 1
< s (1-3)
p p
isto &,
AP B1Y
AB< — + —
p q

|
Denotaremos por L'(X, ), ou simplesmente L'(X), ou ainda L', o espaco das

funcoes integraveis f : X — R, com a norma

11 = WAl = [ 171w

b'e

Definigao A.6 Sejap € R, 1 < p < 0o. Definimos o conjunto
IP(X)={f: X — R, f é mensurdvel e |f|’ € L*(X)}

O conjunto LP(X) € um espago vetorial normado, com a norma

HNM:MWZQAWMQP



71

Proposicao A.7 (Desigualdade de Hélder). Sejam f € LP e g € L9 com 1 < p < o0
tais que p e q sao conjugados. Entao, fg € L' e

HfQHLl < HfHLp HgHLq .

Prova. Sejam A e B nimeros nao negativos e 1 < p,q < oo, pelo Teorema A.5
(Desigualdade de Young), temos que

AP Bi
AB< 4+ =
p q

Assim, para f € LP e g € L tais que || f||,, |9l > 0 facamos

@l le@)
=1 < F el

temos que

@) _ 1If@)F  1lg@)"
Il gl 2 ANZ,  q N9l
Integrando ambos os lados obtemos

17T ugum/ F@gl@)ldp < p||f|| / I ||g|\ / 9] du

_ 7l gl
p||f||p Wz + gt
1 1

p g

= 1

Dai, segue que

[ 1@ata)ldis < 171 ol
Portanto, fg € L' ¢ gl < Ifll gl Se 151 = 0 ou gl = 0. entio
fg=0€ L' ¢ gl = 1Fl lgla = .

Proposicao A.8 (Desigualdade de Minkowski). Se f,g € L, 1 < p < oo, entdo
frgelle
1f + gl <Al + llgll s -

Prova. Se p =1 temos que

/!f+g\du < /(!f|+!g\)du
X X

/leldqu/Xlgldu

= WAl + Nl
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Logo, segue o resultado. Para p > 1, observe que

A

If+9l" < (IF1+1gD)"

< (2sup{|f],lgI})"
= 2°|f]P
< 2(fF + |g|).

Como f,g € LP, segue que f + g € LP. Além disso,

f+9l" = |f+gl " If+g]
(If1+1gD 1 f + g (A1)

FI1f+ g+ gl [f+ gl

IN

Sabendo que f+g¢g € L? e p= (p — 1)q temos que
|f gl e L.
Usando a Desigualdade de Holder, dada na Proposi¢ao A.7, temos que
£+l = [ 17+ ol d
< /X [FLLF+ gl dpu+ /X gl 1f +gl"™" dp

< A IF + gl + Dgll, ILf + gl

= (11, + llgh, ) £ + gl

Supondo que || f + g||, # 0, obtemos

p—2

IF+glle * <IIfIL,+ llgll, -
|

Proposicao A.9 (Desigualdade de Jensen) Seja (X, A, ) um espago de medida e
E € A, onde u(F) < co. Seja ainda f : E — (a,b) e ¢ uma fung¢io convexa em (a,b).

FEntao . .
@ (/ f du) < / e(f)dp.
HJE HJE
Prova. Como ¢ é convexa em (a, b), existe m € R tal que

m(n —a) + p(a) < (), ¥n € (a,b).

Tomando o = ﬁ [ [ dpen= f(x), segue a desigualdade. [ |
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Definigao A.10 Dizemos uma sequéncia (f,) € de Cauchy em LP se para todo € > 0,
existe ng = n(e) € N tal que para m,n > ngy, tem-se

Hfm - anLP < €.

Definigao A.11 Sejam (f,) uma sequéncia em LP e f € LP. Dizemos que (f,) con-

verge para f em LP se para todo € > 0, existe ng = no(€) € N tal que para n > ny

1fn = flle <€

Teorema A.12 O espago LP, com 1 < p < 0o, € um espago de Banach com a norma

1l = (/X If!”duy'

Prova. Ver [3], p.59, Teorema 6.14. [

Definigao A.13 Sejam (X, A, u) um espago de medida e f : X — R menusrdvel.
Diz-se que [ € limitada em quase toda parte se existe ¢ > 0 tal que

[f(x)| <¢, Vo e XAN,
onde N € A € dado por N = {z € X;|f(x)| > ¢} € tal que p(N) = 0.
Definicao A.14 Definimos o conjunto L*(X) como sendo
L®(X) ={f: X — R; f é mensurdvel e limitada q.t.p}.
O congunto L (X) € um espago vetorial normado, com a norma
[flloe = [Ifl e = inf{e; [f(2)] < ¢ g.t.p sobre X}, (A.2)
Observe que se f € L™, entao

f@)] < flle atp,

pois pela defini¢ao de infimo, existe uma sequéncia (c,) tal que ¢, — || f||;~ € para
todon € N,
@) < en gt

ou seja
|f(z)] < ¢, ¥ N, onde N, € A com p(N,,) =0.

Definindo N = J,— | Ny, temos N € A, u(N) =0 e
|f(@)| < ¢, Yz & N, n e N,

Teorema A.15 O espago L™ é um espago de Banach com a norma dada em (A.2).
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Prova. Ver [3], p.61, Teorema 6.16. [ |

Definicao A.16 Dizemos que uma sequéncia mensurdvel ( f,) converge em medida

para uma fungao mensurdvel f, se para cada o > 0 tem-se
Tim g ({ € X:[ule) — J(@)] 2 a}) =0,

Definicao A.17 Dizemos que uma sequéncia (f,) converge q.t.p (quase toda parte)
para f em A, se existe Q € A com u(Q) =0 tal que para cada x € X \ 2, dado € > 0,
existe n = ng(€e, x) € N tal que

|fu(z) — f(2)| <€,V n>mny.

Definicao A.18 Dizemos que uma sequéncia (f,) € de Cauchy em medida se para
cada a > 0 tem-se

(e € Xi[fy(a) = ful@)] = a}) =0.

Observagao A.19 Se (f,) converge para f em LP, entao (f,) converge para f em
medida. De fato, para cada o > 0, defina

En(a) ={z € X;[fu(x) = f(z)| = o},

e observe que

1o~ I = /UM@—f@WWu

> () — f(2)Pd
> AWJf() @) dy
> 0P (Ea(a))

> 0.

Desde que || f, — fll;, = 0, quando n — oo tem-se (E,(a)) — 0, quando n — oo, ou
seja,
Tim i ({a € X:[fula) - (@) = a}) = 0.

Portanto, (f,) converge para f em medida.

Observagao A.20 Segue da defini¢io que se (f,) converge em medida, entao (f,) €
de Cauchy. Seque da definicao.

Teorema A.21 Seja (f,) uma sequéncia de fungdes mensurdveis a valores reais que
¢ de Cauchy em medida. Entao eriste uma subsequéncia que converge em quase toda

parte e em medida para uma fun¢do mensurdvel f.
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Prova. Veja [3], p.69, Teorema 7.6. [ |

Teorema A.22 Seja (f,) uma sequéncia em LP e seja f € LP tais que || f, — f|, = 0.

Entao, existe uma subsequéncia (f,,), tal que f,, — f(x), quase sempre em Q.
Prova. Veja [5], p.94. Teorema 4.9. [

Definicao A.23 Seja Q) um suconjunto de R™ aberto e p € R com 1 < p < oco. O
espago de Sobolev WHP(Q) é definido por

wWhe(Q) = {u € LP(2); 391,92, .-, 9n € LP(Q) tal que

/uago :—/gigo, Vo e CF(Q), Vi:1,2,...,n},

onde C°(Q2) denota o espago das fungoes C° com suporte compacto.

No caso, as fungoes g;, sao as deriwadas fracas de u com relagdo a x;, para

i=1,2,---,n. O espago W'P(Q) é munido com a norma
s = Nl + 3 [ 22
|y, = ||u )
Wwlp Lp p axz >

Teorema A.2j (Rellich - Kondrachov) Suponha que Q0 é limitado e de classe C*.

Entao temos as sequintes imersoes compactas:

1

1 1
WP (Q) C LUQ), Vg € [1,p*), onde — =~ — —, sep < n;
Q

( . p n
WP (Q) € LU(Q), Yq € [p, +00), se p =n;
WP (Q) c C(Q), sep > n.

Em particular WHP(Q) C LP(Q) com imersao compacta para todo p,n € N.

Prova. Ver [5], p.285, Teorema 9.16. [ |



Apéndice B

Alguns Resultados de Analise

Funcional

Ao longo desta secao X denotard um espago vetorial normado sobre o corpo K
(K=R ouK=C), X' 0 espago vetorial dos funcionais lineares continuos munido da

norma

ol = sup |o(2)], Vo € X'

e X[zl <1

Teorema B.1 (Teorema de Hanh-Banach).  Sejam G um subespaco de X e
¢ : G — K um funcional linear continuo. FEntdo existe um funcional linear con-

tinuo ¢ : X — K tal que ojc = ¢ e ||| = ||¢].
Prova. Ver [6], p.58. [

Coroldrio B.2 Seja X um espaco vetorial normado. Para todo xy € X, xy # 0,

existe p € X' tal que ||¢]] =1 e o(xg) = ||xo]|-
Prova. Defina G como um subespago de X, dado por
G = {axy ;a € K},

e um funcional linear
¢p:G—K

dado por
¢(x) = dlaw) = a || - (B.1)
Note que ¢ ¢ limitado e ||¢|| = 1. De fato,

|0(2)| = [p(awo)| = [al [lzo]l = [lazoll = [|=]]
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o]l = sup |p(z)] = 1.

zeX;|x)<1
Logo, ¢ ¢ um funcional linear limitado e, portanto continuo. Pelo Teorema B.1 existe
um funcional linear continuo ¢ : X — K cuja restricio a G coincide com ¢ e
llell = lloll = 1. Da equagao (B.1) seque que

(o) = p(xo) = [lzoll -
|
Teorema B.3 (Teorema do ponto fixzo de Banach) Seja (X,d) um espa¢o métrico
completo. Se a aplicacdo F : X — X € uma contracao, isto €, se existe uma constante
0 < B <1 tal que
d(F(x), F(y)) < pd(z,y), V =,y € X,

entio existe um tunico ponto fivzo v* € X, ou seja, F(x*) = x*. Mais ainda, x* é um

atrator de F', isto é, F™(x) — x*, quando n — oo, para todo v € X

Prova. Seja xg € X. Vamos construir a sequinte sequéncia
1 = F(xg), o = F(21),..., Tpy1 = F(x,), Yn € N.

Vamos mostrar que essa sequéncia (z,) € de Cauchy. Para tanto, mostremos primei-

ramente usando inducao em n € N que
d(zpy1,2,) < B d(x1,20), V€ N, (B.2)
De fato, para n =1, temos
d(xe, 1) = d(F(x1), F(xg)) < Bd(z1,20).
Suponhamos, por hipdtese de indugao, que a desigualdade (B.2) seja vdlida para algum

k €N, isto €,
d(zyi1,21) < BFd(z1, 20).

Dai, para k+ 1 € N, usando a hipdtese de indugao e a hipotese de que F' é contracao

temos

d(xp42, Trpr) = d(F (211), Far)) < Bd(wpi, zi) < (21, 20),

mostrando que a desigualdade (B.2) é verdadeira para todo n € N.
Dados n,r € N, usando a desigualdade triangular e a equagao (B.2) obtemos que

A(Tpgr, Tn) < d(Tpqa, In) + d(Tny2, Tng1) + A(Tpgs, Tng2) + .o+ A Tpgr, Trgr—1)
< (ﬁn _|_ﬁn+1 4o +ﬁn+r71) d(l’l,l‘o)
= B"(1+B8+...4+ 87" d(z1, 20)
"
1-p

d(x1,x0).
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Passando ao limite quando n — oo, como B < 1 temos que d(zpyr,x,) — 0, donde
seque que (x,) € uma sequéncia de Cauchy, e como X € espago de Banach, eziste
x* € X tal que

lim x, = z*.
n—o0

Afirmacgao I: x* € ponto fizo de F.
De fato,

F(a') = F(lim v,) = lim F(z,) = lim 7,1 = 2"

n—oo n—oo n—oo

Afirmacgao II: x* é o unico ponto fixo de F.

De fato, suponha que existe p € X tal que p também é ponto fizo de F', entdo
d(z",p) = d(F(z"), F(p)) < Bd(z",p),

o que implica que

dai, como 1 — >0 e d(z*,p) > 0 temos que
d(z*,p) =0,
donde, r* = p. |

Coroldrio B.4 Seja X um espagco métrico completo. Se F: X — X ¢é continua e,
para algum m, F™ é uma contragdo, entdo existe um unico ponto p fixo por F. Mais

ainda, p € um atrator de F'.

Prova. Sendo F™ uma contragdo, pelo Teorema B.8 existe um ponto fizo atrator z*
de F™. Sejan =mk+1, com 0 <1 <m. Dadox € X, observe que F'(x) é um ponto
de X. Assim, como x* € atrator de F™, temos

lim (F™)*(F'(x)) = 2"

k—o0

Dai,
lim F™(z) = lim F™*(z) = klim (F™*(F(z)) = 2%,
—00

n—oo n—oo

isto €, x* € um atrator de F'. Além disso, usando a continuidade da F

r* = lim F"(F(2*)) = lim F""'(2*) = lim F(F"(2*)) = F(lim F"(z%)) = F(z*),

n—oo n—oo n—oo n—o0

provando que x* € ponto fixo de . |

Definicao B.5 Um subconjunto E de X ¢ relativamente compacto se E é com-

pacto.
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Definicao B.6 Um subconjunto E de X € totalmente limitado se, para todo € >
0, existe uma familia finita de bolas By, Bsy,..., B, C X, para algum n € N com,

diam(B;) =€, 1 =1,...,n, tal que

Ecl| /B
i=1
Teorema B.7 Todo subconjunto E C X que € totalmente limitado € relativamente
compacto.
Prova. Ver [17], p.182, Lema 24.1. |

Definicao B.8 Um subconjunto E C X € dito convexo se para todo x,y € E temos
A+ (1—-NyeE, YAe (0,1). (B.3)

Definicao B.9 Seja F C X. A intersecao de todos os conjuntos converos que contém

F ¢é chamada envoltéria convexa e denotamos por conv(F).
A combinacao convexa de elementos de F' é um elemento da forma
AMZ1+ Xoxo + ..o+ ATy,

onde
n

B EF, N>0,i=12..n Y N=L1

i=1

Vamos denotar a combinagao convexa de todos os elementos do conjunto F por cva(F).
Teorema B.10 O fecho convero de um conjunto compacto é compacto.
Prova. Ver [1] p.185, Teorema 5.35. [

Teorema B.11 Um espaco métrico X é completo se, e somente se, para toda sequén-

cia decrescente (F,) de subconjuntos fechados nao vazios F,, C X, com lim diamF, =
n—oo

0, existe um ponto a € X tal que (),—, F,, = {a}.

Prova. Ver [15], p.189, Proposi¢ao 18. [ |



Apéndice C
Convolucao de Funcoes

Vamos definir a convolugao de funcgoes e apresentar algumas propriedades.

Definicao C.1 Dadas as funcoes f,g € LP(R"), definimos o produto convolugdo
f*xg:R"—= R por

(Fea)a) = [ oy
para 0s pontos x tais que a integral exista.
Proposicao C.2 O produto convolugio satisfaz as sequintes propriedades:
i) frg=gxf;
ii) fx(g+h)=f*xg+ fx*h;
iii) (f*xg)xh=fx(g*h).

Prova. i) Seja z = x — vy, temos que

(F+9) = [ Fo= iy

i)
Frla+mle) = [ rle=pllo+mdy
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i11) Usando (i) e o Teorema de Fubini temos que

(f #9) % h)(z) = /(f*m@—ymwwy

= /n/f g(r —y — 2z)dz h(y)dy
= / f(2) (/g(w—z—y)h(y)dy> dz

= /Rf (gxh)(z—2)dz
= (gxh)(xz—2)f(2)dz
= [(9* * f(x).

%

[
Teorema C.3 Se f € L*(R"), g € C*(R™) e D,g for limitada, entio f * g € C*(R™)
e Do(f g) = [+ (Drg)-
Prova. Defina

Pela regra de Leibniz, temos
@) = [ gulo= s (1)

Note que a integral em (C.1) converge uniformemente em —oo < x < +00, pois ¢, €
limitada e f € L*. Assim,

Dy(fxg)(x) = ¢'(x)
R
= [(D2g) * fl(x)
= [f *(Dag)](@).
|
Coroldrio C.4 Sejam f,g € L*(R") fungdes de classe C*(R™) com D,f e D,g limi-

tadas. Entao
th(f*g) = (Dxf)*g: (ng)*f

Prova. Da Proposicao C.2 e do Teorema C.8 temos
D.(f*xg)=f*(Dyxg)=(Dyxg)x*f.

Analogamente

Do(f*9) =Du(g* f) =g (Dof) = (Dof) *g
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Teorema C.5 (Desigualdade de Young Generalizada). Seja g uma fun¢ao continua
em R™ x R™ tal que

sup [ |g(z,y)|dy < C, sup [ |g(z,y)|dx < C.
x€eR™ JRn yeRn JRn

Se f € LP(R™), a fung¢ao T'f é dada por

T)@ = [ gy
estd bem definida em quase toda parte, Tf € LP(R") e | Tfll ;o < CIfll 10

Prova. Suponha 1 < p < 0o e seja q o expoente conjugado de p. Observe que,

9.1 W) = lg@nI* (lotz. )17 7))
Dai,
(@H@I< [ ot o)l (lot vl 1)) dy

usando a desigualdade de Holder, temos

\(Tf)(w)!§< |g<a:y|dy) (/ 9 ) 1/ >rpdy)l,

e usando a hipdtese, temos

@l ([ laenlisora)’

Elevando ambos os membros dessa igualdade a p, obtemos

(Tf) @ <Co | gl 1F ()] dy

Rn

assim
/ (T @) de < CF / 9@ ) |f )P dy de
n n Rn
< ¢t )l dy.
Logo,

171, < ClAIL -

Em particular, obtemos que a integral definida de (T f)(z) converge absolutamente
em quase toda parte, provando o teorema para o caso 1 < p < oo. Parap =1 € andlogo,
e precisamos apenas da hipdtese [g, |g(z,y)|de < C, e para p = oo, precisamos da
hipdtese [o. |g(x,y)|dy < C. |
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Teorema C.6 (Desigualdade de Young). Se f € LY(R") e h € LP(R"), entio
frheLP(RY) e
1 All, < (LFlly 1R, -

Prova. Basta aplicar o Teorema C.5 fazendo g(x,y) = h(x —y). De fato,

s, = ([ e = P a)” = ns g1,

Logo,
1 fll, < WAL AR -

Veja [11], p.241.



Apéndice D

Derivada de Gateaux e derivada de
Fréchet

Nesta se¢cdo apresentamos as definicoes das derivadas de Gateauxr e de Fréchet,
que generaliza o conceito da derivada no R", algumas observacoes e uma proposicao,

que foram utilizados no texto. Para exemplos e mais detalhes, veja [2] e [19].

Definicao D.1 Sejam X um espago vetorial e Y espago vetorial topoldgico. Considere

um operador f: X =Y. Dadosx en em X, se

o J ) = f(@)

t—0 t

existe, dizemos que f € Gateauz diferencidvel em x na direcdo de n. Ao valor do limite
denotamos por Df(x)(n) € Y e o chamamos a derivada de Géateaux de f em x na
direcao de n.

Dizemos que f é Gdteaux diferencidvel em x quando f é Gdteaux diferencidvel
em x para toda diregio n € X.

Observacao D.2 O operador

Df(z): X — Y
n +— Df(x)(n)

é chamado a derivada de Gdteaux de f em x, e o operador

Df:X — [X,Y]
z — D(f)(z)

€ chamado a derivada de Gdteaux de f.
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Definicao D.3 Considere f : X = Y, onde X eY sdo espagos lineares normados.
Dado © € X, se existe um operador linear f'(x) € L[X,Y] tal que

1S (x + ) — f(x) — f'(x)(d2)|

62]—0 [0

=0, dr € X, (D.1)

entio f € diferencidvel sequndo Fréchet e f'(x) é chamada a derivada de Fréchet de
femux.

O operador
X — L[X,)Y]
z — f(z)

€ chamada a derivada de Fréchet de f.

Observacao D.4 A derivada de Fréchet, f'(x), é por definigao um operador linear

continuo, o que nao ocorre necessariamente com a derivada de Gateauw.

Observacao D.5 Se [ € Fréchet diferencidvel, entao f é Gdteaux diferencidvel. De

fato, se f'(x) existe, entao substituindo Ax por tAxz em (D.1), temos

o 1@+ t82) = f(@) = @) (tA)|

—0.
tAz]—0 [tAz]

Como t — 0 implica ||[tAz| — 0, temos

I/ (x + tAz) — f(x) = ['(2)(tAz)]| H _0
. ,

lim
t—0

ou ainda, usando a linearidade da derivada de Fréchet temos

flz+tAz) — f(z)
t

lim

t—0

~ J@)aa)| =o.

Daf,
|Df(x) — f'(x)(Az)|| =0, VAz € X.

Logo, Df(x) = f'(z).

Proposicao D.6 Sejam X e Y espacos lineares normados. Considere f : X — Y.
Suponha Df : X — L[X,Y]| e Df continua em z. Entao, a derivada de Fréchet f'(x)

existe e ' é continua em x.

Prova. Veja [2], p.17, Proposi¢ao 18. [ |
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