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Resumo

Neste trabalho revisitamos as imersoes do tipo Trudinger-Moser, com o objetivo
de encontrar solugoes fracas para uma classe de problemas elipticos quaselineares sobre
os espacos de Orlicz-Sobolev em dominio limitado do R2.

Palavras chave: Espagos de Orlicz-Sobolev, Equagoes quaselineares, Trudinger-Moser.
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Abstract

In this work, we investigated Trudinger-Moser type embedding with goal to find
weak solution for a class of quasilinear elliptic problems with critical growth on Orlicz-
Sobolev spaces in bounded domain of R2.

Keywords: Orlicz-Sobolev spaces, Quasilinear elliptic problems, Trudinger-Moser.
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Notacoes

Bo(zo) ={x € RN : |z —xo| <1}, 7> 0;

RY = {(zy,29,...,an) 2 ERi=1,.., N} e R_ = [0, +00);

| A| é a medida de Lebesgue de um subconjunto A C RY mensuravel;
wy denota a medida da esfera N-dimensional;

do = diam(Q) = sup{|z — y| : x,y € Q};

supp(u) = {z € Q:u(z) # 0}, onde u : Q@ — R;

ut(x) = max{0,u(z)} e u” () = max{0, —u(z)}, onde u : Q@ — R é uma fungao

mensuravel;

Dado u : 2 — R uma funcao mensuravel, definimos, para algum M € R,
[u> M) ={z€Q : u(x) > M}. Analogamente define-se [u < M|, [u > M] e
[u < M];

. N . * . N .
— designa convergéncia fraca e — designa convergéncia fraca estrela;

f(z) ~ g(x) designa que xl_l)r_"l_loo % =1;

X4 € a funcao caracteristica com relagao ao conjunto A;

Dado uma matriz A, denotamos A’ como sendo a matriz transposta de A;

div(w Z g:: , onde w(x) = (wi(z), wo(@), .., wn(2)), v € RY;

A CC () denota que A esta compactamente contido em §2;



A — B designa que A esta imerso em B;

Co(2) ={u:Q — R : ué continua com supp(u) C € compacto};

LP(Q2) = {u : 0 — R mensuravel : /Q |u(z)Pdx < —i—oo} .p € [1,400);

L>(2) = {u: Q@ — R mensuravel : existe ¢ > 0 tal que |u(z)| < c q.t.p. em Q};
C*(Q) = {u: Q — R : u é continuamente derivével k vezes};

L, .(Q) = {u : 0 — R mensuréavel : /A|u(as)\dx < +00, para qualquer A CC Q} :
X’ denota o dual topologico de X;

|||+ denota a norma dos funcionais lineares continuos, isto é, dados X um espago

de Banach e I € X'

1 1||« =sup{|I(z)] : z € Xel|lx||x <1}



Introducao

Neste trabalho, seguindo o artigo de Cerny, Gurka e Hencl, ver [6], propomo-nos
a estudar a existéncia de solucao fraca e nao-trivial da seguinte classe de problemas

quaselineares,
— Apu= flz,u) em ©;
(1)
u=0 em 0f,
onde o € [0,1), © C R? ¢ um dominio limitado com fronteira regular, Ag u é o
operador ®,-Laplaciano dado por:
Vu
Agp u=div | P (|Vu|) = |,
o= div (#,(7u) T
f Q2 xR — R uma func¢ao continua com crescimento do tipo exponencial que descre-

veremos mais a frente, e ®, : R — R, uma funcao de Young satisfazendo as seguintes

condicoes:

(P,) Existe C' > 0 tal que

2
%g@&ﬂgcﬁ vt € [0,1/C);

(@) Tim o)

t—+oo t2log™t -

Esta classe de problema é motivada por uma aplicacao fisica na area de mecéanica dos

fluidos. Quando consideramos

It]
P, (t) =12 + 2/ s arcsenh®s ds t € R, (2)
0
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pode-se mostrar que @, (t) satisfaz as condi¢oes (1) e (P2). Neste caso, o problema

Du

div [ @ (|D
oo (#2000 D

) + (termo potencial) =0 em £

<dwu:O em §2;

\u:O em Of),

modela um fluido do tipo Prandtl-Eyring, que caminha lento sobre 2, onde u :  — R?

denota o campo velocidade de um fluido incompressivel e
1 T

¢ o gradiente simétrico de u (para mais detalhes veja [5] e [14]).

Aqui, utilizaremos o método variacional para obter uma solu¢ao nao-nula para
o problema . Para este objetivo, faz-se necessario o uso de um espaco de fungoes
adequado, que no nosso caso é o espago de Orlicz-Sobolev VVO1 rPa (Q) (sua definigao
serd abordada nos Capitulos 1 e 2). Além disso, uma vez que f(x,t) possui um cresci-
mento do tipo exponencial, faz-se necessario, também, o uso de uma imersao do tipo
Trudinger-Moser associado ao Wy ** ().

O estudo das imersoes do tipo Trudinger-Moser para espagos de Orlicz-Sobolev,
Wy ** (), teve inicio com Fusco, Lions e Sbordone em 1995 (ver [16]), utilizando os
espacos de Lorentz, os quais modelam os espacgos de Orlicz. Os autores mostraram
que, se a < 0, o espago W L?*log® L() esta imerso continuamente no espago de Orlicz
Ly(€2) (ver defini¢do no Capitulo 1) associado a fungao de Young ¢ (t) = exp(t?) — 1,
para v = %. Em 1996, Edmunds, Gurka e Opic [I0], usando também os espagos
de Lorentz, mostraram que esta imersao continua sendo verdadeira para o € [0,1).
Recentemente, em 2003, Hencl [17], considerando o caso a € [0,1), deu uma nova
prova para esta imersdo, agora usando o espaco de Orlicz-Sobolev W, ’q)"‘(Q). Este

resultado ¢ dado pelo seguinte teorema:

Teorema 0.1 Sejam Q C R?* um dominio limitado com fronteira reqular, o € [0,1),
B=1-qa,w =2r, K, =2Y7BY2w/% ¢ ®,(t) uma fungio de Young satisfazendo as
condigoes (1) e (P3). Se K < K, e |[Vule, <1, entdo

/Q exp(|Ku(z))dz < C,

onde a constante C' depende apenas de o, |Q] e K.
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Além disso, nesse mesmo trabalho, Hencl mostrou que a constante K, é 6tima

para que esta desigualdade continue sendo verificada:

Teorema 0.2 Sob as condigoes do Teorema[0.]], se K > K,, existe uma fungao radial
fm: Br(0) = R, f,, € Wy (Bg(0)), tal que

/ Bo(|V for(2))dz < 1 ¢ / exp(|K fon(2)|)da > m.
Br(0) Br(0)

E importante ressaltar que Hencl no Teorema nao estabelece uma estimativa
uniforme para o caso boderline K = K,. O que ele consegue desenvolver é se @, (t)

além de verificar as condigoes (P;) e (Py), verificar
(®3) Existe My > 0 tal que ®,(t) < Mt>(1 + log*t), para t € (0, 1],

entao ¢é possivel estabelecer um teorema similar ao Teorema [0.2] para o caso onde
K =K,.
Um importante resultado, devido a Fukagai, Ito e Narukawa, ver [15], que nos

auxiliara bastante em nossos intentos é o seguinte:

Proposigao 0.3 Suponha que ®(t) é uma fungio de Young diferencidvel satisfazendo,

<M, Vt>D0,
para algum M > m > 1. Definindo, para t > 0,

&) == min{t™ tM} e & (t) := max{t™, tM},
temos

So(p)@(t) < @(pt) < &(p)@(L), para p,t >0,

6ol|ule) < / (jul)dz < & (Juls) para u € La(S),

onde Lg(§2) € o espago de Orlicz definido no Capitulo 1.

Se considerarmos ®,(t) uma fun¢ao de Young que satisfaz (1) e (®2), pode-se

mostrar (ver Capitulo 2) que
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para algum K > 4. Sendo assim,

o' (1)t
< & <
ma — @a(t) — Ca7 t > O? (3)

mostrando que P, () estd nas condigdes da Proposigao A partir de , verifica-

remos no Capitulo 2 que é possivel concluir que os espacos Lg, (Q) e W, **(Q) sio
reflexivos e separaveis. Além disso, também é possivel mostrar que a funcao dada em
verifica ([3) com m, =2 e ¢, = 2 + « (ver [21], pagina 98).

E importante observar que se considerarmos o = 0 e ®,(t) = t?, o espago de
Orlicz-Sobolev W,'*(2) se torna o espaco de Sobolev H1(Q) e o problema quaselinear

se torna um problema semilinear:

~

— Au = f(z,t) em €,
(4)
u=20 01,

onde f (x,t) = . Esse tipo de problema, no qual a nao linearidade f tem cresci-

f(z,t)
2
mento critico exponencial, ja foi estudado por vérios autores, por exemplo [2], [8], [9] e
[13]. Bem como no problema , para obtenc¢ao de solugao via método variacional em
H} (), faz-se necessaria uma imersao continua do tipo Trundiger-Moser para o espaco
de Sobolev H} (). Esta imersdo é estabelecida em 1967 por Trudinger, em [27], dada

por

Hy () = L, (), ()

onde ¢,(t) = ¢’ — 1. Mais tarde, em 1971, Moser [22], mostrou que para A < 47 e
[Vl < 1,
[ exvOluf)az < clol,
Q

para alguma constante universal C' > 0.

A fim de organizar nosso trabalho, o dividimos da seguinte maneira: no Capitulo
1 fizemos uma revisao precisa dos espagos de Orlicz e Orlicz-Sobolev. Enunciamos e
demonstramos alguns dos resultados principais que envolvem as fung¢oes de Young,
espagos de Orlicz e Orlicz-Sobolev, bem como algumas imersoes continuas.

Como trabalharemos com o operador ®,-Laplaciano, dedicamos todo o Capitulo

2 a esse assunto. Esse operador é dado por

Ag u = div ((D;‘(’VUWE—ZO em



INTRODUCAO 17

onde 2 C R? ¢ um dominio com fronteira regular, o € [0,1) e ®,(t) ~ t*1log® ¢, para
t suficientemente grande, é uma funcao de Young. Além disso, a funcao de Young
d,,(t) satisfaz as condigdes (P1) e (Py) descritas no comego da introdugao. Provamos
também nesse capitulo algumas propriedades satisfeitas pela fungao de Young ®,(t),
além de resultados envolvendo os espacos Lg, (Q) e Wy (Q).

O Capitulo 3 é destinado as imersoes do tipo Trudinger-Moser para o espaco
VVO1 (). Embasados por [I7], apos algumas estimativas superiores, demonstramos
os Teoremas [0.1] e [0.21

Provamos ainda, seguindo [0], duas outras versoes da imersao do tipo Trudinger-

Moser, Teorema |0. 1]

Teorema 0.4 Sejam > 0 e {u,} C Wy (Q), tais que

2
Bl/221/7w1/2
/Q(I)a(\Vun|)d:1:§c< (51—/71 , n € N.

Entao, existe ¢ > 1 tal que

/ exp(Bqlu,|")de < C, neN.
Q

Teorema 0.5 Seja {u,} € Wy **(Q) tal que |[Vuyle, < Ci. Dado R > 0 tal que
Bsr(x) C Q, para todo ¢ > 1, existe 7 > 0 tal que, se |Vuy|o, Bp@) < T, entio

[ ewluni<c, sen
Br(z)
onde C' > 0 ¢ independente de n.

No Capitulo 4, seguindo o trabalho de Cerny et. al. [6], propomo-nos a estudar

a existéncia de uma solugao fraca nao-trivial do problema de Dirichlet

Agu=f(ru) em 9
o (6)
u € Wy *(Q),

o qual discutimos no inicio da Introdugao. A nao linearidade f : Q2 x R — R, deve ser

continua em §2 x R e satisfazer as seguintes condigoes:

(f1) f(z,t) =0, para todo t <0, e tf(xz,t) > 0 para todo x € 2 et > 0. Além disso,
existem 5 > 0e C' = C(f) > 0, tais que

f(a,t) < C-exp(BlH['), teR e ze:
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t
(f2) Sendo F(z,t) = / f(z,s)ds, existe o > ¢, verificando
0

oF(z,t) < f(z,t)t, Vt>0 z€Q,

D ()t
onde ¢, := sup %(t));
(f3) Pedimos que
: F(z,t) o tf (=t
limsup ——~ <1 e liminf ——— >0,
o CoDa(t) t—oo exp(f[t]7)

uniformemente em 2, onde Cy > 0 é a melhor constante da Desigualdade de

Poincaré;

(f1) Existem M > 1 ety > 0 tais que

F(z,t) < Mt f(z,t) >ty

Utilizando métodos variacionais, principalmente o bem conhecido Teorema do
Passo da Montanha, conseguimos chegar aos nossos intentos. Além disso, acrescentando
a condicao de que a solugao u € C*(£2), foi possivel mostrar que a mesma é estritamente
positiva.

Por fim, o Apéndice A foi feito para que enunciemos os resultados gerais utili-
zados no decorrer do trabalho. Fizemos isto para que os capitulos nao ficassem grandes
e magcantes.

No Apéndice B foi feita uma revisao da Simetrizacao de Schwarz, com defini¢oes
e propriedades, a qual utilizamos no Capitulo 3.

O Apéndice C possui uma revisao dos conceitos de Medidas de Radon, tal como
alguns teoremas que usaremos em pontos chaves do Capitulo 4.

Para que o leitor nao tenha que recorrer a Introducao todas as vezes que utili-
zarmos alguma definicao aqui citada, em ocasioes oportunas enunciaremos novamente

estes teoremas e condigoes.



Capitulo 1

Espacos de Orlicz-Sobolev

Neste capitulo, iremos fazer um breve estudo sobre os Espagos de Orlicz e os
Espacos de Orlicz-Sobolev, assim como os principais resultados que usaremos durante
esta dissertacao. Algumas de suas demonstracoes serao omitidas, pois entendemos que
nao fazem parte do escopo desta dissertacao. Para essas respectivas demonstragoes

indicamos [1], [20], [21], [23] e [25].

1.1 Funcoes de Young

Definicao 1.1 Dizemos que ® : R — R, € uma funcao de Young se satisfaz as

sequintes condicoes:

(i) ® é uma fungao convera e continua em R;
(i) ®(t) = 0 se, e somente se, t = 0;

(111) @ é uma fungio par em R;

D(t D(t o0
(iv)¥ﬂ]>0 e ¥tﬂoo

Deste modo, se ® é uma funcio de Young de classe C! em R, entao ®'(0) = 0
e &' é ndao-decrescente para R, . Além disso, tem-se também que ® é crescente em R,
e &' ¢ um homeomorfismo de Ry em R, .

Exemplo 1 Pode-se verificar que as sequintes fungoes sao de Young:

(i) ®(t) = |t|P, p € (1,4+00) et € R;
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(i) U(t)=e” —1,t eR.
(111) C(t) =tPlog*(1+ |t|), ondep >1 e a > 0;
(iv) Y(t) = (1 + |t])in(1 + |t]) — |t],t € R.
Os proximos resultados estabelecem propriedades que as fungoes de Young veri-
ficam.

Proposigao 1.2 Seja ® uma funcio de Young de classe C' em R, entdo

vt

Vi 0.
o) = =

Demonstracdo. Sendo ® uma funcao de classe C* em R, , para cada t > 0 fixado,

existe s € (0,1), pelo Teorema do Valor Médio, tal que,

Agora, usando o fato de ®’ ser nao-decrescente em R, segue-se que
o) < (t)t, Vi>0. W

Lema 1.3 Seja @ : R — R uma func¢ao de Young. Entao,

(i) ®(pt) < pd(t), p[0,1] et € R.

(i) ®(ot) > o®(t), 0 € (1,4+00) et € R.
Demonstracgao.

(i) Como ® é uma fungao convexa em R, entdao dados p € [0,1] e t € R temos,

®(pt) = D(pt + (1 - p)0)
< p®(t) + (1 = p)®(0)

= p®(t).

(ii) Sendo ® uma fungao par em toda a reta, podemos supor, sem perda de genera-

lidade, ¢ > 0. Dessa forma, para o € (1,400), temos pelo item (i),
1 1
® (—s) < —d(s).
o o

1
Logo, fazendo t = —s, obtemos
o

o®(t) < O(ot). |
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1.2 Espacgos de Orlicz

Com o objetivo de definirmos os espacos de Orlicz, o qual é uma generalizacao
dos espagcos de Lebesgue, ao longo desta se¢ao, salvo menc¢ao ao contrario, assumiremos
que Q é um dominio de RY, N > 1, com fronteira suave e que ® : R — R, é uma

funcao de Young.

Definicao 1.4 Definimos o conjunto

Ka(Q) = {u eIl (Q) : /QCD(u)da: < +oo}

como a classe de Orlicz.

E possivel mostrar que a classe de Orlicz é um conjunto convexo, e, em geral, nao
define um espago vetorial. Dessa forma, a fim de se obter um conjunto que contenha a
classe de Orlicz, no qual possua uma estrutura vetorial, vamos agora definir o espaco

de Orlicz.

Definicao 1.5 Definimos o espago de Orlicz associado a fun¢ao de Young ® como

sendo
1 u
Le()=<Rue L, () : [ (X> dx < 400, para algum A >0 5.
Q

O Espaco de Orlicz define um espago vetorial e contém a classe de Orlicz. Mais
ainda, Lg(€2) € o menor subespaco vetorial que contém Kq(£2). De fato, se considerar-
mos V um subespaco qualquer contendo K¢(€2) e u € Lg(€2), entdo deve existir A > 0
tal que,

geKq)(Q) cV.

Mostrando que u € V', e consequentemente

Le(Q2) C V.
Defini¢ao 1.6 Definimos a aplicacio | - |¢ : Le(2) — R dada por,
. u
|u]<p:1nf{)\>0 : /@(—)dxgl}
a \A
como sendo a norma de Luxemburg.

Pode-se mostrar que o espago vetorial Lg(2), mudido com a norma | - |¢ é um

espago de Banach.
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Lema 1.7 Sejam u € L, .(Q) e k > 0. Entao,

loc
/ch (%) dr = 1

se, e somente se, |u|e = k.
Proposicao 1.8 Seja u € Lg(S2), entdo valem as sequintes afirmagoes:
a) Se|ule <1, entao / O(|ul)dr < |u|e;

Q
b) Se|ule > 1, entao / O(|ul)dz > |u|g-

Q
Demonstracao.
a) Pelos Lemas [1.3] e [1.7]

|ula
Q‘P(|U(l’)|)dﬂf = - QCI’(IU(JJ)I)dx

|ule
1
< ule | @ T lu(@)] ) de = ule.
Q |ule
b) Fixado € > 0 suficientemente pequeno de modo que 1 < f3. := |u|¢ — € tem-se, pelo

Lema, [1.3]

_ b u(z)|)dx
[ atu@pds = 2 [ o

o)

> [f..

v

Passando ao limite de ¢ — 07, o item (b) fica provado. B

Vamos observar agora um exemplo no qual mostra que, de fato, os espacos de

Orlicz sao uma generalizacao dos espagos de Lebesgue.

Exemplo 2 Considere a fungao de Young ® : R — R, dada por

d(t)y=—, p>1 e tekR

Sendo assim, Ko(2) = Lo(2) = LP(Q).
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De fato, tome u € K¢(S2), isso ocorre se, e somente se,

/|u |”dx—/ B(u(z))dz < 400,

equivalentemente, u € LP(Q). Entao, Ke(2) = LP(2). Analogamente, tomando u €
Le(Q2), temos

/Q<I><§> dr < +00,

para algum X\ > 0, isto €,

|u(z)|Pdr < +o00 < |u )Pdx < +o0.
p>\p

Logo, LP(Q) = Le(2). Destes fatos,

Ko(Q) = LP(Q) = Ly (9).

1.3 As Condicoes Ay e V,

Veremos agora duas condigoes de crescimento, Ay e Vs, responsaveis pela condi-

¢ao de separabilidade e reflexividade de Lo (£2).

Definicao 1.9 Dizemos que uma func¢ao de Young ® : R — R, satisfaz a condigcao

Ay, e escrevemos ¢ € Ay, se existirem uma constante k > 0 ety > 0 tais que

D(2t) < kD(t), Vi >t

Observacgao 1.10 Tendo em vista que a condi¢cao Ay estd intimamente ligada ao es-
pago de Orlicz Lg(S2) (como veremos com mais clareza mais adiante), quando |Q] =

+00, a condi¢ao Ay € garantida considerando ty = 0.

Exemplo 3 Vejamos um exemplo de uma funcao de Young que cumpre a condi¢do Asy

e outra que ndo cumpre
a) A fungio de Young ®(t) = t?log®(|t| + 1), p > 1 e a > 0, satisfaz a condi¢io A,.

Para tanto, observe que para t > 0

O(2t)  2vtPlog™(2t + 1)
o(t)  trlog®(t+1)

2Plog®(2t +2 — 1)
log®(t + 1)
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Fazendo u =1+ 1 e usando a monotonicidade da fun¢ao logaritmo, tem-se

d(2t)  2Plog"(2u—1)
e(t) log® (u)

2P log®(2u)
log® (u)

_ o log2 + logu\ “
B log u '

E claro que se t — 400, entio u — +o0o0. Dessa forma,

o(21)
li < 2P,
e B(t)

Por outro lado, observando que

log(2t 4 1)
im ————= =
t—ot+ log(t+ 1)

I

obtemos,
| o(2t)

0t B(t)

Destes fatos, basta tomar k > 2°*P suficientemente grande, para que

a+p

(2t) < kB(t) WVt > 0.

b) Agora, tomando a fungio de Young V(t) = et — 1, € possivel mostrar que,

b @0
s W)

~—

Dessa modo, podemos concluir que ¥ nao cumpre a condicdo Asy.
Lema 1.11 Se ® € A,, entao existe C > 0 tal que,
P(s+1t) <CP(s) +CP(t), s,teR.

Definicao 1.12 Dizemos que uma funcao de Young ¢ : R — Ry satisfaz a condig¢ao
Vi, e pomos ¢ € Vs, se existirem | > 1 e tg > 0 tais que

vit) < U, ez to

Observagao 1.13 Analogamente a condi¢ao Ay, caso || = +o0, diremos que 1 € Vs

pondo tog = 0.
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Exemplo 4 Vimos no Ezemplo 3 (b) que a funcio de Young V(t) = e — 1 ndao
cumpre a condi¢cao Ay. Contudo, podemos observar que ela cumpre a condi¢cdo Vs,

pois se fizarmos | > 2, teremos pela Regra de L’Hopital

. W (t) _ e’ —1
A0 gy = Inm
= lim getZ(l_ZQ) =0
t——+o00 ’

jd que (1 —1?) < 0. Bem como,

_ Uty e’ —1 2
lim 2l —+ = lim 2] =-<1
150+ U(it) o ePE 1 TS

pois | > 2. Por outro lado, tendo em vista que

5, Y
10 =250

€ uma fungao decrescente em R, , concluimos que

1
(t) < (i), 120,

Exemplo 5 A func¢do de Young
O(t) =tPlog*(t+1), a>0 e p>1,

também cumpre a condi¢ao Vs. De fato, tomando | > 2711, observamos que para todo
t>0,

QZw _ ( tPlog™(t + 1) )
d(it) [PtPlog™(tl + 1)
2 [log(t+1)\"
[Pt (log(tl + 1))
< 2 <1
— lpil )

provando que € V.
Proposicao 1.14 Seja ® uma funcao de Young satisfazendo a condi¢ao As. Entdo
u, — 0 em Lg(S2)

se, e somente se,

/Q<I>(un)da: — 0.

E possivel mostrar que a classe de Orlicz K¢ (£2) ¢ um espaco vetorial se, e somente
se, a fungdo de Young @ satisfaz a condigdo Ay. Sendo assim, Kg(Q2) = Lg(Q2) se, e

somente se, a fungao ® € As.
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1.4 Funcao de Young Conjugada

Vimos no Exemplo[2] deste capitulo que os espagos de Orlicz, de fato, generalizamh
os espacos de Lebesgue. Da Teoria da Medida e Integracao, sabemos que a cada
expoente p de LP(2) temos associado um expoente conjugado dado por p' = %1
Dessa forma, faz sentido expressar algo que representaria esse expoente conj]:lgado

quando tratamos do espaco de Orlicz e que possuam propriedades semelhantes do

espaco de Lebesgue. Neste sentido, vamos agora definir a funcao de Young conjugada.

Definicao 1.15 Dada uma fun¢ao de Young ®, definimos a sua conjugada como

sendo a extensao par da fun¢do

d(t) = sup{ts — ®(s)}, t>0.

s>0

Um ponto importante dessa definicao é que se ® é uma funcao de Young, entao
® também é uma funcio de Young.

t|P
Exemplo 6 Se tomarmos a func¢ao de Young ®(t) = u, comp € (1,+00) et € R,
p

entao a sua conjugada € dada por

. tla
d(t) = u, onde q= L
q p—1

Mostrando a relagao entre a funcao de Young conjugada com o expoente conjugado.

Vamos agora ver algumas relagdoes que hé entre uma funcao de Young e a sua

conjugada.

Proposicao 1.16 Seja ® uma funcio de Young de classe C* com conjugada ®. Entdo

® ¢ de classe C' e valem as sequintes propriedades:

i) ®(Y (1)) = ()t — D(t), t>0;
i) (' (t)) =t, t>0;
iii) Se ® € Ay, entio existe C > 0 tal que ®(¥'(t)) < Cd(t), t > 0.

Proposicao 1.17 (Desigualdade de Young para fung¢oes de Young) Sejam & uma

funcdo de Young e ® a sua conjugada. Entio,

ts < ®(t) + B(s), Vt,s€R.
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Lema 1.18 Sejam (P, <i>) e (W, ﬁl) dois pares de funcoes de Young conjugadas de classe
C'. Suponha que exista to > 0 tal que ®(t) < U(t) para todo t > ty. FEntdo, para
so := W'(ty) > 0, temos

U(s) < B(s), s> so.

Ademais, se tg =0, entdo so = 0.

Demonstragao. Observe primeiramente que, pela Desigualdade de Young (veja Pro-

posicao [1.17)),

'(s)s < O(V'(s)) + d(s), VseR. (1.1)

Por outro lado, pela Proposicao [L.16] (i), temos

U'(s)s = U(V'(s)) + ¥(s), Vs>0. (1.2)
De e
T(W'(s)) + U(s) < OV (s)) + B(s), V>0,
isto é,

T(s) < O(V'(s)) — U(V'(s)) + B(s), Vs>0. (1.3)

Agora, sendo sg := V'(1y), segue da monotonicidade de ¥ em R, que
U (s) > W' (so) = U (W' (L)) Vs> so,

o que implica da Proposi¢ao [1.16] (ii)
Neste caso, para todo s > s,

donde segue-se, de ((1.3)) que

Lema 1.19 Sejam ® e ® duas fungées de Young conjugadas. Considere U(t) = a®(bt),

com a,b > 0. Entao, ¥ é uma funcao de Young com conjugada dada por

T(t) = ad (%) teR.
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Demonstracao. Deixamos a cargo do leitor observar que ¥ é uma funcao de Young.

Com relagao a sua conjugada basta observar que,

U(t) = sup{ts —U(s)}

s>0
= sup{ts — a®(bs)}
s>0
t
= asup {—s — @(bs)}
s>0 (@

= aigg{ébs—q)(bs)} = ad <%) : [ |
Proposicao 1.20 Sejam ® e & wm par de funcées de Young conjugadas de classe C*.
Entao, as sequintes afirmagoes sao equivalentes:
(i) ® € Ay;
(1i) Existem n € (1,00) ety > 0 tais que

o ()t
o(t)

<mn, Vt>tp

(ii1) Ezistem T € (1,00) e so > 0 tais que

(ZU) (i S VQ.

Demonstracao.
(1) = (i)

Como & € A,, existem K > 0, em particular K > 1, e t; > 0 tais que para

t > 1o,

v

Ko(t) > (20)

_ /02t<I>’(s)ds
/O & (s)ds + /t " @ (s)ds

> /tQtCI)’(s)ds. (1.4)

Por outro lado, pelo Teorema do Valor Médio para integrais, existe 0, € [t, 2t] tal que

/ " (s)ds = 19/(6,),
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e sendo ' nao-decrescente em R, segue que
2t
/ ' (s5)ds > 10 (1), (1.5)
t
Dessa forma, de (|1.4)) e (1.5]),

K®(t) > td'(t), ¢>tq.

(ii) = (iid)

Seja sop > 1 escolhido de tal forma que é'(so) > to. Neste caso, tomando s > s

et = ®'(s), temos t > to, segue da Proposicio que

d(s)

(®'(P

V(s)s _ PP (@) (1)
O(P(P'(5)))  P(P'(1))

1/ (1)
10/ (1) — B(t)

(1)
_ ®(t)
Tt (b) :
N
Agora usando o fato da fungao f(x) = ’ T Ser decrescente em (1, +00), tem-se de
I’ —
(71) que
o’
~(s)s > il =:7>1, s> sg.
®(s)  n-1

(idi) = (iv)

o 1
Observe primeiramente que para [ > 271 > 1 e 5 > s,

ls d 5 B ls &) (t)
/S < llog b(1)]dt = / B

z (ls) B ls Ci)/(t)
log ((i)(s)) —/8 1) dt.
Dessa forma, segue de (7ii) que
d(ls) b
log ( (i)(s)) > /s ;dt
= 7(log(ls) — log(s))
= rlog(l) =log(l"). (1.6)

e assim,
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Sendo assim, segue que

log (é((ls))> > log(l-I"Y), Vs> s

implicando que,

P
~(18) >2l, Vs> s,
D(s)
ou seja,
- 1 -
O(s) < gq)(ls), s> 80

(iv) = (i)

Suponha que ® € V5, entdo existem so > 0 e [ > 1 tais que

d(s) < =d(ls), s> s0. (1.7)

| —

Dai, definamos a funcao ¥ : R — R, por

1
U(t) = S8(2t), teR.

Usando o Lema [1.19 observamos que ¥ é uma fun¢ao de Young e, além disso, sua
conjugada é dada por,

1=
U(s) = ZCID(IS), s e R.

Agora, observe que a condi¢gao Vs em (|1.7]) pode ser reescrita da seguinte maneira,
d(s) < W(s) s> s.

Sendo assim, estamos com dois pares de fungoes de Young conjugadas, a saber
(®,®) e (¥, V), onde ®(s) < U(s), para todo s > so. Portanto, pelo Lema |[1.18] deve
existir tg > 0 tal que

\IJ(S) S (I)(S), § > S0,
isto é,

1
2—l<I>(25) < D(s), s> 5.

Provando que ® € A;,. B
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Lema 1.21 Se ® ¢ uma funcdao de Young de classe C* e satisfaz a condicdo Ny, entdo

d’ satisfaz a condicao Asy.

Demonstragao. Usando a Proposicao [1.20] existem n > 1 e tg > 0 tais que

' (2t)2t
— < vVt >t
(P(Zt) 7, 0
donde segue-se, da Proposicao [I.2] que
A
CONEQEOE 10
< k;gCI)’(t),

mostrando que &' € A,. W
A préxima proposicao é uma extensao da desigualdade de Holder para fungoes

de Young.

Proposi¢ao 1.22 (Desigualdade de Holder) Sejam ® uma funcio de Young e ®
a sua conjugada. Se u € Lg(2) e v € Lg(Q2), entao,

(i) wv € L'(Q);

(i) [ouwvdr < 2lule|v]s.

Apos feito essas consideragoes, podemos entender a relagao entre a reflexividade

do espago Lg(€2) e a condigao Ag, como veremos a seguir

Teorema 1.23 O espago Lg(2) € reflexivo se, e somente se, O e d satisfazem a
condi¢ao Ny. Ademais,
(Lo () = Lg ().

O proximo Teorema é uma generalizagao de um resultado devido a Brezis e Lieb.

Sua demostracao pode ser encontrada em [25], Teorema 2.7.

Teorema 1.24 (Brezis-Lieb para Fungoes de Young) Sejam ® uma funcio de
Young e ® a sua conjugada, tais que &, P € Ay. Se (fn) € uma sequéncia limitada em
Le(Q2), verificando
folz) — f(z), qtp. xe€
temos que
fo—f em Lg(Q).
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1.5 Espacgos de Orlicz-Sobolev

Da mesma forma que generalizamos os espagos de Lebesgue com a definigao dos
espacos de Orlicz, podemos de forma natural generalizar os espacos de Sobolev, da

seguinte forma:

Definicao 1.25 Dada uma fun¢ao de Young ®, definimos o espago de Orlicz-Sobolev
como sendo

WIR(Q) = {u € LL(Q) + u,|Vul € Lo(Q)}.
Proposicao 1.26 A aplicagio || - ||1.0 : W*(Q) — R, dada por
lullie = [ule +[Vule

define uma norma sobre o espago W*(Q). Ademais, (W (Q), || - |[1,0) € um espago
de Banach.

Assim como no espacgos de Orlicz, aqui temos uma relacao entre e reflexividade

do espaco com a condi¢ao Ay, como podemos ver a seguir

Teorema 1.27 Seja ® uma funcao de Young satisfazendo as condicoes Ay e Vo, entio

o espago WH®(Q) € reflexivo e separdvel.

Definigao 1.28 Seja ® uma func¢ao de Young satisfazendo a condi¢ao Ay. Definimos
0 espago

Wo ' (9) = C3°(9),
com relagdo a norma || - ||1,e-

Proposicao 1.29 (Desigualdade de Poincaré) Suponha Q@ um dominio limitado,

entao

|u|e < Ko(do)| Vule, Yue Wy *(Q).

Da Proposigao podemos concluir que as normas || u |10 € | Vu|e sdo equiva-
lentes em Wy'® (). Dessa feita, assumiremos | Vu | como a norma usual de Wy *(Q).
Além disso, desde que Wy'®(Q) é um subespaco fechado de WH®(Q), W, *(Q) ¢ um

espaco de Banach.

Observacgao 1.30 Uma vez que Wol’q)(Q) ¢ um subespaco fechado de WH(Q), se ® €
As Ny seque do Teorema que Wol’q)(Q) € um espago reflexivo e separdvel.
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Temos também a seguinte versao da Desigualdade de Poincaré para espacos de

Orlicz.

Proposigao 1.31 Sejam Q) um dominio limitado e ® uma fun¢ao de Young satisfa-

zendo a condigio Ay. Para todo u € Wy ®(Q), vale que

C¢/§2®(|u\)dx§ /Q<I>(\Vu|)das,

onde Cg > 0 € uma constante que depende de .

Demonstragao. Ver Lema 2.19, em [21]. W

1.6 Imersoes de Orlicz e Orlicz-Sobolev

Nesta ultima secao, exibiremos alguns resultados de imersoes continuas e com-

pactas entre espacos de Orlicz e Orlicz-Sobolev.

Definicao 1.32 Considere ® e ¥ duas funcoes de Young. Diremos que ¥ crece es-

tritamente mazis lento que @, e escrevemos ¥ << @, quando

T
im 2R o vk o,
t—+oco @(t)

Teorema 1.33 Se || < 400 e U << D, entdo a sequinte imersao é continua,

Teorema 1.34 Se |Q| < +oo, entio Ls(Q) estd imerso continuamente em L'(S).

Ademais,
Lo(RY) = Li(RY), N >1,

loc

continuamente.
Teorema 1.35 Se ) é um dominio limitado, entdo a imersao € continua,

Wt (Q) — WhHH(Q).

Agora mostraremos a existéncia de uma funcao de Young critica associado a ®

para se obter imersoes compactas nos espagos de Orlicz-Sobolev.
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Lema 1.36 Seja ® uma funcao de Young satisfazendo

1 -1 +oo FH—1
/ i (S)ds < 400 e / i (S)ds = +o00.
0 1

1 1
sl st

Entao a funcao H : R, — R, dada por

t q)fl
H(t):/ (18>ds, teR,,
0

st

€ biyjetora e a sua inversa, denotada por ®,, estendida a toda a reta de forma que P,
seja par, € uma funcao de Young. A funcao ®, é chamada funcao de crescimento

critico associado a P.

Aqui entendemos €2 como um dominio admissivel, um dominio onde as imersoes

continuas de Sobolev,
WhH(Q) — LP(Q), pe |l N
) Y N _ 1 )
sao verificadas.

Teorema 1.37 Sejam € um dominio admissivel e ® uma func¢ao de Young verificando
as hipdteses do Lema [[.36] Sendo ®. a fungao de crescimento critico associado a 9,

entao a sequinte imersao € continua

Wh(Q) — Lg, ().

Ademais, se Q) é limitado e ¥ é uma funcao de Young tal que ¥ << @, entio a

sequinte 1mersao € compacta,

Wh(Q) — Lg(Q).



Capitulo 2

O operador ®,-Laplaciano

O operador ®,-Laplaciano, dado por:

Ag u = div (@;(\VUD%) em

¢ definido sobre o espaco de Orlicz-Sobolev W1« (Q), onde Q C R? ¢ um dominio com
fronteira regular, o € (0,1) e ®,(t) ~ t*log™t, para t suficientemente grande, é uma

funcao de Young. Deste modo, neste capitulo pretendemos obter resultados envolvendo

o espaco de Orlicz Lg_(Q) e o espaco de Orlicz-Sobolev W%« ((2).

2.1 Sobre a funcao de Young 9,

Seja @, : R — R, uma funcao de Young de classe C* satisfazendo as seguintes

condicgoes:

(P,) Existe C' > 0 tal que

2
% < B, (1) < Ct?, Ve [0,1/0);

1

(®,) Tim —el!)

=1, ara alguma € [0,1).
t—+oo t2log™t P & 0,1)

Exemplo 7 Um ezemplo de uma fun¢ao de Young que satisfaz as condig¢oes (P1) e
(®2) € .
Dy (t) = §t2 +t*log®(|t] +1), teR.
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Geometricamente, essas condi¢oes podem ser interpretadas da seguinte forma
A
®,(t)

t2log®(t + 1)

Fonte: Desenvolvida pelo autor utilizando o software CorelDraw.

Como consequéncia da condi¢ao (Pq), segue que

®,(2t) _ 4 D, (21)

lim inf > — li <402
N e WO B
Mais ainda, por ($5) temos
P, (2
lim o(20) =4.
t—+o0 (I)a(t)

Por esses fatos, existe K > 4 tal que,
D, (2t) < K, (1),

para todo t > 0, mostrando que ®,, satisfaz a condicao Ay em R?. Ademais, desde que
®, é convexo em R, ou seja, o grafico de @, esta situado acima de qualquer de suas

retas tangentes, temos

e portanto,

<K-1. (2.1)
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Por outro lado, como ja sabemos pela Proposicao (ver Capitulo 1),

! (1)t
Do (1)

>1, Vt>0.

Assim,

D (D)t

Nosso objetivo agora é verificar que em verdade, m, > 1. Para isto, vejamos

antes o seguinte lema:

Lema 2.1 Seja ® uma fun¢ao de Young satisfazendo as condigoes (P1) e (®2). Entao,
(ONS VQ em RQ.

Demonstragcao. Para mostrarmos que ® € Vs, provaremos a seguinte afirmagao:
Afirmacao 1: FExiste C > 0, tal que

Cp*®(t) < ®(pt), Yp>1et>0.
De fato, por (®;) existem My, M; > 0 tais que

Mot* < ®(t) < Mit*, vVt € ]0,1]. (2.3)
Além disso, por (®y), existe My > 0 tal que

(t) > Mot®log®(t + 1), Vt > 1. (2.4)

Destes fatos, dado p > 1 de modo que p-t < 1, temos t < 1 e portanto

M,
D(pt) > Mop*t® > —2p*®(2).
My

Agora, se pt > 1, nos iremos considerar os seguintes casos:

1° caso: t € [0, 1].

Neste caso, usando (2.3)) e (2.4) tem-se que

D(pt) > Myp*t*log®(pt + 1)

> Mylog®(2)p*t?

<M2 log"‘(Q)) 20 (1).

v

M,



2.2. RESULTADOS ENVOLVENDO Lg,_ (Q) E W1%a(Q) 38

20 caso: t > 1.

Para este caso, usando (2.4 e o fato de p > 1, obtemos

O(pt) > Myp®t*log®(pt + 1)

> Myp*t?log®(t + 1)
My

> | = D(1).

> (M1> pre(t)

Do 1° e 2° caso, concluimos que a Afirmacao 1 é verificada, tomando

M, M, M,

Por fim, segue da Afirmacgao 1, que tomando [ > max{1, %}, tem-se

1
() < ZO(1H), 20

mostrando que ¢ € V,. Wl

D! ()t
Proposicao 2.2 Se m, := %Eg (I)O;((t))

, entao mey > 1.

Demonstragao. Esta proposigao segue imediatamente da Proposi¢ao[1.20]e Lema[2.1]

Proposicao 2.3 Seja 3 : R? — R? um operador dado por

B(z) = ¥, (|e))=, «eR>

||

Entao, B é um operador estritamente monoténico (ver Definicao .

Demonstragao. Ver |25, Lema 3.26. W

2.2 Resultados envolvendo Lg, (Q2) e W% (Q)

A proxima proposicao é devido a Fukagai, Ito e Narukawa [15], e ¢ de extrema

importancia para os nossos estudos.

Proposicao 2.4 Suponha que ® € uma funcao de Young diferencidvel satisfazendo,

(1)t
= "5(1)

<M, Vt>D0,
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para algum M > m > 0. Definindo, para t > 0,
&(t) == min{t™ tM} e & (t) := max{t™, tM},

temos
So(p)@(t) < @(pt) < &i(p)@(t), para p,t >0,

So(lule) < / O([ul)dz < &i(|ule) para u € Lo(S).
Q
Demonstrag¢ao. Para uma demonstracao detalhada, veja [25], Lema 3.2. W

Observagao 2.5 Como jd foi mostrado em (2.1)) e (2.2)), a func¢ao de Young ®, satis-

Jaz,
D’ (1)t
ot) <o, >0,

o(t) ~
ou seja, estd nas condigoes da Proposicao 2.4 Neste caso, se considerarmos agora
&o(t) = min{t™, t%} e & (t) = max{t"™,t}, temos

£o(p)Pa(t) < Ou(t) < &(p)Pu(t), p,t >0

mey <

So(lule,) < /bea(WDdx <&i(lulen), € Le, ().

Dessa observagao, podemos interpretar que a funcao ®, esta entre duas funcoes

polinomiais, como podemos ver graficamente a seguir

A

Fonte: Desenvolvida pelo autor utilizando o software CorelDraw.
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Teorema 2.6 Seja u € Wy '™ (Q), entio

ou
8@»

&L ([Vul)o— € L, ().
Demonstragao. Ver [25]. W

Proposigao 2.7 Seja ® uma fungio de Young de classe C* wverificando (®1) e (P5).

Deste modo, as sequintes imersoes continuas sao verificadas:
a) Ly(R?) — L%(R?);

b) Wl,@(RQ) — W1’2<R2>;

Demonstragao.

a) Considere u,, — 0 em Lg(R?). Pelas condigoes (®1) e (Py) existe C; > 0 tal que
2 < O1®(t), t>0.
Dai, usando a Proposigao [1.14]

[u, |*dx < C’l/ O (|uy,|)dx — 0

R2 R2

Mostrando que o operador inclusdo i : Lg(R?) — L*(R?) é continuo no ponto u = 0

e assim a imersao Lg(R?) — L?*(R?) é continua.
b) Segue imediatamente do item (a) W

Coroléario 2.8 Seja ® uma funcio de Young de classe C* wverificando (®,) e (®y),

entao a sequinte itmersao € compacta,
WH(R?) — LP(Q),
para todo p > 1.
Demonstragao. De fato, lembrando que W1?(R?) — W?(Q) continuamente e
W2(Q) — LP(Q),
compactamente para p > 1 (ver [I]), temos entao pela Proposigao 2.7 a seguinte cadeia
WHP(R?) — WH(Q) — LP(Q), 1<p< oo,

como queriamos mostrar. W
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Lema 2.9 Para cada p > 1, existe uma constante C, > 0 tal que
lexp(t) — 1]7 < Cplexp(pt) — 1], Vt>0

Demonstragao. Observe que é suficiente mostrar que os seguintes limites

_ 1P — 1P

i xp@®) =17 L exp(t) — 1
t=0 [exp(pt) — 1] t==+o0 [exp(pt) — 1]

sao finitos, o que decorre diretamente da regra de L’Hopital. H

Proposigao 2.10 Seja {u,} uma sequéncia em WH*(R?) convergente no sentido forte
para u em WH®(R?). Entdo, existem uma subsequéncia {u,, } de {u,} ev € WhH?(R?)

tais que,
a) U, (r) = u(xr) qtp. em R?
b) up, () <v(z), g¢tp. em R2
Demonstracao.
a) Como ||u, — ul|1,0 — 0, segue que |u, — ule — 0, ¢ assim, pela Proposicao [1.14]
/ & (u, —u)dr — 0.
R?
Sendo assim, deve existir uma subsequéncia {u,, } de {u,} tal que
D(|up, —ul)(x) =0 qt.p. em R
Portanto, como ®~! ¢ continua em R,
U, — ul(z) = (@7 o ®)(|u,, —ul)(x) = 0 qt.p. em R?

isto é,

U, () = u(z) qt.p. em R

b) Sendo {u,, } convergente em W®(R?), logo de Cauchy em W1®(R?), defina

Sm = Z |unk+1 - unk| S WLCI)(Rz)?

k=1
de modo que,

1
Hunk+1 _unkHl,Q < %, Vk S N
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Sendo assim,

m
Hfm_fl’llﬁb < ZHunkH_unkHl@
k=l

1 m,l%JrooO
w0

NE

<

e
Il

l

ou seja, {&,} € WH?(R?) ¢ uma sequéncia de Cauchy. Desde que WH?(R?) ¢
Banach, entdo deve existir £ € W1®(R?) tal que

Em — € em WHP(R?).

Dessa forma, de modo anélogo ao feito anteriormente, existe uma subsequéncia de
{&m} tal que
& () = €(x),  q.t.p. em R

Mas, sendo {&,,} monotona crescente, entdo
Em, (1) < E(x), qt.p. em R* k€ N.
Por outro lado, para ny < my,
[ty — Un, | (2) < &y () < E(x), q.t.p. em R2.

Portanto, basta considerar v := & + |u| € Wh®(R?) e fazer n;, — +oo para que
assim,

U, ()] < v(z), qt.p. emR? VEkeEN,

como queriamos mostrar. W

2.3 O Operador ¢,-Laplaciano
O funcional P : W, **(Q) — R, dado por
Plu) = / o (|Vu(@))dz, u e Wh=(Q), (2.5)
Q

¢é o funcional Euler-Lagrange associado ao operador ®,-Laplaciano. O proximo resul-

tado estabelece que este funcional ¢ de classe C* em W, (Q).
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Proposicao 2.11 Se ®,, satisfaz as condigoes (P1) e (Py), entdo
P Wy (Q) = R,

dado em (2.5)) € de classe C' e

Vu(zx)
Vu(z)|

P'(u)(v) = /Q<I>;(|Vu(x)|) Vo(z)dz, u,ve Wy*(Q).

Demonstragao. Ver [21], Proposi¢ao 3.10. W

Teorema 2.12 O operador —Ag, : Wy (Q) = (Wy*(Q)) € um homeomorfismo.

Demonstragao. Ver [21], Lema 3.24. W

Observagao 2.13 A partir do Teorema|2.12| é possivel concluir que dado h € (W ** ()Y,

S . . 1,0 ~ '
vai ezistir uma unica solugao fraca w € Wy~ *(§2), para a equagdo quaselinear,

— Ag, u=h, em )
u =0, em Of)

O proximo resultado é uma adaptacao do Principio do Méaximo de Vésquez (ver

[28]) para o operador —Ag, (-), o qual foi demostrada em [21].

Teorema 2.14 (Principio do méaximo estrito de Vasquez) Sejam Q um domi-
nio limitado, ®, uma funcio de Young satisfazendo (®1) e (®3) e u € CH() uma

supersolu¢ao do problema —Ag,u =0 em €2, isto ¢€,

Vu

o (|Vu Vdz > 0,
JRAGZIR A

para todo ¢ € C§(Y), com ¢ > 0 em Q. Se u € ndo-negativa e nao nula, entio u é

estritamente positiva em €.

Demonstragao. Ver Teorema 3.27 em [21]. W



Capitulo 3

Imersoes do tipo Trudinger-Moser

Fixando € como sendo um dominio do espaco euclidiano R?, vimos no Capitulo
2 que o operador ®,-Laplaciano estd bem definido sobre o espaco de Orlicz-Sobolev
I/VO1 ’%(Q). Por esse motivo, escrevemos esse capitulo para estudar as imersoes do tipo
Trudinger-Moser associado a I/VO1 ®e(Q), considerando o caso onde Q ¢ um dominio

limitado de R2.

3.1 Estimativas Superiores

Nesta segao, seguimos o trabalho de Hencl 2003 [I7], com o objetivo de desenvol-
ver as imersoes do tipo Trudinger-Moser associado a VVO1 ’(I"’(Q), onde o dominio €2 do

R? ¢ limitado com fronteira regular. No que segue, dado « € [0, 1) assuma que

2
B=1—a e W:ZE.

Além disso, consideremos que ®, : R — R, é uma funcao de Young de classe C*

verificando as condigoes (®1) e (P3) descritas no Capitulo 2.

Lema 3.1 Seja ® uma fung¢ao de Young satisfazendo (®q), entio eriste uma fungao

de Young ®; : R — R, satisfazendo:

(i) @ € continua e crescente em (0,400);

(i) () = %tQ, te[0,1];
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Oy (t
(iii) lim IL) =
t—+oo 512 log™ t

)

(i) Tim 2l

m =1;
t—+oo tlog® ¢ ’

(v) Eziste P > 1, suficientemente grande, tal que

Oi(t) < =P(t) para t> P.

N | —

Assumindo que ®; é uma funcao de Young dada pelo Lema , considere ¥(s) :

531(3). Como ja vimos no Exemplo@ (ver Capitulo 1), U(s) = %, para s € [0,1]. O

proximo lema vai estimar o crescimento de W.
Lema 3.2 Ewiste 7 > 0, tal que
U(t) < U(t) :==7t*(1+ |logt|"), teR,.

Ademais, para todo € > 0 existe A > 1 tal que

>

U(t) < U(t) := (% —i—e) t*log™"t, t€[A ).

Podemos interpretar geometricamente este Lema da seguinte forma,

A
V(1) (t)

v(t)

Fonte: Desenvolvida pelo autor utilizando o software CorelDraw.
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Demonstragao do Lema . Para facilitar a escrita, denote ¢ = @) e b = ¢~L.

It
Deste modo, ¥(t) = (s)ds, para t € R, (ver Proposigao [1.16). Inicialmente,
0

observe que, dado £ > 0, podemos encontrar § € (0,1/2) tal que

A partir dai, verificaremos os seguintes fatos:
i). Fazendo (t) := (1 —6)tlog®t, t > 0, existe Ay > 1 tal que
071 (s) <07M(s), Vs > d(A).
De fato, pelo Lema (1v), vai existir A; > 1, tal que para todo t > A,

o(t) > ¢().

Em particular, para t = ¢~!(s) > A, tem-se

~

D7 (s)) < P~ (s)) = s.

Dai, segue da monotonicidade de ¢~1(s) em (¢(A;), +00) (ver Teorema da Funcao

Inversa) que

~

oM (s) < ¢ '(s), paras > p(A).

i1). Definindo,

~ 1
W(t) = ltgtlog_o‘t, t>1, (3.2)

existe Ay > 1 tal que

~

(t) > 9(t), 1> As.

Primeiramente veja que

~

S((t) = (1= 8)d(t)log™ (1)

— (1+0)t (logé(t)y

logt

log (Htlog™ )\ "
- (1+5)t(0g(1—5 o8 )) . t> 1. (3.3)

logt

Por outro lado, utilizando L’Hoépital,

log (2t log™ ¢
lim [ —2 (E5tlog™ )\ _ m (1- -2} =1,
t—-+o00 logt t—=400 log
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donde segue-se que

logt

<log (%gtlog*a t)) trbeo -
Daf deve existir Ay > max{A;, (A1)} tal que para ¢ > A,

log (H2¢log~t) \ 1
(g(H S )> > (3.4)

logt 1446

De B3) ¢ (),

A A

o((t)) >t, t> A,

Sendo ¢! crescente em (Ag,4+00), segue entdao do item (i) que,

~

P(t) > 671 > 07O = p(1), Vi A (35)
i1i). Considerando agora

. 1 242
Uy (t) := (1—{;? %log_o‘ t, t>1,

vai existir A3 > 1, suficientemente grande, de modo que

(1+0W(t) < Uy(t), t> As.

Para isto, deixamos a cargo do leitor observar, utilizando a Regra de L’Hopital,

que
lim (1+9) v _1-o
t—o0 Uy(t) 149
Usando o item (#ii) e (3.1]) segue-se que,
- - 1
\I/(t) < \I/1<t> < \11(t> = <§ + 5) t2 IOg_a t, t > A3. (36)

Por fim, verificaremos agora que

U(t) < U(t) :=7t*(1 + |logt|"), teRy,

2
para algum 7 > 0 . Primeiramente, tendo em vista que ¥(¢) = — para t € [0, 1], temos

U(t) < §(1 + |logt|?), e (0,1]. (3.7)
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Agora para t > As, segue de (3.6) que

1
U(t) < (5 + 5) t*log™“t,

< (% + e) 2(1 + log/?*e 1), (3.8)

De e é possivel escolher 7 > % + ¢, suficientemente grande, de sorte que
U(t) < 7t*(1+|logt|”), Vt>0 W

Para o préoximo lema, tomando 0 < ¢t < R, assumiremos que

R 1
:inf{)\>0 : / \If(—) wlydyg\ll(l)}7
(L (t,R) wiydy) ¢ Ay

onde w; = 27. A partir desta norma a Desigualdade de Holder podera ser refinada da

‘ 1
Y

seguinte forma:

R
/ wwydy < |“|<Lp<t,R),wlydy>|“|<£q)1<t7R>,w1ydy)’
t

para todo u € Ly(t, R) e v € Lg,(t, R). No que segue, denotaremos esta desigualdade

de Desigualdade Generalizada de Holder e a utilizaremos na segao 3.2.

Lema 3.3 Para todo ey > 0 e R > 0, existe ty € (0,min{l, R}) tal que para todo

t € (0,t) 1
< Dlogl/'y (—) ,
(L (t,R) wrydy) t

‘ 1
Y

w 1/2
onde D = (El + 51> )

Demonstra¢ao. Para facilitar a escrita, considere )\; := Dlogl/”’(l/t), para t > 0.

Neste caso, para demonstrarmos este lema, basta verificarmos

R 1
U (— ) wydy < ¥(1),
[ (Ay) wydy < U(1)

para algum t € (0, R). Para isto, observe primeiramente que dado €; > 0, podemos

escolher 0 > 0 tal que
(3+6)(1+9)

B(ﬁ—é)

Sendo M; = exp(—|log 1/t|) (*+11>4W, comt > 0, onde 7 > 0 é dado no Lema 7 podemos

w1y
D2:—+81>

- (3.9)

observar os seguintes fatos:
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t—07F

(Z) Mt — 0+,
(1) Existe to > 0 tal que My > t,Vt € (0,t);

i) i 1 .\
11m = .
w A\ M, >

Considerando A > 1, dado pelo Lema[3.2] e R > 0, segue de (i) — (i) que

t<Mt<R (§]

> A, te€(0,t),
M, (0, o)

para t, suficientemente pequeno. Sabendo disso, vemos que

1
—>A € (t, My).
)\ty ) y (7 t)

Dali, segue pelo Lema [3.2] que

R 1 M; 1 R 1
Ul —|ydy = / g <—) d +/ L4 (—) d
/t ()\ty) v t Aty v M, Aty v

= I'+ I (3.10)

Avaliemos cada parcela, comecando por I2. Pela definicio de ¥ dado pelo Lema ,

R ™\ dy
I = T/—(l—i- )—
' Mt/\% )

R ~ dy
= 7'/ F(l+]log/\t+logy| ) —
My "M y

segue que,

log —
s Aty

R
T d
< w5 [ (2 (log A"+ [logyl)
t M y
o T R 1 27’ 1 /\ T T 1 T dy _ 71 2
= (1 +27[log \¢|" + 27| logy|")— = J; + J;, (3.11)
t M y

onde,

R R

T dy 727 dy

le—_—/ 1427 log \|T) =2 e J2:=—/ log y|"—=.
t )\% Mt( | g t| )y t )\% t| gyl y

Substituindo o valor de A; em J}, obtemos,

A T e
D210g?(1/t) Ju, Y

— (14 27|log D + log[log"*(1/1)][") /R@
D2 log® 7 (1/1) BT OR0E v, Y
T
= —— (14 27|log D + log[log*"(1/)]|")(| log R| + | log M,|).
Dglogg/v(l/t)( |log gllog"7(1/t)]")(|log R| 4| log M|)
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Neste caso, para C' > 0, suficientemente grande, temos

(3.12)

i mﬂ + | log[log"/ " (1/6)]|7)(1 + | log M,|)
- m“ + | log[log!(1/8)]|7)(1 + | log[exp(—| log(1/£)])]| 7% )
Y og[log'/" T N et g
o2 (1 Lt Nogllog /DI (L +logTEm (1/8)]) =5 0

Agora para J?, basta fazer a substituigao u = logy, e assim

T log R
J = 7—2—/ |u|"du
D21og?"(1/t) Jiog m,

_ 727 T+1 T+1

C 741
—— (1 + |log(1/t)| +D*~
oz (L s/l

C t—0F

= — (14 |log(1/t)|Y*) =5 of
(L es1 /01 )

onde C' > 0 é escolhido adequadamente.

De (3.11)-(3.13)), existe t; € (0,1) tal que
I? <6, te(0,t).

Agora, para estimar I}, observe primeiramente que para t ~ 0"

log(1/M,)  log(exp |log(1/t)|770m)
logA, log \;
|log(1/t)] (G

log[D logl/v(l/t)] '

Logo, se fizermos u = log"/7(1/t), segue que

1

iy 08(1/M) | log(1/8)| =05

im ————~ =

=0t log A log[Dlog"7(1/1)]
um

1;
u%lgloo log[Du]
= +o0.

1
Dessa forma, tomando K := (5 + 1) > 1, existe t, > 0, tal que

log(1/y) - log(1/M;)
log >\t 10g At

> K, Vte(0,ty) e ye(t,M).

(3.13)

(3.14)

(3.15)
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Sabendo disto, dados t € (0,%2) e y € (¢, M,), observe que

log(1/y) — _ log(1/y)
log(1/A) log(1/A¢) +log(1/y)
log(1/y)
log(1/y) — log s
1
1
 log(1/y)

log A\¢

Neste caso,

1 1
log® <§> log™® (/\_y> <(1+0)*<(1+0), te(0,ta), e yelt,M],
t

desde que « € [0, 1). Consequentemente,
1 1
log™ (/\_y> < (1+9)log™™ <§> , Yy E[t,M] e te(0,ts). (3.16)
t

Sendo assim, usando a definicao de ¥ dado no Lema (aqui estamos considerando

e =4§ > 0), segue que,

Il/Mt\if(i> dy < /Mt(1+5>ilo—a(i) d
=) w ) VY= et e )Y

1
_\2 i 5) 1+9) (10g1‘“(1/t) B 10g1‘“(1/Mt))
D2log*7(1/t)

-« -«
(1 + (5> (14+0), 5
< 2 log”(1/t)
= D2log¥7(1/t) B

t € (0,t).

2
Por conseguinte, pela definicao de D em (3.9) e sabendo que — = B, temos
Y

1
I'< — — . 1
P< gm0 te(On) (3.17)

De (3.10), (3.14)) e (3.17), conclui-se que

/R\Il L wyd <1—\IJ(1) te(0,s)
. )\ty Yywiay 2_ ) )
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onde s := min{ty,t5}. W
O resultado a seguir nao serd demonstrado, mas o mesmo se encontra em [6],

Lema 3.3.

Lema 3.4 Sejam A > 1 e e € (0,1). Se existe Gy > 0 tal que |u(z)| > Gy, sobre
ACRe

/ By (Jul)yeordy < (1 — )°A2,
A
entao

‘u’(f@l (A),yw1dy) < A

3.2 Trudinger-Moser para Dominios Limitados

A partir das estimativas superiores desenvolvidas na Secao 3.1, pretendemos agora
obter as imersoes do tipo Trudinger-Moser para dominios limitados em R2. E impor-

tante observar que as fungoes definidas na Secao 3.1 serao consideradas nesta secao.

Teorema 3.5 Sejam Q2 C R? um dominio limitado com fronteira reqular, o € (0,1) e

&, uma funcao de Young que satisfaz as condigoes (P1) e (Py). Se K > 0, entao

/Q exp(| Ku(z)[")dz < +oo, (3.18)
para u € Wy (Q).
Demonstragao. A prova deste teorema ¢ feita por Edmunds et al. 1995 [10], onde

sao utilizados os espacos de Lorentz e por esse motivo decidimos omitir sua prova. H

Teorema 3.6 Sejam Q2 C R? um dominio limitado com fronteira regular, o € (0, 1),
®, uma fungio de Young satisfazendo (1), (®3) e u € Wy (Q). Se

K < 21/731/%)%/2

e |Vule, <1, entao
/ exp(|Ku(x)|")dz < C, (3.19)
Q

onde a constante C' depende apenas de o, |Q] e K.

Demonstracao. Fixando u € VVO1 P (), suponha, sem perda de generalidade, que u
¢ Lipschitz continuo em €, isto se da pelo fato de C3°(Q) ser denso em W, **(Q) (ver

Capitulo 1). No que segue, consideraremos R > 0 de tal forma que

2] = [Br(0)].



3.2. TRUDINGER-MOSER PARA DOMINIOS LIMITADOS 53

Assuma também que u* : Bg(0) — R ¢é a Simetrizagdo de Schwarz da funcao
u:Q — R (veja Apéndice . Neste caso,
/ exp(|Ku(z)|")dz = / exp(| Ku (z)[")dz.
Q Br(0)

Além disso, pelo Principio de Polya-Szegd para fungdes de Young (veja Teorema

[B.4] Apéndice [B),

Q

O, (|Vu*(2)])dx < | O,(|Vu(z)|)d.
[, @ve @i < [ @u(vu)

Tendo em vista que |Vu|g, < 1, segue da Proposicao que

/B , BV @< (3.20)

Observando que u* é radialmente decrescente em ) (ver Apéndice B), podemos
assumir que u*(z) = g(|z|), x € Br(0), onde g : [0, R] — R, é decrescente e diferencia-
vel q.t.p. em [0, R] (veja Apéndice A, Teorema A.8). Além disso, como u € WOI’%(Q)
temos g(R) = 0.

Agora, desde que

ﬂ) 1/2 _ 21/Vw1

K <2182 e (
wl B K Y

é possivel tomar ; > 0, suficientemente pequeno, de sorte que

(wl n )1/2 - 21/7(,«}1
B 1+e)K

1/2
Deste fato, redefinindo D,, = (— + 51> , obtemos que

wy - 21/7
K<———. 3.21
(1 +€1)D51 ( )

Observado isto, dado t € (0, R), defina Ap := {y € (t,R) : |¢'(y)| > P} (onde P ¢
dado no Lema [3.1| (v)). Além disso, para facilitar a escrita defina,

du(y) = wiydy.
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A partir destas consideragoes, segue do Lema (v) que

/A &,(lg()duly) = / @119 (4) ewrydy

IN

3 [ @l W)y

1 R .
< §W1/ Do (19" (y))ydy
0

1

- / a9/ (1) Jwrydy

/ By (|Vur (z)|)dz
Br(0)

< S =0(1).

N~ DN~

Neste caso,
/
g (y)|(i4,l(Ap),du) <L (3.22)

Por este fato, se considerarmos Bp = {y € (t,R) : |¢'(y)| < P}, isto é, Bp =
(t, R) — Ap, obtemos pela desigualdade generalizada de Hélder, que

R
o) < / 19/ ()\dy
t
= [ Wwlay+ [ Iy
Ap Bp
1 / 1 /
= — | 1dWl=duy)+ [ |9 W)ldy
W1 Ap ) Bp
< Ly ! +P(R—1)
> Y9 Qe (Ap)dw) | T -
Wi (s (o) i) Y1 (Lo (Ap),du)
11
< |- + PR
WY (L (Ap).dp)
11
< == + PR.
Wi y (Eq,(t,R),d,u)
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Daf, pelo Lema [3.3] existe ¢y € (0, min{1, R}) tal que

D, 1
g(t) < PR+ =L log!/? <¥> , t€(0,t), (3.23)
w1
w1 1/2 .
lembrando que D, = (E + 61> . Por outro lado, tendo em vista que
. PR+ Z110g'7(1/t) _ PR
lim sup B. L 7 = limsup joR 7 +1
t—0+ — > log (1)) =0t —log 7 (1/t)
. PR
< limsup — m
t—0t By log ’y(]_/t)
= 1’

vai existir t; € (0,1g), independente de 1 > 0, tal que

D 1 1 D 1
PR+ = log'/” (—) < d+e)Dey log'/ (—) . te(0,t]. (3.24)
w1 t w1 t
De (B23) e (B23).
D, 1
g(t) < (1+¢1) - Llog'/ (z) .t € (0,tq]. (3.25)
1

Tendo em vista a desigualdade (3.21]), podemos considerar

Y
5:2_(M> > 0.

w1

Sendo assim, por (3.25)) e pela monotonicidade da fungao exponencial, tem-se que

w1 /Otl exp[(Kg(y))lydy < w /Otl exp ((Mybg 5) ydy

w1

t1
= w1/ exp ((2 —9)log l) ydy
0 Y

= w Z/Jfldy
0
5|t
0 0
t5
= N (3.26)
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Além disso, usando agora o fato de g ser decrescente em [0, R],

o / exp[(Kg()) ydy < w / exp(Kg(t))lydy

t1 t1

R ol
K(1 D, 1
wl/ exp K(1+e1)De, log — | ydy
t1 w1 tl

R
= w2 / ydy

t1

Rz £

IN

2 2

té 2
= “151 {]:—2 — 1] =: C]. (3.27)
1

Dessa forma, de (3.26)) e (3.27)

/ exp(|Kur(@)[)dz = wy / expl(Kg(y))ydy
Br(0) 0

t1 R
= w / expl(Kg(y)) udy + wi / expl(Kg(y)) lydy
S Cl —+ Cg = C

Portando, pela Simetrizacao de Schwarz,

/Q exp(|Ku(@)[)dz < C.

Vejamos agora um outra versao do Trudinger-Moser, o qual é valido para sequén-

: 1,0 < ~ . o
cias de {u, } € W,"*(2) que nao estao necessariamente na bola unitaria.

Teorema 3.7 Sejam > 0 e {u,} € Wy **(Q), tais que

2
Bl/291/7,1/2
/Q(I)a(|vun|)dl’§0< <51—/71 s n € N.

Entao, existe ¢ > 1 tal que
/ exp(Bqlu,|")dz < C, neN.
Q

Demonstragdo. Analogamente ao feito na demonstragao do Teorema [3.6], iremos con-
siderar R > 0, tal que |Q2] = |Bgr(0)] e u* : Bg(0) — R a simetrizagdo de Schwarz de
u: 2 — R. Neste caso, para g > 1,

/exp(ﬁq\un\v)da::/ exp(Bqlur|”)dz. (3.28)
Q

Br(0)
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Além disso, pelo Principio de Polya-Szegt (ver Teorema (B.4)),

2
B1/291/7,1/?
/ @u(IVu)dr < o < [ 22
Br(0) B

Podemos considerar ainda, u}(x) = g,(|z|),z € Bg(0), onde g, : [0, R] = R é decres-

(3.29)

cente e diferenciavel q.t.p. em [0, R] com g(R) = 0.

Agora, observe que podemos escolher € ~ 07 tal que

1
S<(- £)(10+3) (3.30)
pois
1
5 1
im —2  — Z
SLI(I)lJr (1 o €)<10+%) 2
Combinando ([3.30) e Lema [3.1] (v), temos
O,(t) < (1— o) )a 1), t>P
Dessa forma, considerando A, p = {y € (t,R] : |g,(y)| > P}, segue de (3.29)),
| el < =20 [ @0 hmordy
An,P An,P
< (19" [ a,(ul)da
Br(0)
( ) Bl/291/v,,1/2 2
10+2 1
= U= (ﬁ—/> -
Sendo assim, tomando
, 91/ g1/2,,1/2
_ 242 1
A= (1=9t) (5—/ 7
segue do Lema (3.4, que
|g;l|(i/q>1(An,P)7ywldy) S )\, n e N (331)

Afirmacao 1: Para ¢ > 0, suficientemente préoximo de zero, temos:

(52" gt
— +¢ e
B ~ BY2(1—¢)
De fato, sabendo que,

1—(1—¢)?
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podemos encontrar € > 0, suficientemente pequeno, tal que

B 1—(1-¢)?
B g S
wp — e(l—¢g)?

O resultado segue, observando que

<w1+€>1/2< wi/Q — B <1—(1—5)2
B ~ B/2(1—¢) wi — e(l—g)? 7

provando assim a Afirmacgao 1.
Combinando o Lema e a Afirmacao 1, existe ty € (0, min{1, R}) tal que para
todo t € (0,¢), temos

’ 1
Yy

wl/? 1
<——L  Jog'/r(Z]). 3.32
~ BY2(1—¢) o8 (t) (3:32)

Sendo assim, argumentando como em ([3.23]) obtemos,

(L (t,R) w1ydy)

1

+ PR,
y ~

(Lq,,(t,R),d/L)

L,
gn(t> S w_l‘gn|([~z<1>1(An,P)7dlu‘)

donde segue de (3.31)) e (3.32) que

1/
gn(t) < (1— 5)1+% <%> Wlogl/7 (%) + PR, te(0,t).

Logo, podemos encontrar como em (3.25)), t; € (0,%p), tal que

/v
w0 <=2 (3) e (). tenl nen

Dessa feita, como

R t1 R
/0 exp(Balgn(y) " ywrdy = / exp(Balga(y) " )ywrdy + / exp(Balga(y)yrdy,

t1

escolha ¢ = , € assim
1

" t1 1 2 1
o [ estulatniuds < o [Cew (5r20- 2 toe () )y

B
t1
= w / Y 2ydy
0

t1 wltfs

i vl Vn € N. (3.33)

ﬂ 2e
25y
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Além disso, usando o fato de g, ser decrescente em [0, R], tem-se que

R R
/ exp(Balgn(y)yendy < / exp(Balgn(t) " )ywrdy

t1 t1

R
< witf? / ydy
t1
t25 R2
= wlé (tTE — 1) =:c¢;, VneN. (3.34)
1

Portanto, de (3.28]), (3.33) e (3.34)), temos

[ esBatunar = [ explaglu;)da
Q Br(0)
< ¢+ =0, VneN, (3.35)

1
1—¢
O préximo teorema é uma versao da desigualdade de Trudinger-Moser restrita a

com q =

uma bola aberta do dominio 2.

Teorema 3.8 Seja {u,} uma sequéncia limitada em W, (Q). Considere z € Q e
R > 0 tais que Byr(2) C Q. Para todo q¢ > 1, existe T > 0 tal que, se |Vun|o, Brz) < T,
entao

/ exp(q|u,|")dx < C,
Br(2)

onde C' > 0 € uma constante independente de n.

Demonstragao: Seja (u,)p a integral média de u,, sobre Bg(z), isto é,

1
(up)p = —|BR(Z)| e up(z)dz.

Neste caso, verificaremos agora a seguinte afirmagcao:
Afirmagao 1: Assumindo que |Vu,le, < Ci, com C; > 0, existe uma constante
Cy = Cy(R,wy, C1) > 0 tal que,
|(un)B| < Ca.
De fato, pelo Corolario 2.§
Wo ™ (Q) = LY,

continuamente, isto é, existe C' > 0 tal que

ul10y < C|Vuls,, Yu€ Wy (Q).
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Dessa forma,

1
Uy, = Uy, |dz
|( )B| ’BR( )| Bl )| |
<
—— Uy, |1
= Be(z)] @
C’
< <

para todo n € N, provando assim a Afirmacao 1.

Defina agora

0a(®) = (a(@) = () 8)Xn( (@), @ €

Podemos observar que v, € Wh®«(Bg(2)), e além disso,

|an|¢'ouBR(Z) - |vun|q>ouBR(z)

< |Vuple, <Ci, VYneN.
Destes fatos, tome @, € Wy'**(Bag(2)), de sorte que
Up(x) = vp(x), para x € Br(z) e |VUnlo.,Binz) < ClVU|on, Br(z)-
Agora, usando a Afirmacao 1, observe que

lun(2)] = vn(2) + (un)B| < [On(2)| + Cs, Vi € Br(2),

sendo assim,

/ exp(qlu,|")dx < exp(q(Cy + |,])7)dx
Br(z)

exp(q(Cy + [0n])7)dx

IN

IN
=
~©

exp(27qCy) exp(27q|,|")dz

< Cq,C27) / exp(27q|0,[")dz (3.36)
Bar(2)

oy
|0n]
= C((LC%/'}/)/ exp 27quvn| < i~ dz.
Bar(z) beBanlz ‘vvn|q>a Bar(z)

21/731/200%/2

/
g ) , temos que se |Vuy|o, Bri) < T,

Por outro lado, tomando 7 = <
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entao

Q’YQIV{]“%Q,BM(Z) < C’YQ’Yq‘vu”’;a,BR(x)
< C7"27qt7

= 2 B2, (3.37)
De ([3.36) e (3.37)) segue da Desigualdade de Trudinger-Moser (ver Teorema [3.6[), que

/ exp(glun|)dz < C(g, Cu, R, v, 1),
Br(x)

como queriamos demonstrar. W

3.3 Imersao 6tima

Nosso objetivo nesta se¢ao € mostrar que a imersao obtida pelo Teorema (3.6[ é

6tima. Para este fim, temos o seguinte teorema:

Teorema 3.9 Seja a € [0,1) e suponha @, uma funcao de Young satisfazendo (1) e
(®3). Dados R >0, meN e
K > 21/731/%)%/2,

existe uma fungio radial fn, : Br(0) = R, fn, € Wo**(Bg(0)), verificando

/ o (|V fon () ) < 1,
Br(0)

de modo que
/ exp(|K fn(x)]")dx > m.
Br(0)

Demonstracao. Dado € > 0, considere

1/2
B2B(1 + ¢)?

Desde que K > 2Y/7BY 2w}/ 2, podemos encontrar € > 0, suficientemente pequeno, tal

A, =

que

B2 < A, < K. (3.38)

Agora, tome t,, > 2 e defina g,, : [0, R] = R uma fungao continua dada por:
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2 2B 1. R ]
——y+2) =—log®(2)tn —. R|;
(-Fv+2) Tl e |fA];
28 R\ - R]
gm(y) = A—logB (§> K y € [Re—tm/z,E ; (3.39)
1/~
T y € [0, Re /2.

Podemos observar que g,, ¢ dado geometricamente por:

Fonte: Desenvolvido pelo autor através do software CorelDraw.

Fazendo f,,(x) := gm(|z]), x € Bg(0), verificaremos agora que para t,, > 2, suficiente-

mente grande,

/B | BellT )i = / Bo(lga(y))ydy < 1. (3.40)

Para tanto, seja M, := exp(—log®t) e observe que

t——+o00

M, =7 0"

_ 2
lim Rexp(—t/2) ~ m Rexp(log”t) _o

t—+o00 M, t—+00 ( t )
exp | =
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Destes fatos, para t,, > 2, suficientemente grande,
tm . [R 1
Rexp| —— | < M;, <minq —,—p.
2 2 e

tm

| eatguutn = [ @ullgubudi+ [ @l

Re™ 2

Neste caso,

%(!gin(y)!)ydw/ Do (19, () ydy

R
m 2

- / " ylga () uy + / Bo(lg'n (1) iy

M

tm

+L D4 (lg, (y))ydy

2

= I} +1; +1; . (3.41)

Analisemos cada Igm, J = 1,2,3, separadamente, comegando por If’m. Da condigao
(®y), temos
d, (1) < Cot*(1 +1log’t), te[0,1], (3.42)

para algum Cy > 0. Ademais, pela condigdo (®,) sabemos que existe C; > 0 tal que
d,(t) < Cit*log™t, t>1,
e como « € [0,1), segue que
(1) < C1t*(1 +log?t), t>1. (3.43)

Combinando (3.42) e (3.43)), existe C' > 0 tal que

d,(t) < Ot (1 +log?t), t€0,00). (3.44)

R
Além disso, de (3.38)), para y € (5, R>,

2B+ 1og? (2
) = e @

R A,
2B+ 1og”(2) 1/y—B
R 21/731/%)}/2 m

_ 1/v—B
Tt"{ ,
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tm

25+ log”(2
onde 7 := 08 ( )1 5 Por conseguinte, usando (3.44),
R 21/731/%11/
R
L, = ﬁ Ca (|95 () ydy
2 R 2
< C [l @R+ 108 g1 0) oy
2
1_ 1_ R
= TCtT(n” B)2 {14—10@{2 (Tt% B)}/ ydy
R
— %tf,TBP [1 + log? (Tt;,’z_B)} ,
onde 7 = 7(R, w1, B) > 0. Dai, segue-se que
s i) 15 :
L < Tty 1+ (log | tm + log 1

- (5-B)2 2 2 (,5-B
< Ttp) 1+4log”7T+ 4log” | tm ,
o que implica que vai existir C' = C(R, B,w;) > 0 tal que

I} < ot PP {1 + log® (tﬂnBﬂ :

para t,, > 0, suficientemente grande. Recordando que % —B= —g < 0, tem-se
I} <ct’ (1 + BIQ log® tm) :
E portanto, podemos ver que para t,, > 2, suficientemente grande,
I} <e (3.45)

Agora para I? | fagamos algumas consideragoes iniciais.
m

Afirmacao 1 Para todo a € R, existe C' > 0, que depende de a e R, tal que

2 d
/ log® <E> ?y < C(1+ |log M, |*™2).

M Y

tm

R d
De fato, se fizermos z = log <—>, temos —dz = _y’ e entao para todo a # —1
Y Y

R\ d log w7,
/ log” (—) Y / " 2%dz
M, Y Y log 2

(log R/M,, )" (log2)**!

a—+1 a—+1
(log R —log M, )**'  (log2)**!

a—+1 a+1

kv

Y
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implicando que,
R
2

/.

tm

d
log” @) ?y < C(1 +|log My, |**Y), (3.46)

para algum C' = C(R,a) > 0. Analogamente, para a = —1, tem-se que

R
2

1 (R dy o8 57, dlz
Lo ()% - [0
M, Yy ) log 2 z

m

< C(1+ |log|log M, ||) (3.47)

para algum C' = C'(R) > 0. Usando (3.46) e (3.47)), dado a € R, existe C' = C(a, R) > 0
tal que

R

2 R\ d

/2 log® (—) W< C(1 + |log My, |**2), (3.48)
My, Yy, y

provando assim a Afirmacao 1.

Podemos ver também que, para y € [th, R]

2

28 BlogP™! (%) Lr=B

/ j—
9 (y)| = e
28 Blog™® (5) 1/y-B
yA.
2B Blog™® (5> WP
< Y
- y21/731/2wi/2
—a ( R 1/v—B
o (5 (3.49
y ’ ‘
28
onde = ——————. Dal, por (3.44
21/731/%}1/
%
2= [ el @D
My,
%
< / Clg()P(1 + 1082 |g/a(v) ydy
My,,

3 d

MQCt?n(”_B)/ log ™2 (g) (1+log® ]g;n(y)])?y (3.50)
M

tm
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Separadamente, veja que
ptw”* log™*(R/y)

)
= (1 o Zont s (2N
= (1 o= Bt o (2) 10 ()] ).

L
2 Y

(1+1log?|g,(y)) < <1+log2

Por outro lado, para y <

1 1
<
Rlog®(R/y) — Rlog®2’

e assim,

log (o) <log (e
& Rlog®(R/y)) — & Rlog®2 )~
Dessa forma,
(1+1loglg.. () < [1+ |lo —Elot +1o i +1o _ 2
2 o (R
< C <1—|—10g tm + log <§>>, (3.51)
onde C' = C(B,w1, R) > 0. Sendo assim, de (3.50)) e (3.51)),

1_ 3 d

Ifm < C’tzn(” B>/2 log™2* <E> <1—|—log2tm—i—log2 (§)> il
M, (Y Y (Y

%

_ o257 ((1+log2tm)/

Segue entao da Afirmacao 1 que

R
2

log™%* <E> & —|—/ log? ™2 (§> @> :
yv) v Ju, y) vy

m

2(L-B

G (14 10g? 1) (1 + log My, [72) + (1 + | log My, [*2))

IN

17
1_
— o (1 +log® t) (1 + [log My, [*) + (1 + |log M, [*772))

= O1,7 (1 +log?t,,) (1 + [log M, |*F) + (1 + | log M,

4B+4)) )

m

Logo, para t,, > 2, suficientemente grande,

I} <e. (3.52)
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Por fim, vejamos I} . Pela condigao ($s), deve existir Ko = Koy(¢) > 0, tal que

d,(t) < (1 +5)t2|logt|°‘, t € [Ko, 00),

além disso, podemos verificar que:

Afirmagao 2 Para t,, > 2, suficientemente grande,
’g;’b<y)| 2 K07 Vy € [Reitmﬂa th]a

onde Kqg > 0 ¢ dado em (3.53)).

De fato, primeiramente, observe os seguintes pontos:

1 1
A <Ko — < —
* KA

1 1
oySth@QZM ;
tm

e E podemos ver que,

1 1 elm/?
> Re n/? o - < =
Y= e y — Re tm/2 R

< log® <§> < log® etm/? =
Y
1 S 2¢
log*(R/y) — tg,

Por estes fatos, tem-se que

o () = ZBlos (i
" YA

9B B 9oy~ B/2

— Re~ /2 M,

>

lembrando que B =1 — «, segue-se que

2B 1
Kt%—&-a)/QMt g

m

9 (Y)| >

Agora, fazendo u = logt, temos

I 1 _ exp(log®t)
e FOTOZN, T e (0@
2
... - . I,
u—+00 exp (Tau)

concluimos de (3.54)) que para t,, > 2, suficientemente grande,

9| > Ko, ¥y € [Re™™/2, My, ).

2

Yy € [Re~/2 M, |.

tm,

(67

(3.53)

(3.54)
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Afirmagao 3 Para todo y € [Re™'™/2 M, |, temos

— R « /
log (5) log™ |9, (4)] < (1+¢).

Com efeito, basta observar que

—« R « @ R [ o QBBlog_O‘ R y tgrll/’y_B)
log (—) log™|g,,(y)] = log <—) log (A/ )
y v/l Yol
| i 25 'l
< = “
= (y) % \ovr B ylog™(R/y)
— 1Og—a (E) -loga O(B w )L/z
v) | " ylog® (R/y)
= log @ (E) log(C(B,wl)t;B/Q) + log (E)
v/ L Yy
R «
s (" (7))
y
_ {_Elog(C(B,uh)tm) - alog(log(R/y))r
2 log(R/y) log(R/y)
< 1+¢,

para todo y € [Re™t/2 M, |].
Tendo em vista (3.53)) e as Afirmagoes 2 e 3, para t,, > 2, suficientemente grande,

My, [3-53) M,
b= [ el S e [ 16,0 Plogl )] 7vdy

Re—tm/2 Re—tm/2

My, R
< e [ o (5) ydy

Re—tm/2

2(1-B) , 228 B2 /th gt (R) dy
- tm” 1+4+¢ lo aTe | | =2
h+e A2 gm0 v) vy

2(1-B) ,2?B B? /th o (R) dy
SRR e 0 \y )y

€

R
Fazendo novamente a substitui¢ao u = log (—) e sabendo que
Y

1
(1-5)1-ans
!

segue que,

1

1 22BB2 tl—a 1
Il S t?fg'y B)(1+€)2 m

fm A2 21-a] —q
22332 273
= (14¢)? —
(1+4¢) 2 B
28 B
= (1+¢)°

A2

)
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E portanto, pela definicao de A,
I < (1+¢)%*2°B-
Ly (3.55)
= — —2e. :
w1
Dessa forma, por (3.40) e (3.41]), concluimos que

/ B[V (@) )dr < wr(IL + 12 + 12 ),
Br(0)

e assim, por (3.45), (3.52) e (3.55)), temos

/ (| f(2) )il < 1,
Br(0)

mostrando que f,, : Br(0) — R esta nas condigdes do teorema. Contudo, veja que

pelo fato de A. < K, entao para t,, > 2, suficientemente grande,

/ exp(| K fon )"z > / exp(| K fon ()]} d
Br(0) B(0,Re~tm/2)

= exp (tm (AEE)V) |B(0, Re~t/?)|
= 7R?exp(—t,,)exp (tm (A£E>V>
= o (i (5) 1))

como queriamos demonstrar. Wl



Capitulo 4

Um problema de Dirichlet para o

¢,-Laplaciano com crescimento critico

Neste capitulo, teremos por objetivo central mostrar a existéncia de uma solucao
fraca nao-trivial do seguinte problema de Dirichlet,
—Ag,u= f(r,u) em £,
' (4.1)
u=0 em Of2.
onde 2 C R? ¢ um dominio limitado, —Ag, ¢ o operador ®,-Laplaciano definido no
Capitulo 2 e f : 2 xR — R é uma func¢ao continua com crescimento critico exponencial

verificando algumas propriedades.

4.1 Sobre o problema

Como visto nos Capitulo 2, assumiremos que ®, : R — R,, com a € [0,1), é

uma funcao de Young de classe C! verificando as seguintes condi¢oes:

(®,) Existe C' > 0 tal que

2
% <@, (t) <Ct?, Vte0,1/C);

®y) i =
(22) tr s t2log™t
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A partir dessas condicoes, foi visto na Observacao [2.5| que @, verifica a seguinte desi-

gualdade:

P’ (t)t
a < t 4.2
Do) = Cars >0, (4.2)

Mo <

onde 1 < m, <2 <c¢,.
Quanto a nao-linearidade f : 2 x R — R, pedimos que seja continua em 2 X R e

que satisfaga as seguintes condigoes:

(f1) f(z,t) =0,Vt <0, etf(x,t) >0 para todo x € Q et > 0. Além disso, existem
B >0eC >0 tais que

f(a,t) < C-exp(BH["), teR e ze,

2
l—«

onde v =

t
(f2) Sendo F(z,t) = / f(x, s)ds, existe o > ¢, verificando
0

oF(z,t) < f(z,t)t, Vt>0 z¢€Q;

(f3) Pedimos que

F(x,t t t
limsupﬂ<1 e liminf f(@.?)

————— >0,
50 Co®(t) t—oo exp(f3t]7)

uniformemente em 2, onde Cy > 0 é a melhor constante da Desigualdade de

Poincaré (ver Proposigao [1.31));
(f1) Existem M > 1 ety > 0 tais que

F(z,t) < Mt f(z,1), t> tar.

Integrando a desigualdade de (f3), é possivel mostrar que
F(x,t) > at® —b, Vt>0, (4.3)

para algum a,b > 0.
Gostariamos de enfatizar que entendemos por soluc¢ao fraca do problema (4.1),

uma funcao u € Wy **(Q) que satisfaz

, Vu(zx) B 1.0,
/Q(I)a(|Vu(a:)|)WVv(x)dx—/Qf(:c,u(x))v(x)dx—O, Yo e Wy (). (4.4)
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Motivado por esta definicao de solugao, o funcional energia associado ao problema

@), J: W (Q) — R, é dado por

() = /Q B (|Vu(z)|)dz — /Q Flao,u(z))dz, e Wi ().

Note que, J esta bem definido em W, **(Q) e é um funcional de classe C' (para mais

detalhes veja Proposigao e Lema [A.4).

Para mostrar a existéncia de uma solugdo néo trivial para o problema ({.1)),
usaremos uma versao do Teorema do Passo da Montanha que pode ser encontrada no
Apéndice A, Teorema , o qual foi demonstrado em [3] por Ambrosetti e Rabinowitz.
O leitor perceberéd que usaremos apenas a primeira parte do teorema, ou seja, nao mos-

traremos que o funcional energia J satisfaz a condigao de Palais-Smale (ver Apéndice

A, Definigoes elA.0).

4.2 Geometria do Passo da Montanha

Nessa segao, mostraremos que o funcional energia J : VVO1 rPa () — R satisfaz a

geometria do passo da montanha.
Lema 4.1 Existem p > 0, suficientemente pequeno, e r = r(p) > 0 tais que
J(u) >r>0, para |Vule, = p.
Demonstracao. Pelas condigoes (f1)-(f3), dados € € (0,1) e p > ¢,, existe C. > 0 tal

que

F(z,t) < (1 —-¢)Co®a(t) + Ceexp(BlE)[E[",  t €R.

Em particular, tomando € = —, obtemos

N~ N =

F(z,t) < 5Co®a(t) + Cexp(BltM)[t]", te€R.

Deste fato, segue que

J(u) = /Q<Da(|Vu(a7)|)dx—/F(x,u(x))dx

Q

/Qq)a(\vu(xmdx—%cq)/gq)a(\u(x)y)dx
~C [ explBluta) lua) P

Vv
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donde segue-se, pela Desigualdade de Poincaré (ver Proposigao [1.31]), que
1
I 2 5 [ @u(Vula))de — € [ explBlua)lu(o)Pds.
Q Q

Agora, pela desigualdade de Holder,

1

1@ 2 3 [ eavuas - [ epeam@maa)

1

= §/Q<I>a(|Vu(x)|)dx

o QMV(N”(|M@|)5d)UﬂV (45)
— ex u(x _ x ulsy,. :
o "o\ [Vu(o)le, &
Lembrando que B =1 — a e w; = 27, escolha p > 0 tal que

28p" < 2B"%W)2,

Assim, pela Desigualdade de Trudinger-Moser (ver Teorema3.6), existe C' = C(a, ||, p) >

0 tal que

.
/exp (QBp7 ( [u > ) de < C, para |Vule, = p. (4.6)
o [Vl

Uma vez que W (Q) — L2(Q) (ver Corolario [2.8)), temos, de (£.5) e (4.6), para
0

p = |Vuls, > 0, suficientemente pequeno

1 p
Iw) = 5 [ @u(Vu()ds - Clu,
1
> 3 [ ®a(u@lids - 7

Neste caso, usando a Proposigao [2.4] obtemos que

1

J(u) > 550(0) - Cp”
1 o
= 50 Cp?
- (o)
= r>0.

para |Vul|s, = p > 0, suficientemente pequeno, como queriamos mostrar. W

Lema 4.2 Assuma que p,r > 0 sao valores dados pelo Lema [4.1l FEntdo, existe e €
Wy (Q) com |Velo, > p, tal que

J(e) <.
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Demonstracao. Scjam uy € W, (Q) e t > 1. Usando a Proposicao 2.4 e a desigual-
dade (4.3)), veja que

J(tug) = /Q(PaﬂV(tug(x))Ddx—/F(m,tuo(x))dx

Q

< 6M&6(Vuol@)ls,) - at” / ol dz + |9

=: Oyt — Cot® + 03.

Neste caso, uma vez que o > c¢,, basta escolher ¢ > 1, suficientemente grande, para

que

J (tUO) < 0.
Consequentemente, tomando ¢y, > 1, suficientemente grande, e e := tyugy, obtemos que
J(e) <0<,

como queriamos mostrar. W
Dos Lemas[4.1]e[4.2] podemos dizer que o funcional .J satisfaz a geometria do passo

da montanha. Por este fato, vai existir uma sequéncia {u,} C W,**(Q) verificando

J(un) — ¢y e J(up) — 0 em (W (Q)), (4.7)
onde
= inf 4.
¢y = inf max J(v(t)) (4.8)

el := {fy eC ([O, 1]; W&’%(QD :(0)=0e~(1) = e}. Esta sequéncia é conhecida

como sequéncia de Palais-Smale associado ao funcional J no nivel c;.

4.3 Estimativa superior do nivel do passo da monta-

nha

Aqui pretendemos obter uma estimativa superior para o nivel do passo da mon-
tanha c; definido em (4.8)).
Lema 4.3 Eziste uma fun¢do nao-trivial ug € WO’% (Q) tal que

2
Bl/221/'y 1/2
J(Oug) < <ﬁ1—/,y“"1 . V0 €[0,00). (4.9)
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Demonstracao. Tomando wy : €2 — R uma funcao radial dada pelo Lema (ver

Apéndice A), verificaremos agora que para algum k € N,

Bl/221/7wi/2
B/

Para tanto, suponha por absurdo que para todo k € N

31/221/%}1/2 2
B/

Através da demonstracao do Lema é possivel concluir que J(Owy,) fan RN E,

J(Owy) < ( ) , V0 €]0,00).

sup{J(Owy) : 0 € [0,00)} > (

tendo em vista que J(fwy) > 0, para 6 ~ 0% (ver Lema [4.1]), vai existir 6, € (0, +00)
tal que
J(Orwi) = max{J(Owy) : 0 € [0,00)}.

Desde que F'(x,t) é ndo-negativa em ) x R, segue-se

/ F(z,0pwg)dx > 0,
Q

dessa forma,

1/291/~, ,1/2 2
<B;T“1> < max{J(wy) : 0 €[0,00)}

— () < /Q Doy (0| V| ) (4.10)

Por outro lado, pelo Lema com # = 1, existe ky € N tal que para todo k > kg

temos
/@a(|Vwk|)dx <1 (4.11)
Q

Agora, verificaremos as seguintes afirmagoes:

Afirmacao 1: 0, ¢ limitado inferiormente por cq > 0.

Com efeito, usando a Proposicao temos de (4.10]) e (4.11) para k > ko,

(4.11)

§i(0r) = fl(ek)/ﬂq)txﬂvwkl)dx

> / O, (0| Vwyg|)dx
Q

B2t
= \—7r |-
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Logo, pela monotonicidade da funcao &,

Bl/221/7wi/2
B/

2
Hk > 5;1 ] =:Co > O, k> ko, (412)

provando assim a Afirmagao 1.
Fixe agora g € Q e R > 0 tais que Bgr(zg) C 2. Sendo assim, pela condi¢ao

(f3), temos

lim inf tf(z.1)

Yo, 413
TR (4.13)

uniformemente em Bg(zy).

Afirmacgao 2: Fxistem ky € N e C > 0 tais que

/(I)a(Gkak])da: > c/ exp(Blogwn)dz, Yk > ki,
Q

Ap
onde A, = B (xg, Re_§>.

d
De fato, como — J(6wy) = 0 quando 6 = 6y, segue que

db
/ Q! (0k|Vw|)|Vwg|de = / wy f(x, Opwy ) dz. (4.14)
Q Q
Por (4.2)) sabemos que
1
_CI)/a<t)t < (I)a(t)7 t>0,
Ca

entao,

1
/(ba(ﬁkakl)dx Z C—/@;(Qk|Vwk|)9k|Vwk|dx
Q a JQ

. 1
20 = [ b f (. Opwy)da
Co, Q
1
Ca Ay

Além disso, segue de (4.13)) que existe k1 > ko tal que
Orwi f(z, Opwy) > Cexp(BlOrwy|”), Vk >k, em A
E portanto,

/Cba(é’k|Vwk|)dx > C’/ exp(SB|Orwy|")dx, Vk > kq,
Q

Ay,
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provando a Afirmagao 2.
Afirmagao 3: FEzistem uma constante C = C(R,wy) > 0 e k; € N, tal que

po;

QBl/Bwi/B

/ O, (0| Vwy|)dx > C(R,w;) exp (k+logk)—Fk|, k=>k.
Q

Primeiramente, segue da defini¢ao de wy, (veja Lema |A.9), que

1 1
kA log k\ 7

Sendo assim, pela Afirmacao 2, para k > k;

) L 1\ 7
kY logk\ ~
(kR =S
/Q@a(ekIVkadw > C/AkeXp 0 (21/@1/%}/2 (H k ) > ]dx

[ k log k
_ Y
= C/Ak exp |80, (231/3@/3 <1+ ’ ))] dz

_ C/ exp BkO; N p0) log k I
Ay 2B1/Bwi/B ZBl/Bwi/B

- C Gl (k +log k) | | A4l
I PY-OERE " v

1
aqui estamos usando o fato de % =5 E, observando que |A;| = 7R%e~*, obtemos

po;

/QCIDQ(GMVkadx 2 C’(R,wl)exp W

(k +log k) — k] . k>ky,  (4.15)

provando a Afirmagao 3.

Afirmagao 4: 0, ¢ limitado superiormente.

Com efeito, suponha por contradicao que 6, — +o0o. Neste caso, segue da Afirmacao
3 e Proposicao [2.4] que

4.11))

) )
oo — 1 (0) S /CDQ(Qk]Vwk\)dx
Q

_ 5 i
> C(R,w)exp (_Wek — 1k

- B L g
= C(R7W1)exp(_W_@ ekk‘
> C(R,w)exp(C(B,ws, B)0)),
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para k suficientemente grande, o que é uma contradicao. Provando que 6, deve ser
limitado superiormente.

Das Afirmagoes 1 e 4, vai existir 6y > 1 tal que 6y € [co, 6p]. Sendo assim, usando

o Lema [A.9] existe ko > ki tal que

2

BY291/1,) 11

eiZ/CDa(ek'Vkadx > (51—Mw1 )
0

donde segue que,

BY/291/v,,1/2
0, > (51—/;"1 k> ke (4.16)

1
Agora, usando o fato de % =5 novamente o Lema [A.9] temos

92 Z 92 Z (I)a(9k|Vwk|)da:
0 k 0

567
> C(R, wl) exp _W (k + log k?) —k
[ 3 2BYB./P
> —
> C(R,w1)exp _QBl/Bwi/B 3 (k+1logk)—k
k—+o0

= C(R,w)k — +o0,

uma contradicao. Mostrando assim que

Bl/221/’ywi/2

2
Fg >, V0 € [0,00). N

J(6w) < <

Corolario 4.4 Assumindo que c; € o nivel minimax do passo da montanha (ver (4.8))),

BY/291/v,,1/2 2
O<ey< | —=—— ] .

entao
B/
4.4 Sequéncia Palais-Smale

Nessa se¢ao, vamos trabalhar com algumas propriedades da sequéncia Palais-
Smale {u,} € W;**(Q) dada em ([@.7). O objetivo central é mostrar que {u,} contém
uma subsequéncia {u,, } de modo que {Vu,, ()}, converge para Vu(z) q.t.p. em 2

para alguma funcao u € W, (Q).
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Lema 4.5 FEziste uma constante C > 0, que nao depende de n € N, tal que

Vinlo, <C. [ @ul|Vudo < C (4.17)
Q

0< / flx, up)u,de < C. (4.18)
Q

Demonstragao. A fim de demonstrarmos este lema, verificaremos a seguinte afirma-
Gao:
Afirmacgao 1: Dado € > 0, existe ng € N tal que

Co
(1 _ ;) Eo(|Vnla,) < ¢y + & + | Vanlo., 1> no.

Com efeito, fixando o > ¢, verificando a condigao (fs), observe que

T(n) — 2T () () = /Q By (| Vet |)dar — /Q Fla, uy)da

o
1

— {/g}@;(\Vun])]Vun\dx—/Qf(w,un)undx}

> /@a(|Vun|)dx—/F(x,un)dx
Q Q
Cq 1
- (I)a(|Vun])dx+—/f(:z:,un)undaz,
0 Ja 0 Ja
(f2)
> (1-%) [ 29wl
o Q

Dessa forma, usando a Proposicao [2.4]

J(un)—éJ’(un)(un) > (1—%>/QCI>Q(|VUH|)dI

> (1= %) &(Vunle,). (4.19)

g

Por outro lado, dado € > 0 existe ng € N tal que
|[J(up)| <ecsj4+e e |[|J(un)lls <eo, n > ny.
Sendo assim,

Tn) = 2T (n)um) < 1 Ct)| 4 1 ) ()

IN

IN

1
eyt et [l ()l [Vunle,

< CJ+€+€‘VUn|q>a, n > ng. (420)
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Combinando (4.19) e (4.20]), obtemos
Ca
(1) &(Vunle,) < s+ +[Vunlo,, 7= no, (4.21)

mostrando assim a Afirmagao 1.
Agora suponha por absurdo que |Vu,|e, — +00. Assim, deve existir n; > ng tal que

|Vu,|e, > 1, para todo n > ny. Dessa forma, de (4.21)

Ca "

(1= IVualgs < s+ +elVunla,.

o

o que é um absurdo, pois m, > 1. Portanto, existe C' > 0, tal que
V|, <C, ¥neN.
Além disso, segue da Proposigao (a) que
/ Bo(|Vun|)dz < C, Y eN.
Q

Por fim, usando a condigao (f;), sabemos que f(x,u,)u, > 0, e assim

Og/f(x,un)undx < ca/<I>a(|Vun|)dx—J/(un)(un)
Q Q
caC' =+ [T (un)|[«| Vtn e,

A

IN

C, VneN,

como queriamos demonstrar. W
Pelo Lema (4.5, usando o fato de Wy **(Q) ser reflexivo, segue das imersdes de
Orlicz-Sobolev que existe u € Wy **(Q) (passando a uma subsequéncia de {u,}, se
necessario) tal que
Up — U em Wyt (Q);
u, —u em LP(Q),Vp € [1,00);

(4.22)
Uy, — U em Lg_(Q);

Up — U q.t.p. em €.

Proposigao 4.6 Sendo {u,} a sequéncia Palais-Smale dada por (4.22)), temos:

lim /Qf(m,un)dx:/ﬂf(m,u)dm.

n—-+o0o
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Demonstragao. Pela condigao (f;) existem § > 0 e Cy > 0 tais que
flz,t) < Crexp(Blt]?), teR e ze€. (4.23)
Além disso, pelo Teorema para qualquer K > 0,
/Q exp(K u(z)[")dz < co.

Sendo assim, f(z,u), f(x,u,) € L*(Q) e pelo Teorema (ver Apéndice A), para

cada € > 0 dado, existe 9 > 0 tal que

/f(:c,u)darg % se |A] <4, (4.24)
A

para subconjuntos A C  mensuréveis. Agora, sabendo que u € L(2), pelo Teorema

(ver Apéndice A), podemos encontrar Ms > 0, suficientemente grande, tal que
{z € Q : |u(x)| > M} <. (4.25)

Considerando M := max{Mjy,3C/c}, onde C' > 0 ¢ dado em ({4.18)), podemos escrever

/Qf(ac,un)d:r—/gf(x,u)dx = ‘/HUH>M]f(x,un)dx—i—/HUHKM}f(x,un)dx
—/ f(x,u)dx—/ f(z,u)dx
[Ju|>M)] [lu]<M]

Dessa forma,

<I)+I°+12

/Q F (&, un)d — /Q F(o, u)d

l.— n)dx, 2.= ,u)d
I, /“un>M]f(x,u Ydx, 1 / f(z,u)dx

(lu[>M)]

onde

I3 =

[ st [ e
[[un|<M] [ul<M)

Avaliemos agora cada integral separadamente. Observe que

],lL = / f(z,uy,)dz
[lun|>M]
_ / f(x>un)|un|dx
[[un|>M] ||

1
M\/Qf(xaun)undxv

IN
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donde segue-se do Lema [4.5] que

52/’ fun)lun - C € (4.26)
funjz] Ul M =3
Agora, para I? basta combinar (4.24]) e (4.25)) e assim
2 8
I* = flz,u)de < -. (4.27)
[ul>M] 3

Por fim, para I? defina para cadan € N, g, :  — R dado por

Gn () = f(2,Un) X[jun|<m] — f(T, W)X [luj<rr), T € S

Observe que,

gn(z) =0 qt.p. z€Q,

pois u,(z) = u(z) q.t.p. em xz € Q. Além disso,

0u(2)] < flz,u), se € [|u,| > M];
' a C+ f(x,u), se 1z € [|u,| < M|,

onde C' = sup{f(x,t) : z € Q, |t| < M}. Portanto, pelo Teorema da Convergéncia

Dominada de Lebesgue

ﬁ:V faaz = [ fauds
[lun|<M] [Jul<M]

para n suficientemente grande. De (4.26])-(4.28)),

/Qf(a:,un)d:t:—/gf(:c,u)d:c

para n suficientemente grande, como queriamos demonstrar. Wl

< (4.28)

9
37

<e,

Proposicao 4.7 Sob as mesmas hipdteses da Proposicao [4.6], temos

lim F(aj,un)d:ﬂ:/F(w,u)daj.

n—+400 Q Q

Demonstragao. Usando o mesmo argumento da Proposicao |4.6| podemos mostrar

que em verdade

lim /f(x,un)|un|bdx:/f(x,u)|u|bdx, bel0,1).
Q Q

n—-+00



4.4. SEQUENCIA PALAIS-SMALE 83

Dessa forma, se tomarmos b = 1 — ﬁ, onde M > 1 é dado na condigao (fy), obtemos

também

lim /f(x,un)|un|1_h14dx:/f(x,u)|u|1_h14dx.
Q Q

n—-+00

Lembrando que pela condigao (f)
F(z,up) < Mlug|' 3] f (2, w,)],

segue do Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue Generalizada (ver Teorema

A.10, Apéndice A) que,

lim F(z,u,)dr = / F(z,u)dz. W

n——+o0o Q Q

Lema 4.8 Sejam {u,} C Wy**(Q) eu € Wy **(Q) dados em (4.22)). Para todo e > 0,
existe €. C ) com

|2\ Q] <,
tal que,

Vu Vu
I = / (@g Vi,|) = — & (|Vu —) Vu, — Vu)de — 0,
(@07 gy~ T ) )

quando n — +00, a menos de subsequéncia.

Demonstragao. Observe primeiramente que, pelas Proposigoes e (ver Apén-

dice C), passando a subsequéncia, se necessario, podemos supor que
Oo(|Vuy|) = g, em M(Q), (4.29)

quando n — +oo. Além disso, pela Proposicao [L.16] (¢4), vemos que

Vu,
|V,

¢ limitado em L (€, R?). Usando a reflexividade do espaco (ver Teorema e Lema

wy, = DL (|Vu,l|)

2.1)), podemos supor que existe w € Lg_ (€2, R?) tal que
w, = w em Lg (9).

Agora, para melhor entendimento da demonstragao, seguiremos as seguintes etapas:
1* Etapa (Escolha de (). ): Fixe ¢ > 0. Pela Proposi¢ao[3.8] podemos escolher 7 > 0

tao pequeno tal que, para todo Baog(x) C €, se |Vuy|e, Bya) < T, entao

/ exp(26|uy,|")dz < C. (4.30)
Br(z)
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Além disso, pela Proposicao existe 6 > 0 tal que para cada Q C Q, temos
/ Do(lo])dz < 6 = [v]g, 6 < T (4.31)
O

Agora, defina o conjunto A; = {z € @ : pu(z) > 6}. Desde que |u| () < oo (ver
Definicao |C.1)), vemos que A € finito, isto é,

A5 = {Zi :r;la

pois caso contrario terfamos uma sequéncia {z,} C As e assim,

IR (VE B WEE e

i=1 -
o que é um absurdo. Dessa forma, escolha p > 0 tal que B,(z;) N B,(z;) = &, para

i F ], e

Z |B,(2)| < e.

Vamos definir também
Q =0~ |JB,(z), e U( o () rm)
i=1 1=1

Geometricamente, temos

Veja que,
2N Q| =

U Bp(zi)

Por fim, tome . € C'(Q), com 0 < 9. < 1 em Q, da seguinte forma

<> IB(a)] <<
=1

1,se =z €Q,;
Ye(x) =

0,se = € B..
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2% Etapa (Decompor a integral): Sendo {u, } uma sequéncia de Palais-Smale, dado

v e Wy (Q), temos

Vu,
T () (0)] = ’/Qcp;(wuny)mvvdx—/Qf(x,un)vdx <o |Vole,,  (4.32)

onde €, — 0, quando n — 0. Dessa forma, tomando v = ¥.u,,, temos

[ 890D T e = [ o) ds < 2,90

donde segue, usando a regra da cadeia,

[ avubvualvar < | (—un%(mno Yty Vl/JavL%Uaf(a?,un)un) i
: . V]

ten|V(Yetn)ls., (4.33)

analogamente, tomando agora v = 1. u, temos

Vu,
|Vu,|

Vudr < /Q(UCI)/ (|Vun|)|guzl wa—@baf(a:,un)u) dx

+e,| V()] o, - (4.34)

PRGN

Observe agora que,

€ __ / P’ E —
0 < B [ (OU0T ) gt = T ) (T, = Vs

< [ (007w - VU ) (Vi — Tupide

V|

-/ (@;uwﬂnmnm (V) T,

[Vl

(V) L T +<1>'<|Vu|>|w|¢a>

[V nl

-/ (@;uwnmwnm (V) .V

[Vu n!

. (| V)~ Vun)> iz

(7
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Sendo assim, por e , obtemos
0<I; < / ( un, @, (]Vun|) Vu |Vw5 + wgf(a:,un)un> dr + &, |V (Yeuy)|o,
Q Unp,

/Q <u<1>' (V) ‘guﬁ Vi, wef(x,un)u) dz + 0|V (o1t

/ (wecb/ (|Vu\)|v (V- vw) dz

_ L(@;(|Vun|)|gu:|vw5( )) dm+/ (1/)€CI>’ (|Vu D|V |( —Vzm)) dx
+ /Q e f (@, ) (tn — 1)+ 20|V (et |, + 0]V (010)

= A+ I+ I (4.35)

Analisemos cada [ separadamente.
3% Etapa (Estimativa de I7):
Como ja sabemos {w, } ¢ uma sequéncia limitada em Lg_(€2). Sendo assim, usando a

desigualdade de Hélder (ver Proposicao [1.22)) e (4.22)), temos
n Vu,

] < /

Q

|Vu,|
< 2wnlg, [tn — ule, max [Vip| — 0. (4.36)
€

(| Vun|) o= Vo= (u — uy, )| do

4% Etapa (Estimativa de I}): Tendo em vista que {u,} é limitada em W, (Q)

(ver Lema [4.5)), tem-se
Ou, N ou
Ox; Ox;’
Dessa forma, lembrando que (Lo, (€2))" = Lg,_(€2) (ver Teorema, segue do Teorema

2.6 que,
, ou (Ou, Ou o
/Wp (1Vul)7 <axz 8xz)d L0, =12,

em Lo, (Q), i=1,2

donde segue-se que
/%@' (|Vul) ]V |(Vun Vu)dr — 0. (4.37)
5% Etapa (Estimativa de I} e I?): Usando as Proposi¢oes e obtemos
V(unte)le, = [unVie +9eVunlo,

‘U/nvw5|<pa + ’wavun‘i’a
Komax |V (2)]|Vugle, + max |- (2)[|Vun|e,
e z€Q2

IN A

IA

C,
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para todo n € N. Dessa forma, sabendo que ¢, — 0, quando n — 400, temos
I} + I3 = eIV (e lo, + |V (uthe)]a,) "7 0. (4.38)

6° Etapa (Estimativa de I ): Primeiro, vejamos que existe C' > 0, independe de n,

tal que para n € N, suficientemente grande, temos

/ [z, up)?dx < C.

QN B.

De fato, fixe z € Q ~ A, sendo assim, existe r, > 0 tal que,
(B, (z) N < 4.

Considere a funcéo teste p € C(Q), com 0 < ¢ < 1 em €, tal que

0,se v € QN B, (v);

p) = _
l,se o € B () N
2
Logo, por (IL29),
/ Do (| Vun|) pda ”if"/ pdp = / pdp
R2 R2 Brg ()NQ

Portanto, para n € N, suficientemente grande,

/ B[ Vun|)de < / By (| Vet |)pda < 0,
B R2

T‘Tg; (I)OQ

donde segue-se de (4.31]), que

Vs, 5,, @) < T
2

Agora, combinando (f;) e (4.30)),

/ F(@,up)2dn < / C exp(2B|un[")dz < C. (4.39)
B Q B%z(z)mﬁ

’I‘Tz (x)ﬁQ

Desde que © ~ B. é um conjunto compacto em R?, podemos tomar z1, ..., x, € Q ~ As,
tais que

k
QN B. | JBg(a)),
j=1
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e, assim, aplicando (4.39) a cada Brz (z;), j = 1,..., k, obtemos
/ fz,uy)’dx < C.
QN B¢
Dessa forma, para estimar [}, basta usar Holder e (4.22)) para que
Bl = [ et ) - uids
Q
< [ Ul - ulds
QN B¢

1/2
< </Q\BE ) ) iy, — 11l —> 0. (4.40)

7* Etapa (Finalizagao): Haja vista (4.35)-(4.38) e (4.40), temos

Vu
[Vul

£ / vu’n /
p- (cbauwno &, (V)

Vu ) (Vu, — Vu)de — 0. R

Proposicao 4.9 Nas condicoes do Lema |4.8|, passando a subsequéncia, temos

Vu, — Vu q.t.p. em .

Demonstracao. Defina 3 : R? — R2, dado por

Vz

, e R
M

Bx) = 0,(|Vl)

Pela Proposicao sabemos que # é um operador estritamente monotonico (ver De-

finigao [A.1)). Combinando os Lemas e (veja Apéndice A), podemos concluir,
Vu,(z) — Vu(x), qt.p., x€Q,
o 1
a menos de subsequéncia. Tomando ¢ = —, m € N, e fazendo m — +o00, obtemos que
m

Vu,(z) — Vu(z), qtp, z€Q N

4.5 Solucao do Problema

Verificaremos através do teorema a seguir que a funcao limite u € Wy **(2), da

sequéncia de Palais-Smale {u,} no nivel ¢;, é uma solugao positiva para o problema

de Dirichlet (4.1)).
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Teorema 4.10 Sejam o € [0,1) e Q C R? um dominio limitado com fronteira reqular.
Suponha @, uma fun¢ao de Young satisfazendo (®1) e (P3). Se f: QxR — R € uma

fungao verificando (f1) — (fs), entao o problema

— Ag u= f(z,u) em
u=0 em 0.

possui uma solugdo fraca nao-trivial e nao-negativa. Ademais, se u € C*(), entao
u(z) > 0, para todo x € Q.

Demonstragao. Para mostrar que u : {2 — R é uma solucao fraca, devemos provar

que

/QCID;(]Vu(x)D‘g Ez da:—/f z,u(z))v(z)de =0 Yo e Wy (Q). (4.41)

Para tanto, mostraremos primeiramente que para todo ¢ € C§°(£2),
: Vu(z)
O (Vu(@)) g Ve (@)de — | fa,u(z))p(z)dz = 0. (4.42)

Afirmacgao 1: Temos,

& (Vi) 2 (V) 2 em Ly (UR),

|V nl |Vl

quando n — +00.

De fato, assim como fizemos na demonstracao do Lema 4.8, se tomarmos a sequéncia

existe w € Lg_(Q2,R?), tal que
w, =~ w em Lg (Q,R?).

Além disso, ja sabemos pela Proposicao [4.9 que Vu, — Vu q.t.p. em €, a menos de

subsequéncia, donde segue da continuidade de @/, que

! (|[Vu n|) — P (|Vu|) q.t.p. em €.

[V n! \V |

Dessa forma, pelo Teorema de Brezis-Lieb (ver Teorema |1.24]), temos

L (!Vun\) & (|Vu !) em L, (Q,R?),

[V n! !V |
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quando n — 400, mostrando assim a Afirmacao 1.

Da Afirmacao 1, dado ¢ € C§°(Q2), segue que

/ &, (| V) 2 Vi — / &, (|Vul) 2L V. (4.43)
[Vu n! [Vl
Agora, pela Proposicao e sendo ¢ limitado em (2, temos
/ [z, up)vde — / f(z,u)pdx, para n — +oo. (4.44)
Q Q
Destes fatos, uma vez que
on(1) = J'(un) (1)) = /CID' (]Vun\)|v ’Vz/de /f T, up )de,
e passando ao limite de n — 400, temos de (4.43)) e (4.44)
/<I>' (|IVu |)|V V@/)dx—/f zyu)pdr =0, Vi € C3°(9), (4.45)

mostrando ([£.42). Agora vamos usar a densidade de C5°(Q) em W, (Q) (ver Definicio
1.28) para mostrar ([£.41]). De fato, dado v € Wy'**(Q), existe {13} C C3°(Q) tal que

Y — v, em Wy (Q).

Desta forma,

/Qf(x,u)vdx—/gf($,u)7/fkdx

< / e, w)o — f(z, u)dlde
- / () (v — )
Q

/Q IC exp(Blul")| [v — ldz

Holder
< |Cexp(2B[ul”)]2 [v — xl2
< C|V(U — ¢k>|<1>a — 0, (446)

quando k — +oo. Por fim, como ¢, — v em Wy **(2), usando novamente a reflexivi-

dade do espago Lg_(Q2), podemos ver que

8% R ov

cm Lq)a (Q),
donde segue da dualidade dos espagos Lg, (€2) e Lg_(©2), que

/<I>’(IV |)IV (Vo= Ve — 0. (4.47)
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quando k — +o0. De (4.45))-(4.47), podemos concluir

/Q @, (|Vu(z))) ;Z&W(@m - /Q Fla,u(@))v(@)de =0, Vo€ Wy™ (),

mostrando que u é uma solugao fraca do problema (4.1J).
Verificaremos agora que esta solugao é nao-trivial. Para tanto, suponha por

absurdo que u = 0. Dai, segue da Proposi¢ao [£.7 que

¢ = lim J(u) = lim ( /Q B (| Vi |)dar — /Q F(x,un)dx)

n—-+00 n—-+00
= lim O, (|Vuy,|)dz, (4.48)
n—+00 Jo

pois F(z,0) = 0, para todo = € Q2. Agora usando o Corolario val existir ¢ > cj e

no € N, tais que

2
Bl/291/v,,1/2
/ D, (|Vuy|)dr < c < (ﬁl—Mwl . Vn > ng.
Q

Sendo assim, usando a condigao (f1) e o Teorema [3.7] obtemos
/ flz,up)upde < C’/ exp(Bluy|” )undx
Q Q

Holder 1/q
e ( / exp<qﬁ|un|7>dx) il
Q

< C’|un|q/ — 0,

quando n — 400 (aqui estamos usando o fato de u,, — 0 em L9 (), onde ¢ > 1 ¢é o

expoente dado pelo Teorema [3.7)). Neste caso, passando ao limite de n — 400 em

on(l):J'(un)(un):/§2®;(|Vun|)|Vun|d$—l—/Qf(x,un)undL

temos,

ma/@a(yvun\)dxg/q>;(|wny)\vun|dx—>o,
Q Q

quando n — +00 e, portanto,
/ o, (|Vuy|)dr — 0, quando n — +oo.
Q

Segue de (4.48) que c; = 0, contradizendo o fato de ¢; > 0 (ver Corolario . Logo,

u € solugao nao-trivial.



4.5. SOLUCAO DO PROBLEMA 92

Vamos agora provar que esta solucao é nao-negativa. Considere u~ a parte nega-

tiva de u (veja Notagoes). Sendo assim,

Vu

0= JWu) — /Q@;(yvunmvudx—/gf(x,u)(u)dx

_ /cp;(|w|)|vu—|dx
Q

@2
= ma/é[)a(\VuDdx.
Q

Segue da Proposigao [2.4] que

mado(|Vu~le,) <0,

logo, u~ = 0, e consequentemente,

Por fim, supondo que u € C*(Q), verificaremos que u é estritamente positiva em

2. Para tanto, sendo u solugdo nao-negativa do problema (4.1)), segue da condigao (f;)

que

—div <(I>'(|Vu|)|g—z|) > 0.

Deste modo, usando o Teorema [2.14] concluimos que © > 0 em 2. H



Apéndice A
Resultados Gerais

Definicao A.1 Sejam X um espaco de Banach e T : X — X um operador. Dizemos
que T" € estritamente monotonico se

(T(Jz))z = T(ly))y,z —y) >0, x#y.

Lema A.2 (Ver [1]) Sejam N wm mimero inteiro, maior que 1, B : RN — RN um

operador estritamente monotonico e (v,) C RN wuma sequéncia verificando
(B(vn) — B®))(vn —v) =570, em R

para algum v € RN. Entao,

n—+00
vy —" v, emRY.

Lema A.3 (Ver [29]) Seja (X, || -||) um espago normado e I : X — R um funcional
verificando,
Ol (u)
()
OI(u)
()

(ii1) Se u, — u em X, entao

(1)

: X — R emiste para todo u € X;

(i)

€ X' para todo u € X;

Entao, I € C*(X,R) com
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Lema A.4 Definindo o funcional

I(u) = / F(z,u)dr, ue W, (Q),
Q
t
onde F(z,t) :/ f(x,s)ds, entio I € CH(Wy*(Q),R) e
0

I'(u)(v) = /Qf(:v,u)vdx u,v € Wy (Q).

Demonstragdo. Para mostrarmos esse resultado, usaremos o Lema[A.3] Inicialmente

) . S 1,0
comecemos mostrando que I ¢ Gateaux diferenciavel em Wy " (Q2).Podemos ver que

pontualmente
lim F(m,u(:v)—i—tv(f)) —F(x,u(w))‘  Hou@)@), e
Assim, definindo
) = Pl 1) = Fau@) o

t
segue do Teorema do Valor Médio que para cada x € Q, exite 6; € (0, 1) tal que

F(z,u+tv) — F(x,u)
t

= |flzu+ 0w |v]

(f1)
< Cexp(Bllul + [v]]")|v]

< Clexp(B27[u]") + exp(B27[v]7))[v].

Pela Proposi¢ao sabemos que v € L?(Q), dessa forma aplicando a Desigualdade de
Holder e usando o Teorema 3.6, vemos que h; é dominada por uma fungao integravel.

Portanto, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue,

ol () = lim/Q F(z,u(z) + tv) — F(z, u(x))dx _ /Qf(x,u)vdx.

% t—0 t

Mostremos agora a continuidade de
ol 5
a() : 017(1)(1( ) " 0_17':1)&(&)).

Para isto, assuma que

Uy — u € Wy ().

Pela Proposicao [2.10, passando a uma subsequéncia se necessério, podemos supor que
U, — u q.t.p. em Q e tomar h € Wy **(Q) tal que |u,(2)] < h(z) q.t.p. em Qen e N.

Veja que pelo Teorema [3.6]
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(f1)
/ o u)Pde < C / exp(26)un|)dz
Q Q

< C/exp(25|h[7)dx< 0.
Q

A limitagao em L*(Q) e a convergéncia pontual q.t.p. implica pelo Teorema da Con-

vergéncia Dominada de Lebesgue que,
f(z,up) — f(z,u) em L*(Q).
Agora, lembremos que

Jacy- a0

()
Sendo assim, sabendo que W, ** () < L?(Q) continuamente, temos pela desigualdade

de Holder,

O oI

() ey (n) = 50710

= Ssup
* [Volg, <1

' ol ol )

%(Un) - %(

/Q(f(ﬂ%un) — f(z,u))vdx
|f(z,un) — fz,u)]2 ]2
< Olf(,un) = flz,u)ly [Vule,. (A.1)

IN

Dessa forma,
ol ol
|55 = 550
quando n — +o00. Por fim, segue da linearidade da integral, que
ol
a()
é linear e continuo em W, **(2). Portanto, segue do Lema que , IeC' (W, " (Q),R),

< Clf (2, un) = fz,u)la — 0,

*

() : Wg™(Q) — Wy (@)

I’(u)(v)—/ﬂf(:c,u)vdx w,v e Wy (Q). |

Definicao A.5 Sendo X um espago de Banach e I : X — R um funcional de classe
CH(X,R). Diremos que {x,} C X ¢ uma sequéncia de Palais-Smale no nivel ¢ € R,

denotada por (PS)., quando
I(z,) = ¢ I'(z,) —0.

Definicao A.6 Diremos que I verifica a condi¢cao de Palais-Smale, ou simplesmente
a condi¢ao (PS), quando toda sequéncia (PS). para ¢ € R, admite uma subsequéncia

que converge forte em X.
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Teorema A.7 (Teorema do Passo da Montanha de Ambrosetti-Rabinowitz)

Seja X um espago de Banach e J € CY(X,R) verificando as sequintes condigoes:
(i) Existem r,p > 0 tais que

J(u) Zr>J0), |lul| = p.

(ii) Eriste e € X\B,(0) tal que
J(e) <r.

Entao, J possui uma sequéncia de Palais-Smale no nivel ¢ caracterizado por

= inf J(v(t)) >
¢ = Inf max (v(t)) >,

onde I' := {y € C([0,1}; X) / v(0) = 0 e v(1) = e}, isto é, existe uma sequéncia
(un) C X tal que

J(u,) —c¢ e J(u,) —0 em X'
Ademais, se J satisfaz a condi¢ao de Palais-Smale no nivel ¢, entao J possui um ponto

critico ug tal que J(ug) = c.

Demonstragao. Ver [3]. W

Teorema A.8 (Teorema de Rademacher) (Ver [11l/, Teorema 3.2) Sejam N, M
niimeros inteiros positivos e f : RY — RM uma funcdo localmente Lipschitz continuo.

Entao, f ¢ diferencidvel q.t.p. em RY.

Lema A.9 Suponha que Bgr(zo) C . Definimos wi(x) = gr(|x — x0|), para cada
k € N, onde

(

0, y € [R, 00

2 28 10gB(2)k7 P log b\ 7 R ]

—— 2 1 , e |-, R

< RYT ) 2B\ k o PR

g(y) = 92Bp+ B log k\ 7 7
(0 () T
21/731/2w1/2 y k 2

1 1
kA log k\ e

Entao, para todo 0y > 1, existe kg € N tal que

/<I>(¢9|Vwk|) <o
Q

para todo k > ko e 0 € [0, 6p].
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Demonstragao. Ver Lema 4.3 em [6]. W

Teorema A.10 (Teorema da Convergéncia Dominada Generalizada) Sejam {u,},
{v.} sequéncias de fungoes mensurdveis em 0 C RY tais que |u,| < v, para todon € N.

Sejam u e v fungoes mensurdveis em ) tais que

U, > U e v, —>v qtp em¢d.

n—-+0o

Se lim vndx—/'udx, entao,
Q Q

lim udr = | udz.
n—-+4o0o Q Q

Demonstragao. Ver [24], capitulo 4, Teorema 19. W

Teorema A.11 Seja f € LP(Q2), 1 < p < 0co. Dado € > 0, existe § > 0 tal que
1/p
([1rra) " <e
E
sempre que |E| <6, onde E C Q € um subconjunto mensurdvel.

Demonstracao. Ver [4], pagina 64. W
Teorema A.12 Sejam f € LP(2) e E, ={x € Q : |f(z)| > n}, entdo

|E,| "= 0.

Demonstragao. Ver [4], pagina 62. W



Apéndice B
Simetrizacao de Schwarz

Neste apéndice, vamos fazer um breve estudo da Simetrizacao de Schwarz, em-

basados pelas referéncias [I§] e [19].

Definicao B.1 Sejam Ay, Ay, As, ..., A, borelianos de RY, dois a dois disjuntos e de

medida finita, e 0 < a, < a,_1 < ... < as < a; numeros reais. Se f € uma func¢do do

f - Z ;X Ay
=1

entdo, definimos o rearranjo de f por,

tipo escada, da forma,

n

f* = Z A; X[R;_1<|z|<R;]

=1

onde Ry =0 e R,_1 < R; sao dados pela sequinte relagao,

[Rio1 < |z| < R]| = |Ail.

Podemos observar que da definicao de rearranjo, a partir de uma funcao f do

tipo escada, encontramos uma outra funcao f* de modo que seja:
(i) Simétrica com relagao a origem;
(ii) Decrescente a medida que os raios R; crescern;

(iii) A integral a Lebesgue de f* em RY ¢ igual a integral a Lebesgue de f, isto é,

/]RN [ (z)dx = . f(z)dz.
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Observe que esta definicao se reduz apenas as funcoes do tipo escada. Contudo, pode-
mos estender essa nociao para fungoes mensuraveis em LP(RY) pelo seguinte teorema:

Teorema B.2 Sejam 1 < p < +oo e f € LP(RY) uma funcio positiva. Eziste uma
inica f* € LP(RYN) tal que f*> 0 e para todo o > 0,

[f = o]l = [[f" = ol

A funcao f* € radialmente decrescente e é chamada de Sitmetrizacao de Schwarz
da fungao f. Ademais, para toda fungao continua e crescente G : Ry — Ry, tal que
G(0) =0, temos

[, curtaniz = [ ctr @

RN

Demonstragao. Ver [1§]. W

Proposicao B.3 Sejam G : R — R uma func¢io continua e u : @ — R uma fungao

mensurdvel, com simetrizag¢io u*, tal que G(u) € L'(Q), entdo

/Q Glu(x))de = | Glur(2))da,

O*

onde ¥ € uma bola tal que || = |Q].

Demonstragao. Ver [19]. B
Os proximos teoremas sao generalizagoes do principio de Polya-Szego para fungoes

de Young para dominios limitados e ilimitados

Teorema B.4 Sejam Q um conjunto aberto limitado, R > 0 tal que |Bg(0)] = || e
®(t) uma fungio de Young. Suponha que a fungio f : Q — R € Lipschitz continuo,
RV f)|lL < o0 e f e Wy P(Q). Entio, f* € localmente continuo e

Q

[ avr@his < [ @95
Br(0)
Demonstragao. Ver [17). R

Teorema B.5 Sejam ®(t) uma fungdo de Young e u : RY — R uma fungdo Lipschitz

continua com decaimento para zero no infinito, isto €,
[[u > t]] < +o0,

para todo t > 0. Entao,

/RN cp(\vu*(x)y)dxg/ (|Vu(z)|)de.

RN

Demonstragao. Ver [20]. W



Apéndice C

Medidas de Radon

Neste Apéndice, iremos fazer uma rapida revisao das Medidas de Radon e de
algumas propriedades importantes que utilizamos no Capitulo 4. Para mais detalhes
veja [, [12] e [29)].

Definigao C.1 Sendo p uma medida e f € L(Q,u), definimos a variagao total da

medida p como sendo,
l(E) = [ |fldn
E

para conjuntos mensurdveis E C 2.
Definigao C.2 Seja Q C R? um aberto e defina

K(Q):={ueC(Q) : suppué um subconjunto compacto de§2},

BC(Q) := {u € C() : ||Jul]loo =supu(x)| < oo} :

€N
Definimos o conjunto Cy(S2) como sendo o fecho de K () com respeito a norma infinita,
15to €,
Co() = K@),
Denotamos por M () (respectivamente, M™(Q2)) como sendo o espago das medi-
das finitas (respectivamente, medidas finitas positivas), o qual chamaremos de espago
das Medidas de Radon. O espago das Medidas de Radon estd munido da seguinte

norma,

|| zsup{‘/udu’ cu € Co(Q)el|ul|e = 1}_
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O proximo resultado é uma versao do Teorema da Representacao de Riesz para medidas

de Radon.

Teorema C.3 (Representacao de Riesz) Se [ é um funcional linear positivo de
Co(Q), isto €, I(f) > 0 sempre que f > 0, entdo eziste uma unica medida de Radon p
tal que

1) = [ fdu.  vfeCuo)
Demonstragao. Ver [12], Proposi¢ao 7.2. B
Teorema C.4 O dual topoldgico de Cy(2) é M(Q), isto €, Co(Q)T = M(Q).
Demonstragao. Ver [12]. W
Considerando T o isomorfismo entre Cy(Q2)™ e M(Q), pelo Teorema [C.4] obser-

vamos que, podemos identificar a sequéncia {u} de medidas de Radon, pela sequéncia

{T'pr}. Dessa forma, dizemos que
MU — f, em M(Q>7

na topologia fraca-x, se

Tux — Tu, em Co(Q)T,

na topologia fraca-x. Equivalentemente, diremos que pp — p em M(Q2) na topologia

fraca-*, quando:

/MMﬁ/ﬁm v € Co().
Q Q

Proposicao C.5 Toda sequéncia limitada de medidas de Radon, possui subsequéncia

convergente na topologia fraca-x.

Demonstragao. Ver [29]. R
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