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Resumo

Dissertamos sobre as algebras graduadas simples de dimensao finita sobre um
corpo algebricamente fechado e as classificamos de acordo com suas identidades polino-
miais. Em outras palavras, mostraremos que duas algebras graduadas nestas condigoes
sao isomorfas se, e somente se, satisfazem as mesmas identidades polinomiais. Traze-
mos o contetido que lhe é necessario, que sao as noc¢oes basicas de dlgebras graduadas
e de identidades polinomiais, uma demonstracao do Teorema de Amitsur-Levitski e

ainda uma do Teorema de Wedderburn-Artin.



Abstract

We have discussed the finite-dimensional graded simples algebras over an alge-
braically closed field and classify them according to their polynomial identities. In other
words, we will show that two graded algebras under these conditions are isomorphic if
and only if they satisfy the same polynomial identities. We bring out the content that
is needed, which are the basics of graded algebras and polynomial identities, a demons-

tration of Amitsur-Levitski’s Theorem and still one of Wedderburn-Artin’s Theorem.
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Introducao

A area de algebra, na Matematica, é a disciplina cujos objetos de estudo sao as
estruturas algébricas, que sao conjuntos nos quais se pode observar alguma relacao
entre seus elementos. Num primeiro curso de algebra, muitas vezes chamado, nao
por acaso, de "estruturas algébricas", o aluno é apresentado ao mundo das estruturas
mais simples, os Monéides e os Grupos, e, a partir destes, também se estudam os
anéis. Naturalmente, apenas algumas propriedades mais basicas destas estruturas sao
apresentadas no primeiro contato, o suficiente para indicar a vastidao do que ja se
conhece e também para se ter um vislumbre da gigante floresta que ainda ha para se
explorar na pesquisa cientifica destes objetos matemaéticos.

A medida em que as propriedades das estruturas algébricas se tornam conheci-
das, elas passam a incorporar o leque das ferramentas matemaéticas e, a partir dai,
ficam disponiveis também para outras areas e ciéncias. Neste sentido, pode-se dizer
que um pesquisador de algebra ¢ um fabricante de ferramentas para as ciéncias exatas.
Um exemplo célebre de estrutura cujas propriedades sao amplamente difundidas é a de
espaco vetorial, cujo estudo é fundamental para a maior parte das ciéncias exatas, ferra-
menta basica para qualquer pesquisador de Matematica, Fisica, Quimica, Engenharias,
Ciéncias da Computacao, entre outras.

Uma &lgebra é um espago vetorial onde, além da soma e produto por escalares
naturais do espaco, observa-se ainda um produto entre os vetores. Uma algebra gradu-
ada, no nosso caso algebra graduada por um grupo, é uma decomposi¢ao em subespacos
vetoriais indexados pelos elementos do grupo, que ocorre na forma de uma soma direta
dos subespacos. Assim como existem subespacos, também observamos subalgebras.

Se um subespaco da dlgebra tem a propriedade absorvente para a multiplicacao entre
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vetores, entao a chamamos de ideal, analogo aos ideais de anéis. Ora, se uma algebra
graduada nao possui ideais graduados nao triviais, dizemos que ela é simples. A per-
gunta (e resposta) que nos traz o artigo [13] ¢ sobre a classificacao de todas as algebras
graduadas simples possiveis de acordo com suas identidades polinomiais.

Na verdade, é conhecido o resultado chamado de Teorema de Wedderburn-Artin
que classifica anéis semissimples a esquerda (que demonstraremos no Apéndice) e,
particularmente, classifica anéis simples que contém um ideal & esquerda minimal.
Tais resultados sao uma motivacao para a nossa referéncia principal.

Entretanto, nada disso seria possivel sem o desenvolvimento histérico do estudo
das algebras com identidades polinomiais. Dada uma algebra e um polindmio nao
nulo, se para qualquer avaliagcao por elementos da algebra o polinomio zera, entao o
chamamos de identidade polinomial e dizemos que tal dlgebra é uma PI-algebra. Esta
sigla PI vem do inglés polinomial identities e, nada mais significa, do que algebra
com identidades polinomiais. Podemos apreender de maneira mais clara a utilidade
de estudar identidades polinomiais para algebras considerando, por exemplo, que uma
algebra é comutativa se, e somente se, satisfaz o polinomio f(z,y) = zy — yx. Assim,
torna-se claro que as identidades podem trazer a tona informacoes valiosas da algebra
em questao.

Podemos colocar um marco zero na histéria das identidades polinomiais em 1948,
quando o canadense Irving Kaplansky publicou seu artigo [12] classificando um con-
junto especial, as Pl-algebras primitivas. Mas o artigo que fertilizou nossa referén-
cia principal foi publicado em 1950 pelos matematicos israelenses Shimshon Avraham
Amitsur e Yaakov Levitsky, que provaram que a algebra das matrizes n X n satisfaz a
identidade standard de grau 2n. Todas as classificacoes que citamos utilizam direta ou
indiretamente algebras de matrizes e dai percebe-se a importancia deste resultado.

Nesta dissertagdo tomamos como base o artigo [13], publicado em 2010, Identities
and isomorphisms of graded simple algebras, ou, numa traducao livre, Identidades e
isomorfismos de algebras graduadas simples, do biilgaro Plamen Koshlukov em parceria
com o russo Mikhail Zaicev, o qual apresenta uma classificagao das algebras graduadas
simples utilizando resultados provenientes do estudo das identidades polinomiais. O
nosso objetivo é expor a classificagao para algebras graduadas simples a partir de suas

identidades polinomiais e trazer os resultados que sao necessarios para o entendimento
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dele e de sua demonstracao. Também trazemos um topico que nao ¢ necessario para o
entendimento do artigo, mas que pode ser relevante para auxiliar o entendimento do
leitor, ja que se trata de um caso particular e historicamente anterior, que é o Teorema
de Wedderburn-Artin.

O texto foi dividido em trés partes, que sao os prolegémenos, o primeiro capitulo,
que trata de todos os assuntos subjacentes ao nosso objetivo principal, o segundo com
o cumprimento deste objetivo e, por fim, o apéndice, que traz uma motivacao natural
para o artigo que tomamos como referéncia principal.

Recomendamos para uma leitura proveitosa desta dissertacao conhecimentos béa-
sicos de grupos, anéis e espagos vetoriais. Caso se faca necessario, recomendamos [10]

para os primeiros e o premiado [15] para os espagos vetoriais.



Capitulo 1

Prolegbomenos

Buscamos na composigao e organizagao desta dissertacao um equilibrio entre o
volume, quantidade de texto e autossuficiéncia de conteiddos, de modo que um aluno
de nivel superior de matematica, proximo ao final de seu curso, encontre neste capitulo
a maior parte do que é necessario para o estudo que faremos das Algebras Graduadas
Simples. Algumas se¢oes sao, porém, introducgdes de assuntos mais gerais, como as
permutacoes e os produtos tensoriais, mas que sao necessarios para as construcoes

mais avancadas que utilizamos no decorrer do texto.

1.1 Grupos e Anéis

Definiremos e elencaremos algumas propriedades que nos serao tteis das estrutu-

ras algébricas mais simples.

Definicao 1.1 Seja G um conjunto nao vazio juntamente com uma operacao bindria
+: G x G — G. Dizemos que (G,+), ou, simplesmente, G é um grupo se a opera¢do
+ for associativa, existir elemento neutro e todo elemento possuir oposto. Em outras

palavras,
Z) (91 + 92) +93=0g1+ (92 + 93): para quaisquer gi, gz, g3 € G;
i) Eriste um elemento e € G tal que g+ e = g = e + g, para qualquer g € G;

i4i) Para cada g € G existe —g € G tal que g+ (—g) = (—g) + g = e.
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Se um grupo for comutativo, ou seja, se, dados g,h € G vale g+ h = h + g entao

dizemos que o grupo ¢ abeliano.

Exemplo 1.2

i) O conjunto dos nimeros inteiros Z. com a operacao de adicao € um grupo abeliano.

ii) O conjunto das matrizes Ms(R) nao é um grupo, se considerada a multiplica¢ao

usual de matrizes, pois a matriz Ei1, por exemplo, nao possui inverso. No en-
tanto, o seu subconjunto GLy(R) = {A € My(R) | det(A) # 0} munido com a

multiplicacao usual de matrizes é um grupo nao abeliano. FEremplos de matrizes

0 1 11
de GLy(R) que ndo comutam sao e :
10 01

Podemos definir o que significa ng paran € Ze g€ G. Sen =1, ng :== g. Se

n > 1entdo ng := g+ g+ ---+ g e, por outro lado, se n < 1, entdo ng := —n(—g).

n parcelas
Se um grupo G for finito, chamamos o ntimero de elementos de ordem do grupo.

Dizemos que um grupo G é ciclico quando ele é gerado por apenas um elemento, ou
seja, quando existe g € G tal que para qualquer h € G, existe n € Z com h = ng. Neste
caso escrevemos G = (g). Assim, trazemos uma classificagdo para os grupos abelianos
finitos em termos de decomposi¢ao em grupos ciclicos. Esse fato segue do Teorema
Fundamental dos Grupos Abelianos Finitamente Gerados, que pode ser encontrado,
por exemplo, como Teorema 11.12 da referéncia [10].

Devemos também recordar que dados G, H grupos, o produto direto G x H é o
conjunto cujos elementos sao pares ordenados (g, h) tais que g € G,h € H e que esse
conjunto munido da operacao (g1, h1) + (92, ho) := (g1 + g2, h1 + ho) é um grupo.
Teorema 1.3 Todo grupo abeliano finito € isomorfo a um produto direto de grupos

ciclicos, e as ordens de cada um destes grupos € uma poténcia de um numero primo.

Além disso, a menos da posicio dos fatores, esta decomposicao € unica.

Utilizamos, até este ponto, a notacao aditiva para os grupos para os utilizar na
definicao dos anéis. Porém, no decorrer do texto preferimos, como é mais comum na
literatura, o uso da notacao multiplicativa. Em vez de g + h, escrevemos gh e, em vez
de ng, com n € Z, escrevemos ¢", para g,h € G.

Definigao 1.4 Dado (A,+) um grupo abeliano onde existe uma operacdo bindria

- AXx A — A, chamamos (A,+,-), ou simplesmente A, de anel se para todos

a,ay,as, a3 € A valem as propriedades:
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i) (a1 - ag) - as = ay - (ay - as);
i) a- (a4 az) = (a-ay) + (a-ap);
i) (a1 +az)-a = (ar-a)+ (az - a).

7 7

Geralmente, por simplicidade, omitimos e escrevemos ab em vez de a - b.

Dizemos ainda que A é um anel unitario se existe 14 € A tal que aly = a = 1a,
para todo a € A, que A é comutativo se ab = ba, para todos a,b € A e que A é um
anel com divisao se todo elemento diferente do neutro da adicao (também denotado
por 04 e chamado de zero) possui inverso multiplicativo. Em outras palavras, dado

a € A\ {04}, existe a™* € A tal que aa™' =14 = a la.

Exemplo 1.5 Um exemplo de anel comutativo e com unidade é o conjunto Z. dos
numeros inteiros munido de sua adicao e multiplicacao usuais. Um exemplo de anel
comutativo com unidade e com divisao € o conjunto Q dos nimeros racionais também
munido de suas operacoes usuais de adicdao e multiplicacao. Por fim, um exemplo de
anel com unidade mas nao comutativo é o conjunto M,(R) das matrizes n X n com
entradas reais com as operacoes de adicao e multiplicacao de matrizes, onde n > 2. De
fato, tal anel nao € comutativo, pois E11E1y = FErg # 0 = E9Fy;, onde E;; representa

a matriz elementar que tem 1 na entrada 1) e 0 nas demais, para quaisquer i,) €

{1,...,n}.

Se F é um anel comutativo e com divisao, entao dizemos que F é um corpo.

Escolhemos esta notacao por remeter & palavra em inglés para corpo, field.

Definigao 1.6 Seja A um anel. Dizemos que A tem caracteristica positiva se eriste

n € N tal que na = 0, para qualquer a € A. Definimos a caracteristica de A pondo
char(A) := min{n € N | na = 0,Va € A}.

Caso contrdrio, ou seja, se nao existe tal n, entdao dizemos que A tem caracteristica

zero, e denotamos char(A) =0

Exemplo 1.7 O corpo Zs = {0,1}, tal que 1 +1 =0, 0 € o neutro da adi¢io e 1 ¢é
o neutro da multiplicacao € um exemplo de corpo cuja caracteristica € positiva, com
char(Zs) = 2.

Ezxemplos de corpos com caracteristica zero sao R,Q e C.

Definicao 1.8 Dados G um grupo e A um anel, dizemos que A é um anel G-graduado
quando A = @yeq Ay, onde para cada g € G, Ay € um subgrupo do grupo aditivo de A
e, para todos g,h € G, temos AjAy C Ag.
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Exemplo 1.9 Considere o anel A = Flxy,z9,..., x| dos polindmios nas varidveis
T1,...,Tk € 0 grupo Z. A € um anel Z-graduado, pois podemos escrever A = @22 | A,
onde, para cada n € N, A, € o conjunto dos polindmios tais que 0s seus mondmios

possuem o mesmo nimero n de varidveis (contando também as poténcias), e paran < 0

A, =0.

1.1.1 Permutacoes

Uma permutacao é uma bijecao de um conjunto em si mesmo e é um exemplo célebre
de grupo, cuja importancia é ressaltada pelo conhecido Teorema de Cayley [10]. No
nosso caso, definiremos apenas permutagoes em conjuntos finitos e, na verdade, apenas
em subconjuntos de nimeros naturais, visto que dado um conjunto U com n elementos,
existe uma bijecao entre U e o subconjunto dos nimeros naturais I,, = {1,2,--- ,n},
para algum n € N. No nosso caso nao fara diferenca se utilizamos U ou I,, e, portanto,

utilizaremos I,,.

Definicao 1.10 Uma permutacao em I, é uma fun¢ao bijetora de I, em I,,. Denota-

mos o conjunto destas permutacgoes por S,. A identidade serd denotada por Id,.

A notacao para as permutacdes que utilizaremos posteriormente considera se
determinada permutacao fixa um elemento ou outro. Por exemplo, a permutacao Id,

fixa todos os elementos. Por outro lado, a permutacao

1 234567
1 354276

fixa apenas 1 e 4. Os nameros fixados nao aparecerao na notagao, mas perceba que
0(2) =3,0(3) =5¢ 0(5) = 2. Chamamos o conjunto destes trés elementos de orbita e
a denotamos (2 3 5). Poderia também ser (3 5 2) ou (5 2 3), importando apenas que
0 nlimero sucessor seja imagem do anterior pela permutacao. Ainda na permutacao
o ha a orbita (6 7). Uma oOrbita com apenas dois elementos, como (6 7), é também
chamada de 2-ciclo, ou de transposicao. As informacoes sobre esta permutacao podem
ser sumarizadas: o fixa os elementos 1,4 e possui duas 6rbitas disjuntas (2 3 5) e (6 7).
Uma maneira adequada para denotar o é (2 3 5)(6 7).

Esta maneira de descrever uma permutacao ¢ adequada pois duas oOrbitas sao

disjuntas ou iguais. De fato, sejam (i1 i3 -+ i,) € (j1 j2 -+ Jm) duas orbitas distintas
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de uma permutacao 7. Suponhamos que existem i,, j, com i, = j,. Por um comentéario
anterior, podemos supor, sem perda de generalidade, que r = 1 = s e, assim, i; = Jj.
Ora, sabemos que iy = 7(iy) = 7(j1) = Jjo e, analogamente, i, = j,, para todo r.
Se n < m, entdo j; = i1 = T(in) = 7(Jn) = Jne1, um absurdo, pois ndo repetimos
elementos na notacao. Segue que n = m. Portanto, as duas orbitas sao representadas
com os mesmos elementos nas mesmas posicoes, de onde segue que elas sao, na verdade,
iguais. Contrapositivamente, se duas orbitas sao distintas, entao elas sao disjuntas.
Mais ainda, lembrando da operacao de composicao de fungoes, podemos denotar
(17 49 -+ ip) 0 (J1 j2 -+ Jm) simplesmente por (iy 42 «-- i,)(J1 j2 **+ Jjm). Ndo é
dificil ver que (i1 49 i3 -+ i) = (41 @) - - - (41 13) (i1 92), e portanto podemos modificar
nossa notacdo de o escrevendo (2 5)(2 3)(6 7), mostrando que toda permutagao pode
ser escrita como produto de transposicoes. Um fato basico da teoria de permutacoes é
que a paridade do ntimero destas transposicoes é tnico para cada permutacao, o que

nos permite enunciar a definicao que se segue.

Definicao 1.11 Dizemos que uma permutacao o € S, € par se puder ser escrita como
produto de um nimero par de transposi¢oes. Neste caso, denotamos (—1)7 := 1. Caso

contrdrio dizemos que o € impar e escrevemos (—1)7 := —1.

Exemplo 1.12 A permutacao identidade é par, para qualquer n. A permutacdo
(25)(23)(67) € impar.

E possivel mostrar que o conjunto das permutacdes com a operacao de composi-
¢ao é um grupo e possui importantes propriedades. Uma delas é que o conjunto das
permutacoes pares é de igual nimero ao das permutacoes impares. De fato, fixados
1t < j € I, a funcao f cujo dominio é conjunto das permutacoes pares definida por
f(o) = (i j)o é uma bijecdo entre as permutagbes pares e as impares. Como no nosso
caso o conjunto das permutacoes pares ¢é finito, segue que eles tém o mesmo nimero

de elementos.

1.2 Algebras

Os objetos mais importantes desta dissertacao sao as algebras e, em especial,
as algebras graduadas por um grupo. Deste modo, trazemos nesta secao algumas

definicoes, propriedades e exemplos desta teoria que julgamos imprescindiveis para o
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estudo a que nos destinamos. Levamos em consideracao que o conhecimento, ainda
que superficial, dos espacos vetoriais é um pré-requisito ao nosso publico alvo, ja que
as algebras sao casos particulares daquelas estruturas.

Definicao 1.13 Seja F um corpo. Dizemos que um F-espaco vetorial A com uma

operacao bindria x : A x A — A, chamada multiplicacao, é uma F-dlgebra, ou simples-

mente, dlgebra, se para quaisquer a,b,c € A e a € F valem:
i) (a+b)xc=axc+bxc
i) ax(b+c)=axb+ax*c;
iii) alaxb) = (aa) *b=ax (ab).

Exemplo 1.14 O conhecido espaco vetorial R? dos vetores tridimensionais é uma dl-
gebra se considerarmos o produto vetorial. Dado F um corpo, o conjunto das matrizes
M, (F) com a soma, multiplicacdo por escalar e multiplica¢io de matrizes usuais é uma

F-dlgebra.

Dado um subconjunto 5 C A, dizemos que [ é uma base para a dlgebra A se é uma
base para o espaco vetorial A e a dimensao da algebra A é a dimensao do espago A. No
exemplo anterior, uma base para a algebra R? é a canoénica {(1,0,0), (0,1,0),(0,0,1)}
e para o conjunto das matrizes M, (F), temos a base formada pelas ji mencionadas

matrizes elementares
{E11,...,E1n, Eo1y ooy Eopy ooy Enty oo B b
Dizemos que uma algebra A é:
i) Associativa, se (ab)c = a(bc), para quaisquer a, b, c € A;
ii) Unitéria, se existe um elemento 14 € A tal que 1404 = a = al4, para todo a € A;
iii) Comutativa, se ab = ba, para todos a,b € A.

iv) De divisdo (ou com divisdo), se A é unitaria e, para todo a € A\ {0}, existe

1 1

ateAtal que aa™! =1, = ala.

Definicao 1.15 Dado S C A um subespago vetorial, dizemos que S € uma subdlgebra
de A se para quaisquer a,b € S, temos ab € S. Se A for unitdria acrescentamos a
condicao 14 € S para que S seja subdlgebra. Dado I C A um subespaco vetorial, cha-
mamos I de ideal de A se dadosr € I ea € A, temos ar € I era € I. Analogamente,

podemos definir ideal a direita se ra € I e ideal a esquerda se ar € I.
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Dizemos que uma algebra R satisfaz a condicao de cadeia descendente para ideais
a esquerda se toda cadeia descendente de ideais a esquerda é estacionaria. Isto é, se
para cada cadeia

LhoL2o---21,2:--

de ideais a esquerda existe m € N tal que [,,, = [,,11 = - -~

Dado X C A um subconjunto de A, definimos a subalgebra de A gerada por X
como sendo a intersecao de todas as subalgebras de A que contém X, a denotamos por
(X).

Antes da proxima observacao, precisamos definir a propriedade de minimalidade
de ideais. Dizemos que um ideal (& esquerda) nao nulo 7 é minimal quando nao existe

nenhum outro ideal (& esquerda) nao nulo propriamente contido em 1.

Observacao 1.16 Note que se R € uma dlgebra que satisfaz a condicdo de cadeia
descendente, entao existe um ideal a esquerda minimal em R. De fato, tomando V;
um ideal a esquerda nao nulo de R, se Vi nao for minimal, entao existe Vo um ideal
a esquerda nao nulo de R contido propriamente em V. Procedendo indutivamente,
obtemos a cadeia

N2%2--

de ideais a esquerda. Pela condicao de cadeia descendente de R, existe m € N tal que

Vin = Vinar, para todo k € N, uma contradi¢ao.

Utilizamos mais adiante as aplicagoes entre algebras, que surgem também como
casos particulares de transformagoes lineares. Assim, precisamos definir os homomor-

fismos de algebras.

Definigao 1.17 Sejam A e B F-dlgebras e ¢ : A — B uma transformacao linear.
Chamamos ¢ de homomorfismo (de dlgebras) sempre que p(ab) = ¢(a)p(b) para to-
dos a,b € A. Se ambas as dlgebras sao unitdrias, acrescentamos que o(14) = 1p.

Definimos o nicleo de ¢ e a imagem de @, respectivamente, como
Ker(p) :={aec A|p(a) =0} e Im(p):={pa)|aec A} =p(A)

Existem alguns tipos de homomorfismos que sao mais comuns e, por isso recebem

nomes especiais. Dizemos que ¢ é:

i) Um monomorfismo, ou mergulho, se for injetivo;
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ii) Um epimorfismo, se for sobrejetivo;

iii) Um isomorfismo, se for um monomorfismo e um epimorfismo. Se existe um
isomorfismo entre as algebras A e B, dizemos que elas sao isomorfas e denotamos

este fato por A ~ B;
iv) Um endomorfismo, se 0 dominio for também o contradominio;
v) Um automorfismo, se for um endomorfismo e um isomorfismo.

Na estrutura de algebra podemos ainda observar a ideia de graduagao por um
grupo. Na verdade, a ideia de graduacao pode ser aplicada também em espagos ve-
toriais (ou em modulos) e a indexagdo pode ser por um conjunto qualquer. Para os
nossos propositos, é suficiente trazermos o conteiido referente apenas para graduacao
de algebras por grupos.

Definicao 1.18 Sejam A uma F-dlgebra e G um grupo. Uma graduacdo de A por G,

ou uma G-graduacao em A, € uma decomposicao do espaco vetorial em subespacos
A=A,
geG

que satisfaz AgAp C Agp, para quaisquer g, h € G. Fizada tal decomposi¢ao, chamare-

mos A de dlgebra G-graduada.

No exemplo a seguir utilizamos o conceito de subespaco vetorial gerado por um
subconjunto X do espago vetorial V', que é o conjunto de todas as combinacoes lineares

possiveis entre os elementos de X. Denotamos o subespaco de V' gerado por X por

span{X}.

Exemplo 1.19 Dados G um grupo, podemos induzir uma G-graduagdo em A = M, (F)
pondo
Ay = span{E; | g;'g; = g},

onde E;j sao as matrizes unitdrias e g;,9; € G para todos i,j € {1,2,...,n}.

Definicao 1.20 Na Definicao 1.18, chamamos os subespagos A, de componentes ho-
mogéneas da dlgebra G-graduada A. Se a € A, \ {0} dizemos que a € um elemento
graduado, ou homogéneo, de grau g. Denotamos o grau de a por deg(a) = g. Dizemos

que o suporte da graduacao € o conjunto

Supp(A) ={g € G| Ay # 0}.
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Retomando o Exemplo 1.19, ao fixarmos n = 3, o corpo R dos ntimeros reais e o

grupo Zs dos inteiros modulo 3, temos
M;3(R) = Ay ® Ay @ A,

onde Ay = span{EH, Eo, E33}; A= SpCm{Em, Ess, ElS} e Ay = SPCL”{Ew, Ess, E31}-
Neste caso, Supp(A) = Zs.

Definicao 1.21 Dizemos que um subespaco R de A é graduado se

R=&(A,NR).
geG
Observagao 1.22 Um subespaco R de A € graduado se, e somente se, dado deG rg €
R, comr, € Ay, temos r, € R, para todo g € G.

Exemplo 1.23 Dado G um grupo, podemos considerar o conjunto F|G| de todas as

somas formais Zagg, onde ay € F e {g € G| oy # 0} € finito. Diremos que
geG

Zagg = Zﬁgg se ag = By, para todo g € G. Definimos uma soma e um produto

geG geG
por escalar em F[G] pondo:

Z Qg9 + Z Beg = Z(ag + By)g

9ea ged geG
)\Zagg = Z()\ozg)g , onde A € IF.
geG geG

Com tais operacgoes F[G] € um espago vetorial. Para que tal espago vetorial se torne
uma dlgebra, consideramos o produto induzido pela operacao do grupo G, ou seja, para
0s elementos da base, temos g - h := gh.

A dlgebra F|G] admite uma G-graduagao, chamada de graduacao canonica, dada

por

FIG] = @ span{g}.

geG

Definicao 1.24 Dizemos que uma dlgebra graduada € de divisio se todo elemento

homogéneo possuir inverso multiplicativo.

Exemplo 1.25 Temos que F[G] é uma dlgebra graduada de divisdo. De fato, dado

ag € span{g} nao nulo, sendo o € F, existe a~ g~ tal que
(ag)(a™lg™") = (aa™)(997") = L.

Definicao 1.26 Dizemos que uma dlgebra G-graduada A € simples se A2 # 0 e o0s

unicos ideais graduados bilaterais sao A e 0.
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Exemplo 1.27 Toda dlgebra G-graduada de divisio A = > A,, é graduada simples.
De fato, supondo que existe um ideal graduado bilateral nao nulo I C A, podemos tomar
a=ag +---+a, €1\{0}. Como o ideal é graduado, entao a, € I. Dado que a,,
¢ homogéneo, existe um elemento b = (ay, )"t € A. Ora, por ser ideal, temos a,b € I,

de onde seque que 14 € I e, portanto, I = A.

Na proxima definicao utilizamos o conceito de avaliacao de um elemento de uma algebra
em um polinémio. Dado p € F[x] existem n € N e «; € F para todo i = 0,1,...,n tais
que p(r) = ap + a1x + asx? + - -+ + a,z". Dado um elemento a de uma F-dlgebra, a

avaliacao de a em p, denotada por p(a), é o elemento da algebra

pla) = ap + aya + axa® + - - + aa

Definicao 1.28 Seja A uma dlgebra sobre um corpo F. Dizemos que um elemento
a € A € algébrico sobre F se existe um polinémio nao nulo p(x) € Flx] tal que p(a) = 0.

Dizemos que a dlgebra A € algébrica se todo elemento da dlgebra for algébrico.

Exemplo 1.29 Toda dlgebra de dimensao finita € algébrica. De fato, seja dim(A) = n.

2

Dado a € A os elementos a,a?, ..., a", a" " formam um conjunto LD sobre F, pois é

um conjunto com mais de n elementos. Portanto existem o; € F, nem todos nulos,

tais que cia + - - 4+ 0pa™ + oy 1a™t = 0. Ora, a é raiz do polinémio nao nulo
T+ -+ " + a2t € Fla,
mostrando que A € uma dlgebra algébrica.
No préximo lema utilizaremos, como é frequente na literatura, a convencao de

considerar F C A. Podemos fazer iso pois como span{l4} ~ F, identificamos span{14}

com [ e assim podemos considerar F C A.

Lema 1.30 Seja A uma dlgebra de divisao algébrica sobre um corpo I, que € algebri-

camente fechado. Nestas condicoes A =TF.

Demonstracao. Seja a € A, entdo p(a) = 0 para algum p(z) € Flz] ndo constante.

Como F é algebricamente fechado, p(z) = [[(z — A\;), \; € F. Ora,

0=p(a) =]]Jla=N).
Como A é um anel de divisao, concluimos que a — A\; = 0 para algum ¢, de onde segue
que a = \; € F. .

Observacao 1.31 Unindo o lema ao exemplo, obtemos que toda dlgebra de divisao de

dimensao finita sobre um corpo algebricamente fechado €, na verdade, o corpo.
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1.2.1 Graduacao Elementar da Algebra Matricial

A graduacao do Exemplo 1.19 para algebras de matrizes é chamada de graduacao
elementar, pois em tal graduagao as matrizes unitarias sao elementos homogéneos. De
maneira mais geral, graduacoes elementares sao exatamente as que mantém as matrizes
unitarias como elementos homogéneos. Um fato que nos serd ttil é percebermos que
uma graduacao elementar fica determinada por deg(E12), . .., deg(E,—1,). Se tais graus
forem conhecidos, poderemos obter o grau de qualquer matriz elementar a partir destes.
De fato, se i < j, temos

Eij =EiiviEBitrita - Ejoa

e, portanto,
deg<Eij) = deg(Eiiy1)deg(Eiy1i12) - 'deg(Ejfl,j)

Se, por outro lado, i > j, basta relembrar que deg(E;;)deg(E;;) = deg(E;) = e e,
assim, deg(E;;) = deg(E;;)~". Veremos agora uma classificacio para tais graduagoes.

Seja V = @ V, um espaco vetorial de dimensdo n graduado por um grupo G
(isto é, uma degg;posigéo de V' em subespagos). Dizemos que uma transformacao
linear f € End(V') é homogénea de grau h se para todo g € G, f(V,) C Vj,.

Se {vy,...,v,} € uma base homogénea de V (que é uma base de V cujos ele-
mentos sdo homogéneos), com deg(v;) = g; ', i = 1,...,n, considerando o conhecido
isomorfismo de End(V) com M, (V'), uma base para End(V) que podemos observar é
o conjunto dos endomorfismos e;; tais que, para cada i,j € {1,...,n}, e;(v;) = v; e
e;j(v,) = 0, para todo r # j. As imagens dos elementos desta base de End(V) sido
exatamente as matrizes elementares £;;. Com esta identificagdo em mente, podemos

munir M, (F) com a graduacao tal que todas as matrizes unitarias £;; sao homogéneas

com deg(E;;) = g; 'g;. Claramente podemos identificar tal graduacio de M, (F) com

a n-upla (g1,...,9,) € G". Agora, dada um permutagdo o € S,, se permutarmos
v1, ..., v, de acordo com o, obtemos uma nova G-graduagao para M, (IF), mas agora
definida pela n-upla (go(1),---,9-m)).- Note que o grau de E;; na nova graduacio é
g;é)gg(j)-

Podemos supor com base na discussao anterior e a menos de isomorfismos que

(gla"'agn) = (\gi17"'7gi117"'7gim7"'7gi7n1)7

N

~~ -~ -~
n

q1 dm
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com g, ..., g, distintos e g1 + -+ ¢, = n. Sejam e € G a unidade de G e M, (F) =

R = @ R, uma &lgebra matricial com a G-graduacao definida por (g1, ..., ¢g,). Entdo
geG

R. € uma subalgebra de Re R, = My, (F)®---® M,, (F). De fato, pois dados a,b € R,

temos deg(ab) = deg(a)deg(b) = e. Mostremos agora que
Re = My, (F) © - - - & My, (F). (1.1)
Considere os conjuntos

[1 = {1,---,Q1}
[2 = {Q1+1;---7QI+C]2}

I, = {(h+"““C_Im—l+17--~,C]1+"'+Qm}-

E suficiente provar que E;; € R, se, e somente se, existe k tal que 4,5 € [. Ora, mas
isto é claro, pois gigj_1 = e se, e somente se, existe k tal que 7,5 € Ij.

Se ey, . .., e, sao as matrizes identidade em M, (F), ..., M,, (), respectivamente,
entao e; Re; é uma subdlgebra de R que é homogénea nesta graduacao, pois é isomorfa
a algebra de matriz M, (F).

Assumindo ¢; > ¢ > -+ > ¢, > 0, podemos utilizar a seguinte classificacao,

onde a graduacio elementar é definida pela (2m — 1)-upla

(q17-”7Qm;912>~-;gm—1,m>> (1-2)

. -1 1 .
onde gi2,. .., gm-1,m satisfazem g1 = g; "G, -+ s Gm-1,m = Gi,_,Gim- Ademais, como
Givs - - -5 gj—1,; sao distintos, entao esses elementos também satisfazem g; ;41 -+ - gj_1,; #

e, para quaisquer 1 < < 7 < m.

1.2.2 Algebras de Grupo Twisted

Nesta secao introduzimos uma classe de algebras que classifica todas as dlgebras gra-
duadas de divisao sobre um corpo algebricamente fechado, que sao as algebras twisted.

Um exemplo relevante de algebra graduada é a algebra de grupo F[G], que é o
espaco vetorial que surge ao tomarmos os elementos do grupo como base e utilizarmos

a multiplicagao do grupo para induzir a multiplicacao da algebra.
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Nosso objetivo é generalizar um pouco a nocao de algebra de grupo para introduzir
as algebras de grupo twisted. Para isto, consideramos uma aplicagao o : GXxG — F\{0}
que chamamos de 2-cociclo em G com valores em F \ {0}.

Agora, tomando apenas a estrutura de espaco vetorial de F[G] e definindo um

produto distinto do anterior, a saber, induzido por

g-h:=o(g,h)gh.
Dados x,y, z € G, temos

(x-y)-z=x-(y-2) & (o(z,y)zy) z=2-(o(y,2)yz)
& o(z,y)o(zy, 2)xyz = o(y, z)o(z,yz)ryz

& o(z,y)o(ry, z) = oy, 2)o(z,yz),

mostrando que a relagao
o(xz,y)o(zy,z) = oy, z)o(z,yz), para todos z,y,z € G (1.3)

é suficiente e necessaria para que a multiplicacao ” - 7 definida acima entre elementos
do grupo seja associativa.

Com a multiplicagao induzida por g - h := (g, h)gh, o espaco vetorial F7[G] é,
na verdade, uma élgebra. De fato, dados a = > ;g;,b = > Bigi,c = > vig: € F7[G] e
A € F, mostraremos que (a+0b)-c=a-c+b-c e, de maneira andloga, pode-se provar

quea-(b+c)=a-b+a-c.

(a+0)-c = (Qougi+ 22 0i9:) - 229 = 2(cw + Bi)gi - 229
= >+ Bi)vi)o(gi,95)9:9;
= >, Q0(9i,91)9i9; + i ; Bivio (i, 95)9:9
= g 2%+ 2 Bigi 2 omigi =a-c+b-c
Assim como fizemos anteriormente, mostraremos que A(a-b) = (Aa)-b e pode-se provar

analogamente que A(a - b) = a - (\b).

Ma-b) = AP aqigi- 3 Bigi) = )‘(Zij ;30 (9i, 95)9:95)
= Zu AaiB;0(9i, 95)9i95 = > Aaigi - D Bigi
= (A aigi) Y2 Bigi = (Ma) - b.
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Chamamos F?[G] de algebra de grupo twisted determinada por o. Se o é tal que
vale a relagao (1.3) entdo F7[G] é uma élgebra associativa, pois dados a = > ,;g;, b =
> Bigisc = vigi € F7[G],

(@-b)-c = (X ougi- > Bigi) - > 7igi = Z” QiBigi - G+ D2 Vigi
> ik (QiB) (i - 95) - gk = D2 5 i(Biw)gi - (95 - gk)
= > g (Zm Bivigi - 95) = - ugi - (32 Bigi - D2 ig:)
= a-(b-o).

Também podemos observar uma graduagao natural em A = F?[G] se pusermos,

por exemplo, A, = span{g}, o que a torna uma algebra graduada de divisdo.

Observacao 1.32 No Teorema 2.6 mostraremos que uma dlgebra € graduada de divi-
sGo se, e somente se, € isomorfa & dlgebra de grupo twisted F°[H|, para algum subgrupo

H de G com a graduagao acima mencionada.

1.2.3 Mobdulos Graduados

Uma estrutura amplamente conhecida nas disciplinas universitarias mais basicas de
matematica é o espago vetorial. Nela, relacionam-se dois tipos (geralmente distintos)
de objetos matematicos, os vetores e os escalares. Na verdade, os espacos vetoriais sao

casos particulares da estrutura que definiremos nesta secao, os modulos.

Definicao 1.33 Seja R um anel com unidade. Dado um grupo abeliano (M, +), dize-
mos que M é um R-mddulo a esquerda quando existe uma aplicagao - : R X M — M,

que chamamos acdao de R em M, satisfazendo
i) 1g-m = m;
i) v (my+me) =1 -my+1r-mg;
W) r1 - (re-m) = (rire) - m;
iii) (r1+19)-m = (r1-m)+ (ro-m),

para todos m,my,mgs € M er,r,ro € R. Denotamos o R-modulo a esquerda por gM.

Analogamente definimos o R-mddulo a direita e o denotamos por Mg.

Exemplo 1.34 Dado um corpo F, um F-mddulo € um F-espaco vetorial.

Dado N um subconjunto do R-médulo a esquerda M, dizemos que N é um

submodulo de M se
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i) 0 € N;
ii) ny + ny € N, para quaisquer nq,ny € N;
iii) rn € N, para todos r € R,n € N.

Também utilizaremos frequentemente o conceito de submoédulo gerado por um
conjunto. Dado X C M, chamamos de submoddulo de M gerado pelo subconjunto X
a interse¢ao de todos os submodulos de M que contém X, denotando-o por (X). Nao

é dificil verificar que tal conjunto é um submodulo de M.

Exemplo 1.35 Dado um anel R, podemos vé-lo com um R-mddulo a esquerda. Neste
caso, chamamos este modulo de regular e o denotamos por rR. Os submddulos de um

modulo reqular a esquerda sao os ideais a esquerda do anel.

Dados G um grupo e R um anel G-graduado, podemos observar em um R-moédulo
M uma graduagao pelo grupo G. Basta decompor M em uma soma direta de submo-

dulos indexados por G

M =P M,

geG

tais que R M), C Mgy, para quaisquer g, h € G.
Sejam G um grupo, R uma algebra associativa G-graduada, temos que R é tam-
bém um anel e, assim, podemos falar sobre modulos sobre R. Sejam V, W R-mo6dulos

a esquerda graduados. Usaremos as seguintes notacoes:
e Hompg(V,W) & o conjunto dos R-homomorfismos de modulos entre V' e W.

o Hom,(V.W)={f:V — W, f & uma transformacdo linear e (V},)f C Wj,,Vh €
G}
o Hom(V,W) = @ Hom,(V,W);
geG

e Hom% (V,W) = Hom9 (V.W)N Homg(V,W).

Pode-se provar (vide Corollary 1.2.11 da referéncia [16]) que se a dimensao do
R-modulo & esquerda graduado V' é finita, entao Hom¥, (V,W) = Hompg(V,W).
Dizemos que um R-modulo (a esquerda) graduado M é simples quando M # 0 e

nao existe nenhum submodulo (a esquerda) graduado proprio nao nulo em M
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Lema 1.36 Seja R uma dlgebra G-graduada. Se V' é um R-mddulo a esquerda gradu-
ado simples. Entao D = Endj, (V') € uma dlgebra graduada de divisdo

Demonstragao. Note que a aplicagao identidade pertence a D, que ¢ sua unidade.
Seja d € D um elemento homogéneo nao nulo com deg(d) = g. Entao ambos ker(d) e
Im(d) sao submodulos graduados de V', donde segue que Ker(d) =0e Im(d) =V, e
portanto d é invertivel e possui inversa d~' € End,-1(V) N Endr(V) C D. |

1.2.4 Produto Tensorial

Nesta secao trazemos um exemplo de algebra com algumas propriedades bastante in-
teressantes que nos servirao como ferramenta.

Na construcao da édlgebra de grupo F[G] na se¢ao anterior, poderiamos, em vez
de um grupo, tomarmos um conjunto S qualquer, mas considerando apenas o espaco
vetorial que surge a partir das somas formais. A este espaco chamamos F-espaco
vetorial com base S, e o denotamos F[S].

Sejam agora V' e W espagos vetoriais sobre [F e considere F[V x W] e o subespago

A gerado pelos elementos dos tipos

(v1 + v2,w) = (v1,w) = (v2, W)
(v, w1 +we) — (v, wy) — (v, ws)
(v, w) — A(v, w)

(v, Aw) = Av, w),

(1.4)

onde v,v1,v9 € V, w,wy,wy € W e XA € F. Agora considere o espaco vetorial quociente

F[V x W]
A

denotamos V @ W.

. A este espaco chamamos produto tensorial entre os espacos V e W e o

Antes de seguirmos com as propriedades deste espaco, devemos relembrar o que é
o quociente de um espaco vetorial por um subespago e quem sao seus elementos. Sejam

V um espago vetorial e V/ C V um subespago. Consideremos a relacao definida por
v = va(mod V') & vy —vy € V)
onde vy,v, € V. Tal relacao ¢ de equivaléncia, pois para vy, vg,v3 € V,

i) v —vy =0€V' = v =wvi(mod V');
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ii) Se v; = va(mod V'), entao vy — vy € V', Como é um subespago, —(vy —vy) € V7,

e assim vy — v; € V' de onde segue que vy = vy (mod V).

ili) Suponhamos vy = vy e vo = wvg(mod V'). Dai, v; — vg,v3 —v3 € V' =

vy — v = (v; — v2) + (v2 —vy) € V', e, portanto, vy = vs(mod V).

Desta relacao de equivaléncia podemos observar as classes laterais. Uma classe
lateral é o conjunto de todos os elementos que se relacionam com um elemento dado,
ou seja,

vi={weV]|v=wmodV)}={v+u|ueV'}

Nao é dificil ver que duas classes laterais sao iguais ou disjuntas. As operacoes de

adicao v + U3 := v; + vy e multiplicacao por escalar av; := av; estao bem definidas,

para todos a € F, e v1,v, € V' e portanto, com tais operagoes, o conjunto das classes

¢ um espago vetorial que chamamos de espaco quociente de V por V', e o denotamos
Vv

por 7

Um fato simples mas importante sobre o espaco quociente ¢ que uma condicao
suficiente e necessaria para que v =0 é que v € V.

Tendo feito esta pequena revisao podemos estabelecer os resultados para o nosso
produto tensorial. Dados v € V, w € W, tendo em mente que V ® W é um quociente
de espagos vetoriais, chamamos a classe lateral de (v, w) de tensor e a denotamos por
v®w. Pela natureza dos elementos que escolhemos para gerarem A, as equagoes (1.4),

obtemos algumas propriedades béasicas dos tensores. Dados A € F, v,v;,v5 € V e

w,wy, we € W, valem:

) (v 4+v2) @w =1 W+ vy ® w;
i) v® (wy +wy) =vRwy + v ® ws;
i) Mvew)=(M)w=1v8 (A\w).

Dadoa €V ® W, temos

a= Z Q¥ @ W = Z (V) @ w = Z v @ w.

veVweW veVaweWw veViweW

Assim, todos os elementos de V ® W sdo da forma )\, 1 v @ w.
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Observacao 1.37 Se S; e Sy sao conjuntos geradores de V e W, respectivamente,

entdo {uy @ ug | uy € Sy, uy € So} € um conjunto gerador de V@ W.

O teorema que usamos para mostrar que o tensor é uma algebra e obter algumas

das suas propriedades é conhecido como Propriedade Universal e segue.

Teorema 1.38 (Propriedade Universal) Sejam U,V,W TF-espacos wvetoriais e
f:VxW — U uma aplicagao bilinear. Entao existe uma tnica transformagao
linear F: V@ W — U tal que F(v @ w) = f(v,w), ondev € V, we W.

Demonstragao. Mencionamos anteriormente que o conjunto V' x W é uma base para o
espaco vetorial F[V x W], entao existe uma tinica transformacao linear ¢ : F[V x W] —
U tal que para todos v € V e w € W, vale ¢((v,w)) = f(v,w). Note que os elementos
de A pertencem ao ker(yp), pois todos os geradores de A pertencem ao ker(p). De fato,
todo gerador de A é de algum dos quatro tipos em (1.4). Seja u um gerador de A. Se
existem vy, v2 € V e w € W tais que u = (v; + vo, w) — (v1,w) — (vg, w), entdo ¢(u) =
p((v1+ 02, w) = (v, w) = (v2, w)) = P((v1+v2,w)) — ((v1, w)) +—@((v2, w)) = f((v1+
ve,w)) — f(v,w) — f(vg, w) = 0. O segundo caso é analogo ao primeiro. Se, porém,
existem A € F,v € Vew € W tais que u = (v, w) — (v, w), entdo p(u) = ¢((Av,w)—
Ao, ) = p((w,0)) = Ag((0,0)) = (v, w) = \f(o,w) = A (v, w) = Af(v,w) = 0
e o ultimo caso é analogo a esse. Assim, A C Ker(yp). Dai, se uj,us € F[V x W]

satisfazem u; = us (modA) entao valem:

up —us € A C Ker(p) = o(ug —ug) =
= ¢(u1) = o(uz)

Dito isso, note que a aplicacao

- FlV x W]
F: — U
u —  F(u) == p(u)

estd bem definida e herda a linearidade de ¢. Além disso, dado (v, w) € V x W, temos

Flv@w) = ¢((v,w)) = f(v,w),

Provemos agora a unicidade de tal aplicagdo. Se G : V®W — U é uma aplicacao

linear tal que G(v ® w) = f(v,w) para todos v € V e w € W, entdo dado u € V@ W,
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existem v; € V e w; € W tais que u = Y v; ® w; e, assim,

Gu) = GO oview)=>(Gv;®w))
= > (flos,wi)) = (F(v; @ w;))
= FO v w) = F(u).

Abaixo apresentamos algumas propriedades dos produtos tensoriais.

Proposicao 1.39 Sejam U, V,W espacos vetoriais sobre F. Sao vdlidas as sequintes

propriedades:

i)

i)

Ve~F®V.

Considere f : F x V — V definida por f(A\,v) := Av. Como f é claramente bili-
near, pela propriedade universal, existe uma transformacao linear
F:F®V — V tal que F(A®v) = Av. Mostraremos que F' & um isomorfismo
apresentando a inversa de F'. Considere G : V — F® V dada por G(v) =1 ® v.

Claramente G é linear e
GoF(A®v)=GM) =10 A=A A®v

FoGw)=F1®v)=w.

Segue-se que G é a inversa de I, provando que F' é um isomorfismo.

Vr~Fr® V.

Tome g : F" x V. — V™, definida por g((A1,...,\n),v) :== (Mv,..., A\yv). Tal
aplicacao é claramente bilinear e, portanto (pela propriedade universal), existe
uma transformacao linear G : F" @ V. — V" tal que G((A1,...,\n) ® v) =
(A, ..., Ayv). Considere agora, semelhante ao que fizemos no item anterior, a
transformacao linear F': V" — F" @ V tal que F(vq,...,v,) = Zn:l e; ® v;, onde

J
e; ¢ a n-upla de F" onde tem 1 na j-ésima entrada e zero nas demais. Temos

GoF(v,...,v,) = GO e ®@v;) =Y .(G(e; ®@vy))
= (v1,...,0p) e

FoG((MA,..., ) ®v) = F(Mu,...,v)=> 6,0 0= (A...,\,) ®v.
j=1

Assim, G é inversa de F' mostrando que F' é um isomorfismo.
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iv)
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VeoW~WeV.

Para a demonstragao da validade desta proposicao, basta considerar as aplicacoes

bilineares

f: VxW — WV e g: WxV — VW

(v,w) — WV (w,v) — VW
Existem transformacgoes lineares F' : VW - W @VeG: WV VW
tais que Flv @ w) =w®v e G(w®v) = v ®w. Note que G ¢ a inversa de F,
mostrando que existe um isomorfismo entre Vo W e W ® V.
(VoW)eU~Ve(WeU,).
Fixado ug € U, a aplicagao
fio: VW — Ve WaeUl)
(v,w) — V& (w®u)
é bilinear para cada uy. Assim, existe uma transformacao linear F,,, : V@ W —
Ve (WeU) tal que F,(v @ w) = v ® (w® ug). Note que
f: U — LVeaWVe(WeU))
u — F,
é linear. Com isto, podemos mostrar que
F: (VeW)xU — Ve (WeU)
(cv, u) —  Fu(a)

é bilinear. De fato, dados A € F,a, a1, a0 € VO W e u,uy,us € U,
F()\Oé] + o, U) = Fu(/\Oél + 042) = )\Fu(Ozl) + Fu(ag) = )\F(Ckl, U) + F(ag, U) e

Fo, My + ug) = Fayyqu, (@) = AF,, (o) + Fyuy (@) = AF (o, ug) + F(o, ug).
Aplicando novamente a propriedade universal, existe uma aplicacao linear
G:VeaW)eU - Ve (WaeU) tal que Gla ® u) = F,(«) e, particular-
mente, G((v @ w) ®u) =v® (W S u).

Analogamente, existe G’ : V@ (WU) - (VW)U tal que Gv®@ (w®u)) =

(v®@w)®u. Nao é dificil ver que G’ é a inversa de GG, de onde segue que G é um

isomorfismo.
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Se Sy ={vi |ie€l}eSy ={w;|je J} sao subconjuntos linearmente inde-
pendentes de V' e W respectivamente, entdo S = {v; ® w; | i € [,j € J} é um

conjunto linearmente independente de V @ W.

Suponhamos Y > A\;j(v; ® w;) = 0 e mostraremos que \;; = 0, para quaisquer
ieleje J.ZEFIi];ejz'o € I, jo € J arbitrariamente e tome uma aplicagao bilinear
[V xW — F tal que f(v;,wj,) =1e f(v;,w;) =0, caso i # ip ou j # jo. Pela
propriedade universal, existe uma transformacao linear F': V @ W — F tal que

F(v, @wj,) =1e F(v; @w;) =0, se i # ip ou j # jo. Segue que
0=F (Z D (v @ wj)) =Y > NF(mi@w;) = Ny
icl jeJ icl jeJ
o que é suficiente para mostrar que S é um conjunto de vetores linearmente

independente sobre F.

Dados X ={v; |t € [} CVeY ={w; |i € I} C W subconjuntos de vetores
nao nulos, se X ou Y é linearmente independente, entdo Z = {v; @ w; | i € I} é

um conjunto de tensores linearmente independentes.

Suponhamos que X seja linearmente independente e seja  uma base do subes-
paco (b | b € Y) de W. Tomemos uma combinagdo linear nula de elementos de
Z:

11 @ W1 + oV @ Wwo + « -+ + v @ wy, = 0.

Reescrevendo esta equacao pondo cada w; como combinacao linear de elementos

de 3, temos

101 ® (Q2(71,i0i)) + aove @ (30(72:0:)) + - + o @ (X (eibi)) = 0
171,101 & by +---+ Q171,01 ® b+ -+ QY pUk @ bp = 0,
onde aq, ..., Y1,---,Vkp € F. Como cada w; é nao nulo, para cada r existe

s tal que 7,5 # 0. Como pelo item anterior a,7,, = 0, segue que o, = 0, para

todo r € {1,...,k}.

Dadas 1 = {v; | i € I} uma base de V e y = {w; | j € J} uma base de W,
entdo f ={v; ®w; | i € I,j € J} é uma base de V ® W. Consequentemente, se
dim(V) =n e dim(W) = m, entao dim(V @ W) = nm.
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Dado qualquer elemento a € V @ W, podemos escrever a = > v ® w, uma soma
finita de tensores. Cada um destes vetores que compdem oS tensores se escrevem
como combinacao linear finita de elementos de 3; e de 35 e assim vemos a escrito
como uma combinacao linear de elementos de [, mostrando que este conjunto

gera V @ W. Tal conjunto é linearmente independente pelo item v).

Por fim, note que se V, W sao F-algebras entao o produto tensorial V®W também
é uma algebra. De fato, dadas 8, = {v; | i € I} uma base de V e fy = {w; | j € J}
uma base de W, entdo, pelo item vii) acima, f = {v; ® w; | i € I,j € J} é uma base
de V@ W. Podemos definir uma aplicagao bilinear - : (VW) x (VW) — VW
tal que para elementos da base {((v; ® w;) X (v, @ wy,)) | 4,0 € I,j,m € J} tenhamos

(v @ wy), (v @ wyy)) = VU @ Vjvy,. Tal operagao faz de V ® W uma F-algebra.

1.3 Identidades Polinomiais

Nesta secao apresentamos os polinémios e os polinomios graduados, que sao as

principais ferramentas que utilizamos para classificar as dlgebras graduadas simples.

Definicao 1.40 Sejam B uma classe de dalgebras, X um conjunto e F' a dlgebra gerada
por X. Chamamos F' de dlgebra livre na classe B, livremente gerada pelo conjunto X
se, para qualquer dlgebra R € B toda aplicacao g : X — R pode ser estendida para um
homomorfismo G : ' — R. Dizemos que o posto de F' € a cardinalidade do conjunto
X.

Exemplo 1.41 Considerando a classe de todas as dlgebras associativas unitdrias, dado
um conjunto X, podemos observar uma dlgebra, que denotaremos por F(X). E a dlgebra

cuja base é o conjunto de todas as palavras
Ty x4, T, € X, Ve {l,...,n}, ne NU{0}
e a multiplicacao, chamada de concatenacao, € definida por
(@iy i, )@, o T4) =Ty e T, Ty Ty Ty T, € X

A dlgebra F(X) € livre na classe de todas as dlgebras associativas unitdrias. Con-
siderando o subespago de F(X) gerado por todas as palavras de tamanho maior do que
ou tgual a 1, obtemos uma dlgebra nao unitdria livre, que € livre na classe de todas as

dlgebras associativas.
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Mostremos que F(X) € uma dlgebra livre. Dadas uma dlgebra R associativa e
unitdria e uma aplicacio g : X — R, podemos estender naturalmente g para F(X)
pondo g(x;, - -x;)) = g(xy) - g(x;,) e considerando a linearidade. Nao € dificil ver
que tal extensao é um homomorfismo de dlgebras.

Chamamos os elementos da dlgebra F(X) de polinomios e geralmente os identi-
ficamos por f(x;,,...,xz;,) € F(X), ou com outra letra em vez de f, onde z;,. .., x;

n

sao os elementos de X que aparecem em f.

Definicao 1.42 Dados uma dlgebra R e um polinomio f(x;,,...,x;,) € F(X), uma
avaliagao de uma lista ordenada de elementos {ry,...,r,} € R em f(x;,...,x;,) € 0
resultado que se obtém, em R, ao substituir no polinémio cada varidvel pelo elemento

correspondente da lista, e denotamos tal avaliagao por f(ri,...,my).

Defini¢ao 1.43 Dada uma dlgebra R, um polinomio f(x;,...,x;) € F(X) € cha-
mado de identidade polinomial para R se, para qualquer lista de elementos de R, a sua

avaliacao em f € 0.

Exemplo 1.44 Se R ¢ uma dlgebra comutativa, entao o polinémio f(xq,x9) = 129 —
Tox1 € uma identidade polinomial para R. Na verdade, a reciproca é verdadeira, em
suma, uwma dlgebra é comutativa se, e somente se, f(x1,xs) € identidade polinomial.
Com esse exemplo, podemos perceber que as propriedades de uma dlgebra podem ser
expressas por meio de identidades polinomiais. Também chamamos o polinémio f de

comutador, e o denotamos [x1,xs).

Exemplo 1.45 Um polinémio de central importdncia para o nosso estudo € o chamado

Standard
Sn(l'l, .. ,l’n) = Z (_1)0'1_0(1) * To(n)-

UESn

Paran = 3, Sg(ZEh T, 1'3) = I172T3 + ToX3X1 + T3T1Tg — X1X3T9 — X2X1X3 — L3XL2X.

Existem polindmios especiais de F(X), que sdo os mondémios, ou seja, sdo os
polindémios que se constituem de um escalar multiplicado por um produto de variaveis.

Dado m € F(X) um mon6mio, podemos escrever

— /31 B2 Bm
M(Tiys Tigy 5 Ti,y) = @y T2 "

onde o € F, cada j; é igual a um 4,, podendo haver repeticoes de varidveis que nao

aparecam consecutivamente, 5; € N. Um exemplo préatico de mondémio é
m(z,y, z) = Totyz*y .

Todo polinémio é, na verdade, uma soma de mondémios.
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Definicao 1.46 Dado f € F(X), dizemos que f é multilinear se em cada um de seus
mondémios nao hd repeticao de varidveis e em cada mondmio aparecem as MesMas

Varidvess.

Note que um polinémio f(z1, x9, . .., x,) ¢ multilinear se, e somente se, puder ser escrito

na forma

f(xlv T, ... ,I’n) = Z UgTo(1)Lg(2) " Ta(n)s
0€ESh

onde o, € . Deste modo, fica claro que o polindémio standard é multilinear.
Nao é dificil ver que os polinémios multilineares possuem uma propriedade que
justifica tal nome, sao lineares em cada varidvel. Com isto queremos dizer, por exemplo,

que para tais polindmios vale para a primeira variavel (e para todas as demais)

f(yl +ay27'r27"'7xn) — f(ylwrQ?“'axn) +Oéf(y27x27“'7xn)

onde a € F,y1,y2 € X. A proxima observagao sobre polindomios multilineares nos sera

util mais adiante, na secao que trata do Teorema de Amitsur-Levitski.

Lema 1.47 Sejam A uma dlgebra sobre o corpo F e B C A um subconjunto que gera
A como espago vetorial. Se f € um polindomio multilinear tal que toda avaliacdo por

elementos de B € 0, entao [ € uma identidade polinomial para A.

Demonstracao. De fato, seja f(z1,xo,...,x,) um polindmio com as qualidades des-
critas. Dados a; = > ayb,as = > agibi, ..., an = Y apib; € A, onde b; € B, como f

é multilinear segue que

f(al, ag, ..., an) = ZaLil s O‘n,inf(bila ey bin) = 0
H

Dados G um grupo e X um conjunto enumeravel, defina X, um subconjunto de

X onde, para cada g # h € G, X, e X} sdo disjuntos. Denotando X¢ = J X|,

geG
podemos considerar a algebra livre F(X) e observar que naturalmente surge uma G-

graduacao para tal algebra, pondo deg(z) = g, se x € X,. Além disso, definimos o

grau do monoémio m = 74, - - - ;,, com x5, € X, pondo deg(m) = g1ga - - - gn, onde

57

gr = deg(x;, ). Nao é dificil mostrar que

F(Xa) = D F(Xa),

geG
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onde F(X¢), é o subespago de F(X¢) gerado por todos os monomios de grau g.

Chamamos os elementos de F(X¢) de polinomios G-graduados. Dado f € F(X¢),
escrevemos f(xf', 23, ... x9") para especificar que ', 25*, ..., 29" sdo os elementos de
X, ou varidveis, que aparecem no polinomio f, com deg(x?') = g;.

Dada R uma algebra, anteriormente definimos a avaliacao de uma lista ordenada
Ty-..,Tn € R em um polinémio f(xy,...,z,) € F(X). Agora, de maneira analoga,
dados uma algebra G-graduada R = @ R,, uma lista ordenada r1,79,...,7, de ele-
mentos homogéneos de R e um polin()rfleig G-graduado f(zf",25*,..., 29"), dizemos que
uma avaliagao desta lista em f é admissivel se deg(r;) = g;, para todo i = 1,... n.
Lembremos que a avaliacao é a substituicao das variaveis pelos elementos da algebra

e, depois de feitas as operacoes induzidas por f, chamamos o resultado de avaliacao

f-admissivel da lista rq,79,...,7, em f.

Definicao 1.48 Dados R = €@ R, uma dlgebra G-graduada e f(z{", x5, ..., 29") um
geG
polinomio G-graduado, dizemos que f € uma identidade polinomial G-graduada para R

se a avaliacao f-admissivel de qualquer lista ri,79,...,7, € R em f € zero.

Exemplo 1.49 Seja R uma dlgebra onde se observa uma graduacao R = Ry ® Ry,
onde Ry € o centro de R. Aqui, G = Zy = {0,1}. Um exemplo de dlgebra que satisfaz
tais condigoes € a dlgebra de Grassmann, que serd apresentada na prorima se¢ao. Note
que o polinémio Zo-graduado f(2° y') = %' — y'2® é wma identidade polinomial

graduada para R.

1.4 O Teorema de Amitsur-Levitski

O resultado principal do nosso texto deve uma parte do seu argumento a certeza
de que toda algebra matricial é uma PI-dlgebra e, na verdade, a algebra M, (IF) satisfaz
o polinémio standard so,. Utilizaremos este polinomio (e o fato de que ele é identidade
para aquela algebra) para construirmos, mais adiante, um polinomio graduado para a
algebra graduada que é o nosso objeto principal de estudos. Portanto, trazemos nesta
secdo uma demonstracao simplificada trazida ao publico em 1976 por Rosset [17]| do
famoso Teorema de Amitsur e Levitski.

Mas para atingirmos este objetivo, devemos primeiro tornar conhecidas algumas
propriedades de uma algebra que nos sera muito util, a algebra de Grassmann, ou,

como também é conhecida, dlgebra exterior.
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Exemplo 1.50 (Algebra de Grassmann) Apresentamos agora uma construcdo da

dlgebra de Grassmann. Sejam F um corpo de caracteristica diferente de 2 e X =

{1, x9,...} um conjunto de cardinalidade enumerdvel nao finita. Dada a dlgebra livre

associativa F(X) de posto enumerdvel, seja também I o ideal bilateral de F(X) gerado
F(X

pelo conjunto {x;x; + x;z; | i,j € N}. Podemos denotar E = <T> e e; 1= T;, para

1 € N. Nesta notagao, podemos afirmar que
E=(1,e1,e,---| eje; = —eje;, para todosi,j € N).
Afirmamos agora que
B=A{leei...e,|1<i <ipg<---<ig}

¢ um conjunto gerador para E como espago vetorial sobre F. De fato, dado a € E,
a = ij(im%__') Qe €y -+ - €5, para algum oy € F, para todo j € {1,...,k}. Visto que
eie; = —eje;, para todos 1,5 € N, entao podemos reorganizar cada parcela da soma de
modo que os indices se apresentem de modo estritamente crescente, tendo o cuidado de
verificarmos o sinal de menos que porventura apareca. Portanto podemos reescrever o

elemento pondo

a= Z(iaj)elleb ey, comly <l < --- < ;.
J

Dai concluimos que B é um conjunto gerador para E. Ademais, (8 €, na verdade, uma
base para E. Isto pode ser werificado do sequinte modo. Em primeiro lugar, como
char(F) # 2, entio e? = 0, pois e;e; = —eje; = 2¢2 = 0 = €2 = 0. Agora, para
mostrar que B € linearmente independente, suponhamos por absurdo que exista uma
soma Z?:l aw; = 0 com w; € B e «; escalares nao nulos. Podemos, sem perda
de generalidade, supor que tal relacdo € minimal no tocante ao numero de coefici-
entes. Ora, se n = 1, temos ay = 0. Suponha entdo que n > 1 e neste caso
existe e, que aparece em wi Mas nao em wq, sem perda de generalidade. Note que
0 = emd o ow; = Y o e, = > o, kaw), pois como e, aparece em ws,
emw, = 0. Ora, mas esta expressao também € nula, com coeficientes nao nulos, mas
com um numero menor de coeficientes do que a expressao anterior, contradizendo a
minimalidade desta quantidade. Portanto, 5 € uma base para E.

Dados dois elementos quaisquer da base B de E, digamos a = e; e, ---€;, €

b=ejej, e, ulilizando a relagao e;e; = —eje;, obtemos
ab = (67;167;2 T 6im)(€j1€j2 T ejn) = (_1>mn(ej1€j2 e 6]‘,”)(61‘161‘2 o eim) = (_1)mnba

para m,n € N. Ora, note que se m oun € par, vale ab = ba e, por outro lado, se ambos

m,n forem impares entao ab = —ba. Considere os conjuntos

Bo=A{1,ei€i, € | méparig <iys<---<in}e
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B = {eq iy -+, | m € tmpar,iy <idy < -+ <ip}.

Chamando Ey = span{fo} e¢ Ey = span{p1}, como BoUB, = B seque que E = Eq & F;.
Também nao € dificil ver que Ey é uma subdlgebra comutativa de E e, mais ainda, € o

seu centro.

O objetivo desta secao é mostrarmos que o polinomio standard sg, € uma iden-
tidade polinomial para a algebra das matrizes My(F), mas na verdade, é suficiente
provarmos este fato para F = Q.

De fato, se sq € identidade para M (Q), entao, particularmente, também é iden-
tidade para o subconjunto My(Z). Seja Z, o corpo de p elementos e considere o

homomorfismo sobrejetivo

(aij) = f((ay)) = (@),

onde @; ¢ a classe de a;; moédulo p. Se A = (a;;) entdo denotaremos A = (a@;). Dada

uma lista de classes de matrizes A, Ay, ..., Ay, € My(Z,), temos
sop(Ar, Ag, .oy Ag) = f(sar(Ar, Az, oo, Agg)) = f(0) =0

mostrando que Sy, também ¢é identidade para My(Z,,).

Pelo Lema 1.47, como s, € multilinear, para provar que este polinomio é uma
identidade para My (FF), é suficiente mostrar que a avaliacdo nas matrizes unitarias E;
¢ zero, pois tais matrizes geram a algebra My (F). Tais matrizes pertencem a M (P),
onde P é o subcorpo primo de F, que ¢ isomorfo a Q, se for char(F) =0, e a Z,, caso
contrario. Como Sy, ¢ identidade tanto para My (Z) quanto para My (Z,), concluimos
que s9i ¢ uma identidade polinomial para M (F).

Utilizaremos um lema, que trata da aplicacao traco. Vale lembrar que dada uma
matriz quadrada A, seu traco é a soma dos elementos da diagonal principal. A de-

monstracao do lema pode ser encontrada na se¢ao 1.7 de [11].

Lema 1.51 Seja C uma Q-dlgebra comutativa. Se tr(A) = tr(A%) =--- =tr(A") =0,
onde A € uma matriz de M, (C), entdo A™ = 0.

Seja agora E a algebra de Grassmann gerada por {ej,es,...} sobre Q com a

graduacao que construimos £ = FEy @ Ej.
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Lema 1.52 Se A, B sao matrizes com entradas em FEy, entao tr(AB) = —tr(BA).

Demonstracao. Podemos escrever A = > A;w;, B = Y Byw; onde A;, B; € M,(F)
e w; € ) sao monomios nos elementos eq, ey, .... Dados w;, w; € Fi, temos w;w; =

—wj;w; e, lembrando que tr(RS) = tr(SR), para R, S € M,(IF), segue que

Observacao 1.53 Dados ey, es,...,e, € E e 0 uma permutacao de S, entdo
€5(1)€0(2) " " €a(n) = (—1)06162 EERN

Demonstragao. Toda representacao de uma permutagao qualquer como produto de
transposicoes conserva a paridade do ntimero das transposicoes. Assim, a observacao
estard demonstrada se pudermos mostrar que a troca da posicao de dois elementos
muda o sinal de um mondémio de acordo com o sinal da transposicao correspondente,
em outras palavras, multiplica o monomio por (—1). Mas isto é exatamente o que

acontece, pois para quaisquer 1 < k <[ <n,

Ciy ** € 1 CigCipyy 7" Ciy 160Gy 7 Ciy = TGt i 1 €4 Ci gy Gy 1 €y Gy Gy

Corolario 1.54 Sejam Ay, Ao, ..., Aoy, € M, (F), onde k € N e char(F) # 2. Entdo
tr(sox(Ar, Ag, ..., Agt)) = 0.

2%

Demonstracao. Considere A = > Aje; € M,(F;). Elevando A a poténcia 2k,
i=1

podemos fazer algumas observacoes,

AQk = (A161 + AQGQ + -+ A2k€2k)2k.

Ao desenvolvermos esta poténcia, obteremos vérias parcelas constituidas de produtos
de 2k matrizes. Afirmamos que em todas as parcelas que houver alguma repeticao de

matrizes serd nula. De fato, suponha que A;e; A e, --- A é uma parcela onde

iok Ciog,

h& repeticao e que 7, = 15, com r < s. Ora,

AileilAi2ei2 A = Ai1Ai2 T Aizk
_ r4+s—1,2
- Ai1Ai2 e Al%(_l) €, €i1Ciy """ Cigy,

= 0,

iok Ciog €;1€iy " * " Cigy
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pois €2 = 0. Assim as parcelas que talvez nao se anulem sao produtos de matrizes

distintas em todas as permutacoes possiveis, em outras palavras,

A%k = Z As(1)€o(1)As(2)€0(2) * * * Ao(2k)€o(2k)-

gESo,

Dada o € Sy, pela observacao anterior,
€5(1)€0(2) " " " €o(2k) = (_1)06162 - Eop
donde segue que

A% = Z <_1)UAU(1)A0(2) o Agryeres - - - egp.

gESyy,

Por outro lado, pelo Lema 1.52,
tr(A%%) = tr(AA*) = —tr(A* T A) = —tr(A%).

Como char(FF) # 2 segue que

tT’(AQk) =0=tr ( Z (—].)UAU(UAU(Q) s Ag(gk)eleg s 62k> =0=

gESoy

=tr ( Z (_1)0140(1)140(2) ce 'AU(Zk)> €169 - - - eg), = 0

UESQk;

e, Como ejes - - - €9, # 0, segue, finalmente, que

0=tr ( Z (-1)0140(1)140(2) ce Aa(gk)> = tT’(SQk(Al, A27 e ,Agk)).

oESoy

Teorema 1.55 (Amitsur-Levitski) O polinémio ss, € uma identidade polinomial

para a dlgebra das matrizes M, (FF).

Demonstracao. Pelo que jid mencionamos anteriormente, é suficiente mostrar que so,
se anula para avaliagoes em M, (Q). Tomemos Ay, A, ..., As, € M,(Q) e considere
a algebra de Grassmann E = FE, @ FE; sobre o corpo dos ntimeros racionais. Pondo

2n
A=Y Aje; € M,(E), temos, como se pode ver na demonstra¢ao do corolario anterior,
i=1

AP = Sgn(Al, A27 e 7A2n>61 ccc€op.
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Mostraremos que A?" = 0. De fato, pelo Lema 1.52, como A, A*~1 € M,(E)), para
todo i € {1,...,n}, entdo tr(A%) = tr(AA*') = —tr(A*1A) = —tr(A%) e, assim,
tr(A*) = 0. Além disso, como as entradas da matriz A pertencem todas a Ej; se
A = (aij), entdao A* = (3"}, apakj). Como ay,ay; € Ey, entdo ajay; € Ep, de onde
segue que A? € M,(Ep). Do Lema 1.51 obtemos que A*" = (. ||

Definimos o grau de um polindémio como a maior quantidade de variaveis (in-
cluindo poténcias) que ocorrem em algum mondémio do polinémio. Vimos que a algebra
M,,(F) satisfaz uma identidade polinomial de grau 2n. Na verdade, este é o menor grau
possivel com que um polindomio pode ser identidade polinomial para tal algebra, que
é a conclusao que segue da proxima proposicao. Para mais detalhes, vide o Teorema
6.24 da referéncia [7].
Observagao 1.56 (Processo de Multilinearizacdo) Dados uma dlgebra A e um
polinomio f que € identidade para A, podemos obter um polinémio multilinear que é
também identidade para A e tem grau menor do que ou igual ao grau de f.
De fato, se f(x1,22,...,2,) é identidade polinomial para A, supondo que o grau da

varidvel x; é 2, entao o polindomio

9(T1, Y1, T2, ) = f(o1 + Y1, 22,0, 20) — f(21, 22,000, 10) — f(Y1, 22,0, 2)

é identidade para A, o grau de x; é 1 e o0 grau do polinémio g € menor do que ou igual ao
de f. Caso o grau de x; seja maior do que 2, basta fazer este processo reiteradamente.
Como o grau dos polindmios resultantes das etapas do processo esté limitado pelo grau
de f, entao o processo para quando se obtiver um polinémio multilinear.

Ademais, vale a afirmacao contra-positiva, que serd usada na proxima proposicao,
se g nao é identidade para A, entao f também nao é.
Proposicao 1.57 Nao existe polinomio de grau menor do que 2n que seja identidade
polinomial para M, (F).
Demonstracao. Suponha, por absurdo, que f é uma identidade polinomial de grau
d < 2n para M,(F). Podemos supor, pela observacdo anterior, que f é multilinear.
Podemos também supor que o grau de f é exatamente 2n—1. Se o grau de f fosse menor
ainda, poderiamos multiplicar o poliné6mio por variaveis distintas que nao ocorram em
f, de modo que o grau se torne 2n—1. Assim, podemos escrever f da seguinte maneira:

floy, 20, ... Top_1) = E AoTa(1)Ta(2) """ To(2n—1)-
0€San—1
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E podemos supor que «; # 0, renomeando as variaveis, se necessario. Fazendo a

avalia¢do nas matrizes unitarias (Eiy, E1a, Fag, ..., En_14, Enn), obtemos
f(En, FEio, B, . .., En—l,m Enn) = a By, 75 0.

De fato, pois a inica permutacao que nao faz o produto das matrizes unitarias se anular

¢ a identidade. Portanto este polinomio nao ¢ identidade para M, (IF). |



Capitulo 2

Algebras Graduadas Simples e

Identidades Polinomiais Graduadas

Neste capitulo, salvo em mencao contraria, todas as algebras utilizadas sao asso-
ciativas. Nas duas primeiras se¢oes seguimos principalmente o livro [9] como referéncia

e na tltima se¢do nos atemos a referéncia principal desta dissertagao, o artigo [13].

2.1 Sobre Algebras Graduadas Simples de Dimensao
Finita

Nesta secao nos dedicamos mais exclusivamente as algebras graduadas simples,
trazendo algumas proposigoes sobre tais estruturas que nos auxiliarao mais adiante
para o nosso objetivo principal. Em primeiro lugar, por meio dos proximos dois lemas
e do teorema que os segue, provaremos que toda algebra graduada simples de dimensao
finita ¢ unitaria. Utilizamos o artigo |4] como referéncia para esse resultado.

Mas antes cabe observar um fato interessante sobre o aniquilador a direita de um

elemento em uma algebra.

Observagao 2.1 Sejam R = @ R, uma dlgebra G-graduada e a € R um elemento ho-
geG
mogéneo de grau h. Entao o aniquilador a direita de a em R, o conjunto

A={z € R|ax =0}, é um ideal a direita graduado.

Demonstracao. Mostremos em primeiro lugar que o conjunto A é um ideal & direita.
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Claramente A é um subespaco de R. Quanto & propriedade absorvente do produto,
dados r € Re x € A, entdo ax = 0 e dai a(ar) = (ax)r = 0. Logo, zr € A.

Agora resta mostrarmos que tal ideal é graduado. Dado x4 + --- 4+ x4, € A,
temos a(x,, + -+ x,) =0, ou ainda, azxy + -+ ax, = 0. Como deg(axy,) = hg; e

hg; # hg; para i # j, temos ax, = 0 para todo i. Logo x, € A para todo ¢ .

Lema 2.2 Seja R = @ R, uma dlgebra graduada simples e I C R um ideal graduado
geG
a direita minimal de R. Entao I = aR para algum idempotente homogéneo a.

Demonstragao. Suponhamos 2 = 0. Como (RI)*> = R(IR)I C RII = RI*> =0, o
ideal bilateral RI de R é nilpotente. Note que RI é um ideal graduado. De fato, dado
beRI,b=b+ - +by, comb € Ry, parat € {1,...,n}, existem ry,...,r, € Re

ai,...,ar € I para algum k& € N tais que b = Z?Zl

rja;. Também podemos escrever,
para cada j, r; =1+ -+ rjea; = aj+ - +aj, com s € Ry e ajs € Ry, NI para
todo s =1,...,l. Segue que b = Z?Zl((rﬂ +---+7rj)(an +---+aj)). Desenvolvendo
a soma usando a distributividade e agrupando as parcelas de acordo com os graus, nao
¢ dificil ver que para cada i, b; = ) r,a,, para alguns p, ¢ € N. Dai segue que b, € RI
e, portanto, RI é um ideal graduado.

Como R é graduada simples, devemos ter RI = 0 ou RI = R. Por definicao,
R? # 0. Como mostramos que (RI)* = 0, entao resta a possibilidade RI = 0 C I.
Assim, I é um ideal graduado bilateral nao trivial, o que contradiz nossa hipotese de
que R é graduado simples. Obtemos I? # 0 e assim existe um elemento homogéneo
x # 0 em I tal que xI # 0. Como [ é minimal e I C I, entao xl = I. Existe a € |
um elemento homogéneo nao nulo tal que za = .

Considerando agora o aniquilador & direita X de x em R, sabemos que X é um

ideal & direita graduado e, da minimalidade de I, devemos ter INX =0ou INX = 1.
Comoza=z#0=a€cl\X,entdo INX =0. Por fim,

va’=ra=r=x*—a)=0=a*—acINX=0=d>=a,

em outras palavras, a é idempotente. Como al é um ideal a direita graduado nao nulo,
pois a® € al \ {0} e al esta contido em I, entdo al = I. Ora, a € I = aR C I e, por

outro lado, I = al C aR, de onde segue que I = aR. .
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Lema 2.3 Seja I C R um ideal a direita graduado nao nulo de uma dlgebra graduada
simples de dimensao finita R. FEntao I = bR, onde b € R ¢ um elemento homogéneo

idempotente.

Demonstracao. Como dimR < oo todo ideal & direita contém um ideal & direita
minimal. Pelo Lema 2.2 tal ideal contém um elemento homogéneo idempotente a.
Dado t € I homogéneo e idempotente, denotamos por A(t) = {z € I | tx = 0}, o
aniquilador a direita de ¢ em I. Afirmamos que existe um idempotente homogéneo
b € I tal que A(b) = 0. Para isto, é suficiente mostrar que se A(a) # 0, entao é possivel
encontrar outro idempotente homogéneo t € I com dimA(t) < dimA(a). Como a é
homogéneo, o aniquilador & direita 7' de ¢ em R é um ideal a direita graduado. Assim,
A(a) = TN 1 é também um ideal a direita graduado. Novamente pelo Lema 2.2,
podemos encontrar um idempotente homogéneo ¢ € A(a). Entao ¢* = ¢ e ac = 0.

Considerando ¢ = a + ¢ — ca, segue que
t?=(a+c—ca)la+c—ca)=a+c—ca=t e at=a,

mostrando que t é também idempotente. Agora mostraremos que A(t) é um subespago

proprio de A(a). Tomando x € A(t),

0= tr = atr = a(a + ¢ — ca)z = o’z = ax,

donde =z aniquila a, ou, A(t) C A(a). Por outro lado, ac = 0, mas
tc=(a+c—ca)ce=c*=c#0eassimc e A(a) \ A(t), mostrando que A(t) C A(a).
Repetindo este processo, obtemos um idempotente graduado b € I tal que A(b) = 0,
ou seja, bx # 0, para todo z € I\ {0}. Como bx — b’z = 0, temos b(z — bx) = 0,
ou seja, (r —bx) € A(b) = 0, e obtemos = = bx, e assim, b/ = I. Analogamente a
conclusao do Lema 2.2, obtemos I = bR. .

Teorema 2.4 Seja R uma dlgebra graduada simples de dimensao finita. FEntao R é
unitdria.

Demonstragao. Pelo Lema 2.3, existe um idempotente homogéneo a € R tal que
R = aR. Dado x € R, existe y € R tal que x = ay. Por outro lado, multiplicando
ambos os membros pelo idempotente a, obtemos ax = a’y = ay, de onde segue que

axr = x, para todo z € R. Note que a € R,, pois

a = a® = deg(a) = deg(a®) = deg(a) = deg(a)* = e = deg(a).
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Considere I = {z —xa | x € R}. I & um subespaco graduado, pois dado >z, —
(> x4)a € I, cada componente homogénea z, — x,a pertence a . Claramente [ é
um ideal & esquerda e Ia = 0. Assim, IR = [aR = 0 C I, mostrando que [ é um
ideal graduado bilateral. Pela simplicidade de R, I = 0 ou [ = R. Se [ = R, entao
R? = IR = 0, o que nao ocorre. Segue que I = 0 e, portanto, ra = x, para todo z € R.
Por outro lado, como R = aR, existe y € R tal que y = ax. Ora, ay = aar = ax, e
assim y = x, ou seja, x = ax. Segue que R possui unidade a. .

Lema 2.5 Seja R = @ R, uma dlgebra graduada de divisio de dimensao finita sobre

geG
um corpo F algebricamente fechado. Entao H = Supp(R) é um subgrupo de G e

dim(Ry) =1, para todo h € H.

Demonstracao. Em primeiro lugar, H é fechado a operacao do grupo G. De fato,
dados ¢g,h € H, existem r, € R, \ {0}, r, € Ry, \ {0}. Dado que ambos r,,r), sao
invertiveis, nao sao divisores de zero, donde segue que r,7, # 0. Como R,R;, C Ry,
segue que Ry, # 0, ou, em outras palavras, gh € H. Além disso, existe (r,)~! tal que
r4(ry)~t = 1. Mostremos que (r,)~* é¢ homogéneo de grau g—'. De fato, seja (r,)"! =
> iec we onde u, € Ry para todo t € G. Assim, 1 =ry(ry) ™ =7y Y ,cot = 2 eq Mol
Dali,
I —ryug—1 = Z = 1—-ru,1=0=1=ru,,

teG
t#g~!

1_ : —1y _
= u,-1, como querfamos mostrar. Ora, como deg(ry(ry) ") =

de onde segue que (r,)~

L'é¢ g7, mostrando que se g € H,

e = g deg((r,)™') = e, segue que o grau de (ry)”
entdo g~ € H, e, assim, H ¢ um subgrupo de G.

Agora note que R, ¢ uma &lgebra de divisao de dimensao finita sobre um corpo
algebricamente fechado. Pela Observacao 1.31 no capitulo anterior temos R, = F e,
em particular, dim(R.) = 1.

Dados g # e e x € R,\ {0}, existe um inverso 2! que & homogéneo e 27 € R,_;.
Dado também y € R, \ {0}, temos 27!y € R, e, assim, y = Az, para algum \ € F.
Segue que dim(R,) = 1. ||

No proximo teorema, podemos observar que se H é um subgrupo de G, a alge-
bra de grupo twisted F°[H] além de algebra H-graduada, também é G-graduada se
definirmos (F?[H]), = 0 para todo g € (G \ H). Consideraremos exatamente esta

G-graduagao em F7[H].
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Teorema 2.6 Seja R = @ R, uma dlgebra G-graduada de dimensdo finita sobre um
geG
corpo algebricamente fechado F. R é uma dlgebra graduada de divisao se, e somente

se, R é isomorfa a dlgebra de grupo twisted F°[H]| com a H-graduagao candnica, onde
H € um subgrupo finito de G e o : H x H — F\ {0} € um 2-cociclo em H.
Demonstragao. Sabendo que F7[H| é uma algebra graduada de divisdo, se existir tal
isomorfismo, segue que R é uma algebra graduada de divisao.

Reciprocamente, seja R uma algebra graduada de divisao. Como R tem dimensao
finita e pelo Lema 2.5, dim(R,) = 1, para todo g € Supp(R) =: H. Entao a ordem de
H é a dimensao de R, ou seja, H ¢é finito. Para cada g, fixamos um r, € R, \ {0}. Se
g,h € H, temos

rery, = 0(g, h)Trgn,
para algum escalar ndo nulo o(g, h) € IF, pois RyR), C Ry e dim(Ry,) = 1. Como R é

associativa, devemos ter

(rgrp)ry =rg(rpr.) = o(g,h)rgr, = re(o(h, 2)rp,)

= o(g,h)o(gh, 2)rgn, = o(h,z)o(g, hz)rg,

= o(g,h)o(gh,z) =oc(h,z)o(g,hz),
mostrando que a multiplicagdo do grupo é associativa. Agora exibiremos um isomor-
fismo entre R e F?[H]|. Seja {rp,,Thy,---,7h, } uma base homogénea de R e definamos
uma aplicagao linear f : R — F?[H] pondo f(ry,) = h;, para todo i = 1,...,n. Nao é
dificil ver que esta aplicagao é um isomorfismo de espacos vetoriais. Mais ainda, con-
siderando em R o produto induzido por 747, = (g, h)rgs, f se torna um isomorfismo

de 4lgebras. De fato, dados ry, 1, € R, temos

flrg)f(r) = g-h=o0(g,h)gh
= f(o(g, h)rgh) = f(TgTh),

de onde segue que R ~ F7[H]. ||

Antes de enunciar o préximo resultado é conveniente lembrar que escrevemos os
homomorfismos em um médulo do lado oposto aos escalares.
Teorema 2.7 Seja R uma dlgebra G-graduada. Suponha que V é um R-mddulo a
esquerda graduado simples e seja D = Endy (V). Se vy,...,v, € V sdo elementos

homogéneos LI sobre D, entao para quaisquer wy,...,w, € V existe r € R tal que

rv;, =w;, 1=1,...,n.
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Demonstracao. E suficiente provar que existe s; € R homogéneo tal que sjv; # 0 e
S1v9 = --- = s1v, = 0. Neste caso, pela simplicidade de V, obtemos < sjv; >=V
e existe t; € R tal que tys;v; = w;. Procedendo de maneira anédloga para cada i,
obtemos 7; := t;5; € R tal que rv; = w; e rv; = 0, para todo ¢ # j. Tomando

ri=r+7re+---+ 7, temos
v = (4 ) =0 T+ T = T = Wy,

0 que prova o teorema.

Provaremos nossa afirmacao por inducao em n. Para n = 1, supondo por contra-
dicao que nao existe r € R tal que rv; # 0 teriamos Rv; = 0. O subespago gerado por
vy seria um submoddulo nao nulo e portanto igual a V. Por outro lado, como Rv; =0
terifamos RV = 0, o que seria um absurdo.

Para o passo de indugdo, considere I o aniquilador de {vs, ..., v, 1}, ou seja,
I={reR|rvu=---=rv,_1 =0}

Analogamente ao que fizemos na Observacao 2.1, mas desta vez trocando direita por
esquerda, e notando que [ é a intersecao dos anuladores de vs, ..., v,_1, segue que [ é

um ideal a esquerda graduado de R. Seja agora W C V o aniquilador de I,
W={veV|Iv=0},

que é um D-submédulo graduado de V. Mostremos que W = v,D & --- @ v, 1 D.
De fato, como wvs,...,v,_1 € W, segue que v2D & --- D v,_1D C W. Por outro lado,
supondo por contradi¢do que nao haja a igualdade, deve existir v € W\ vu,D @ --- @
vn—1D, de onde segue que {v, vy, ...,v,_1} € LI. Por hipotese de inducao, existe r com
rv#0ervy=---=rv,1 =0. Neste caso r € I, pela definicao de I, e como v € W
devemos ter rv = 0, pela definicao de W, contradizendo o fato que rv # 0. Segue que
W=vD® - Dv,1D.

Em particular, vy,v, ¢ W e como V é simples, [v; = Iv, = V. Se existir
r € I tal que rv; # 0 e rv, = 0, o argumento estard completo. Se tal r nao existir,
podemos definir d : Iv,, — Iv; tal que rv, — rv;. De fato, supondo por contradicao
que a funcao d nao estivesse bem definida, existiriam r,79 € I, com v, = rov, mas

(r1v,)d = rv; # rovy = (rgu,)d. Considerando o elemento r := (r; — o) € I, temos
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rvy = (rp —re)vy # 0 e rv, = (1, — r2)v, = 0, um absurdo, pois tal r ndo existe.
Portanto d estd bem definida.

Note que d é um homomorfismo de R-moédulos e uma transformacao homogénea
de grau (deg(v,)) tdeg(vy). Segue que d € D. Pela defini¢ao de d, temos r(v,d —v;) =
0, para todo r € I, o que implica v,d — v; € W, uma contradicao. .

Teorema 2.8 Sejam G um grupo e R uma dlgebra G-graduada. Se R é graduada
stmples e satisfaz a condicao de cadeia descendente em ideais graduados a esquerda,
entdao existem uma dlgebra G-graduada D e um D-mddulo a direita graduado V' tais que
D ¢é uma dlgebra graduada de divisao, V' tem dimensao finita sobre D e R € isomorfo

a Endp(V) como uma dlgebra G-graduada.

Demonstracao. Pela Observacao 1.16, existe um ideal a esquerda graduado
minimal V. Considerando o anulador de V em R, o conjunto A = Ag(V) = {r €
R | rV = 0}, temos que A é um ideal bilateral graduado de R. De fato, dados
a=a+ag +---+a, €A rec Rev eV um elemento homogéneo de grau g,
(ar)V =a(rV)=0=ar € A, (ra)V =r(aV)=0=>rac Ae0=av=(a +ay +
o4 g, )V = a0+ agv + -+ - + ag, v. Dai segue que a,, € A, para todo 7, pois cada
parcela tem grau distinto das demais, e assim todas sao nulas. Ora, sendo A um ideal
graduado de R, uma &lgebra graduada simples, ha duas possibilidades: A = R, o que é
equivalente a RV = 0,o0u A = 0, e R age fielmente em V. Se RV = 0, obtemos V+V R é
um ideal bilateral graduado nao nulo, pois R(V+VR) = RV+(RV)R=0C V+VR.
Ora, da simplicidade de R, segue que (V 4+ VR) = R, um absurdo, pois neste caso
R* = R(V + VR) = 0. Segue que R age fielmente em V e podemos ver V como
um R-moédulo a esquerda graduado simples. Também podemos enxergar R imerso
em Endp(V), onde D = End} (V). Para isto, basta considerar, para cada r € R, a
aplicacao v — rv.

Mostraremos agora que V tem dimensao finita como um D-modulo. Se nao
tivesse, poderiamos construir uma cadeia infinita de ideais & esquerda graduados em
R. Paraisto, bastaria tomar uma sequéncia infinita vy, vo, . .. de elementos homogéneos

LI sobre D e notar que as inclusoes da cadeia

Ar({n1}) D Agr({v1,v2}) D -

seriam proéprias, pois poderiamos, pelo Teorema 2.7, obter elementos que anulam

vy, ..., U, Mas nao anulam v, .
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Por fim, dados uma base {vi,...,v,} homogénea de V e um elemento f €
Endp(V'), sabemos que f pode ser identificado pela imagem dos elementos da base.
Pelo Lema 2.7, como neste caso Endp(V) = End% (V), existe um elemento r € R tal

que rv; = f(v;), e, portanto, f pode ser identificado com tal 7. .
Observacao 2.9

e Fizando-se uma D-base homogénea {vy,...,v,} em V e sendo g; o grau de v;,
podemos identificar Endp(V') com a dlgebra de matrizes M, (D) construindo um

1somorfismo entre as dlgebras:

. n ~
Dado r € Endp(V), para cada j = 1,...,n, rv; = > v;x;;, onde 0s x;; 540
escalares em D. Podemos, a partir dai, associar o endomorfismo r com a matriz

(xi;) € My(D). Note que esta identificacio depende da D-base escolhida, mas

nesta base esta associacao €, na verdade, um isomorfismo

v: Endp(V) — M,(D)
r > p(r) = (zi5)-

Mostremos primeiro que ¢ é um homomorfismo de dlgebras e depois que € injetivo

e sobrejetivo. Sejam 11,79 € Endp(V), a € F, e p(r1) = (xi5), p(r2) = (yij)-

Ora, como sao endomorfismos, para cada j =1,...,n,
n n
(7’1 + T’QOé)Uj = T1; + (T’ij)()é = g V44 + ( E Uz’yz'j)a
i=1 =1
. Seque que

p(ri+ra) = (2 +yia) = (2y) + (i)
= (r1) +p(r2)a.
Agora provaremos que @ € um isomorfismo com rela¢ao a multiplicacao das dl-
gebras, que no caso de Endp(V) é a composicao de fungoes. Ora, para cada

j=1,...,n, temos

rirev; = 11 (O UkYkj) = 2 (T10kYk))

= > opon (i viwan) yrs) = Doy (Vi (X j—y Tiklrs)) -

Obtemos que a matriz p(rira) = (cij), onde ¢;j = > p_, Tiyrj. Por outro lado,

sabemos que esta é exatamente a matriz produto entre (z;;) e (yi;). Portanto,
p(rirz) = @(r1)e(r2).

Dado r € Endp(V') com ¢(r) = 0, obtemos que todas as imagens rv; sao nulas,
para todo i. Assim, dado v = > vy € V \ {0}, temos rv = r(d viy) =
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Y (rv))a; = 0 e, portanto, r é o endomorfismo nulo, o que € suficiente para
provar que @ € injetora.

Por fim, dada um matriz (z;;) € M, (D), existe o endomorfismor € Endp(V') tal
que, para cada j =1,...,n, rv; =Y vixy, ou seja, p(r) = (x;;), concluindo

que @ € um isomorfismo de dlgebras.

e Também podemos identificar M, (D) com M,(F)® D da seguinte maneira: para
cada (N\;j) ®d € M, (F)® D, associamos a matriz (A\;;d) € M, (D) e a graduagao
€ dada por

deg(Ey; ® d) = gideg(d)g; "

Com esta graduagao o isomorfismo ¢ € um isomorfismo de dlgebras graduadas.

2.2 Classificacao das Algebras Graduadas Simples de

Dimensao Finita

Sejam V um R-mo6dulo a esquerda graduado, g € G, e v € V, denotemos a
graduacdo de V por I'. O shift a direita V19, que é o mesmo conjunto V e cada
componente homogénea ¢ definida por Vh[z] =V} é um R-mo6dulo a esquerda graduado
e denotamos sua graduacio I'Yl. Note que degry(v) = degr(v)g, para todo v € V
homogéneo.

Se f:V — V & uma transformacao homogénea de grau ¢, entao f, vista como

uma transformacio V19 — V19 sera homogénea de grau g~'tg. De fato, dado h € G,

(Vi) f C Vi = (V,L[Z])f C Vh[f;. Segue que se End% (V) = D, entao
Endd; (V1) _lg7' pla

Lema 2.10 Seja R uma dlgebra graduada simples que possui um ideal graduado a
esquerda minimal 1. Entao I é um R-modulo graduado simples a esquerda gerado
por um tdempotente homogéneo de R. Mais ainda, se V é um R-mddulo & esquerda
graduado simples, entio existe g € G tal que V € isomorfo a 19 como um R-mddulo

graduado.

Demonstragao. Mostremos que [ é um R-modulo graduado simples. Suponha por
contradiciao I? = 0 e considere J = I + IR. Como I é um ideal & esquerda, entdo J
também é. Por outro lado, dados iy +iss € J =1+ IR, com iy,i9 € [,s € Rer € R,

temos (iy + i9s)r = i1 + igsr € IR C I + IR = J, completando a prova de que J é
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um ideal bilateral. Como R é uma algebra graduada simples, J C R é um ideal de R

e J # 0 entao J = R. Nesse caso,
RP=(I+IR(I+IR)=1*+FR+I(RI)+ I(R)RCI*+ IR =0,

um absurdo. Segue que I? # 0. Como I é ideal & esquerda graduado minimal, segue
que I ¢ um R-moédulo a esquerda graduado simples. Tome agora x € [ homogéneo tal
que [z # 0. Pela minimalidade de I, Ix = I e A;({z}) = 0, pois tal conjunto é um
ideal propriamente contido em I. Assim existe € € [ tal que ex = x. Note que podemos
substituir € pela componente de € em R., pois as demais componentes multiplicadas

por x sao nulas. Como
er=r=>cr=cr= (?—elr=0=¢c?—cc A;({z}) =0,

temos 2 = . Como Re # 0 e Re C I, segue que Re = 1.

Seja agora V um R-moédulo a esquerda graduado simples. Como IV é um submo-
dulo graduado de V', devemos ter IV = 0 ou IV = V. Pelo mesmo argumento usado
na demonstracao do Teorema 2.8, R age fielmente em V', de onde segue que IV = V.
Tome v € V tal que Tv # 0 e seja deg(v) = g. Entao a transformacao f : [ — V
definida por 7 +— rv é um homomorfismo de R-modulos e manda I, em V;,, para todo
h € G. Como ambos [ e V sdo graduados simples, ker(f) = 0 e Im(f) =V, donde
segue que I e V sdo isomorfos e 119 é isomorfo a V' como R-médulo graduado. .
Lema 2.11 Seja R uma dlgebra graduada e I = Re, onde € é um idempotente homo-

géneo de R. Entdo a dlgebra G-graduada End}, (I) é igual a Endg(I) e isomorfa a
eRe.

Demonstracao. Dado a € e Re um elemento homogéneo de grau g € GG mostraremos

que a aplicacao multiplicacao a direita por a

fo: I — 1
r +—— xfa =xTa
¢ um endomorfismo graduado. De fato, sabendo que Endy (I) = End? (I)NEndg(I), e
nao é dificil ver que f, ¢ um R-endomorfismo. Agora, dados h € G, e b € I}, deg(bf,) =
deg(ba) = hg, de onde segue que (I),)f, C Iny, € assim, f, € Endy(I) C End’ (I), o

que ¢ suficiente para mostrar que f, € End} (I).
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Considere o homomorfismo eRe — End% (I) tal que a imagem de a € ¢Re é
o endomorfismo f,. Mostraremos que tal aplicacao é, na verdade, um isomorfismo.
De fato, se za = 0, para todo x € I, entao 0 = ca = a, de onde segue que tal
aplicagao é injetora. Mais ainda, dado f € Endgr(l) e x € I, temos xf = z(ef)
e f é a multiplicagdo a direita pelo elemento a = f. Por definicado a € Re, mas
a=cf =¢c’f =elef) = ea, de onde segue que a € £Re, mostrando a sobrejetividade

do homomorfismo. .

Observacao 2.12 Sob as condigcoes do Teorema 2.8 o R-mddulo graduado simples V
e a dlgebra graduada de divisao D = End}, (V) = Endg(V) sdo determinados a menos

de shifts apropriados.

Definigcao 2.13 Sejam G um grupo, D, D’ dlgebras G-graduadas, V um D-mddulo
a esquerda graduado e V' um D'-mddulo & esquerda graduado. Um isomorfismo de
(D, V) em (D', V') é um par (fo, f1), onde fo: D — D" é um isomorfismo de dlgebras
G-graduadas e f1 : V — V' é um isomorfismo de espagos G-graduados com a condi¢do
que fi1(vd) = fi(v)fo(d), para todosv eV ed e D.

Exemplo 2.14 Sejam D = D' = F, V e W F-espacos vetoriais graduados. Neste
caso um isomorfismo de (D, V) em (D', W) é um par (fo, f1) onde fy € a identidade e
fi: V. — W uma transformacao linear graduada. Fizada {vy,...,v,} uma base de V
de elementos homogéneos de graus g1, ..., ¢gn, respectivamente, temos que Endp(V) é
isomorfa a R = M,(F) com a graduacao elementar induzida por (g1, ...,g,). Note que
{wy,...,w,}, com w; = f(v;), € uma base de W, e como w; é homogéneo de grau g;
concluimos que Endg(W) € isomorfa a R. Portanto as dlgebras Endp(V') e Endg(W)

sao isomorfas.

No proximo teorema provamos que, de modo geral, um isomorfismo de pares
determina um isomorfismo nos anéis de endomorfismos correspondentes e que, recipro-
camente, todo isomorfismo de anéis de endomorfismos é obtido de um isomorfismo de

pares.

Teorema 2.15 Sejam G um grupo, D, D’ dlgebras G-graduadas de divisao, V um D-
mdodulo & direita graduado e V' um D'-mddulo a direita graduado, ambos nao nulos e de
dimensao finita. Sejam também R = Endp(V) e R' = Endp/(V'). Se f : R — R’ é um
isomorfismo de dlgebras G-graduadas, entao existem g € G e um isomorfismo (fo, f1) de
(b™1Dl VY em (D', V') tais que fi(rv) = f(r)f1(v), para quaisquer r € R ev € V.
Reciprocamente, dado um isomorfismo (fo, f1) de ([971]D[g}, V1) em (D', V') existe um

tnico isomorfismo f : R — R’ de dlgebras G-graduadas tal que fi(rv) = f(r)fi(v),
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para todos v € R e v € V. Dois isomorfismos (fo, f1) e (fi, fi) determinam o mesmo
isomorfismo R — R’ se, e somente se, existe um elemento homogéneo nao nulo d € D'
tal que fi(x) =d ' fo(x)d e f](v) = f(v)d, para todosz € D ev € V.
Demonstragao. Defina uma estrutura de R-modulo em V' pondo rv' = f(r)v
parar € R, v € V. V' & um R-mo6dulo graduado simples, pois como V' é um
R'-moédulo simples, segue que também o é em relacdo a R. De fato, supondo W' #
0 um R-submodulo de V', temos que W’ é também um R’-submodulo e tomemos
w' € W\ {0}. Dado v € V', existe uma transformagao linear sendo r € R tal que
f(r) = 7', temos rw’ = f(r)w' = r'v’ € W', de onde segue que W' = V' e V' &
um R-modulo simples. Pelo Lema 2.10 existe um isomorfismo f; : V19 — V' para
algum g € G. Pela nossa definigdo de R-modulo em V') temos fi(rv) = f(r)fi(v)
parar € R, v € V. Como ¥ '1DU = Endp(VI¥)) e D' = Endg(V') podemos definir
fo @ Endp(V9) — Endg(V') pondo (v')(fo(d)) := fi((f;*(v'))d) para v € V' e
d € D. Note que fy ¢ um homomorfismo. Se (v')(fo(d)) = 0, entdo fi((f;'(v'))d) =0,
para qualquer v € V’. Dai,(f;*(v/))d = 0 e assim d = 0. E simples verificar que
fo & um isomorfismo de &algebras. Por fim, mostraremos que fy(d) preserva o grau
de v'. Se deg(v') = g e deg(d) = h entdo, como f; e sua inversa preservam o grau,
deg((v)(fo(d))) = deg(f1((f; *(v"))d)) = gh, de onde podemos concluir que fo(d) tem
grau g.

Reciprocamente, dado (fy, f1), definamos f(r) : V! — V' para cada r € Endp(V)
pondo f(r)(v') := fi(r(f; ' (v))). Assim, para v’ € V' e d € D', temos

f)W'd) = A ()
= AU W) )

= AN ffo ' (d)
= (f(n)))d,
mostrando que f(r) € Endp(V’). Dado r homogéneo de grau h € G, para qual-
quer a € G, fi' envia V! em V-1, r envia V-1 em Vj,,-1 e, finalmente, f; en-
via Vjeg-1 em V), de onde segue que f(r) é homogéneo de grau h, mostrando que
f: Endp(V) — Endp/(V') é um isomorfismo de algebras G-graduadas. A unicidade
pode ser depreendida ponto a ponto pela igualdade fi(rv) = f(r)f1(v).

Por fim, sendo d € D um elemento homogéneo nao nulo de grau t € G,

fiheT pll D dado por fi(x) = d'fo(z)d é um isomorfismo. Também
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fi: Vs - V' dado por f{(v) = fi(v)d, satisfaz fi(vz) = fi(v)f)(x). Desde que

fi(ro) = fi(ro)d = (f(r) fi(v))d = f(r)(fr(v)d) = f(r) fi(v),Vr € Rv eV,

concluimos que (f}, f{) determina o mesmo isomorfismo f. Reciprocamente, se (f}, f1)
determina f, entao f{o f~! ¢ uma transformacao homogénea de ¥V’ em V' e um isomor-
fismo de R-modulos. Assim, existe d € D’ ndo nulo tal que (f; o f;')(v') = v'd, para
todo v € V'. Segue que f{(v) = fi(v)d, para quaisquer v € V e fi(z) = d~!fo(x)d,
para todo x € D. .

Observacao 2.16

i) Utilizando a notag¢ao do Teorema 2.15, se = {vy,...,v,} € uma D-base homo-

génea de V, entao
B ={filv),.., fi(va)}
¢ uma D'-base homogénea de V' tal que deg(fi(v;)) = (deg(v;))g.
ii) O isomorfismo f que corresponde a (fy, f1) pode ser expresso em linguagem de

matrizes, semelhante ao que fizemos anteriormente e fivadas as bases do item

anterior para Ve V',

Dado V um D-médulo a direita graduado simples, para qualquer v € V' \ {0}
homogéneo temos V = wvD e, portanto, V é isomorfo a um shift a esquerda do D-
modulo & direita regular V, ou seja, 9D ~ V, onde g = deg(v). Ademais, sendo
T = supp(D), temos que YID & isomorfo a "D se, e somente se, gT" = hT. De fato
como supp(W D) = gT e supp(!" D) = hT, a igualdade g7 = hT segue do isomorfismo
WD ~" D. Para mostrarmos que se as classes laterais ¢T e hT coincidem, entdo 9D é
isomorfo a ") D basta notar que 1 tem grau g em 9D e o conjunto {1} & uma base para
WID. Como as classes coincidem, existe t € T tal que g = ht. Tome d € D, nio nulo.
Note que o grau da unidade em ™MD é h e assim, o grau de 1d é ht = g. Lembrando
que {d} é uma base para M D, podemos considerar a aplicacio de 9D em D que leva
x em dx. Nao é dificil ver que tal aplicacao é um isomorfismo graduado.

Seja T C GG o suporte de D. Se V é um D-mo6dulo a direita graduado de dimensao

finita, entao existe uma decomposicao candnica de V em uma soma direta

V=Vo- eV,
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onde V; é a soma de todos os submodulos graduados que sdo isomorfos a algum 9 D fixo.
Os elementos ¢, ..., gs nao sao unicamente determinados, mas suas classes laterais
91T, ..., gsT sdo determinadas a menos de permutacao. Escreva v = (gy,. .., gs), onde
g;'g; & T, parai # j. Se {vy,...,v,} é uma D-base homogénea de V, entdo, para
cada 7 o subconjunto

{v; | deg(v)) € g:T}
é uma D-base para V;. Seja k; = dimp(V;) e escreva k = (ky, ..., k).

Por outro lado, dado um par (k,~), seja V(G, D, k,~v) o D-modulo a direita que
possui uma D-base homogénea consistindo de k; elementos tais que cada grau é g,
para i = 1,...,s. Isto prova que V ¢ determinado como D-espaco vetorial por k e 7.
Para uma exposi¢ao alternativa desse fato, confira a Proposigao 2.5 da referéncia [19].

Se V e W sdo determinados por k e v, entdo existem {v;...,v,} e {wy, ..., w,}
bases homogéneas de V' e W, respectivamente onde {v; | deg(v;) € ¢;T} é uma D-
base para V; e {w; | deg(w;) € ¢;,T} é uma D-base para W;, onde dimp(V;) = k; =
dimp(W;). Nestas condigbes, e supondo sem perda de generalidade que deg(v;) =
deg(w;), a aplicacdo que, para cada ¢ leva v; em w; é um isomorfismo, em outras
palavras, V e W sao isomorfas. A reciproca também é verdadeira, pois um isomorfismo
f entre dois espacos V e W leva, para cada i, {v; | deg(v;) € ¢,T} no conjunto
{f(v;) | deg(f(v;)) € ¢:T}, que é uma D’-base para f(V;) e, a partir dai nao ¢é dificil
ver que W também é determinado por k e . Portanto, a menos de isomorfismo, toda

algebra graduada simples de dimensao finita pode ser escrito dessa forma.

Além disso, denotamos a algebra G-graduada Endp (V) por M(G, D, k, 7).

Notagao 2.17 FEscreveremos (D, k,v) ~ (D', k',7') se k e k' tém o mesmo nimero s
de componentes e existem g € G e uma permutacio o dos simbolos {1,..., s} tais que
D'~ plal gy = Koy € gi € go(i)(Supp(D))g, para todos i =1,...,s.

Com esta notagao e combinando o Teorema 2.8 e o Teorema 2.15, obtemos

Corolario 2.18 Sejam G um grupo e R uma dlgebra G-graduada. Se R é graduada
simples e satisfaz a condigcao de cadeta descendente para ideais graduados & esquerda,
entao R é isomorfa a alguma M(G, D, k,v), onde D é uma dlgebra graduada de divi-
sa@o. Duas dlgebras G-graduadas M (G, D, k,v) e M(G, D' k',~") sao isomorfas se, e
somente se, (D, k,v) ~ (D' k',~").
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Demonstracao. A primeira parte do corolario segue do Teorema 2.8, pois nestas
hipo6teses, existem uma algebra G-graduada de divisao D e um D-moédulo & direita
graduado V' de dimensao finita sobre D tais que R ~ Endp(V) = M(G, D, k,~), para
algum k e v como nas construcoes anteriores. J& o Teorema 2.15 completa a segunda
parte, pois M (G, D, k,v) = Endp(V) ~ Endp/(V') = M(G, D', K',7') se, e somente
se, k e k' tém o mesmo nimero s de componentes e existem g € G e uma permutacao o
dos simbolos {1, ..., s} tais que D' =91 DI k! = &,y e g) € goiy(Supp(D))g, para
todos i =1,...,s, o que denotamos por (D, k,v) ~ (D', K,~"). .

Pela Observacao 2.9, pelo corolario anterior e pelo Teorema 2.6, obtemos que
R ~ Endp(V) ~ M, (D). Escrevendo este resultado em termos de matrizes, obtemos

o seguinte teorema:

Teorema 2.19 Seja R = @ R, uma dlgebra de dimensdo finita sobre um corpo al-
geG
gebricamente fechado F graduada por um grupo G. Entao R é graduada simples se,

e somente se, R € isomorfa a M,(F)®@ D ~ M,(D), onde D = @ D), é uma dl-
heH
gebra graduada de divisao com Supp(D) = H, um subgrupo de G, e M,(F) possui

uma G-graduacao elementar definida por uma n-upla (g1,...,9,) € G". Mais ainda,
D ~TF°[H] para algum 2-cociclo o em H, com a H-graduag¢ao canonica, e a graduagdo
em M, ® D é dada por deg(E;; @ dy,) = g; *hg;, com dy, € Dy,

Observacao 2.20 Podemos decompor R pondo R = AB ~ A® B, onde A = M, (F)
tem uma G-graduagdo elementar definida por (qi,...,qm;G12; - - - Gm—1.m), que defini-
mos em (1.2) e B é uma dlgebra graduada de divisao. Podemos, a menos de isomor-
fismo, supor que g;H = g;H se, e somente se, g; = g;. No teorema anterior, dado um
elemento r = E;; ® d, € R de grau e, temos e = deg(r) = gi_lhgj e dat, g[lgj € H,
de onde seque que g;H = g;H. Como isso acontece se, e somente se, g; = g;, obtemos
que a matriz E;; tem grau e na graduacio de A e h = e. Mostramos portanto, que no

nosso caso a decomposicio R = AB € tal que R, = A,.

2.3 Uma Condicao para que Duas Algebras Gradua-

das Simples de Dimensao Finita sejam Isomorfas

Na secao anterior exibimos as algebras graduadas simples de dimensao finita
tanto em termos de endomorfismos quanto em termos de matrizes. Agora chegou o
momento de cumprirmos com o objetivo principal da dissertagao exibindo uma condigao

para que duas algebras graduadas simples de dimensao finita sejam isomorfas. Antes
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disso, porém, devemos estudar alguns lemas e teoremas que nos serao Uteis quando
demonstrarmos o resultado principal.
Doravante assumiremos as condigoes da Observacao 2.20 e ' um corpo algebri-

camente fechado, exceto se mencionarmos o contrario.

Lema 2.21 Seja R= @ R, = AB ~ A® B uma dlgebra graduada simples de dimen-
geG
sao finita onde A = M,(F) tem wuma G-graduag¢io elementar definida por

(G15- - @m; G125 - - s Gm—1,m) € B € uma dlgebra graduada de divisio e denote S =
Supp(A), H = Supp(B). Se G ¢ um grupo abeliano, entio S N H = {e}.

Demonstracdo. Suponha, por contradicao, h € (SN H) \ {e}. Pelo Teorema 2.19,
H & um subgrupo de G e, pela Observagao 2.20, A, = R.. Dados =z € A, \ {0},
r € By-1\ {0}, pelo Teorema 2.19 e, como G é abeliano, B pode ser visto como
subalgebra homogénea, de onde segue que deg(xr) = e, mas isto é um absurdo, pois se

xr € A, deveriamos ter r = 1, o que nao ocorre. .

Lema 2.22 Seja R uma dlgebra G-graduada simples de dimensao finita. Suponha que
R=AB~A® B R=A'B'~ A" ® B’ siao duas decomposi¢oes de R em componente

-

elementar e dlgebra graduada de divisao com H = Supp(B), H = Supp(B'). Se G é

abeliano, entao H = H' e B e B’ sao isomorfas como dlgebras graduadas.

Demonstracao. Em primeiro lugar, temos que A, = R. = A.. Seja C o centralizador
de R. em R. Note que C' é uma subélgebra graduada de R. De fato, dados a,b € C,
temos ar = ra,bs = sb, para todos r,s € R.. Dai, abr = arb = rab e assim ab € C.
Dadoa =r{+---+r, € C, temos ar = ra, para qualquer r € R,. Ora, rir—+---+r,r =
rry + --+ 4+ rr,. Como as Ginicas parcelas com grau g; em ambos os lados da equacao
sao r;r e rr;, obtemos r;r = rr;, para todo i, donde segue que r; € C, o que é suficiente
para concluir que C' é subdalgebra graduada.

Como R ~ A® B, entiao C' ~ C ® B, onde C = C4(A.). De fato, podemos
identificar C' com Cr(A. ® 1) e mostraremos que Cr(A. ® 1) = C4(A.) ® B. Dado
a®be Cy(Ae) ® B, como a comuta com todo elemento de A., entdo a ® b comuta com
todo elemento de A, ® 1, de onde segue que Cy(A.) ® B C Cr(A.®1). Por outro lado,
dadox = > a; ®b; € Cr(A.®1), onde o conjunto dos b.s é linearmente independente,
edadoa®1 e A, ® 1, temos

rla®l)=(a® 1)z = Z(aia —aa;) ®b; = 0.
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Como os b;’s sdo L.I., obtemos a;a = aa; para cada i e, assim, x € C4(A.) ® B.
Analogamente ao que foi feito na Equacao (1.1), na se¢do sobre graduagoes

elementares em Aalgebras de matrizes, temos C ~F@---®F, de onde segue que
————

m parcelas

C~B®- @& B e, similarmente, C ~ B' @ ---® B’, de onde segue que
—_—

m parcelas

H = Supp(C) = Supp(B) = Supp(B')

e B ~ B’ como algebras graduadas. .

Lema 2.23 Sejam G um grupo abeliano e F um corpo algebricamente fechado tal que
a ordem de todo subgrupo finito de G ¢ invertivel em F. Se duas dlgebras G-graduadas
simples e de dimensoes finitas R ~ A® B e R ~ A’ ® B/, satisfazem as mesmas
identidades polinomiais graduadas, onde A, A" possuem graduacoes elementares, B, B’

sao dlgebras graduadas de divisao com Supp(B) = Supp(B') =: H, entao B ~ B'.

Nesse lema, a hipotese de que a ordem de todo subgrupo finito de G é invertivel
em F foi usada pea referéncia [4]| para provar que toda algebra graduada simples é
isomorfa a um tensor da forma A ® B.

Demonstragao. Sejam A = M,(F) com uma graduagio trivial e B uma dlgebra
graduada de divisio. Mostraremos que A ® B satisfaz uma identidade polinomial
graduada especial, que definiremos mais adiante na Equagao 2.2. Sejam H = supp(B)
eo: HxH — F\ {0} o 2-cociclo que define a estrutura de algebra graduada de
divisdo em B (vide Observagao 1.32, identificando B com F?[G]). Existe uma base
{bn | h € H} de B tal que byb, = o(g, h)by, e ainda byb, = a(h, g)bp,. Segue que

o(g, h
byby, = A(g, h)bab,, onde A(g, h) = UE*Z gg.

Pelo Teorema de Amitsur-Levitski sabemos que A satisfaz a identidade Standard

(2.1)

S2¢ = qu(xla Loy ... 7-772q) = Z (_1>0$a(1) T -ra(Zq)-

UESQq
Chamemos x9,—1 = y1 € oy = y2. Podemos agrupar as parcelas do somatorio
levando em consideracao as posicoes de y; e 5. Por exemplo, ao fixarmos y; na primeira
posi¢ao do mondémio e y» na segunda, as demais varidveis variarao de acordo com todas
as permutagoes de Sy,_o. Assim, uma das partes deste agrupamento é o somatoério

(1)~ Z (=17 @) Tr(m)Y1Tr () " Tr(j—2) Y2 Tr(j—1) * * * Tr(2g-2)-

TEqufz
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Podemos usar o ntimero a« =7 + j 4+ 1, onde ¢ é a posicao de y; e j é a de y».

Desse modo, podemos definir
Sij = Si,j(xh ey L2g-25 Y1, 1/2) =

- (_1)i+j+1 Z (—1)T$r(1) o Tr(i-0)Y1Tr()  Tr(j-2)Y2 X7 (j-1) * L (29-2)-

TEqufz

Note que trocando y; e y» de posicao, obtemos as mesmas permutagoes, mas com

o sinal invertido. Ao consideramos todas as possiveis posicoes de y; e yo, obtemos

S2g(T1, - Tag—2, Y1, Y2) = Z (8ij(@15 - W22, Y1, Y2) — 8ij(X1, - -+ T2g—2, Y2, Y1)

1<i<j<2q

Agora definimos uma identidade standard modificada como segue:
s (Cl?e € g h) o
2q\*1yc s 2q—27y1ay2 T

= Z (50 (@5, 2500,y Uh) — Mg, ) sig (a5, .. 35,0 vh, y))). (2.2)
1<i<j<2q

Mostraremos que s5, = 0 ¢ uma identidade graduada para A ® B. De fato, avaliando

(25, w5 0 Ul ) = (a1 @ 1,. .. agg—2 ® 1, a34-1 ® by, azg @ by) em 5, obtemos

Z (81‘7]‘(&1, e ,agq_l, agq) X bgbh — )\(g, h)SZ"j(CLh PN ,agq, CLQq_1> & bhbg) =

1<i<j<2q

= Z (sij(@1,. .., a20-1,029) @ bgbp, — 8;5(ar, ..., as, azq—1) ® byby) =
1<i<j<2q

= Z (Si,j (Cll, ceey A2g—1, agq) — sm(al, . ,agq)) & bgbh
1<i<j<2q

= 52q(a1, e ,agq, CLQq,l) ® bgbh = O

Ademais, claramente tal polinémio também é identidade polinomial graduada

para My (F)® B’ se ¢ < q. No entanto, mostraremos que ela nao ¢ identidade graduada

/ / / / U/(g7 h)
se ¢ > qouq = q, mas N(g,h) # A(g,h), onde XN (g, h) := 7(h )

e o’ & o cociclo que
define a H-graduacao em B’

Supondo primeiro ¢’ > ¢, podemos avaliar
S;q(Ell X 1, E12 (%9 1, EQQ & 1, . ,Eq_qu (%9 1, Eq7q X blg, Eq,q+1 & b;z) = E17q+1 (%9 b;b;l 7é 0.

Agora, supondo ¢’ = q e N (g,h) # A(g,h), tomamos 2§ = a; ® 1,..., 25, , =

. / _ / _ _ I J—
Aog—2 & Ly = a® 5971/2 =a® bh, com a; = Fij,ay = Fip,a3 = E227-"7a2q72 =
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B . : « 4
Ey-14,a = Eyq. Neste caso, a avaliagdo de tais valores em s3, é

ZKj(sij(al, ceyG2q2,a,a) Db, — A(g, h)sij(al, ..., az2,a,a) @b,b) =
Jh

Ag. ) T X9, ) e
(1= T ) tarmson om0 i) = (1= 5255 ) Byt £ 0

Relembrando que A., A. sdo somas diretas de algebras matriciais sobre [F, consi-
9 e ?

deremos M, (F) o somando matricial de A, de maior dimensao e My (F) o somando de
Al de maior dimensdao. Como R satisfaz as mesmas identidades que R’, pelo exposto
acima, obtemos que ¢ = ¢’ e A(g,h) = N(g, h) para quaisquer g,h € H. Em particular
sejam ), com g € H, elementos de uma base de B’ satisfazendo as relagoes (2.1).
Como H é um grupo abeliano finito, pelo Teorema 1.3, existe uma decomposi¢ao em

um produto direto de grupos ciclicos de ordens kq, ko, ..., k;
H = (h)i, % (ha)r, X - X (he),

e tomemos by, by, ..., b € B tais que deg(b;)) = h;,1 <i<te bf = 1. Nao é dificil
ver que o conjunto 3 = {b]'6%--- b | 1 < j, < k., = 1,...,t} é uma base para B.
Note que as relacoes (2.1) e as igualdades b5 = b5 = ... = bf* = 1 fazem com que a
multiplicacao definida nos elementos da base 3 seja completamente conhecida.

Analogamente, podemos tomar ¢, ¢, ...,c; € B', com ¢; = b), € B} e cf =1,
para i = 1,2,...,t. O conjunto ' = {cJ'c¥--- ' | 1 < j, < kpyr =1,...,t} é uma
base para B’ cuja multiplicacao satisfaz as relacoes 2.1 e c’fl = c§2 == =1, de
onde segue que a multiplicacdo de B ¢ a mesma de B’, em outras palavras, B ~ B’.
N

Nao é dificil provar que se duas algebras graduadas simples de dimensao finita

sao isomorfas, elas satisfazem as mesmas identidades polinomiais. O proximo Teorema

é sobre a reciproca deste fato e constitui a condicao que queriamos exibir.

Teorema 2.24 Sejam G um grupo abeliano e F um corpo algebricamente fechado tal
que a ordem de todo subgrupo finito de G ¢é invertivel em F. Se duas dlgebras G-
graduadas simples e de dimensoes finitas R e R’ satisfazem as mesmas identidades

polinomiais graduadas, entdo elas sao isomorfas.

Demonstracao. Sejam R = AB ~ A® B, R = AB ~ A ® B’ decomposicoes
onde A e A’ possuem graduagoes elementares e B e B’ sao algebras graduadas de

divisao. Suponha que (qi, ..., ¢n; 912, - - - Gm—1.m) define uma graduacao elementar em
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Ae (q1s- Qi1 1) define uma graduagio elementar em A'. Se S =
supp(A), H = supp(B), S’ = supp(A’) e H = supp(B’), entdo SH = S’H’'. De fato,
note que 29 = 0 é identidade graduada de R para todo g € G\ SH. Como R e R’
satisfazem as mesmas identidades graduadas, entao tal polinémio também é identidade
para R’ mas neste caso, para g € G\ S'"H’. Dai segue que G\ SH = G\ S"H’, donde
SH=S5H'".

Na verdade, provaremos que H = H' e que B ~ B’. Considere C' o centralizador
de R. em R. Por um argumento ja usado anteriormente (veja demonstragao do Lema
2.22), C' é uma subalgebra graduada e H = Supp(C). Por outro lado, g € Supp(C) se,
e somente se, g € SH e [z¢, 29] = 0 é uma identidade graduada de R. Como SH = S’H’
e as identidades graduadas de R e R’ sdo as mesmas, segue que H = H'. Agora, tendo
provado que todas as condigoes do Lema 2.23 se aplicam neste caso, obtemos B ~ B’
como algebras graduadas.

Mostraremos que ¢; = ¢; e m = m’. Pela graduagao elementar em A que defini-

mos, a componente A, = R, ¢ M, (F) & M,(F) & ---& M, (F). Sejam

P1 = ¢
P2 = D1+ @R =q+q¢

Pm—1 = Pm—a2tqm-1=q¢ +q2+ -+ qm-1
Pmn = Pm1tdm=q¢ +q@+ - +gn=n"n,

e considere o subgrupo de Sy, 1

Séknfl = {U € 8271*1 ’ U(zpl) = 2p17 O'(ng) = 2p27 ce 70(2pm71) = 2pm71}-

Mostraremos que R nao satisfaz a identidade polinomial graduada

_1\0,.€ L. mE 912 ,.e R - 923 ,.e
E ( 1) xa(l) xa(?pl—l)x2p1ma(2p1+1) ma(?pz—l)x2p2$0(2p2+1)
0€S§n71
e Im—1,m _e e —
T IU(me—lfl)xZDm—l xU(me—1+1) xO’(anl) - 0 (23)

De fato, se fizermos a avaliacao de
(371, T2y ... ;3727171) = (En, Erg, Eoy, Eos, ... Enﬂ,n, Enn)

no polindémio, existe apenas uma permutacao do subgrupo de permutacoes que nao

anula os produtos destes elementos, que é a identidade, e, portanto, obtemos o valor
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By, # 0. Agora considere a decomposigao andloga A, = R, = My (F)© My (F)®©--- @
My (F) = Ai @Ay & - @A, onde ¢ = ¢4 2 -+ = ¢, > 0. Se q1 > ¢ entdo
o polinomio (2.3) ¢ identidade graduada para R', pois AjA; = 0, para todo i # j e
todo Aj satisfaz a identidade sy = 0, 0 que contradiz o fato de R e R’ satisfazerem as
mesmas identidades.

Temos ainda que g2, ..., gm—1,m SA0 tais que g;;41---g;—1; 7 € para quaisquer
1 <i<j<m. Dadosa € 4] ,...,an, € A} , temos aici12a2 - - - Up—1Cm—1Gm = 0
em A’, onde deg(ci2) = g12,...,deg(Cm—1.m) = Gm—1m- Assim, pelo menos dois dos
indices i1, ...,1,, coincidem e, quando isto acontece, o produto se anula. Se, porém,
¢y = ¢1 mas ¢, < g2, podemos usar o mesmo argumento anterior, chegando a mesma
contradi¢do. Portanto, m = m' e ¢ = ¢q,...,¢n = ¢, Em particular, A e A’
devem ser algebras de matrizes de mesmo tamanho n = ¢; + - - - + ¢,,,. Por fim, sejam
e € A = M,(F),...,e,, € A, = M, (F) as unidades das algebras A},... A/
respectivamente. Como o polinémio (2.3) nao é identidade graduada para R’, entao

existem uma permutagdo 7 € S,,, a1 € Al,...,a, € A, e elementos homogéneos

/ /
c € R ey Cmpm—1 € Rgm_

G127 ., tais que

1,
Ar(1)C1ar(2) * * * Qr(m—1)Cm—10r(m) #0

em R'. Ademais, q’T(i) =q paratodoi = 1,....mec¢ = ab, i =1,...,m—1,
onde a; € ergA'errr), deg(ai) = grp)-usay b € Bh, € 0r() 41yl = gigsr para
1< <m—1.

Portanto mostramos que R e R’ sdo isomorfas como éalgebras graduadas. .



Apéndice A

Semissimplicidade de anéis e o
Teorema de Wedderburn-Artin

Nos dedicamos, neste apéndice, a trazer o assunto que influenciou o nosso re-
sultado principal. A referéncia que mais utilizamos para esta parte do texto foi [18].
Apresentamos uma propriedade dos anéis, a semissimplicidade (que tem como um caso
particular a simplicidade), e classificaremos todos os anéis semissimples por meio de
anéis de matrizes com entradas em anéis com divisao. Para isto, é necessario primeiro
elencar teoremas relacionados aos modulos, que generalizam os espacos vetoriais, que
foram definidos no primeiro capitulo.

Agora introduzimos um conceito bastante importante desta secao que é a semis-
simplicidade. No6s a definimos em relacao a médulos, mas mais adiante a semissimpli-
cidade de anéis tomara a de médulos como base. Neste apéndice consideraremos, salvo

mengao contraria, anéis com unidade.

Definicao A.1 Sejam R um anel e M um R-mddulo & esquerda. Dizemos que M é

um modulo
i) simples, se RM # 0 e os unicos submddulos de M sao os triviais;
ii) semissimples, se todo R-submddulo de M é um somando direto de M.

Doravante, salvo mencao contraria, R representard um anel e M um R-moédulo a es-

querda.
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Lema A.2 Se M ¢é semissimples, entdo

i) Todo submddulo de M é um R-mddulo semissimples;

ii) Toda imagem homomdrfica de M é um R-mddulo semissimples.

Demonstragao.

i)

i)

Seja L um submodulo de M. Dado N um submodulo de L, como N é também
submoédulo de M, existe K um submoédulo de m tal que M = N ¢ K. Assim,
L=MNL=(N&K)NL=Na& (KnNL). Mostremos a validade da tltima
igualdade. Dado z € (N@®@ K)NL, x € L e existem n € N e k € K tais que
r=n+k. Como N C L, entao k =z —n € L. Segue que z € N& (K NL). Por
outro lado, dado x € N@ (K NL), existemn € N, k€ KNL tais que x = n+k.
Comon € N C L, entdo z =n+ k € L, de onde segue que z € (N & K) N L.

Sejam f: M — L um R-epimorfismo e N um R-submoédulo de L. Sabemos que
f7YN) é um submo6dulo de M e como M é semissimples, M = f~! & K, para
algum submoédulo K de M. Dado y € L, existe x € M tal que y = f(x) e existem
x1 € f7HN), 29 € K tais que = x1 + xo. Assim, y = f(z) = f(a1) + f(a2) €
N + f(K), ou seja, L = N + f(K). Resta mostrar que a soma é direta. Dado
z€ NN f(K), existe a € K tal que z = f(a). Ora, a € f~}(N)N K =0 e assim

z = f(a) = f(0) =0, o que é suficiente para concluir que L é semissimples.

Corolario A.3 Se M ¢é semissimples, estao todo modulo fator de M é semissimples.

Demonstragao. De fato, basta observar que um modulo fator é imagem de M pelo

homomorfismo sobrejetivo projecao canodnica. .

Lema A.4 Todo mddulo semissimples nao nulo possui algum submodulo simples.

Demonstracao. Sejam R um anel e M um R-mo6dulo a esquerda semissimples nao

nulo.

Dado m € M \ {0}, mostraremos que o submodulo Rm contém um submdédulo

simples. Seja F' a familia de todos os submoédulos de Rm que nao contém m. Note que

F # 0, pois {0} € F, e que qualquer cadeia de elementos de F' possui cota superior.

De fato, para a segunda afirmacao basta notar que a uniao de todos os submoédulos de
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uma cadeia em F' é ainda um submoddulo pertencente a F' e que contém toda a cadeia.

Pelo Lema de Zorn, considerando F' ordenado pela inclusao de conjuntos, existe um

elemento maximal N € F. Pelo lema A.2, Rm é semissimples e assim existe N/ um

submoédulo de Rm tal que Rm = N & N’. Afirmamos que N’ é simples. De fato,

existem n € N,n’ € N’ tais que m = n+n’. Como m ¢ N, temos n’ # 0, mostrando

que N’ # 0. Sendo N” um submodulo nao nulo de N’, mostraremos que N” = N’.

Aplicando novamente o Lema A.2, N’ é semissimples e existe P um submo6dulo de N’

tal que N’ = N” @ P. Afirmamos que m € N @& N”, pois se isto nao fosse verdade,

teriamos N @& N” € F', mas N C N @& N” contrariaria a maximalidade de N em F.

Como m € N & N” segue que N & N” = Rm. Dai,

NeN'=Rm=Na@N =Na&(N'®&P)=N"=N"@P,

de onde segue que P = 0, e assim, N” = N’, mostrando que N’ é simples. .

Teorema A.5 Se M ¢ um R-mddulo nao nulo, sdo equivalentes:

i) M ¢é semissimples;

i) M é soma de uma familia de submddulos simples;

iii) M é soma direta de uma familia de submddulos simples

i) = ii)

i) = i)

Demonstragao.

Seja {S;}ier a familia de todos os R-submodulos simples de M. Tal familia é ndo
vazia pelo Lema A.4. Denotando N = Z S;, como M ¢é semissimples, existe um
submoédulo P C M tal que M = N & zlgl Se P = 0, o resultado segue. Se, por
outro lado, P # 0, pelo Lema A.2 P é semissimples e, novamente usando o lema

A4, existe T um R-submodulo simples de P. Neste caso, existe j € I tal que

T =S;eassimT C NN P =0, um absurdo.

Seja M = ZM"’ onde {M;}ier € uma familia de submodulos simples de M.

iel

Consideremos F = {J CrI| Z M; ¢ uma soma direta } ordenado pela inclu-
jed
sao. Note que F # () pois cada conjunto unitario de I pertence a F. Toda cadeia

de elementos de F' possui cota superior, a saber, a uniao dos seus membros e,



iii) = i)

64

portanto, pelo Lema de Zorn existe um elemento maximal I’ € F. Considere

M'" = @ M,. Mostraremos que M’ = M. De fato, para cada ¢ € I, M; é um
jEI
modulo simples e, assim, M;NM' = 0 ou M;NM' = M;. Se para algum i tivermos

M;NM'" =0, entdo i ¢ I', a soma M'+ M; é direta e, portanto, I' C I'U{i} € F,
o que contradiz a maximalidade de I'. Segue que M; C M’, para todo i € I,
mostrando que M C M’, o que é suficiente para concluir a igualdade entre os

dois conjuntos.

Denote M = @ M;, onde M; é um submodulo simples de M para cada i, e seja
iel

N um submoédulo de M. Como M; é simples, NN M, = 0 ou NN M, = M,.
Assim, N = @ M,;, onde J = {i € I | M; N N = M,;}. De fato, a inclusdo

@ M; CN éj(eflJara. Por outro lado, supondo, por contradicao, que N & @ M;
géste n e N\ @ M;. Ora, existe ¢ € I tal que n € M; N N. Pelo que dis?seeJmos
anteriormente, ]]\6/}2 N N = M;, de onde segue que 7 € J e, portanto, n € @ M;,
um absurdo, o que mostra a igualdade. Assim, podemos escrever e

M:(@Mj)@ P M|=NeoK,

jeJ jENT

donde segue que M ¢é semissimples.

Definicao A.6 dizemos que R é um anel semissimples a esquerda se, visto como um

R—mddulo & esquerda (respectivamente & direita), for semissimples.

Proposicao A.7 Todo anel com unidade semissimples o esquerda ou a direita € si-

multaneamente artiniano e noetheriano.

Demonstragao. Provaremos que se R é semissimples & esquerda entao ¢ artiniano

e noetheriano. De fato, seja R um anel semissimples a esquerda. Pelo Teorema A.5

existe {/;};c; uma familia de submodulos & esquerda minimais de R tais que R =

@ ;. Note que os submddulos I; de R sao, na verdade, ideais & esquerda minimais

jeJ

do anel R. Sejam a; € [;; e n € N tais que 1 = 1 = Zaj. Dado r € R, temos

Jj=1
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n n n
n
r=r-l=r E aj; = g ra; € E I;;, donde podemos concluir que R = @ I;;. Assim,
j=1 =1 j=1 i=1
R possui uma série de composicao. De fato, consideremos a cadeia

n—1
RO@PL 2 2h@®L21 20
j=1

e perceba que

L® - DI
=~ Ilm
L@
que é um submoédulo simples para todo k € {1,2,...,n}. Como o anel R possui uma

série de composicao finita, segue que R é artiniano e noetheriano. .
Teorema A.8 Seja R um anel com unidade. Sao equivalentes:
i) R é semissimples;
ii) Todos os R-mddulos & esquerda sao semissimples;
iii) Todos os R-mddulos & esquerda finitamente gerados sio semissimples;

iv) Todos os R-mddulos & esquerda ciclicos sao semissimples.

Demonstracao. As implicagoes i) = iii) = iv) sdo triviais. Quanto a ) =
i) basta notar que R é um R-modulo ciclico gerado por 1 € R. Resta provarmos

i) = i1). Sejam R semissimples e M um R-mo6dulo & esquerda. Temos M = Z Rm

meM
e mostraremos que para cada m € M temos Rm semissimples. Pelo Teorema A.5
k

podemos escrever R = @ I;, onde I; é um ideal a esquerda minimal de R para todo
i=1
i€{l,2,...,k}. Segue que

Rm=(L®& - - ®ILy)ym=Im+---+ Iym.

Mostraremos que cada I;m é um R-submodulo simples de Rm. Para isto, fixemos
i € {1,2,...,k} e consideremos L um R-submodulo de I;m. Se L # 0, tomemos
x € L\ {0} e assim existe a; € I; tal que x = a;m. Neste caso, o conjunto (L : m); =
{r€I;| rm € L} é um R—submodulo nao nulo de [I;, de onde segue que (L : m); = I,
visto que I; é simples. Segue que L = I;m, mostrando que I;m ¢é simples. .

Notacao A.9 Dados R um anel semissimples e I um ideal a esquerda minimal de R

denotaremos
Ry=> {J<uR|J~1I},

onde o simbolo <; significa "ideal a esquerda de'"e "~"¢é isomorfismo de R-maodulos.
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Lema A.10 Se R é um anel semissimples e I € um ideal a esquerda minimal de R,

entao valem:

i) R; € um ideal de R;

ii) Se I e J sao ideais a esquerda minimais de R tais que I % J como R-mddulos,

i)

entdo RyR; = 0.
Demonstragao.

E claro que R; é fechado a soma e é um ideal & esquerda de R. Mostremos
que é também um ideal a direita. Para isto, é suficiente mostrar que Jr C Ry,
para todo r € R e todo J <; R tal que J ~ I. Dado r € R, consideremos a
aplicacao f,. : J — R dada por f.(x) = zr, para todo z € J. Note que f,. é um

R-homomorfismo, pois dados a € R, x,y € J, entao

frlz +ay) = (x + ay)r = xr + ayr = f.(z) + af-(y).

Como J é um ideal a esquerda minimal de R, entao kerf, = 0 ou kerf, = J,
pois kerf, é um R-submodulo de J. Se kerf, = 0, entao Jr = Imf, ~ J ~ I.
Neste caso, Jr C R;. Se, por outro lado, kerf, = Jr entao Jr = 0 e, com maior

razao, Jr C Ry.

Sejam [ e J ideais a esquerda minimais de R tais que [ % J. Dados = € Ry,

y € Ry, temos

n

Z'ZZCLZ‘, yzzij
=1

=1

onde a; € L;, b; € Kj, L; ¢ um ideal & esquerda minimal de R isomorfo a I e
K; & um ideal a esquerda minimal de R isomorfo a J, para cadai € {1,...,n} e
j€{l,...,m}. E suficiente provar que se L, K <; R com L ~ I, K ~ J, entdo
LK = 0. Dado y € K, devemos ter Ly = 0 ou Ly = K, pois K é minimal. Se
Ly = K, temos [ ~ L ~ Ly = K ~ J, o que contradiz nossa hipotese. Segue
que Ly = 0, para todp y € K. Segue que LK = 0, e, portanto, R;R; = 0.

Definicao A.11 Dado R um anel semissimples a esquerda, entao o modulo regular

rR ¢ semissimples e podemos escrever

rRR=11® @ Ln® - BL1® &1, =R,

Rll RIT‘
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onde Rj, => {J <y R|J éminimal e J >~ I;}. Ora, R= Ry, &---® Ry, como soma
de submaodulos. Dizemos que as parcelas Ry, sao as componentes homogéneas de R.

Observacao A.12 Se R = I, @ --- ® I, com I; < R, para todo j e J < R, entao
J=J1® D J,, onde J, < I.. De fato, 1 =e; +ex+---+e,, com e; € I;, e assim
1 =12 = > ee; = Y €7, pois se i # j, eje; € LI C ;N I; = 0. Da unicidade da
representagao em uma soma direla, oblemos €? = e; e, assim, {e1,€a,...,¢,} € um
conjunto de elementos idempotentes ortogonais de R. Além disso, tais elementos sao

centrais pois, para qualquer r € R, r1 = 1r. Portanto
J=RJ=(0L& -®I,)]=Jeg®---® Je,, onde Je; < Re;.

Lema A.13 Sejam R um anel e I, ..., 1., J1,...,Js ideais indecomponiveis de R tais
que R=1L&---®l,=J,D---DJs. Entaor =s e, a menos de uma permutacao de

indices, I, = J;, para todos i =1,...,r.

Demonstracao. Note que J; < R e, pela observacao, temos J; = I @ --- @ I com
I' < I;. Como J; ¢ um ideal indecomponivel, existe k& € {1,...,r} tal que J, = I}.
Reordenando os indices, se necessario, podemos escrever J; = I] e, assim, J; C I;.

Analogamente, obtemos I; C J;. Repetindo a argumentacao finitas vezes obtemos o

resultado. .

Lema A.14 Seja R um anel semissimples a esquerda. Entio R = R, & --- ® R,
onde cada R;, 1 < i <r, € um anel simples com unidade que possui um unico ideal a

esquerda minimal a menos de isomorfismos.

Demonstracao. Como R é semissimples, podemos escrever R = R1®---® R,., onde ,
pelo Lema A.10, cada R; é ideal que, a menos de isomorfismo, contém apenas um ideal &
esquerda minimal. Pela observacao anterior, existem elementos idempotentes e; tais que
R; = e;R = Re; e, portanto, e; ¢ unidade para o anel R;. Resta mostrar que R; é simples
para cada i. Fixadoi € {1,2,...,r}, tomando I<4R;, I # 0, temos [ <AR. De fato, dados
e1s1+---+e.s. € Rees €1, temos (eys1+---+es;+---+e.8.)e;s = e;8;s € Ryl C 1.
O outro lado é analogo. Como todo ideal de R é ideal & esquerda, entao [ é um R-
submoédulo de rR e, portanto, I é semissimples. Pelo Teorema A.5, I é a soma direta
de submodulos simples, em outras palavras, I contém um ideal a esquerda minimal I,
de R. Ainda da soma direta de I e da observacao anterior, como I € um submoédulo
a esquerda minimal de rR, existe um elemento idempotente e € R tal que Iy = Re.

Considere a componente homogénea Ry, = > {J <; R | J ¢ minimal e J ~ Iy}. Pelo
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Lema A.13, devemos ter Ry, = R; para algum j € {1,...,r}. Como Iy C R;, devemos
ter R;, = R;. Seja agora J <; R minimal tal que J C R;,. Como R; = I]), existe um

R-isomorfismo f : [y — J e, assim,

J ~ f(Iy) = f(Re) = f(Ree) = f(lpe) = Ipf(e) C I.

Assim, R; = R;, = > {J <, R| J ¢ minimal e J ~ I} C I, de onde segue que I = R;
e, portanto, R; é simples para todoi=1,...,r. .

Lema A.15 (Schur) Sejam R um anel e M um R-mddulo & esquerda simples. Endg(M)

é um anel de divisao.

Demonstracao. Seja f: M — M um R-endomorfismo. Sabemos que Kerf e Imf
sao R-submodulos de M. Supondo f nao nula, da simplicidade de M devemos ter
Kerf=0eImf = M, de onde segue que f é bijetora e possui inversa, mostrando que
Endgr(M) é um anel de divisao. ||

No proximo resultado, dado I um ideal & esquerda nao nulo do anel R, mostra-
remos que R é isomorfo ao anel de endomorfismos de I visto como D-modulo, onde
D = Endg(I), que denotamos por Endp(I).

Proposicao A.16 (Rieffel) Seja R um anel simples. Suponhamos que R contenha

um ideal & esquerda nao nulo I. Entdo R ~ Endp(I).

Demonstracao. Consideremos

f: R — Endp(I)
for I — I
r
a +— ra
Nao é dificil ver que f,. ¢ um D-endomorfismo de I. Mostremos que f é um isomomor-

fismo de anéis. De fato, dados r,s € R e a € I, temos
fr+s)(a) = firs(a) = (r +s)a =ra+sa= f(a) + fs(a) = (f(r) + f(s))(a) e
f(rs)(a) = fis(a) =rsa = fi(sa) = fr(fs(a)) = (f; o fs)(a).

Como R é um anel simples, entdao Kerf = 0 ou Kerf = R. Mas como f(lg) =
Id; # 0, obtemos Kerf = 0, de onde segue que f é injetora. Antes de provarmos a

sobrejetividade de f, mostraremos que f(7) é um ideal & esquerda de Endgr(Ip). Note
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que a multiplicagao a direita por um elemento de I é um elemento do anel D. De fato,
dado a € I, consideremos g, : I — I dado por g,(x) = xa. Dados x,y € [ e r € R,

entao

Jo(z+y) = (x+yla=mva+ya=gur)+ga(y) e galrz)=rza=rg.(z)

mostrando que g, € D, para todo a € I. Tomando agora a,b € I e h € Endp(I), como

g» € D, obtemos
h(fa(b)) = h(ab) = h(a)b = fi()(b)

e assim, ho f, = fu) € f(I), para quaisquer a € I, h € Endp(I). Em outras palavras,
Endp(I)f(I) C f(I) e, portanto, f(I) <, Endp().

Por fim, como R é simples e I # 0, temos IR = R, pois IR<R. Ora, f(R) = f(IR) =
F(Df(R) e

Endp(I)f(R) = Endp(I)f(I)f(R) € f(I)f(R) = f(R).

Portanto f(R) <; Endp(I). Agora observemos que 1gnq, ) = Idr = f(1r) € f(R) e
assim f(R) = Endp(I), mostrando a sobrejetividade de f. ||

Corolario A.17 Se R ¢ um anel simples que contém um ideal & esquerda minimal,

entao R ~ M, (D), para algum n > 1 e D um anel de divisdo.

Demonstracao. Seja I C R um ideal & esquerda minimal. Pelo lema de Schur,
D := Endg(I) é um anel de divisao. Assim, considerando em [ sua estrutura de
(R, D)-bimodulo, pela Proposi¢ao de Rieffel, podemos concluir que Endp(I) é simples,
pois é isomorfo a um anel simples. Mostraremos que dimpl < oo, pois, neste caso,
Endp(I) é o anel das transformagdes lineares de I em [ e, naturalmente, obteremos o
isomorfismo desejado.

Supondo, por absurdo, que dimpl = oco. O conjunto
K ={f € Endg(Ip) | dimp(Im(f)) < oo}

¢ um ideal proprio de Endp(I). De fato, pois na composicao de fungoes, se a dimensao
de uma das imagens for finita, a da imagem da composi¢ao também serd e, além disso,

é proprio por que a imagem da identidade tem dimensao infinita. Ora, é facil ver que
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K # 0, bastando tomar, por exemplo, uma aplicacao que leve qualquer vetor num
multiplo escalar de um vetor fixo, uma projecao. Mas isto contradiz a simplicidade de

Endp(I), o que conclui a demonstracao. ||

Lema A.18 Seja R um anel simples que possui um ideal & esquerda minimal I. Entdo
R possui, a menos de isomorfismo, um unico modulo a esquerda simples e fiel isomorfo

a I. Ademais, nestas condicoes, R ~ I onde I é a soma direta de n cdpias de I.

Demonstragao. Sabemos que A(I) = {r € R|rl =0} < R e R tem unidade. Pela
simplicidade de R, A(I) = 0 ou A(I) = R. Se A(I) = R, entdao 1 € A(I), ou seja,
I =11 =0, o que nao ocorre. Portanto, I ¢ um R-moédulo & esquerda simples e fiel.
seja M um R-modulo a esquerda simples e fiel. Como A(M) = 0, existe m € M
tal que I'm # 0. Pela simplicidade de M segue que Im = M. Assim a aplicagao
f I — M definida por f(z) = xm é um R-epimorfismo. Porém, como Kerf <l e I
é simples, obtemos que Kerf = 0 e f ¢ um isomorfismo de R-mo6dulos. Portanto, a
menos de isomorfismos, R possui apenas um modulo a esquerda simples e fiel.
Ademais, pelos resultados anteriores, R ~ M, (D), onde D = Endg(Il) e n =
dimpl. Assim, R ~ M, (D) ~ I, onde I = {(ay) € Mo(D) | ay; = 0,5¢ j % 1}. 1N

Teorema A.19 (Teorema de Wedderburn-Artin) Seja R um anel semissimples

a esquerda. Entao
R ~ M, (Dy) x M,,(D3) x ---x M,, (D),

onde Dy, Ds, ..., D) sao anéis de divisao e ni,ng,...,ng sao naturais. O nimero k
e 0s pares ordenados (D;,n;) sdo unicamente determinados a menos de permutagoes.
Além disso, existem exatamente k R-mddulos a esquerda simples e fiéis dois a dois nao

1somorfos.

Demonstracao. Pelo Lema A.14, podemos escrever R = Ry @ --- & R, onde cada
R; é anel simples com unidade que possui, a menos de isomorfismos, um tnico ideal a
esquerda minimal. Ora, pelo comentario anterior, como cada R; é isomorfo a M, (D;),

com D; anel de divisao, segue que
R ~ M,,(Dy) x M,,(D3) x -+ x M, (Dy).

Resta apenas mostrar a unicidade desta representacdo. Suponhamos R ~ M, (D;) X

My (Da) -+ % My (D) € que R = My, (Df) X Myy(Dy) % -+ x My, (D), onde
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cada D; e cada DQ é anel de divisao. Seja V; o tnico moédulo simples e fiel sobre
R; = M,,(D;) (vide Lema A.18). Estendendo a multiplicagao de V; como R;-moédulo
para R pondo R;-V; =0, se j # i, obtemos V; como um R-moédulo & esquerda simples.
Mostremos agora que se 7 # j, entdo V; % V;. Suponhamos, por contradicao que
f:Vi =V, é um R-homomorfismo. Para todo r € R e v € V; terfamos f(rv) =rf(v).
Tomando r = (0,...,0,1g,,0,...,0) € R, obtemos 7f(v) = f(rv) = f(0) = 0 e assim
r € A(V;) =0, pois v € V; é arbitrario, o que contradiz a sobrejetividade de f. Segue
que V; % v;. Pelo Lema A.18, M, (D;) ~ Vi("i). Repetindo o argumento com a outra

decomposicao obtemos
Vl(m) G- D Vk(”k) ~p R~ Vlf(ml) B D Vs/(mS)'

Mas pelo teorema de Jordan-Holder, sobre a unicidade de séries de composicao, segue

que s = k,n; = m; e gV; ~p V/. Por fim, observe que
D; = Endg (V) ~ Endr(V}) ~ Endg(V;) ~ Endg,(V;) = D.
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