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Resumo

Dissertamos sobre as álgebras graduadas simples de dimensão �nita sobre um

corpo algebricamente fechado e as classi�camos de acordo com suas identidades polino-

miais. Em outras palavras, mostraremos que duas álgebras graduadas nestas condições

são isomorfas se, e somente se, satisfazem as mesmas identidades polinomiais. Traze-

mos o conteúdo que lhe é necessário, que são as noções básicas de álgebras graduadas

e de identidades polinomiais, uma demonstração do Teorema de Amitsur-Levitski e

ainda uma do Teorema de Wedderburn-Artin.



Abstract

We have discussed the �nite-dimensional graded simples algebras over an alge-

braically closed �eld and classify them according to their polynomial identities. In other

words, we will show that two graded algebras under these conditions are isomorphic if

and only if they satisfy the same polynomial identities. We bring out the content that

is needed, which are the basics of graded algebras and polynomial identities, a demons-

tration of Amitsur-Levitski's Theorem and still one of Wedderburn-Artin's Theorem.
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Introdução

A área de álgebra, na Matemática, é a disciplina cujos objetos de estudo são as

estruturas algébricas, que são conjuntos nos quais se pode observar alguma relação

entre seus elementos. Num primeiro curso de álgebra, muitas vezes chamado, não

por acaso, de "estruturas algébricas", o aluno é apresentado ao mundo das estruturas

mais simples, os Monóides e os Grupos, e, a partir destes, também se estudam os

anéis. Naturalmente, apenas algumas propriedades mais básicas destas estruturas são

apresentadas no primeiro contato, o su�ciente para indicar a vastidão do que já se

conhece e também para se ter um vislumbre da gigante �oresta que ainda há para se

explorar na pesquisa cientí�ca destes objetos matemáticos.

À medida em que as propriedades das estruturas algébricas se tornam conheci-

das, elas passam a incorporar o leque das ferramentas matemáticas e, a partir daí,

�cam disponíveis também para outras áreas e ciências. Neste sentido, pode-se dizer

que um pesquisador de álgebra é um fabricante de ferramentas para as ciências exatas.

Um exemplo célebre de estrutura cujas propriedades são amplamente difundidas é a de

espaço vetorial, cujo estudo é fundamental para a maior parte das ciências exatas, ferra-

menta básica para qualquer pesquisador de Matemática, Física, Química, Engenharias,

Ciências da Computação, entre outras.

Uma álgebra é um espaço vetorial onde, além da soma e produto por escalares

naturais do espaço, observa-se ainda um produto entre os vetores. Uma álgebra gradu-

ada, no nosso caso álgebra graduada por um grupo, é uma decomposição em subespaços

vetoriais indexados pelos elementos do grupo, que ocorre na forma de uma soma direta

dos subespaços. Assim como existem subespaços, também observamos subálgebras.

Se um subespaço da álgebra tem a propriedade absorvente para a multiplicação entre
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vetores, então a chamamos de ideal, análogo aos ideais de anéis. Ora, se uma álgebra

graduada não possui ideais graduados não triviais, dizemos que ela é simples. A per-

gunta (e resposta) que nos traz o artigo [13] é sobre a classi�cação de todas as álgebras

graduadas simples possíveis de acordo com suas identidades polinomiais.

Na verdade, é conhecido o resultado chamado de Teorema de Wedderburn-Artin

que classi�ca anéis semissimples à esquerda (que demonstraremos no Apêndice) e,

particularmente, classi�ca anéis simples que contêm um ideal à esquerda minimal.

Tais resultados são uma motivação para a nossa referência principal.

Entretanto, nada disso seria possível sem o desenvolvimento histórico do estudo

das álgebras com identidades polinomiais. Dada uma álgebra e um polinômio não

nulo, se para qualquer avaliação por elementos da álgebra o polinômio zera, então o

chamamos de identidade polinomial e dizemos que tal álgebra é uma PI-álgebra. Esta

sigla PI vem do inglês polinomial identities e, nada mais signi�ca, do que álgebra

com identidades polinomiais. Podemos apreender de maneira mais clara a utilidade

de estudar identidades polinomiais para álgebras considerando, por exemplo, que uma

álgebra é comutativa se, e somente se, satisfaz o polinômio f(x, y) = xy − yx. Assim,

torna-se claro que as identidades podem trazer à tona informações valiosas da álgebra

em questão.

Podemos colocar um marco zero na história das identidades polinomiais em 1948,

quando o canadense Irving Kaplansky publicou seu artigo [12] classi�cando um con-

junto especial, as PI-álgebras primitivas. Mas o artigo que fertilizou nossa referên-

cia principal foi publicado em 1950 pelos matemáticos israelenses Shimshon Avraham

Amitsur e Yaakov Levitsky, que provaram que a álgebra das matrizes n× n satisfaz a

identidade standard de grau 2n. Todas as classi�cações que citamos utilizam direta ou

indiretamente álgebras de matrizes e daí percebe-se a importância deste resultado.

Nesta dissertação tomamos como base o artigo [13], publicado em 2010, Identities

and isomorphisms of graded simple algebras, ou, numa tradução livre, Identidades e

isomor�smos de álgebras graduadas simples, do búlgaro Plamen Koshlukov em parceria

com o russo Mikhail Zaicev, o qual apresenta uma classi�cação das álgebras graduadas

simples utilizando resultados provenientes do estudo das identidades polinomiais. O

nosso objetivo é expor a classi�cação para álgebras graduadas simples a partir de suas

identidades polinomiais e trazer os resultados que são necessários para o entendimento
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dele e de sua demonstração. Também trazemos um tópico que não é necessário para o

entendimento do artigo, mas que pode ser relevante para auxiliar o entendimento do

leitor, já que se trata de um caso particular e historicamente anterior, que é o Teorema

de Wedderburn-Artin.

O texto foi dividido em três partes, que são os prolegômenos, o primeiro capítulo,

que trata de todos os assuntos subjacentes ao nosso objetivo principal, o segundo com

o cumprimento deste objetivo e, por �m, o apêndice, que traz uma motivação natural

para o artigo que tomamos como referência principal.

Recomendamos para uma leitura proveitosa desta dissertação conhecimentos bá-

sicos de grupos, anéis e espaços vetoriais. Caso se faça necessário, recomendamos [10]

para os primeiros e o premiado [15] para os espaços vetoriais.



Capítulo 1

Prolegômenos

Buscamos na composição e organização desta dissertação um equilíbrio entre o

volume, quantidade de texto e autossu�ciência de conteúdos, de modo que um aluno

de nível superior de matemática, próximo ao �nal de seu curso, encontre neste capítulo

a maior parte do que é necessário para o estudo que faremos das Álgebras Graduadas

Simples. Algumas seções são, porém, introduções de assuntos mais gerais, como as

permutações e os produtos tensoriais, mas que são necessários para as construções

mais avançadas que utilizamos no decorrer do texto.

1.1 Grupos e Anéis

De�niremos e elencaremos algumas propriedades que nos serão úteis das estrutu-

ras algébricas mais simples.

De�nição 1.1 Seja G um conjunto não vazio juntamente com uma operação binária

+ : G×G→ G. Dizemos que (G,+), ou, simplesmente, G é um grupo se a operação

+ for associativa, existir elemento neutro e todo elemento possuir oposto. Em outras

palavras,

i) (g1 + g2) + g3 = g1 + (g2 + g3), para quaisquer g1, g2, g3 ∈ G;

ii) Existe um elemento e ∈ G tal que g + e = g = e+ g, para qualquer g ∈ G;

iii) Para cada g ∈ G existe −g ∈ G tal que g + (−g) = (−g) + g = e.
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Se um grupo for comutativo, ou seja, se, dados g, h ∈ G vale g+ h = h+ g então

dizemos que o grupo é abeliano.

Exemplo 1.2 .

i) O conjunto dos números inteiros Z com a operação de adição é um grupo abeliano.

ii) O conjunto das matrizes M2(R) não é um grupo, se considerada a multiplicação

usual de matrizes, pois a matriz E11, por exemplo, não possui inverso. No en-

tanto, o seu subconjunto GL2(R) = {A ∈ M2(R) | det(A) 6= 0} munido com a

multiplicação usual de matrizes é um grupo não abeliano. Exemplos de matrizes

de GL2(R) que não comutam são

(
0 1

1 0

)
e

(
1 1

0 1

)
.

Podemos de�nir o que signi�ca ng para n ∈ Z e g ∈ G. Se n = 1, ng := g. Se

n > 1 então ng := g + g + · · ·+ g︸ ︷︷ ︸
n parcelas

e, por outro lado, se n < 1, então ng := −n(−g).

Se um grupo G for �nito, chamamos o número de elementos de ordem do grupo.

Dizemos que um grupo G é cíclico quando ele é gerado por apenas um elemento, ou

seja, quando existe g ∈ G tal que para qualquer h ∈ G, existe n ∈ Z com h = ng. Neste

caso escrevemos G = 〈g〉. Assim, trazemos uma classi�cação para os grupos abelianos

�nitos em termos de decomposição em grupos cíclicos. Esse fato segue do Teorema

Fundamental dos Grupos Abelianos Finitamente Gerados, que pode ser encontrado,

por exemplo, como Teorema 11.12 da referência [10].

Devemos também recordar que dados G,H grupos, o produto direto G ×H é o

conjunto cujos elementos são pares ordenados (g, h) tais que g ∈ G, h ∈ H e que esse

conjunto munido da operação (g1, h1) + (g2, h2) := (g1 + g2, h1 + h2) é um grupo.

Teorema 1.3 Todo grupo abeliano �nito é isomorfo a um produto direto de grupos

cíclicos, e as ordens de cada um destes grupos é uma potência de um número primo.

Além disso, a menos da posição dos fatores, esta decomposição é única.

Utilizamos, até este ponto, a notação aditiva para os grupos para os utilizar na

de�nição dos anéis. Porém, no decorrer do texto preferimos, como é mais comum na

literatura, o uso da notação multiplicativa. Em vez de g + h, escrevemos gh e, em vez

de ng, com n ∈ Z, escrevemos gn, para g, h ∈ G.

De�nição 1.4 Dado (A,+) um grupo abeliano onde existe uma operação binária

· : A × A → A, chamamos (A,+, ·), ou simplesmente A, de anel se para todos

a, a1, a2, a3 ∈ A valem as propriedades:
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i) (a1 · a2) · a3 = a1 · (a2 · a3);

ii) a · (a1 + a2) = (a · a1) + (a · a2);

iii) (a1 + a2) · a = (a1 · a) + (a2 · a).

Geralmente, por simplicidade, omitimos ” · ” e escrevemos ab em vez de a · b.

Dizemos ainda que A é um anel unitário se existe 1A ∈ A tal que a1A = a = 1Aa,

para todo a ∈ A, que A é comutativo se ab = ba, para todos a, b ∈ A e que A é um

anel com divisão se todo elemento diferente do neutro da adição (também denotado

por 0A e chamado de zero) possui inverso multiplicativo. Em outras palavras, dado

a ∈ A \ {0A}, existe a−1 ∈ A tal que aa−1 = 1A = a−1a.

Exemplo 1.5 Um exemplo de anel comutativo e com unidade é o conjunto Z dos

números inteiros munido de sua adição e multiplicação usuais. Um exemplo de anel

comutativo com unidade e com divisão é o conjunto Q dos números racionais também

munido de suas operações usuais de adição e multiplicação. Por �m, um exemplo de

anel com unidade mas não comutativo é o conjunto Mn(R) das matrizes n × n com

entradas reais com as operações de adição e multiplicação de matrizes, onde n ≥ 2. De

fato, tal anel não é comutativo, pois E11E12 = E12 6= 0 = E12E11, onde Eij representa

a matriz elementar que tem 1 na entrada ij e 0 nas demais, para quaisquer i, j ∈
{1, . . . , n}.

Se F é um anel comutativo e com divisão, então dizemos que F é um corpo.

Escolhemos esta notação por remeter à palavra em inglês para corpo, �eld.

De�nição 1.6 Seja A um anel. Dizemos que A tem característica positiva se existe

n ∈ N tal que na = 0, para qualquer a ∈ A. De�nimos a característica de A pondo

char(A) := min{n ∈ N | na = 0,∀a ∈ A}.

Caso contrário, ou seja, se não existe tal n, então dizemos que A tem característica

zero, e denotamos char(A) := 0

Exemplo 1.7 O corpo Z2 = {0, 1}, tal que 1 + 1 = 0, 0 é o neutro da adição e 1 é

o neutro da multiplicação é um exemplo de corpo cuja característica é positiva, com

char(Z2) = 2.

Exemplos de corpos com característica zero são R,Q e C.

De�nição 1.8 Dados G um grupo e A um anel, dizemos que A é um anel G-graduado

quando A = ⊕g∈GAg, onde para cada g ∈ G, Ag é um subgrupo do grupo aditivo de A

e, para todos g, h ∈ G, temos AgAh ⊆ Agh.
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Exemplo 1.9 Considere o anel A = F[x1, x2, . . . , xk] dos polinômios nas variáveis

x1, . . . , xk e o grupo Z. A é um anel Z-graduado, pois podemos escrever A = ⊕∞n=1An,

onde, para cada n ∈ N, An é o conjunto dos polinômios tais que os seus monômios

possuem o mesmo número n de variáveis (contando também as potências), e para n ≤ 0

An = 0.

1.1.1 Permutações

Uma permutação é uma bijeção de um conjunto em si mesmo e é um exemplo célebre

de grupo, cuja importância é ressaltada pelo conhecido Teorema de Cayley [10]. No

nosso caso, de�niremos apenas permutações em conjuntos �nitos e, na verdade, apenas

em subconjuntos de números naturais, visto que dado um conjunto U com n elementos,

existe uma bijeção entre U e o subconjunto dos números naturais In = {1, 2, · · · , n},

para algum n ∈ N. No nosso caso não fará diferença se utilizamos U ou In e, portanto,

utilizaremos In.

De�nição 1.10 Uma permutação em In é uma função bijetora de In em In. Denota-

mos o conjunto destas permutações por Sn. A identidade será denotada por Idn.

A notação para as permutações que utilizaremos posteriormente considera se

determinada permutação �xa um elemento ou outro. Por exemplo, a permutação Idn

�xa todos os elementos. Por outro lado, a permutação

σ =

1 2 3 4 5 6 7

1 3 5 4 2 7 6


�xa apenas 1 e 4. Os números �xados não aparecerão na notação, mas perceba que

σ(2) = 3, σ(3) = 5 e σ(5) = 2. Chamamos o conjunto destes três elementos de órbita e

a denotamos (2 3 5). Poderia também ser (3 5 2) ou (5 2 3), importando apenas que

o número sucessor seja imagem do anterior pela permutação. Ainda na permutação

σ há a órbita (6 7). Uma órbita com apenas dois elementos, como (6 7), é também

chamada de 2-ciclo, ou de transposição. As informações sobre esta permutação podem

ser sumarizadas: σ �xa os elementos 1, 4 e possui duas órbitas disjuntas (2 3 5) e (6 7).

Uma maneira adequada para denotar σ é (2 3 5)(6 7).

Esta maneira de descrever uma permutação é adequada pois duas órbitas são

disjuntas ou iguais. De fato, sejam (i1 i2 · · · in) e (j1 j2 · · · jm) duas órbitas distintas
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de uma permutação τ . Suponhamos que existem ir, js com ir = js. Por um comentário

anterior, podemos supor, sem perda de generalidade, que r = 1 = s e, assim, i1 = j1.

Ora, sabemos que i2 = τ(i1) = τ(j1) = j2 e, analogamente, ir = js, para todo r.

Se n < m, então j1 = i1 = τ(in) = τ(jn) = jn+1, um absurdo, pois não repetimos

elementos na notação. Segue que n = m. Portanto, as duas órbitas são representadas

com os mesmos elementos nas mesmas posições, de onde segue que elas são, na verdade,

iguais. Contrapositivamente, se duas órbitas são distintas, então elas são disjuntas.

Mais ainda, lembrando da operação de composição de funções, podemos denotar

(i1 i2 · · · in) ◦ (j1 j2 · · · jm) simplesmente por (i1 i2 · · · in)(j1 j2 · · · jm). Não é

difícil ver que (i1 i2 i3 · · · in) = (i1 in) · · · (i1 i3)(i1 i2), e portanto podemos modi�car

nossa notação de σ escrevendo (2 5)(2 3)(6 7), mostrando que toda permutação pode

ser escrita como produto de transposições. Um fato básico da teoria de permutações é

que a paridade do número destas transposições é único para cada permutação, o que

nos permite enunciar a de�nição que se segue.

De�nição 1.11 Dizemos que uma permutação σ ∈ Sn é par se puder ser escrita como

produto de um número par de transposições. Neste caso, denotamos (−1)σ := 1. Caso

contrário dizemos que σ é ímpar e escrevemos (−1)σ := −1.

Exemplo 1.12 A permutação identidade é par, para qualquer n. A permutação

(2 5)(2 3)(6 7) é ímpar.

É possível mostrar que o conjunto das permutações com a operação de composi-

ção é um grupo e possui importantes propriedades. Uma delas é que o conjunto das

permutações pares é de igual número ao das permutações ímpares. De fato, �xados

i < j ∈ In a função f cujo domínio é conjunto das permutações pares de�nida por

f(σ) = (i j)σ é uma bijeção entre as permutações pares e as ímpares. Como no nosso

caso o conjunto das permutações pares é �nito, segue que eles têm o mesmo número

de elementos.

1.2 Álgebras

Os objetos mais importantes desta dissertação são as álgebras e, em especial,

as álgebras graduadas por um grupo. Deste modo, trazemos nesta seção algumas

de�nições, propriedades e exemplos desta teoria que julgamos imprescindíveis para o
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estudo a que nos destinamos. Levamos em consideração que o conhecimento, ainda

que super�cial, dos espaços vetoriais é um pré-requisito ao nosso público alvo, já que

as álgebras são casos particulares daquelas estruturas.

De�nição 1.13 Seja F um corpo. Dizemos que um F-espaço vetorial A com uma

operação binária ∗ : A×A→ A, chamada multiplicação, é uma F-álgebra, ou simples-

mente, álgebra, se para quaisquer a, b, c ∈ A e α ∈ F valem:

i) (a+ b) ∗ c = a ∗ c+ b ∗ c;

ii) a ∗ (b+ c) = a ∗ b+ a ∗ c;

iii) α(a ∗ b) = (αa) ∗ b = a ∗ (αb).

Exemplo 1.14 O conhecido espaço vetorial R3 dos vetores tridimensionais é uma ál-

gebra se considerarmos o produto vetorial. Dado F um corpo, o conjunto das matrizes

Mn(F) com a soma, multiplicação por escalar e multiplicação de matrizes usuais é uma

F-álgebra.

Dado um subconjunto β ⊂ A, dizemos que β é uma base para a álgebra A se é uma

base para o espaço vetorial A e a dimensão da álgebra A é a dimensão do espaço A. No

exemplo anterior, uma base para a álgebra R3 é a canônica {(1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1)}

e para o conjunto das matrizes Mn(F), temos a base formada pelas já mencionadas

matrizes elementares

{E11, . . . , E1n, E21, . . . , E2n, . . . , En1, . . . , Enn}.

Dizemos que uma álgebra A é:

i) Associativa, se (ab)c = a(bc), para quaisquer a, b, c ∈ A;

ii) Unitária, se existe um elemento 1A ∈ A tal que 1Aa = a = a1A, para todo a ∈ A;

iii) Comutativa, se ab = ba, para todos a, b ∈ A.

iv) De divisão (ou com divisão), se A é unitária e, para todo a ∈ A \ {0}, existe

a−1 ∈ A tal que aa−1 = 1A = a−1a.

De�nição 1.15 Dado S ⊂ A um subespaço vetorial, dizemos que S é uma subálgebra

de A se para quaisquer a, b ∈ S, temos ab ∈ S. Se A for unitária acrescentamos a

condição 1A ∈ S para que S seja subálgebra. Dado I ⊂ A um subespaço vetorial, cha-

mamos I de ideal de A se dados r ∈ I e a ∈ A, temos ar ∈ I e ra ∈ I. Analogamente,

podemos de�nir ideal à direita se ra ∈ I e ideal à esquerda se ar ∈ I.
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Dizemos que uma álgebra R satisfaz a condição de cadeia descendente para ideais

à esquerda se toda cadeia descendente de ideais à esquerda é estacionária. Isto é, se

para cada cadeia

I1 ⊇ I2 ⊇ · · · ⊇ In ⊇ · · ·

de ideais à esquerda existe m ∈ N tal que Im = Im+1 = · · · .

Dado X ⊆ A um subconjunto de A, de�nimos a subálgebra de A gerada por X

como sendo a interseção de todas as subálgebras de A que contêm X, a denotamos por

〈X〉.

Antes da próxima observação, precisamos de�nir a propriedade de minimalidade

de ideais. Dizemos que um ideal (à esquerda) não nulo I é minimal quando não existe

nenhum outro ideal (à esquerda) não nulo propriamente contido em I.

Observação 1.16 Note que se R é uma álgebra que satisfaz a condição de cadeia

descendente, então existe um ideal à esquerda minimal em R. De fato, tomando V1

um ideal à esquerda não nulo de R, se V1 não for minimal, então existe V2 um ideal

à esquerda não nulo de R contido propriamente em V1. Procedendo indutivamente,

obtemos a cadeia

V1 ) V2 ) · · ·

de ideais à esquerda. Pela condição de cadeia descendente de R, existe m ∈ N tal que

Vm = Vm+k, para todo k ∈ N, uma contradição.

Utilizamos mais adiante as aplicações entre álgebras, que surgem também como

casos particulares de transformações lineares. Assim, precisamos de�nir os homomor-

�smos de álgebras.

De�nição 1.17 Sejam A e B F-álgebras e ϕ : A → B uma transformação linear.

Chamamos ϕ de homomor�smo (de álgebras) sempre que ϕ(ab) = ϕ(a)ϕ(b) para to-

dos a, b ∈ A. Se ambas as álgebras são unitárias, acrescentamos que ϕ(1A) = 1B.

De�nimos o núcleo de ϕ e a imagem de ϕ, respectivamente, como

Ker(ϕ) := {a ∈ A | ϕ(a) = 0} e Im(ϕ) := {ϕ(a) | a ∈ A} = ϕ(A).

Existem alguns tipos de homomor�smos que são mais comuns e, por isso recebem

nomes especiais. Dizemos que ϕ é:

i) Um monomor�smo, ou mergulho, se for injetivo;
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ii) Um epimor�smo, se for sobrejetivo;

iii) Um isomor�smo, se for um monomor�smo e um epimor�smo. Se existe um

isomor�smo entre as álgebras A e B, dizemos que elas são isomorfas e denotamos

este fato por A ' B;

iv) Um endomor�smo, se o domínio for também o contradomínio;

v) Um automor�smo, se for um endomor�smo e um isomor�smo.

Na estrutura de álgebra podemos ainda observar a ideia de graduação por um

grupo. Na verdade, a ideia de graduação pode ser aplicada também em espaços ve-

toriais (ou em módulos) e a indexação pode ser por um conjunto qualquer. Para os

nossos propósitos, é su�ciente trazermos o conteúdo referente apenas para graduação

de álgebras por grupos.

De�nição 1.18 Sejam A uma F-álgebra e G um grupo. Uma graduação de A por G,

ou uma G-graduação em A, é uma decomposição do espaço vetorial em subespaços

A =
⊕
g∈G

Ag

que satisfaz AgAh ⊂ Agh, para quaisquer g, h ∈ G. Fixada tal decomposição, chamare-

mos A de álgebra G-graduada.

No exemplo a seguir utilizamos o conceito de subespaço vetorial gerado por um

subconjunto X do espaço vetorial V , que é o conjunto de todas as combinações lineares

possíveis entre os elementos de X. Denotamos o subespaço de V gerado por X por

span{X}.

Exemplo 1.19 Dados G um grupo, podemos induzir uma G-graduação em A = Mn(F)

pondo

Ag = span{Eij | g−1
i gj = g},

onde Eij são as matrizes unitárias e gi, gj ∈ G para todos i, j ∈ {1, 2, . . . , n}.

De�nição 1.20 Na De�nição 1.18, chamamos os subespaços Ag de componentes ho-

mogêneas da álgebra G-graduada A. Se a ∈ Ag \ {0} dizemos que a é um elemento

graduado, ou homogêneo, de grau g. Denotamos o grau de a por deg(a) = g. Dizemos

que o suporte da graduação é o conjunto

Supp(A) = {g ∈ G | Ag 6= 0}.
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Retomando o Exemplo 1.19, ao �xarmos n = 3, o corpo R dos números reais e o

grupo Z3 dos inteiros módulo 3, temos

M3(R) = A0 ⊕ A1 ⊕ A2,

onde A0 = span{E11, E22, E33}, A1 = span{E21, E32, E13} e A2 = span{E12, E23, E31}.

Neste caso, Supp(A) = Z3.

De�nição 1.21 Dizemos que um subespaço R de A é graduado se

R =
⊕
g∈G

(Ag ∩R).

Observação 1.22 Um subespaço R de A é graduado se, e somente se, dado
∑

g∈G rg ∈
R, com rg ∈ Ag, temos rg ∈ R, para todo g ∈ G.

Exemplo 1.23 Dado G um grupo, podemos considerar o conjunto F[G] de todas as

somas formais
∑
g∈G

αgg, onde αg ∈ F e {g ∈ G | αg 6= 0} é �nito. Diremos que∑
g∈G

αgg =
∑
g∈G

βgg se αg = βg, para todo g ∈ G. De�nimos uma soma e um produto

por escalar em F[G] pondo:∑
g∈G

αgg +
∑
g∈G

βgg :=
∑
g∈G

(αg + βg)g

λ
∑
g∈G

αgg :=
∑
g∈G

(λαg)g , onde λ ∈ F.

Com tais operações F[G] é um espaço vetorial. Para que tal espaço vetorial se torne

uma álgebra, consideramos o produto induzido pela operação do grupo G, ou seja, para

os elementos da base, temos g · h := gh.

A álgebra F[G] admite uma G-graduação, chamada de graduação canônica, dada

por

F[G] =
⊕
g∈G

span{g}.

De�nição 1.24 Dizemos que uma álgebra graduada é de divisão se todo elemento

homogêneo possuir inverso multiplicativo.

Exemplo 1.25 Temos que F[G] é uma álgebra graduada de divisão. De fato, dado

αg ∈ span{g} não nulo, sendo α ∈ F, existe α−1g−1 tal que

(αg)(α−1g−1) = (αα−1)(gg−1) = 1.

De�nição 1.26 Dizemos que uma álgebra G-graduada A é simples se A2 6= 0 e os

únicos ideais graduados bilaterais são A e 0.
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Exemplo 1.27 Toda álgebra G-graduada de divisão A =
∑
Agi é graduada simples.

De fato, supondo que existe um ideal graduado bilateral não nulo I ⊆ A, podemos tomar

a = ag1 + · · · + agn ∈ I \ {0}. Como o ideal é graduado, então ag1 ∈ I. Dado que ag1
é homogêneo, existe um elemento b = (ag1)

−1 ∈ A. Ora, por ser ideal, temos ag1b ∈ I,
de onde segue que 1A ∈ I e, portanto, I = A.

Na próxima de�nição utilizamos o conceito de avaliação de um elemento de uma álgebra

em um polinômio. Dado p ∈ F[x] existem n ∈ N e αi ∈ F para todo i = 0, 1, . . . , n tais

que p(x) = α0 + α1x + α2x
2 + · · · + αnx

n. Dado um elemento a de uma F-álgebra, a

avaliação de a em p, denotada por p(a), é o elemento da álgebra

p(a) = α0 + α1a+ α2a
2 + · · ·+ αna

n.

De�nição 1.28 Seja A uma álgebra sobre um corpo F. Dizemos que um elemento

a ∈ A é algébrico sobre F se existe um polinômio não nulo p(x) ∈ F[x] tal que p(a) = 0.

Dizemos que a álgebra A é algébrica se todo elemento da álgebra for algébrico.

Exemplo 1.29 Toda álgebra de dimensão �nita é algébrica. De fato, seja dim(A) = n.

Dado a ∈ A os elementos a, a2, . . . , an, an+1 formam um conjunto LD sobre F, pois é
um conjunto com mais de n elementos. Portanto existem αi ∈ F, nem todos nulos,

tais que α1a+ · · ·+ αna
n + αn+1a

n+1 = 0. Ora, a é raiz do polinômio não nulo

α1x+ · · ·+ αnx
n + αn+1x

n+1 ∈ F[x],

mostrando que A é uma álgebra algébrica.

No próximo lema utilizaremos, como é frequente na literatura, a convenção de

considerar F ⊆ A. Podemos fazer iso pois como span{1A} ' F, identi�camos span{1A}

com F e assim podemos considerar F ⊆ A.

Lema 1.30 Seja A uma álgebra de divisão algébrica sobre um corpo F, que é algebri-

camente fechado. Nestas condições A = F.

Demonstração. Seja a ∈ A, então p(a) = 0 para algum p(x) ∈ F[x] não constante.

Como F é algebricamente fechado, p(x) =
∏

(x− λi), λi ∈ F. Ora,

0 = p(a) =
∏

(a− λi).

Como A é um anel de divisão, concluímos que a− λi = 0 para algum i, de onde segue

que a = λi ∈ F.

Observação 1.31 Unindo o lema ao exemplo, obtemos que toda álgebra de divisão de

dimensão �nita sobre um corpo algebricamente fechado é, na verdade, o corpo.
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1.2.1 Graduação Elementar da Álgebra Matricial

A graduação do Exemplo 1.19 para álgebras de matrizes é chamada de graduação

elementar, pois em tal graduação as matrizes unitárias são elementos homogêneos. De

maneira mais geral, graduações elementares são exatamente as que mantêm as matrizes

unitárias como elementos homogêneos. Um fato que nos será útil é percebermos que

uma graduação elementar �ca determinada por deg(E12), . . . , deg(En−1,n). Se tais graus

forem conhecidos, poderemos obter o grau de qualquer matriz elementar a partir destes.

De fato, se i < j, temos

Eij = Ei,i+1Ei+1,i+2 · · ·Ej−1,j

e, portanto,

deg(Eij) = deg(Ei,i+1)deg(Ei+1,i+2) · · · deg(Ej−1,j).

Se, por outro lado, i > j, basta relembrar que deg(Eij)deg(Eji) = deg(Eii) = e e,

assim, deg(Eij) = deg(Eji)
−1. Veremos agora uma classi�cação para tais graduações.

Seja V =
⊕
g∈G

Vg um espaço vetorial de dimensão n graduado por um grupo G

(isto é, uma decomposição de V em subespaços). Dizemos que uma transformação

linear f ∈ End(V ) é homogênea de grau h se para todo g ∈ G, f(Vg) ⊆ Vhg.

Se {v1, . . . , vn} é uma base homogênea de V (que é uma base de V cujos ele-

mentos são homogêneos), com deg(vi) = g−1
i , i = 1, . . . , n, considerando o conhecido

isomor�smo de End(V ) com Mn(V ), uma base para End(V ) que podemos observar é

o conjunto dos endomor�smos eij tais que, para cada i, j ∈ {1, . . . , n}, eij(vj) = vi e

eij(vr) = 0, para todo r 6= j. As imagens dos elementos desta base de End(V ) são

exatamente as matrizes elementares Eij. Com esta identi�cação em mente, podemos

munir Mn(F) com a graduação tal que todas as matrizes unitárias Eij são homogêneas

com deg(Eij) = g−1
i gj. Claramente podemos identi�car tal graduação de Mn(F) com

a n-upla (g1, . . . , gn) ∈ Gn. Agora, dada um permutação σ ∈ Sn, se permutarmos

v1, . . . , vn de acordo com σ, obtemos uma nova G-graduação para Mn(F), mas agora

de�nida pela n-upla (gσ(1), . . . , gσ(n)). Note que o grau de Eij na nova graduação é

g−1
σ(i)gσ(j).

Podemos supor com base na discussão anterior e a menos de isomor�smos que

(g1, . . . , gn)︸ ︷︷ ︸
n

= (gi1 , . . . , gi1︸ ︷︷ ︸
q1

, . . . , gim , . . . , gim︸ ︷︷ ︸
qm

),
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com gi1 , . . . , gim distintos e q1 + · · ·+ qm = n. Sejam e ∈ G a unidade de G e Mn(F) =

R =
⊕
g∈G

Rg uma álgebra matricial com a G-graduação de�nida por (g1, . . . , gn). Então

Re é uma subálgebra de R e Re = Mq1(F)⊕· · ·⊕Mqm(F). De fato, pois dados a, b ∈ Re

temos deg(ab) = deg(a)deg(b) = e. Mostremos agora que

Re = Mq1(F)⊕ · · · ⊕Mqm(F). (1.1)

Considere os conjuntos

I1 = {1, . . . , q1}

I2 = {q1 + 1, . . . , q1 + q2}
...

Im = {q1 + · · ·+ qm−1 + 1, . . . , q1 + · · ·+ qm}.

É su�ciente provar que Eij ∈ Re se, e somente se, existe k tal que i, j ∈ Ik. Ora, mas

isto é claro, pois gig
−1
j = e se, e somente se, existe k tal que i, j ∈ Ik.

Se e1, . . . , em são as matrizes identidade emMq1(F), . . . ,Mqm(F), respectivamente,

então eiRei é uma subálgebra de R que é homogênea nesta graduação, pois é isomorfa

à álgebra de matriz Mqi(F).

Assumindo q1 ≥ q2 ≥ · · · ≥ qm > 0, podemos utilizar a seguinte classi�cação,

onde a graduação elementar é de�nida pela (2m− 1)-upla

(q1, . . . , qm; g12, . . . , gm−1,m), (1.2)

onde g12, . . . , gm−1,m satisfazem g12 = g−1
i1
gi2 , . . . , gm−1,m = g−1

im−1
gim . Ademais, como

gi1 , . . . , gj−1,j são distintos, então esses elementos também satisfazem gi,i+1 · · · gj−1,j 6=

e, para quaisquer 1 ≤ i < j ≤ m.

1.2.2 Álgebras de Grupo Twisted

Nesta seção introduzimos uma classe de álgebras que classi�ca todas as álgebras gra-

duadas de divisão sobre um corpo algebricamente fechado, que são as álgebras twisted.

Um exemplo relevante de álgebra graduada é a álgebra de grupo F[G], que é o

espaço vetorial que surge ao tomarmos os elementos do grupo como base e utilizarmos

a multiplicação do grupo para induzir a multiplicação da álgebra.



21

Nosso objetivo é generalizar um pouco a noção de álgebra de grupo para introduzir

as álgebras de grupo twisted. Para isto, consideramos uma aplicação σ : G×G→ F\{0}

que chamamos de 2-cociclo em G com valores em F \ {0}.

Agora, tomando apenas a estrutura de espaço vetorial de F[G] e de�nindo um

produto distinto do anterior, a saber, induzido por

g · h := σ(g, h)gh.

Dados x, y, z ∈ G, temos

(x · y) · z = x · (y · z) ⇔ (σ(x, y)xy) · z = x · (σ(y, z)yz)

⇔ σ(x, y)σ(xy, z)xyz = σ(y, z)σ(x, yz)xyz

⇔ σ(x, y)σ(xy, z) = σ(y, z)σ(x, yz),

mostrando que a relação

σ(x, y)σ(xy, z) = σ(y, z)σ(x, yz), para todos x, y, z ∈ G (1.3)

é su�ciente e necessária para que a multiplicação ” · ” de�nida acima entre elementos

do grupo seja associativa.

Com a multiplicação induzida por g · h := σ(g, h)gh, o espaço vetorial Fσ[G] é,

na verdade, uma álgebra. De fato, dados a =
∑
αigi, b =

∑
βigi, c =

∑
γigi ∈ Fσ[G] e

λ ∈ F, mostraremos que (a+ b) · c = a · c+ b · c e, de maneira análoga, pode-se provar

que a · (b+ c) = a · b+ a · c.

(a+ b) · c = (
∑
αigi +

∑
βigi) ·

∑
γigi =

∑
(αi + βi)gi ·

∑
γigi

=
∑

i,j((αi + βi)γj)σ(gi, gj)gigj

=
∑

i,j αiγjσ(gi, gj)gigj +
∑

i,j βiγjσ(gi, gj)gigj

=
∑
αigi ·

∑
γigi +

∑
βigi ·

∑
γigi = a · c+ b · c.

Assim como �zemos anteriormente, mostraremos que λ(a ·b) = (λa) ·b e pode-se provar

analogamente que λ(a · b) = a · (λb).

λ(a · b) = λ(
∑
αigi ·

∑
βigi) = λ(

∑
ij αiβjσ(gi, gj)gigj)

=
∑

i,j λαiβjσ(gi, gj)gigj =
∑
λαigi ·

∑
βigi

= (λ
∑
αigi) ·

∑
βigi = (λa) · b.
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Chamamos Fσ[G] de álgebra de grupo twisted determinada por σ. Se σ é tal que

vale a relação (1.3) então Fσ[G] é uma álgebra associativa, pois dados a =
∑
αigi, b =∑

βigi, c =
∑
γigi ∈ Fσ[G],

(a · b) · c = (
∑
αigi ·

∑
βigi) ·

∑
γigi =

∑
i,j αiβjgi · gj ·

∑
γigi

=
∑

i,j,k(αiβj)γk(gi · gj) · gk =
∑

i,j,k αi(βjγk)gi · (gj · gk)

=
∑
αigi · (

∑
i,j βiγjgi · gj) =

∑
αigi · (

∑
βigi ·

∑
γigi)

= a · (b · c).

Também podemos observar uma graduação natural em A = Fσ[G] se pusermos,

por exemplo, Ag = span{g}, o que a torna uma álgebra graduada de divisão.

Observação 1.32 No Teorema 2.6 mostraremos que uma álgebra é graduada de divi-

são se, e somente se, é isomorfa à álgebra de grupo twisted Fσ[H], para algum subgrupo

H de G com a graduação acima mencionada.

1.2.3 Módulos Graduados

Uma estrutura amplamente conhecida nas disciplinas universitárias mais básicas de

matemática é o espaço vetorial. Nela, relacionam-se dois tipos (geralmente distintos)

de objetos matemáticos, os vetores e os escalares. Na verdade, os espaços vetoriais são

casos particulares da estrutura que de�niremos nesta seção, os módulos.

De�nição 1.33 Seja R um anel com unidade. Dado um grupo abeliano (M,+), dize-

mos que M é um R-módulo à esquerda quando existe uma aplicação · : R ×M → M ,

que chamamos ação de R em M , satisfazendo

i) 1R ·m = m;

ii) r · (m1 +m2) = r ·m1 + r ·m2;

iii) r1 · (r2 ·m) = (r1r2) ·m;

iiii) (r1 + r2) ·m = (r1 ·m) + (r2 ·m),

para todos m,m1,m2 ∈M e r, r1, r2 ∈ R. Denotamos o R-módulo à esquerda por RM .

Analogamente de�nimos o R-módulo à direita e o denotamos por MR.

Exemplo 1.34 Dado um corpo F, um F-módulo é um F-espaço vetorial.

Dado N um subconjunto do R-módulo à esquerda M , dizemos que N é um

submódulo de M se
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i) 0 ∈ N ;

ii) n1 + n2 ∈ N , para quaisquer n1, n2 ∈ N ;

iii) rn ∈ N, para todos r ∈ R, n ∈ N .

Também utilizaremos frequentemente o conceito de submódulo gerado por um

conjunto. Dado X ⊆ M , chamamos de submódulo de M gerado pelo subconjunto X

a interseção de todos os submódulos de M que contêm X, denotando-o por 〈X〉. Não

é difícil veri�car que tal conjunto é um submódulo de M .

Exemplo 1.35 Dado um anel R, podemos vê-lo com um R-módulo à esquerda. Neste

caso, chamamos este módulo de regular e o denotamos por RR. Os submódulos de um

módulo regular à esquerda são os ideais à esquerda do anel.

Dados G um grupo e R um anel G-graduado, podemos observar em um R-módulo

M uma graduação pelo grupo G. Basta decompor M em uma soma direta de submó-

dulos indexados por G

M =
⊕
g∈G

Mg,

tais que RgMh ⊆Mgh, para quaisquer g, h ∈ G.

Sejam G um grupo, R uma álgebra associativa G-graduada, temos que R é tam-

bém um anel e, assim, podemos falar sobre módulos sobre R. Sejam V,W R-módulos

à esquerda graduados. Usaremos as seguintes notações:

• HomR(V,W ) é o conjunto dos R-homomor�smos de módulos entre V e W .

• Homg(V,W ) = {f : V → W ; f é uma transformação linear e (Vh)f ⊂ Whg,∀h ∈

G};

• Homgr(V,W ) =
⊕
g∈G

Homg(V,W );

• Homgr
R (V,W ) = Homgr(V,W ) ∩HomR(V,W ).

Pode-se provar (vide Corollary I.2.11 da referência [16]) que se a dimensão do

R-módulo à esquerda graduado V é �nita, então Homgr
R (V,W ) = HomR(V,W ).

Dizemos que um R-módulo (à esquerda) graduado M é simples quando M 6= 0 e

não existe nenhum submódulo (à esquerda) graduado próprio não nulo em M
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Lema 1.36 Seja R uma álgebra G-graduada. Se V é um R-módulo à esquerda gradu-

ado simples. Então D = EndgrR (V ) é uma álgebra graduada de divisão

Demonstração. Note que a aplicação identidade pertence a D, que é sua unidade.

Seja d ∈ D um elemento homogêneo não nulo com deg(d) = g. Então ambos ker(d) e

Im(d) são submódulos graduados de V , donde segue que Ker(d) = 0 e Im(d) = V , e

portanto d é invertível e possui inversa d−1 ∈ Endg−1(V ) ∩ EndR(V ) ⊂ D.

1.2.4 Produto Tensorial

Nesta seção trazemos um exemplo de álgebra com algumas propriedades bastante in-

teressantes que nos servirão como ferramenta.

Na construção da álgebra de grupo F[G] na seção anterior, poderíamos, em vez

de um grupo, tomarmos um conjunto S qualquer, mas considerando apenas o espaço

vetorial que surge a partir das somas formais. A este espaço chamamos F-espaço

vetorial com base S, e o denotamos F[S].

Sejam agora V e W espaços vetoriais sobre F e considere F[V ×W ] e o subespaço

Λ gerado pelos elementos dos tipos

(v1 + v2, w)− (v1, w)− (v2, w)

(v, w1 + w2)− (v, w1)− (v, w2)

(λv, w)− λ(v, w)

(v, λw)− λ(v, w),

(1.4)

onde v, v1, v2 ∈ V , w,w1, w2 ∈ W e λ ∈ F. Agora considere o espaço vetorial quociente
F[V ×W ]

Λ
. A este espaço chamamos produto tensorial entre os espaços V e W e o

denotamos V ⊗W .

Antes de seguirmos com as propriedades deste espaço, devemos relembrar o que é

o quociente de um espaço vetorial por um subespaço e quem são seus elementos. Sejam

V um espaço vetorial e V ′ ⊆ V um subespaço. Consideremos a relação de�nida por

v1 ≡ v2(mod V ′)⇔ v1 − v2 ∈ V ′,

onde v1, v2 ∈ V . Tal relação é de equivalência, pois para v1, v2, v3 ∈ V,

i) v1 − v1 = 0 ∈ V ′ ⇒ v1 ≡ v1(mod V ′);
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ii) Se v1 ≡ v2(mod V ′), então v1− v2 ∈ V ′. Como é um subespaço, −(v1− v2) ∈ V ′,

e assim v2 − v1 ∈ V ′, de onde segue que v2 ≡ v1(mod V ′).

iii) Suponhamos v1 ≡ v2 e v2 ≡ v3(mod V ′). Daí, v1 − v2, v2 − v3 ∈ V ′ ⇒

v1 − v3 = (v1 − v2) + (v2 − v1) ∈ V ′, e, portanto, v1 ≡ v3(mod V ′).

Desta relação de equivalência podemos observar as classes laterais. Uma classe

lateral é o conjunto de todos os elementos que se relacionam com um elemento dado,

ou seja,

v := {w ∈ V | v ≡ w(mod V ′)} = {v + u | u ∈ V ′}.

Não é difícil ver que duas classes laterais são iguais ou disjuntas. As operações de

adição v1 + v2 := v1 + v2 e multiplicação por escalar αv1 := αv1 estão bem de�nidas,

para todos α ∈ F, e v1, v2 ∈ V e portanto, com tais operações, o conjunto das classes

é um espaço vetorial que chamamos de espaço quociente de V por V ′, e o denotamos

por
V

V ′
.

Um fato simples mas importante sobre o espaço quociente é que uma condição

su�ciente e necessária para que v = 0 é que v ∈ V ′.

Tendo feito esta pequena revisão podemos estabelecer os resultados para o nosso

produto tensorial. Dados v ∈ V , w ∈ W , tendo em mente que V ⊗W é um quociente

de espaços vetoriais, chamamos a classe lateral de (v, w) de tensor e a denotamos por

v⊗w. Pela natureza dos elementos que escolhemos para gerarem Λ, as equações (1.4),

obtemos algumas propriedades básicas dos tensores. Dados λ ∈ F, v, v1, v2 ∈ V e

w,w1, w2 ∈ W , valem:

i) (v1 + v2)⊗ w = v1 ⊗ w + v2 ⊗ w;

ii) v ⊗ (w1 + w2) = v ⊗ w1 + v ⊗ w2;

iii) λ(v ⊗ w) = (λv)⊗ w = v ⊗ (λw).

Dado ā ∈ V ⊗W , temos

ā =
∑

v∈V,w∈W

αv,wv ⊗ w =
∑

v∈V,w∈W

(αv,wv)⊗ w =
∑

v∈V,w∈W

v′ ⊗ w.

Assim, todos os elementos de V ⊗W são da forma
∑

v∈V,w∈W v ⊗ w.
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Observação 1.37 Se S1 e S2 são conjuntos geradores de V e W , respectivamente,

então {u1 ⊗ u2 | u1 ∈ S1, u2 ∈ S2} é um conjunto gerador de V ⊗W .

O teorema que usamos para mostrar que o tensor é uma álgebra e obter algumas

das suas propriedades é conhecido como Propriedade Universal e segue.

Teorema 1.38 (Propriedade Universal) Sejam U, V,W F-espaços vetoriais e

f : V × W → U uma aplicação bilinear. Então existe uma única transformação

linear F : V ⊗W → U tal que F (v ⊗ w) = f(v, w), onde v ∈ V, w ∈ W .

Demonstração. Mencionamos anteriormente que o conjunto V ×W é uma base para o

espaço vetorial F[V ×W ], então existe uma única transformação linear ϕ : F[V ×W ]→

U tal que para todos v ∈ V e w ∈ W , vale ϕ((v, w)) = f(v, w). Note que os elementos

de Λ pertencem ao ker(ϕ), pois todos os geradores de Λ pertencem ao ker(ϕ). De fato,

todo gerador de Λ é de algum dos quatro tipos em (1.4). Seja u um gerador de Λ. Se

existem v1, v2 ∈ V e w ∈ W tais que u = (v1 + v2, w)− (v1, w)− (v2, w), então ϕ(u) =

ϕ((v1 +v2, w)− (v1, w)− (v2, w)) = ϕ((v1 +v2, w))−ϕ((v1, w))+−ϕ((v2, w)) = f((v1 +

v2, w)) − f(v1, w) − f(v2, w) = 0. O segundo caso é análogo ao primeiro. Se, porém,

existem λ ∈ F, v ∈ V e w ∈ W tais que u = (λv, w)−λ(v, w), então ϕ(u) = ϕ((λv, w)−

λ(v, w)) = ϕ((λv, w)) − λϕ((v, w)) = f(λv, w) − λf(v, w) = λf(v, w) − λf(v, w) = 0

e o último caso é análogo a esse. Assim, Λ ⊆ Ker(ϕ). Daí, se u1, u2 ∈ F[V × W ]

satisfazem u1 ≡ u2 (modΛ) então valem:

u1 − u2 ∈ Λ ⊆ Ker(ϕ) ⇒ ϕ(u1 − u2) = 0

⇒ ϕ(u1) = ϕ(u2)
.

Dito isso, note que a aplicação

F :
F[V ×W ]

Λ
−→ U

u 7−→ F (u) := ϕ(u)

está bem de�nida e herda a linearidade de ϕ. Além disso, dado (v, w) ∈ V ×W , temos

F (v ⊗ w) = ϕ((v, w)) = f(v, w).

Provemos agora a unicidade de tal aplicação. Se G : V ⊗W → U é uma aplicação

linear tal que G(v ⊗w) = f(v, w) para todos v ∈ V e w ∈ W , então dado u ∈ V ⊗W ,
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existem vi ∈ V e wi ∈ W tais que u =
∑
vi ⊗ wi e, assim,

G(u) = G (
∑
vi ⊗ wi) =

∑
(G(vi ⊗ wi))

=
∑

(f(vi, wi)) =
∑

(F (vi ⊗ wi))

= F (
∑
vi ⊗ wi) = F (u).

Abaixo apresentamos algumas propriedades dos produtos tensoriais.

Proposição 1.39 Sejam U, V,W espaços vetoriais sobre F. São válidas as seguintes

propriedades:

i) V ' F⊗ V.

Considere f : F× V → V de�nida por f(λ, v) := λv. Como f é claramente bili-

near, pela propriedade universal, existe uma transformação linear

F : F ⊗ V → V tal que F (λ ⊗ v) = λv. Mostraremos que F é um isomor�smo

apresentando a inversa de F . Considere G : V → F⊗ V dada por G(v) = 1⊗ v.

Claramente G é linear e

G ◦ F (λ⊗ v) = G(λv) = 1⊗ λv = λ⊗ v

F ◦G(v) = F (1⊗ v) = v.

Segue-se que G é a inversa de F , provando que F é um isomor�smo.

ii) V n ' Fn ⊗ V.

Tome g : Fn × V → V n, de�nida por g((λ1, . . . , λn), v) := (λ1v, . . . , λnv). Tal

aplicação é claramente bilinear e, portanto (pela propriedade universal), existe

uma transformação linear G : Fn ⊗ V → V n tal que G((λ1, . . . , λn) ⊗ v) =

(λ1v, . . . , λnv). Considere agora, semelhante ao que �zemos no item anterior, a

transformação linear F : V n → Fn ⊗ V tal que F (v1, . . . , vn) =
n∑
j=1

ej ⊗ vj, onde

ej é a n-upla de Fn onde tem 1 na j-ésima entrada e zero nas demais. Temos

G ◦ F (v1, . . . , vn) = G(
∑
ei ⊗ vi) =

∑
(G(ei ⊗ vi))

= (v1, . . . , vn) e

F ◦G((λ1, . . . , λn)⊗ v) = F (λ1v, . . . , λnv) =
n∑
j=1

ej ⊗ λjv = (λ1 . . . , λn)⊗ v.

Assim, G é inversa de F mostrando que F é um isomor�smo.
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iii) V ⊗W ' W ⊗ V.

Para a demonstração da validade desta proposição, basta considerar as aplicações

bilineares

f : V ×W −→ W ⊗ V e g : W × V −→ V ⊗W

(v, w) 7−→ w ⊗ v (w, v) 7−→ v ⊗ w

Existem transformações lineares F : V ⊗W → W ⊗ V e G : W ⊗ V → V ⊗W

tais que F (v ⊗ w) = w ⊗ v e G(w ⊗ v) = v ⊗ w. Note que G é a inversa de F ,

mostrando que existe um isomor�smo entre V ⊗W e W ⊗ V .

iv) (V ⊗W )⊗ U ' V ⊗ (W ⊗ U).

Fixado u0 ∈ U , a aplicação

fu0 : V ×W −→ V ⊗ (W ⊗ U)

(v, w) 7−→ v ⊗ (w ⊗ u0)

é bilinear para cada u0. Assim, existe uma transformação linear Fu0 : V ⊗W →

V ⊗ (W ⊗ U) tal que Fu0(v ⊗ w) = v ⊗ (w ⊗ u0). Note que

f : U −→ L(V ⊗W,V ⊗ (W ⊗ U))

u 7−→ Fu

é linear. Com isto, podemos mostrar que

F : (V ⊗W )× U −→ V ⊗ (W ⊗ U)

(α, u) 7−→ Fu(α)

é bilinear. De fato, dados λ ∈ F, α, α1, α2 ∈ V ⊗W e u, u1, u2 ∈ U ,

F (λα1 + α2, u) = Fu(λα1 + α2) = λFu(α1) + Fu(α2) = λF (α1, u) + F (α2, u) e

F (α, λu1 + u2) = Fλu1+u2(α) = λFu1(α) + Fu2(α) = λF (α, u1) + F (α, u2).

Aplicando novamente a propriedade universal, existe uma aplicação linear

G : (V ⊗ W ) ⊗ U → V ⊗ (W ⊗ U) tal que G(α ⊗ u) = Fu(α) e, particular-

mente, G((v ⊗ w)⊗ u) = v ⊗ (w ⊗ u).

Analogamente, existe G′ : V ⊗ (W ⊗U)→ (V ⊗W )⊗U tal que G(v⊗ (w⊗u)) =

(v⊗w)⊗ u. Não é difícil ver que G′ é a inversa de G, de onde segue que G é um

isomor�smo.
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v) Se S1 = {vi | i ∈ I} e S2 = {wj | j ∈ J} são subconjuntos linearmente inde-

pendentes de V e W respectivamente, então S = {vi ⊗ wj | i ∈ I, j ∈ J} é um

conjunto linearmente independente de V ⊗W .

Suponhamos
∑
i∈I

∑
j∈J

λij(vi ⊗ wj) = 0 e mostraremos que λij = 0, para quaisquer

i ∈ I e j ∈ J . Fixe i0 ∈ I, j0 ∈ J arbitrariamente e tome uma aplicação bilinear

f : V ×W → F tal que f(vi0 , wj0) = 1 e f(vi, wj) = 0, caso i 6= i0 ou j 6= j0. Pela

propriedade universal, existe uma transformação linear F : V ⊗W → F tal que

F (vi0 ⊗ wj0) = 1 e F (vi ⊗ wj) = 0, se i 6= i0 ou j 6= j0. Segue que

0 = F

(∑
i∈I

∑
j∈J

λij(vi ⊗ wj)

)
=
∑
i∈I

∑
j∈J

λijF (vi ⊗ wj) = λi0,j0

o que é su�ciente para mostrar que S é um conjunto de vetores linearmente

independente sobre F.

vi) Dados X = {vi | i ∈ I} ⊂ V e Y = {wi | i ∈ I} ⊂ W subconjuntos de vetores

não nulos, se X ou Y é linearmente independente, então Z = {vi ⊗ wi | i ∈ I} é

um conjunto de tensores linearmente independentes.

Suponhamos que X seja linearmente independente e seja β uma base do subes-

paço 〈b | b ∈ Y 〉 de W . Tomemos uma combinação linear nula de elementos de

Z:

α1v1 ⊗ w1 + α2v2 ⊗ w2 + · · ·+ αkvk ⊗ wk = 0.

Reescrevendo esta equação pondo cada wi como combinação linear de elementos

de β, temos

α1v1 ⊗ (
∑

(γ1,ibi)) + α2v2 ⊗ (
∑

(γ2,ibi)) + · · ·+ αkvk ⊗ (
∑

(γk,ibi)) = 0

α1γ1,1v1 ⊗ b1 + · · ·+ α1γ1,lv1 ⊗ bl + · · ·+ αkγk,pvk ⊗ bp = 0,

onde α1, . . . , αk, γ1,1, . . . , γk,p ∈ F. Como cada wi é não nulo, para cada r existe

s tal que γr,s 6= 0. Como pelo item anterior αrγr,s = 0, segue que αr = 0, para

todo r ∈ {1, . . . , k}.

vii) Dadas β1 = {vi | i ∈ I} uma base de V e β2 = {wj | j ∈ J} uma base de W ,

então β = {vi ⊗ wj | i ∈ I, j ∈ J} é uma base de V ⊗W . Consequentemente, se

dim(V ) = n e dim(W ) = m, então dim(V ⊗W ) = nm.
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Dado qualquer elemento a ∈ V ⊗W , podemos escrever a =
∑
v ⊗ w, uma soma

�nita de tensores. Cada um destes vetores que compõem os tensores se escrevem

como combinação linear �nita de elementos de β1 e de β2 e assim vemos a escrito

como uma combinação linear de elementos de β, mostrando que este conjunto

gera V ⊗W . Tal conjunto é linearmente independente pelo item v).

Por �m, note que se V,W são F-álgebras então o produto tensorial V ⊗W também

é uma álgebra. De fato, dadas β1 = {vi | i ∈ I} uma base de V e β2 = {wj | j ∈ J}

uma base de W , então, pelo item vii) acima, β = {vi ⊗ wj | i ∈ I, j ∈ J} é uma base

de V ⊗W . Podemos de�nir uma aplicação bilinear · : (V ⊗W )× (V ⊗W ) −→ V ⊗W

tal que para elementos da base {((vi ⊗ wj)× (vl ⊗ wm)) | i, l ∈ I, j,m ∈ J} tenhamos

·((vi ⊗ wj), (vl ⊗ wm)) := vivl ⊗ vjvm. Tal operação faz de V ⊗W uma F-álgebra.

1.3 Identidades Polinomiais

Nesta seção apresentamos os polinômios e os polinômios graduados, que são as

principais ferramentas que utilizamos para classi�car as álgebras graduadas simples.

De�nição 1.40 Sejam B uma classe de álgebras, X um conjunto e F a álgebra gerada

por X. Chamamos F de álgebra livre na classe B, livremente gerada pelo conjunto X

se, para qualquer álgebra R ∈ B toda aplicação g : X → R pode ser estendida para um

homomor�smo G : F → R. Dizemos que o posto de F é a cardinalidade do conjunto

X.

Exemplo 1.41 Considerando a classe de todas as álgebras associativas unitárias, dado

um conjunto X, podemos observar uma álgebra, que denotaremos por F〈X〉. É a álgebra

cuja base é o conjunto de todas as palavras

xi1 · · ·xin , xij ∈ X, ∀j ∈ {1, . . . , n}, n ∈ N ∪ {0}

e a multiplicação, chamada de concatenação, é de�nida por

(xi1 · · · xim)(xj1 · · ·xjn) := xi1 · · ·ximxj1 · · ·xjn , xik , xjl ∈ X.

A álgebra F〈X〉 é livre na classe de todas as álgebras associativas unitárias. Con-

siderando o subespaço de F〈X〉 gerado por todas as palavras de tamanho maior do que

ou igual a 1, obtemos uma álgebra não unitária livre, que é livre na classe de todas as

álgebras associativas.
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Mostremos que F〈X〉 é uma álgebra livre. Dadas uma álgebra R associativa e

unitária e uma aplicação g : X → R, podemos estender naturalmente g para F〈X〉
pondo g(xi1 · · ·xin) = g(xi1) · · · g(xin) e considerando a linearidade. Não é difícil ver

que tal extensão é um homomor�smo de álgebras.

Chamamos os elementos da álgebra F〈X〉 de polinômios e geralmente os identi-

�camos por f(xi1 , . . . , xin) ∈ F〈X〉, ou com outra letra em vez de f , onde xi1 , . . . , xin
são os elementos de X que aparecem em f .

De�nição 1.42 Dados uma álgebra R e um polinômio f(xi1 , . . . , xin) ∈ F〈X〉, uma

avaliação de uma lista ordenada de elementos {r1, . . . , rn} ∈ R em f(xi1 , . . . , xin) é o

resultado que se obtém, em R, ao substituir no polinômio cada variável pelo elemento

correspondente da lista, e denotamos tal avaliação por f(r1, . . . , rn).

De�nição 1.43 Dada uma álgebra R, um polinômio f(xi1 , . . . , xin) ∈ F〈X〉 é cha-

mado de identidade polinomial para R se, para qualquer lista de elementos de R, a sua

avaliação em f é 0.

Exemplo 1.44 Se R é uma álgebra comutativa, então o polinômio f(x1, x2) = x1x2−
x2x1 é uma identidade polinomial para R. Na verdade, a recíproca é verdadeira, em

suma, uma álgebra é comutativa se, e somente se, f(x1, x2) é identidade polinomial.

Com esse exemplo, podemos perceber que as propriedades de uma álgebra podem ser

expressas por meio de identidades polinomiais. Também chamamos o polinômio f de

comutador, e o denotamos [x1, x2].

Exemplo 1.45 Um polinômio de central importância para o nosso estudo é o chamado

Standard

sn(x1, . . . , xn) =
∑
σ∈Sn

(−1)σxσ(1) · · ·xσ(n).

Para n = 3, s3(x1, x2, x3) = x1x2x3 + x2x3x1 + x3x1x2 − x1x3x2 − x2x1x3 − x3x2x1.

Existem polinômios especiais de F〈X〉, que são os monômios, ou seja, são os

polinômios que se constituem de um escalar multiplicado por um produto de variáveis.

Dado m ∈ F〈X〉 um monômio, podemos escrever

m(xi1 , xi2 , . . . , xin) = αxβ1j1 x
β2
j2
· · ·xβmjm

onde α ∈ F, cada jl é igual a um ir, podendo haver repetições de variáveis que não

apareçam consecutivamente, βl ∈ N. Um exemplo prático de monômio é

m(x, y, z) = 7x4yz2y2x.

Todo polinômio é, na verdade, uma soma de monômios.
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De�nição 1.46 Dado f ∈ F〈X〉, dizemos que f é multilinear se em cada um de seus

monômios não há repetição de variáveis e em cada monômio aparecem as mesmas

variáveis.

Note que um polinômio f(x1, x2, . . . , xn) é multilinear se, e somente se, puder ser escrito

na forma

f(x1, x2, . . . , xn) =
∑
σ∈Sn

ασxσ(1)xσ(2) · · ·xσ(n),

onde ασ ∈ F. Deste modo, �ca claro que o polinômio standard é multilinear.

Não é difícil ver que os polinômios multilineares possuem uma propriedade que

justi�ca tal nome, são lineares em cada variável. Com isto queremos dizer, por exemplo,

que para tais polinômios vale para a primeira variável (e para todas as demais)

f(y1 + αy2, x2, . . . , xn) = f(y1, x2, . . . , xn) + αf(y2, x2, . . . , xn)

onde α ∈ F, y1, y2 ∈ X. A próxima observação sobre polinômios multilineares nos será

útil mais adiante, na seção que trata do Teorema de Amitsur-Levitski.

Lema 1.47 Sejam A uma álgebra sobre o corpo F e B ⊆ A um subconjunto que gera

A como espaço vetorial. Se f é um polinômio multilinear tal que toda avaliação por

elementos de B é 0, então f é uma identidade polinomial para A.

Demonstração. De fato, seja f(x1, x2, . . . , xn) um polinômio com as qualidades des-

critas. Dados a1 =
∑
α1ibi, a2 =

∑
α2ibi, . . . , an =

∑
αnibi ∈ A, onde bi ∈ B, como f

é multilinear segue que

f(a1, a2, . . . , an) =
∑

α1,i1 · · ·αn,inf(bi1 , . . . , bin) = 0.

Dados G um grupo e X um conjunto enumerável, de�na Xg um subconjunto de

X onde, para cada g 6= h ∈ G, Xg e Xh são disjuntos. Denotando XG =
⋃
g∈G

Xg,

podemos considerar a álgebra livre F〈XG〉 e observar que naturalmente surge uma G-

graduação para tal álgebra, pondo deg(x) = g, se x ∈ Xg. Além disso, de�nimos o

grau do monômio m = xi1xi2 · · ·xin , com xij ∈ Xgj , pondo deg(m) = g1g2 · · · gn, onde

gk = deg(xik). Não é difícil mostrar que

F〈XG〉 =
⊕
g∈G

F〈XG〉g,
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onde F〈XG〉g é o subespaço de F〈XG〉 gerado por todos os monômios de grau g.

Chamamos os elementos de F〈XG〉 de polinômios G-graduados. Dado f ∈ F〈XG〉,

escrevemos f(xg11 , x
g2
2 , . . . , x

gn
n ) para especi�car que xg11 , x

g2
2 , . . . , x

gn
n são os elementos de

XG, ou variáveis, que aparecem no polinômio f , com deg(xgii ) = gi.

Dada R uma álgebra, anteriormente de�nimos a avaliação de uma lista ordenada

r1, . . . , rn ∈ R em um polinômio f(x1, . . . , xn) ∈ F〈X〉. Agora, de maneira análoga,

dados uma álgebra G-graduada R =
⊕
g∈G

Rg, uma lista ordenada r1, r2, . . . , rn de ele-

mentos homogêneos de R e um polinômio G-graduado f(xg11 , x
g2
2 , . . . , x

gn
n ), dizemos que

uma avaliação desta lista em f é admissível se deg(ri) = gi, para todo i = 1, . . . , n.

Lembremos que a avaliação é a substituição das variáveis pelos elementos da álgebra

e, depois de feitas as operações induzidas por f , chamamos o resultado de avaliação

f -admissível da lista r1, r2, . . . , rn em f .

De�nição 1.48 Dados R =
⊕
g∈G

Rg uma álgebra G-graduada e f(xg11 , x
g2
2 , . . . , x

gn
n ) um

polinômio G-graduado, dizemos que f é uma identidade polinomial G-graduada para R

se a avaliação f -admissível de qualquer lista r1, r2, . . . , rn ∈ R em f é zero.

Exemplo 1.49 Seja R uma álgebra onde se observa uma graduação R = R0 ⊕ R1,

onde R0 é o centro de R. Aqui, G = Z2 = {0, 1}. Um exemplo de álgebra que satisfaz

tais condições é a álgebra de Grassmann, que será apresentada na próxima seção. Note

que o polinômio Z2-graduado f(x0, y1) = x0y1 − y1x0 é uma identidade polinomial

graduada para R.

1.4 O Teorema de Amitsur-Levitski

O resultado principal do nosso texto deve uma parte do seu argumento à certeza

de que toda álgebra matricial é uma PI-álgebra e, na verdade, a álgebraMn(F) satisfaz

o polinômio standard s2n. Utilizaremos este polinômio (e o fato de que ele é identidade

para aquela álgebra) para construirmos, mais adiante, um polinômio graduado para a

álgebra graduada que é o nosso objeto principal de estudos. Portanto, trazemos nesta

seção uma demonstração simpli�cada trazida ao público em 1976 por Rosset [17] do

famoso Teorema de Amitsur e Levitski.

Mas para atingirmos este objetivo, devemos primeiro tornar conhecidas algumas

propriedades de uma álgebra que nos será muito útil, a álgebra de Grassmann, ou,

como também é conhecida, álgebra exterior.
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Exemplo 1.50 (Álgebra de Grassmann) Apresentamos agora uma construção da

álgebra de Grassmann. Sejam F um corpo de característica diferente de 2 e X =

{x1, x2, . . . } um conjunto de cardinalidade enumerável não �nita. Dada a álgebra livre

associativa F〈X〉 de posto enumerável, seja também I o ideal bilateral de F〈X〉 gerado

pelo conjunto {xixj + xjxi | i, j ∈ N}. Podemos denotar E :=
F〈X〉
I

e ei := xi, para

i ∈ N. Nesta notação, podemos a�rmar que

E = 〈1, e1, e2, · · · | eiej = −ejei, para todos i, j ∈ N〉.

A�rmamos agora que

β = {1, ei1ei2 . . . eik | 1 ≤ i1 < i2 < · · · < ik}

é um conjunto gerador para E como espaço vetorial sobre F. De fato, dado a ∈ E,

a =
∑

j=(i1,i2,... )
αjei1ei2 · · · eij para algum αj ∈ F, para todo j ∈ {1, . . . , k}. Visto que

eiej = −ejei, para todos i, j ∈ N, então podemos reorganizar cada parcela da soma de

modo que os índices se apresentem de modo estritamente crescente, tendo o cuidado de

veri�carmos o sinal de menos que porventura apareça. Portanto podemos reescrever o

elemento pondo

a =
∑
j

(±αj)el1el2 · · · elj , com l1 < l2 < · · · < lj.

Daí concluímos que β é um conjunto gerador para E. Ademais, β é, na verdade, uma

base para E. Isto pode ser veri�cado do seguinte modo. Em primeiro lugar, como

char(F) 6= 2, então e2
i = 0, pois eiei = −eiei ⇒ 2e2

i = 0 ⇒ e2
i = 0. Agora, para

mostrar que β é linearmente independente, suponhamos por absurdo que exista uma

soma
∑n

i=1 αiwi = 0 com wi ∈ β e αi escalares não nulos. Podemos, sem perda

de generalidade, supor que tal relação é minimal no tocante ao número de coe�ci-

entes. Ora, se n = 1, temos α1 = 0. Suponha então que n > 1 e neste caso

existe em que aparece em w1 mas não em w2, sem perda de generalidade. Note que

0 = em
∑n

i=1 αiwi =
∑n

i=1 αiemwi =
∑n

i=2±αiw′i, pois como em aparece em w1,

emw1 = 0. Ora, mas esta expressão também é nula, com coe�cientes não nulos, mas

com um número menor de coe�cientes do que a expressão anterior, contradizendo a

minimalidade desta quantidade. Portanto, β é uma base para E.

Dados dois elementos quaisquer da base β de E, digamos a = ei1ei2 · · · eim e

b = ej1ej2 · · · ejn, utilizando a relação eiej = −ejei, obtemos

ab = (ei1ei2 · · · eim)(ej1ej2 · · · ejn) = (−1)mn(ej1ej2 · · · ejn)(ei1ei2 · · · eim) = (−1)mnba

para m,n ∈ N. Ora, note que se m ou n é par, vale ab = ba e, por outro lado, se ambos

m,n forem ímpares então ab = −ba. Considere os conjuntos

β0 = {1, ei1ei2 · · · eim| m é par, i1 < i2 < · · · < im} e
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β1 = {ei1ei2 · · · eim| m é ímpar, i1 < i2 < · · · < im}.

Chamando E0 = span{β0} e E1 = span{β1}, como β0∪̇β1 = β segue que E = E0⊕E1.

Também não é difícil ver que E0 é uma subálgebra comutativa de E e, mais ainda, é o

seu centro.

O objetivo desta seção é mostrarmos que o polinômio standard s2k é uma iden-

tidade polinomial para a álgebra das matrizes Mk(F), mas na verdade, é su�ciente

provarmos este fato para F = Q.

De fato, se s2k é identidade para Mk(Q), então, particularmente, também é iden-

tidade para o subconjunto Mk(Z). Seja Zp o corpo de p elementos e considere o

homomor�smo sobrejetivo

f : Mk(Z) −→ Mk(Zp)

(aij) 7−→ f((aij)) := (aij),

onde aij é a classe de aij módulo p. Se A = (aij) então denotaremos A = (aij). Dada

uma lista de classes de matrizes A1, A2, . . . , A2k ∈Mk(Zp), temos

s2k(A1, A2, . . . , A2k) = f(s2k(A1, A2, . . . , A2k)) = f(0) = 0

mostrando que s2k também é identidade para Mk(Zp).

Pelo Lema 1.47, como s2k é multilinear, para provar que este polinômio é uma

identidade para Mk(F), é su�ciente mostrar que a avaliação nas matrizes unitárias Eij

é zero, pois tais matrizes geram a álgebra Mk(F). Tais matrizes pertencem a Mk(P),

onde P é o subcorpo primo de F, que é isomorfo a Q, se for char(F) = 0, e a Zp, caso

contrário. Como s2k é identidade tanto para Mk(Z) quanto para Mk(Zp), concluímos

que s2k é uma identidade polinomial para Mk(F).

Utilizaremos um lema que trata da aplicação traço. Vale lembrar que dada uma

matriz quadrada A, seu traço é a soma dos elementos da diagonal principal. A de-

monstração do lema pode ser encontrada na seção 1.7 de [11].

Lema 1.51 Seja C uma Q-álgebra comutativa. Se tr(A) = tr(A2) = · · · = tr(An) = 0,

onde A é uma matriz de Mn(C), então An = 0.

Seja agora E a álgebra de Grassmann gerada por {e1, e2, . . . } sobre Q com a

graduação que construímos E = E0 ⊕ E1.
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Lema 1.52 Se A,B são matrizes com entradas em E1, então tr(AB) = −tr(BA).

Demonstração. Podemos escrever A =
∑
Aiwi, B =

∑
Biwi onde Ai, Bi ∈ Mn(F)

e wi ∈ E1 são monômios nos elementos e1, e2, . . . . Dados wi, wj ∈ E1, temos wiwj =

−wjwi e, lembrando que tr(RS) = tr(SR), para R, S ∈Mn(F), segue que

tr(AB) =
∑

tr(AiBj)wiwj = −
∑

tr(BjAi)wjwi = −tr(BA).

Observação 1.53 Dados e1, e2, . . . , en ∈ E e σ uma permutação de Sn, então

eσ(1)eσ(2) · · · eσ(n) = (−1)σe1e2 · · · en.

Demonstração. Toda representação de uma permutação qualquer como produto de

transposições conserva a paridade do número das transposições. Assim, a observação

estará demonstrada se pudermos mostrar que a troca da posição de dois elementos

muda o sinal de um monômio de acordo com o sinal da transposição correspondente,

em outras palavras, multiplica o monômio por (−1). Mas isto é exatamente o que

acontece, pois para quaisquer 1 ≤ k < l ≤ n,

ei1 · · · eik−1
eikeik+1

· · · eil−1
eileil+1

· · · ein = −ei1 · · · eik−1
eileik+1

· · · eil−1
eikeil+1

· · · ein .

Corolário 1.54 Sejam A1, A2, . . . , A2k ∈ Mn(F), onde k ∈ N e char(F) 6= 2. Então

tr(s2k(A1, A2, . . . , A2k)) = 0.

Demonstração. Considere A =
2k∑
i=1

Aiei ∈ Mn(E1). Elevando A à potência 2k,

podemos fazer algumas observações,

A2k = (A1e1 + A2e2 + · · ·+ A2ke2k)
2k.

Ao desenvolvermos esta potência, obteremos várias parcelas constituídas de produtos

de 2k matrizes. A�rmamos que em todas as parcelas que houver alguma repetição de

matrizes será nula. De fato, suponha que Ai1ei1Ai2ei2 · · ·Ai2kei2k é uma parcela onde

há repetição e que ir = is, com r < s. Ora,

Ai1ei1Ai2ei2 · · ·Ai2kei2k = Ai1Ai2 · · ·Ai2kei1ei2 · · · ei2k
= Ai1Ai2 · · ·Ai2k(−1)r+s−1e2

irei1ei2 · · · ei2k
= 0,
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pois e2
i = 0. Assim as parcelas que talvez não se anulem são produtos de matrizes

distintas em todas as permutações possíveis, em outras palavras,

A2k =
∑
σ∈S2k

Aσ(1)eσ(1)Aσ(2)eσ(2) · · ·Aσ(2k)eσ(2k).

Dada σ ∈ S2k, pela observação anterior,

eσ(1)eσ(2) · · · eσ(2k) = (−1)σe1e2 · · · e2k

donde segue que

A2k =
∑
σ∈S2k

(−1)σAσ(1)Aσ(2) · · ·Aσ(2k)e1e2 · · · e2k.

Por outro lado, pelo Lema 1.52,

tr(A2k) = tr(AA2k−1) = −tr(A2k−1A) = −tr(A2k).

Como char(F) 6= 2 segue que

tr(A2k) = 0⇒ tr

(∑
σ∈S2k

(−1)σAσ(1)Aσ(2) · · ·Aσ(2k)e1e2 · · · e2k

)
= 0⇒

= tr

(∑
σ∈S2k

(−1)σAσ(1)Aσ(2) · · ·Aσ(2k)

)
e1e2 · · · e2k = 0

e, como e1e2 · · · e2k 6= 0, segue, �nalmente, que

0 = tr

(∑
σ∈S2k

(−1)σAσ(1)Aσ(2) · · ·Aσ(2k)

)
= tr(s2k(A1, A2, . . . , A2k)).

Teorema 1.55 (Amitsur-Levitski) O polinômio s2n é uma identidade polinomial

para a álgebra das matrizes Mn(F).

Demonstração. Pelo que já mencionamos anteriormente, é su�ciente mostrar que s2n

se anula para avaliações em Mn(Q). Tomemos A1, A2, . . . , A2n ∈ Mn(Q) e considere

a álgebra de Grassmann E = E0 ⊕ E1 sobre o corpo dos números racionais. Pondo

A =
2n∑
i=1

Aiei ∈Mn(E1), temos, como se pode ver na demonstração do corolário anterior,

A2n = s2n(A1, A2, . . . , A2n)e1 · · · e2n.
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Mostraremos que A2n = 0. De fato, pelo Lema 1.52, como A,A2i−1 ∈ Mn(E1), para

todo i ∈ {1, . . . , n}, então tr(A2i) = tr(AA2i−1) = −tr(A2i−1A) = −tr(A2i) e, assim,

tr(A2i) = 0. Além disso, como as entradas da matriz A pertencem todas a E1; se

A = (aij), então A2 = (
∑n

k=1 aikakj). Como aik, akj ∈ E1, então aikakj ∈ E0, de onde

segue que A2 ∈Mn(E0). Do Lema 1.51 obtemos que A2n = 0.

De�nimos o grau de um polinômio como a maior quantidade de variáveis (in-

cluindo potências) que ocorrem em algum monômio do polinômio. Vimos que a álgebra

Mn(F) satisfaz uma identidade polinomial de grau 2n. Na verdade, este é o menor grau

possível com que um polinômio pode ser identidade polinomial para tal álgebra, que

é a conclusão que segue da próxima proposição. Para mais detalhes, vide o Teorema

6.24 da referência [7].

Observação 1.56 (Processo de Multilinearização) Dados uma álgebra A e um

polinômio f que é identidade para A, podemos obter um polinômio multilinear que é

também identidade para A e tem grau menor do que ou igual ao grau de f .

De fato, se f(x1, x2, . . . , xn) é identidade polinomial para A, supondo que o grau da

variável x1 é 2, então o polinômio

g(x1, y1, x2, . . . , xn) := f(x1 + y1, x2, . . . , xn)− f(x1, x2, . . . , xn)− f(y1, x2, . . . , xn)

é identidade para A, o grau de x1 é 1 e o grau do polinômio g é menor do que ou igual ao

de f . Caso o grau de x1 seja maior do que 2, basta fazer este processo reiteradamente.

Como o grau dos polinômios resultantes das etapas do processo está limitado pelo grau

de f , então o processo para quando se obtiver um polinômio multilinear.

Ademais, vale a a�rmação contra-positiva, que será usada na próxima proposição,

se g não é identidade para A, então f também não é.

Proposição 1.57 Não existe polinômio de grau menor do que 2n que seja identidade

polinomial para Mn(F).

Demonstração. Suponha, por absurdo, que f é uma identidade polinomial de grau

d < 2n para Mn(F). Podemos supor, pela observação anterior, que f é multilinear.

Podemos também supor que o grau de f é exatamente 2n−1. Se o grau de f fosse menor

ainda, poderíamos multiplicar o polinômio por variáveis distintas que não ocorram em

f , de modo que o grau se torne 2n−1. Assim, podemos escrever f da seguinte maneira:

f(x1, x2, . . . , x2n−1) =
∑

σ∈S2n−1

ασxσ(1)xσ(2) · · ·xσ(2n−1).
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E podemos supor que α1 6= 0, renomeando as variáveis, se necessário. Fazendo a

avaliação nas matrizes unitárias (E11, E12, E22, . . . , En−1,n, Enn), obtemos

f(E11, E12, E22, . . . , En−1,n, Enn) = α1E1k 6= 0.

De fato, pois a única permutação que não faz o produto das matrizes unitárias se anular

é a identidade. Portanto este polinômio não é identidade para Mn(F).



Capítulo 2

Álgebras Graduadas Simples e

Identidades Polinomiais Graduadas

Neste capítulo, salvo em menção contrária, todas as álgebras utilizadas são asso-

ciativas. Nas duas primeiras seções seguimos principalmente o livro [9] como referência

e na última seção nos atemos à referência principal desta dissertação, o artigo [13].

2.1 Sobre Álgebras Graduadas Simples de Dimensão

Finita

Nesta seção nos dedicamos mais exclusivamente às álgebras graduadas simples,

trazendo algumas proposições sobre tais estruturas que nos auxiliarão mais adiante

para o nosso objetivo principal. Em primeiro lugar, por meio dos próximos dois lemas

e do teorema que os segue, provaremos que toda álgebra graduada simples de dimensão

�nita é unitária. Utilizamos o artigo [4] como referência para esse resultado.

Mas antes cabe observar um fato interessante sobre o aniquilador à direita de um

elemento em uma álgebra.

Observação 2.1 Sejam R =
⊕
g∈G

Rg uma álgebra G-graduada e a ∈ R um elemento ho-

mogêneo de grau h. Então o aniquilador à direita de a em R, o conjunto

A = {x ∈ R | ax = 0}, é um ideal à direita graduado.

Demonstração. Mostremos em primeiro lugar que o conjunto A é um ideal à direita.
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Claramente A é um subespaço de R. Quanto à propriedade absorvente do produto,

dados r ∈ R e x ∈ A, então ax = 0 e daí a(xr) = (ax)r = 0. Logo, xr ∈ A.

Agora resta mostrarmos que tal ideal é graduado. Dado xg1 + · · · + xgk ∈ A,

temos a(xg1 + · · ·+ xgk) = 0, ou ainda, axg1 + · · ·+ axgk = 0. Como deg(axgi) = hgi e

hgi 6= hgj para i 6= j, temos axgi = 0 para todo i. Logo xgi ∈ A para todo i

Lema 2.2 Seja R =
⊕
g∈G

Rg uma álgebra graduada simples e I ⊆ R um ideal graduado

à direita minimal de R. Então I = aR para algum idempotente homogêneo a.

Demonstração. Suponhamos I2 = 0. Como (RI)2 = R(IR)I ⊆ RII = RI2 = 0, o

ideal bilateral RI de R é nilpotente. Note que RI é um ideal graduado. De fato, dado

b ∈ RI, b = b1 + · · · + bn, com bi ∈ Rgi , para i ∈ {1, . . . , n}, existem r1, . . . , rk ∈ R e

a1, . . . , ak ∈ I para algum k ∈ N tais que b =
∑k

j=1 rjaj. Também podemos escrever,

para cada j, rj = rj1 + · · ·+ rjl e aj = aj1 + · · ·+ajl, com rjs ∈ Rgs e ajs ∈ Rgs ∩ I para

todo s = 1, . . . , l. Segue que b =
∑k

j=1((rj1 + · · ·+ rjl)(aj1 + · · ·+ ajl)). Desenvolvendo

a soma usando a distributividade e agrupando as parcelas de acordo com os graus, não

é difícil ver que para cada i, bi =
∑
rpaq, para alguns p, q ∈ N. Daí segue que bi ∈ RI

e, portanto, RI é um ideal graduado.

Como R é graduada simples, devemos ter RI = 0 ou RI = R. Por de�nição,

R2 6= 0. Como mostramos que (RI)2 = 0, então resta a possibilidade RI = 0 ⊆ I.

Assim, I é um ideal graduado bilateral não trivial, o que contradiz nossa hipótese de

que R é graduado simples. Obtemos I2 6= 0 e assim existe um elemento homogêneo

x 6= 0 em I tal que xI 6= 0. Como I é minimal e xI ⊆ I, então xI = I. Existe a ∈ I

um elemento homogêneo não nulo tal que xa = x.

Considerando agora o aniquilador à direita X de x em R, sabemos que X é um

ideal à direita graduado e, da minimalidade de I, devemos ter I ∩X = 0 ou I ∩X = I.

Como xa = x 6= 0⇒ a ∈ I \X, então I ∩X = 0. Por �m,

xa2 = xa = x⇒ x(a2 − a) = 0⇒ a2 − a ∈ I ∩X = 0⇒ a2 = a,

em outras palavras, a é idempotente. Como aI é um ideal à direita graduado não nulo,

pois a2 ∈ aI \ {0} e aI está contido em I, então aI = I. Ora, a ∈ I ⇒ aR ⊂ I e, por

outro lado, I = aI ⊂ aR, de onde segue que I = aR.
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Lema 2.3 Seja I ⊂ R um ideal à direita graduado não nulo de uma álgebra graduada

simples de dimensão �nita R. Então I = bR, onde b ∈ R é um elemento homogêneo

idempotente.

Demonstração. Como dimR < ∞ todo ideal à direita contém um ideal à direita

minimal. Pelo Lema 2.2 tal ideal contém um elemento homogêneo idempotente a.

Dado t ∈ I homogêneo e idempotente, denotamos por A(t) = {x ∈ I | tx = 0}, o

aniquilador à direita de t em I. A�rmamos que existe um idempotente homogêneo

b ∈ I tal que A(b) = 0. Para isto, é su�ciente mostrar que se A(a) 6= 0, então é possível

encontrar outro idempotente homogêneo t ∈ I com dimA(t) < dimA(a). Como a é

homogêneo, o aniquilador à direita T de a em R é um ideal à direita graduado. Assim,

A(a) = T ∩ I é também um ideal à direita graduado. Novamente pelo Lema 2.2,

podemos encontrar um idempotente homogêneo c ∈ A(a). Então c2 = c e ac = 0.

Considerando t = a+ c− ca, segue que

t2 = (a+ c− ca)(a+ c− ca) = a+ c− ca = t e at = a,

mostrando que t é também idempotente. Agora mostraremos que A(t) é um subespaço

próprio de A(a). Tomando x ∈ A(t),

0 = tx = atx = a(a+ c− ca)x = a2x = ax,

donde x aniquila a, ou, A(t) ⊆ A(a). Por outro lado, ac = 0, mas

tc = (a + c − ca)c = c2 = c 6= 0 e assim c ∈ A(a) \ A(t), mostrando que A(t) ( A(a).

Repetindo este processo, obtemos um idempotente graduado b ∈ I tal que A(b) = 0,

ou seja, bx 6= 0, para todo x ∈ I \ {0}. Como bx − b2x = 0, temos b(x − bx) = 0,

ou seja, (x − bx) ∈ A(b) = 0, e obtemos x = bx, e assim, bI = I. Analogamente à

conclusão do Lema 2.2, obtemos I = bR.

Teorema 2.4 Seja R uma álgebra graduada simples de dimensão �nita. Então R é

unitária.

Demonstração. Pelo Lema 2.3, existe um idempotente homogêneo a ∈ R tal que

R = aR. Dado x ∈ R, existe y ∈ R tal que x = ay. Por outro lado, multiplicando

ambos os membros pelo idempotente a, obtemos ax = a2y = ay, de onde segue que

ax = x, para todo x ∈ R. Note que a ∈ Re, pois

a = a2 ⇒ deg(a) = deg(a2)⇒ deg(a) = deg(a)2 ⇒ e = deg(a).
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Considere I = {x − xa | x ∈ R}. I é um subespaço graduado, pois dado
∑
xg −

(
∑
xg)a ∈ I, cada componente homogênea xg − xga pertence a I. Claramente I é

um ideal à esquerda e Ia = 0. Assim, IR = IaR = 0 ⊂ I, mostrando que I é um

ideal graduado bilateral. Pela simplicidade de R, I = 0 ou I = R. Se I = R, então

R2 = IR = 0, o que não ocorre. Segue que I = 0 e, portanto, xa = x, para todo x ∈ R.

Por outro lado, como R = aR, existe y ∈ R tal que y = ax. Ora, ay = aax = ax, e

assim y = x, ou seja, x = ax. Segue que R possui unidade a.

Lema 2.5 Seja R =
⊕
g∈G

Rg uma álgebra graduada de divisão de dimensão �nita sobre

um corpo F algebricamente fechado. Então H = Supp(R) é um subgrupo de G e

dim(Rh) = 1, para todo h ∈ H.

Demonstração. Em primeiro lugar, H é fechado à operação do grupo G. De fato,

dados g, h ∈ H, existem rg ∈ Rg \ {0}, rh ∈ Rh \ {0}. Dado que ambos rg, rh são

invertíveis, não são divisores de zero, donde segue que rgrh 6= 0. Como RgRh ⊂ Rgh,

segue que Rgh 6= 0, ou, em outras palavras, gh ∈ H. Além disso, existe (rg)
−1 tal que

rg(rg)
−1 = 1. Mostremos que (rg)

−1 é homogêneo de grau g−1. De fato, seja (rg)
−1 =∑

t∈G ut onde ut ∈ Rt para todo t ∈ G. Assim, 1 = rg(rg)
−1 = rg

∑
t∈G ut =

∑
t∈G rgut.

Daí,

1− rgug−1 =
∑
t∈G
t6=g−1

⇒ 1− rgug−1 = 0⇒ 1 = rgug−1 ,

de onde segue que (rg)
−1 = ug−1 , como queríamos mostrar. Ora, como deg(rg(rg)

−1) =

e ⇒ g deg((rg)
−1) = e, segue que o grau de (rg)

−1 é g−1, mostrando que se g ∈ H,

então g−1 ∈ H, e, assim, H é um subgrupo de G.

Agora note que Re é uma álgebra de divisão de dimensão �nita sobre um corpo

algebricamente fechado. Pela Observação 1.31 no capítulo anterior temos Re = F e,

em particular, dim(Re) = 1.

Dados g 6= e e x ∈ Rg \{0}, existe um inverso x−1 que é homogêneo e x−1 ∈ Rg−1.

Dado também y ∈ Rg \ {0}, temos x−1y ∈ Re e, assim, y = λx, para algum λ ∈ F.

Segue que dim(Rg) = 1.

No próximo teorema, podemos observar que se H é um subgrupo de G, a álge-

bra de grupo twisted F σ[H] além de álgebra H-graduada, também é G-graduada se

de�nirmos (F σ[H])g = 0 para todo g ∈ (G \ H). Consideraremos exatamente esta

G-graduação em F σ[H].
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Teorema 2.6 Seja R =
⊕
g∈G

Rg uma álgebra G-graduada de dimensão �nita sobre um

corpo algebricamente fechado F. R é uma álgebra graduada de divisão se, e somente

se, R é isomorfa à álgebra de grupo twisted Fσ[H] com a H-graduação canônica, onde

H é um subgrupo �nito de G e σ : H ×H → F \ {0} é um 2-cociclo em H.

Demonstração. Sabendo que Fσ[H] é uma álgebra graduada de divisão, se existir tal

isomor�smo, segue que R é uma álgebra graduada de divisão.

Reciprocamente, seja R uma álgebra graduada de divisão. Como R tem dimensão

�nita e pelo Lema 2.5, dim(Rg) = 1, para todo g ∈ Supp(R) =: H. Então a ordem de

H é a dimensão de R, ou seja, H é �nito. Para cada g, �xamos um rg ∈ Rg \ {0}. Se

g, h ∈ H, temos

rgrh = σ(g, h)rgh,

para algum escalar não nulo σ(g, h) ∈ F, pois RgRh ⊂ Rgh e dim(Rgh) = 1. Como R é

associativa, devemos ter

(rgrh)rz = rg(rhrz) ⇒ σ(g, h)rghrz = rg(σ(h, z)rhz)

⇒ σ(g, h)σ(gh, z)rghz = σ(h, z)σ(g, hz)rghz

⇒ σ(g, h)σ(gh, z) = σ(h, z)σ(g, hz),

mostrando que a multiplicação do grupo é associativa. Agora exibiremos um isomor-

�smo entre R e Fσ[H]. Seja {rh1 , rh2 , . . . , rhn} uma base homogênea de R e de�namos

uma aplicação linear f : R → Fσ[H] pondo f(rhi) = hi, para todo i = 1, . . . , n. Não é

difícil ver que esta aplicação é um isomor�smo de espaços vetoriais. Mais ainda, con-

siderando em R o produto induzido por rgrh = σ(g, h)rgh, f se torna um isomor�smo

de álgebras. De fato, dados rg, rh ∈ R, temos

f(rg)f(rh) = g · h = σ(g, h)gh

= f(σ(g, h)rgh) = f(rgrh),

de onde segue que R ' Fσ[H].

Antes de enunciar o próximo resultado é conveniente lembrar que escrevemos os

homomor�smos em um módulo do lado oposto aos escalares.

Teorema 2.7 Seja R uma álgebra G-graduada. Suponha que V é um R-módulo à

esquerda graduado simples e seja D = EndgrR (V ). Se v1, . . . , vn ∈ V são elementos

homogêneos LI sobre D, então para quaisquer w1, . . . , wn ∈ V existe r ∈ R tal que

rvi = wi, i = 1, . . . , n.
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Demonstração. É su�ciente provar que existe s1 ∈ R homogêneo tal que s1v1 6= 0 e

s1v2 = · · · = s1vn = 0. Neste caso, pela simplicidade de V , obtemos < s1v1 >= V

e existe t1 ∈ R tal que t1s1v1 = w1. Procedendo de maneira análoga para cada i,

obtemos ri := tisi ∈ R tal que rivi = wi e rivj = 0, para todo i 6= j. Tomando

r := r1 + r2 + · · ·+ rn, temos

rvi = (r1 + · · ·+ rn)vi = r1vi + · · ·+ rivi + · · ·+ rnvi = rivi = wi,

o que prova o teorema.

Provaremos nossa a�rmação por indução em n. Para n = 1, supondo por contra-

dição que não existe r ∈ R tal que rv1 6= 0 teríamos Rv1 = 0. O subespaço gerado por

v1 seria um submódulo não nulo e portanto igual a V . Por outro lado, como Rv1 = 0

teríamos RV = 0, o que seria um absurdo.

Para o passo de indução, considere I o aniquilador de {v2, . . . , vn−1}, ou seja,

I = {r ∈ R | rv2 = · · · = rvn−1 = 0}.

Analogamente ao que �zemos na Observação 2.1, mas desta vez trocando direita por

esquerda, e notando que I é a interseção dos anuladores de v2, . . . , vn−1, segue que I é

um ideal à esquerda graduado de R. Seja agora W ⊂ V o aniquilador de I,

W = {v ∈ V | Iv = 0},

que é um D-submódulo graduado de V . Mostremos que W = v2D ⊕ · · · ⊕ vn−1D.

De fato, como v2, . . . , vn−1 ∈ W , segue que v2D ⊕ · · · ⊕ vn−1D ⊂ W . Por outro lado,

supondo por contradição que não haja a igualdade, deve existir v ∈ W \ v2D ⊕ · · · ⊕

vn−1D, de onde segue que {v, v2, . . . , vn−1} é LI. Por hipótese de indução, existe r com

rv 6= 0 e rv2 = · · · = rvn−1 = 0. Neste caso r ∈ I, pela de�nição de I, e como v ∈ W

devemos ter rv = 0, pela de�nição de W , contradizendo o fato que rv 6= 0. Segue que

W = v2D ⊕ · · · ⊕ vn−1D.

Em particular, v1, vn /∈ W e como V é simples, Iv1 = Ivn = V . Se existir

r ∈ I tal que rv1 6= 0 e rvn = 0, o argumento estará completo. Se tal r não existir,

podemos de�nir d : Ivn → Iv1 tal que rvn 7→ rv1. De fato, supondo por contradição

que a função d não estivesse bem de�nida, existiriam r1, r2 ∈ I, com r1vn = r2vn mas

(r1vn)d = r1v1 6= r2v1 = (r2vn)d. Considerando o elemento r := (r1 − r2) ∈ I, temos
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rv1 = (r1 − r2)v1 6= 0 e rvn = (r1 − r2)vn = 0, um absurdo, pois tal r não existe.

Portanto d está bem de�nida.

Note que d é um homomor�smo de R-módulos e uma transformação homogênea

de grau (deg(vn))−1deg(v1). Segue que d ∈ D. Pela de�nição de d, temos r(vnd−v1) =

0, para todo r ∈ I, o que implica vnd− v1 ∈ W , uma contradição.

Teorema 2.8 Sejam G um grupo e R uma álgebra G-graduada. Se R é graduada

simples e satisfaz a condição de cadeia descendente em ideais graduados à esquerda,

então existem uma álgebra G-graduada D e um D-módulo à direita graduado V tais que

D é uma álgebra graduada de divisão, V tem dimensão �nita sobre D e R é isomorfo

a EndD(V ) como uma álgebra G-graduada.

Demonstração. Pela Observação 1.16, existe um ideal à esquerda graduado

minimal V . Considerando o anulador de V em R, o conjunto A = AR(V ) = {r ∈

R | rV = 0}, temos que A é um ideal bilateral graduado de R. De fato, dados

a = ae + ag1 + · · · + agm ∈ A, r ∈ R e v ∈ V um elemento homogêneo de grau g,

(ar)V = a(rV ) = 0 ⇒ ar ∈ A, (ra)V = r(aV ) = 0 ⇒ ra ∈ A e 0 = av = (ae + ag1 +

· · · + agm)v = aev + ag1v + · · · + agmv. Daí segue que agi ∈ A, para todo i, pois cada

parcela tem grau distinto das demais, e assim todas são nulas. Ora, sendo A um ideal

graduado de R, uma álgebra graduada simples, há duas possibilidades: A = R, o que é

equivalente a RV = 0, ou A = 0, e R age �elmente em V . Se RV = 0, obtemos V +V R é

um ideal bilateral graduado não nulo, pois R(V +V R) = RV +(RV )R = 0 ⊂ V +V R.

Ora, da simplicidade de R, segue que (V + V R) = R, um absurdo, pois neste caso

R2 = R(V + V R) = 0. Segue que R age �elmente em V e podemos ver V como

um R-módulo à esquerda graduado simples. Também podemos enxergar R imerso

em EndD(V ), onde D = EndgrR (V ). Para isto, basta considerar, para cada r ∈ R, a

aplicação v → rv.

Mostraremos agora que V tem dimensão �nita como um D-módulo. Se não

tivesse, poderíamos construir uma cadeia in�nita de ideais à esquerda graduados em

R. Para isto, bastaria tomar uma sequência in�nita v1, v2, . . . de elementos homogêneos

LI sobre D e notar que as inclusões da cadeia

AR({v1}) ⊃ AR({v1, v2}) ⊃ · · ·

seriam próprias, pois poderíamos, pelo Teorema 2.7, obter elementos que anulam

v1, . . . , vn mas não anulam vn+1.
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Por �m, dados uma base {v1, . . . , vn} homogênea de V e um elemento f ∈

EndD(V ), sabemos que f pode ser identi�cado pela imagem dos elementos da base.

Pelo Lema 2.7, como neste caso EndD(V ) = EndgrD (V ), existe um elemento r ∈ R tal

que rvi = f(vi), e, portanto, f pode ser identi�cado com tal r.

Observação 2.9 .

• Fixando-se uma D-base homogênea {v1, . . . , vn} em V e sendo gi o grau de vi,

podemos identi�car EndD(V ) com a álgebra de matrizes Mn(D) construindo um

isomor�smo entre as álgebras:

Dado r ∈ EndD(V ), para cada j = 1, . . . , n, rvj =
∑n

i=1 vixij, onde os xij são

escalares em D. Podemos, a partir daí, associar o endomor�smo r com a matriz

(xij) ∈ Mn(D). Note que esta identi�cação depende da D-base escolhida, mas

nesta base esta associação é, na verdade, um isomor�smo

ϕ : EndD(V ) −→ Mn(D)

r 7−→ ϕ(r) := (xij).

Mostremos primeiro que ϕ é um homomor�smo de álgebras e depois que é injetivo

e sobrejetivo. Sejam r1, r2 ∈ EndD(V ), α ∈ F, e ϕ(r1) = (xij), ϕ(r2) = (yij).

Ora, como são endomor�smos, para cada j = 1, . . . , n,

(r1 + r2α)vj = r1vj + (r2vj)α =
n∑
i=1

vixij + (
n∑
i=1

viyij)α

. Segue que
ϕ(r1 + r2α) = (xij + yijα) = (xij) + (yij)α

= ϕ(r1) + ϕ(r2)α.

Agora provaremos que ϕ é um isomor�smo com relação à multiplicação das ál-

gebras, que no caso de EndD(V ) é a composição de funções. Ora, para cada

j = 1, . . . , n, temos

r1r2vj = r1 (
∑n

k=1 vkykj) =
∑

(r1vkykj)

=
∑n

k=1 ((
∑n

i=1 vixik) ykj) =
∑n

i=1 (vi (
∑n

k=1 xikykj)) .

Obtemos que a matriz ϕ(r1r2) = (cij), onde cij =
∑n

k=1 xikykj. Por outro lado,

sabemos que esta é exatamente a matriz produto entre (xij) e (yij). Portanto,

ϕ(r1r2) = ϕ(r1)ϕ(r2).

Dado r ∈ EndD(V ) com ϕ(r) = 0, obtemos que todas as imagens rvi são nulas,

para todo i. Assim, dado v =
∑
viαi ∈ V \ {0}, temos rv = r(

∑
viαi) =
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(rvi)αi = 0 e, portanto, r é o endomor�smo nulo, o que é su�ciente para

provar que ϕ é injetora.

Por �m, dada um matriz (xij) ∈Mn(D), existe o endomor�smo r ∈ EndD(V ) tal

que, para cada j = 1, . . . , n, rvj =
∑n

i=1 vixij, ou seja, ϕ(r) = (xij), concluindo

que ϕ é um isomor�smo de álgebras.

• Também podemos identi�car Mn(D) com Mn(F)⊗D da seguinte maneira: para

cada (λij)⊗ d ∈Mn(F)⊗D, associamos a matriz (λijd) ∈Mn(D) e a graduação

é dada por

deg(Eij ⊗ d) = gideg(d)g−1
j .

Com esta graduação o isomor�smo ϕ é um isomor�smo de álgebras graduadas.

2.2 Classi�cação das Álgebras Graduadas Simples de

Dimensão Finita

Sejam V um R-módulo à esquerda graduado, g ∈ G, e v ∈ V , denotemos a

graduação de V por Γ. O shift à direita V [g], que é o mesmo conjunto V e cada

componente homogênea é de�nida por V [g]
hg := Vh é um R-módulo à esquerda graduado

e denotamos sua graduação Γ[g]. Note que degΓ[g](v) = degΓ(v)g, para todo v ∈ V

homogêneo.

Se f : V → V é uma transformação homogênea de grau t, então f , vista como

uma transformação V [g] → V [g] será homogênea de grau g−1tg. De fato, dado h ∈ G,

(Vh)f ⊂ Vht ⇒ (V
[g]
hg )f ⊆ V

[g]
htg. Segue que se End

gr
R (V ) = D, então

EndgrR (V [g]) =[g−1] D[g].

Lema 2.10 Seja R uma álgebra graduada simples que possui um ideal graduado à

esquerda minimal I. Então I é um R-módulo graduado simples à esquerda gerado

por um idempotente homogêneo de R. Mais ainda, se V é um R-módulo à esquerda

graduado simples, então existe g ∈ G tal que V é isomorfo a I [g] como um R-módulo

graduado.

Demonstração. Mostremos que I é um R-módulo graduado simples. Suponha por

contradição I2 = 0 e considere J = I + IR. Como I é um ideal à esquerda, então J

também é. Por outro lado, dados i1 + i2s ∈ J = I + IR, com i1, i2 ∈ I, s ∈ R e r ∈ R,

temos (i1 + i2s)r = i1r + i2sr ∈ IR ⊂ I + IR = J , completando a prova de que J é
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um ideal bilateral. Como R é uma álgebra graduada simples, J ⊆ R é um ideal de R

e J 6= 0 então J = R. Nesse caso,

R2 = (I + IR)(I + IR) = I2 + I2R + I(RI) + I(RI)R ⊂ I2 + I2R = 0,

um absurdo. Segue que I2 6= 0. Como I é ideal à esquerda graduado minimal, segue

que I é um R-módulo à esquerda graduado simples. Tome agora x ∈ I homogêneo tal

que Ix 6= 0. Pela minimalidade de I, Ix = I e AI({x}) = 0, pois tal conjunto é um

ideal propriamente contido em I. Assim existe ε ∈ I tal que εx = x. Note que podemos

substituir ε pela componente de ε em Re, pois as demais componentes multiplicadas

por x são nulas. Como

εx = x⇒ ε2x = εx⇒ (ε2 − ε)x = 0⇒ ε2 − ε ∈ AI({x}) = 0,

temos ε2 = ε. Como Rε 6= 0 e Rε ⊂ I, segue que Rε = I.

Seja agora V um R-módulo à esquerda graduado simples. Como IV é um submó-

dulo graduado de V , devemos ter IV = 0 ou IV = V . Pelo mesmo argumento usado

na demonstração do Teorema 2.8, R age �elmente em V , de onde segue que IV = V .

Tome v ∈ V tal que Iv 6= 0 e seja deg(v) = g. Então a transformação f : I → V

de�nida por r 7→ rv é um homomor�smo de R-módulos e manda Ih em Vhg, para todo

h ∈ G. Como ambos I e V são graduados simples, ker(f) = 0 e Im(f) = V , donde

segue que I e V são isomorfos e I [g] é isomorfo a V como R-módulo graduado.

Lema 2.11 Seja R uma álgebra graduada e I = Rε, onde ε é um idempotente homo-

gêneo de R. Então a álgebra G-graduada EndgrR (I) é igual a EndR(I) e isomorfa a

εRε.

Demonstração. Dado a ∈ εRε um elemento homogêneo de grau g ∈ G mostraremos

que a aplicação multiplicação à direita por a

fa : I −→ I

x 7−→ xfa := xa

é um endomor�smo graduado. De fato, sabendo que EndgrR (I) = Endgr(I)∩EndR(I), e

não é difícil ver que fa é um R-endomor�smo. Agora, dados h ∈ G, e b ∈ Ih, deg(bfa) =

deg(ba) = hg, de onde segue que (Ih)fa ⊆ Ihg, e assim, fa ∈ Endg(I) ⊂ Endgr(I), o

que é su�ciente para mostrar que fa ∈ EndgrR (I).
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Considere o homomor�smo εRε → EndgrR (I) tal que a imagem de a ∈ εRε é

o endomor�smo fa. Mostraremos que tal aplicação é, na verdade, um isomor�smo.

De fato, se xa = 0, para todo x ∈ I, então 0 = εa = a, de onde segue que tal

aplicação é injetora. Mais ainda, dado f ∈ EndR(I) e x ∈ I, temos xf = x(εf)

e f é a multiplicação à direita pelo elemento a = εf . Por de�nição a ∈ Rε, mas

a = εf = ε2f = ε(εf) = εa, de onde segue que a ∈ εRε, mostrando a sobrejetividade

do homomor�smo.

Observação 2.12 Sob as condições do Teorema 2.8 o R-módulo graduado simples V

e a álgebra graduada de divisão D = EndgrR (V ) = EndR(V ) são determinados a menos

de shifts apropriados.

De�nição 2.13 Sejam G um grupo, D,D′ álgebras G-graduadas, V um D-módulo

à esquerda graduado e V ′ um D′-módulo à esquerda graduado. Um isomor�smo de

(D, V ) em (D′, V ′) é um par (f0, f1), onde f0 : D → D′ é um isomor�smo de álgebras

G-graduadas e f1 : V → V ′ é um isomor�smo de espaços G-graduados com a condição

que f1(vd) = f1(v)f0(d), para todos v ∈ V e d ∈ D.

Exemplo 2.14 Sejam D = D′ = F, V e W F-espaços vetoriais graduados. Neste

caso um isomor�smo de (D, V ) em (D′,W ) é um par (f0, f1) onde f0 é a identidade e

f1 : V → W uma transformação linear graduada. Fixada {v1, . . . , vn} uma base de V

de elementos homogêneos de graus g1, . . . , gn, respectivamente, temos que EndF(V ) é

isomorfa a R = Mn(F) com a graduação elementar induzida por (g1, . . . , gn). Note que

{w1, . . . , wn}, com wi = f(vi), é uma base de W , e como wi é homogêneo de grau gi
concluímos que EndF(W ) é isomorfa a R. Portanto as álgebras EndF(V ) e EndF(W )

são isomorfas.

No próximo teorema provamos que, de modo geral, um isomor�smo de pares

determina um isomor�smo nos anéis de endomor�smos correspondentes e que, recipro-

camente, todo isomor�smo de anéis de endomor�smos é obtido de um isomor�smo de

pares.

Teorema 2.15 Sejam G um grupo, D,D′ álgebras G-graduadas de divisão, V um D-

módulo à direita graduado e V ′ um D′-módulo à direita graduado, ambos não nulos e de

dimensão �nita. Sejam também R = EndD(V ) e R′ = EndD′(V
′). Se f : R→ R′ é um

isomor�smo de álgebras G-graduadas, então existem g ∈ G e um isomor�smo (f0, f1) de

([g−1]D[g], V [g]) em (D′, V ′) tais que f1(rv) = f(r)f1(v), para quaisquer r ∈ R e v ∈ V .
Reciprocamente, dado um isomor�smo (f0, f1) de ([g−1]D[g], V [g]) em (D′, V ′) existe um

único isomor�smo f : R → R′ de álgebras G-graduadas tal que f1(rv) = f(r)f1(v),
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para todos r ∈ R e v ∈ V . Dois isomor�smos (f0, f1) e (f ′0, f
′
1) determinam o mesmo

isomor�smo R→ R′ se, e somente se, existe um elemento homogêneo não nulo d ∈ D′

tal que f ′0(x) = d−1f0(x)d e f ′1(v) = f(v)d, para todos x ∈ D e v ∈ V .

Demonstração. De�na uma estrutura de R-módulo em V ′ pondo rv′ := f(r)v′

para r ∈ R, v′ ∈ V ′. V ′ é um R-módulo graduado simples, pois como V ′ é um

R′-módulo simples, segue que também o é em relação a R. De fato, supondo W ′ 6=

0 um R-submódulo de V ′, temos que W ′ é também um R′-submódulo e tomemos

w′ ∈ W ′ \ {0}. Dado v′ ∈ V ′, existe uma transformação linear sendo r ∈ R tal que

f(r) = r′, temos rw′ = f(r)w′ = r′w′ ∈ W ′, de onde segue que W ′ = V ′ e V ′ é

um R-módulo simples. Pelo Lema 2.10 existe um isomor�smo f1 : V [g] → V ′ para

algum g ∈ G. Pela nossa de�nição de R-módulo em V ′, temos f1(rv) = f(r)f1(v)

para r ∈ R, v ∈ V . Como [g−1]D[g] = EndR(V [g]) e D′ = EndR(V ′) podemos de�nir

f0 : EndR(V [g]) → EndR(V ′) pondo (v′)(f0(d)) := f1((f−1
1 (v′))d) para v′ ∈ V ′ e

d ∈ D. Note que f0 é um homomor�smo. Se (v′)(f0(d)) = 0, então f1((f−1
1 (v′))d) = 0,

para qualquer v′ ∈ V ′. Daí,(f−1
1 (v′))d = 0 e assim d = 0. É simples veri�car que

f0 é um isomor�smo de álgebras. Por �m, mostraremos que f0(d) preserva o grau

de v′. Se deg(v′) = g e deg(d) = h então, como f1 e sua inversa preservam o grau,

deg((v′)(f0(d))) = deg(f1((f−1
1 (v′))d)) = gh, de onde podemos concluir que f0(d) tem

grau g.

Reciprocamente, dado (f0, f1), de�namos f(r) : V ′ → V ′ para cada r ∈ EndD(V )

pondo f(r)(v′) := f1(r(f−1
1 (v′))). Assim, para v′ ∈ V ′ e d′ ∈ D′, temos

f(r)(v′d′) = f1(r(f−1
1 (v′)f−1

0 (d′)))

= f1(r(f−1
1 (v′))f−1

0 (d′))

= f1(r(f−1
1 (v′)))f0(f−1

0 (d′))

= (f(r)(v′))d′,

mostrando que f(r) ∈ EndD′(V
′). Dado r homogêneo de grau h ∈ G, para qual-

quer a ∈ G, f−1
1 envia V ′a em Vag−1 , r envia Vag−1 em Vhag−1 e, �nalmente, f1 en-

via Vhag−1 em V ′ha, de onde segue que f(r) é homogêneo de grau h, mostrando que

f : EndD(V ) → EndD′(V
′) é um isomor�smo de álgebras G-graduadas. A unicidade

pode ser depreendida ponto a ponto pela igualdade f1(rv) = f(r)f1(v).

Por �m, sendo d ∈ D um elemento homogêneo não nulo de grau t ∈ G,

f ′0 :[t
−1g−1] D[gt] → D′, dado por f ′0(x) = d−1f0(x)d é um isomor�smo. Também
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f ′1 : V [gt] → V ′, dado por f ′1(v) = f1(v)d, satisfaz f1(vx) = f ′1(v)f ′0(x). Desde que

f ′1(rv) = f1(rv)d = (f(r)f1(v))d = f(r)(f1(v)d) = f(r)f ′1(v),∀r ∈ R, v ∈ V,

concluímos que (f ′0, f
′
1) determina o mesmo isomor�smo f . Reciprocamente, se (f ′0, f

′
1)

determina f , então f ′1 ◦f−1 é uma transformação homogênea de V ′ em V ′ e um isomor-

�smo de R-módulos. Assim, existe d ∈ D′ não nulo tal que (f1 ◦ f−1
1 )(v′) = v′d, para

todo v′ ∈ V ′. Segue que f ′1(v) = f1(v)d, para quaisquer v ∈ V e f ′0(x) = d−1f0(x)d,

para todo x ∈ D.

Observação 2.16 .

i) Utilizando a notação do Teorema 2.15, se β = {v1, . . . , vn} é uma D-base homo-

gênea de V , então

β′ = {f1(v1), . . . , f1(vn)}

é uma D′-base homogênea de V ′ tal que deg(f1(vi)) = (deg(vi))g.

ii) O isomor�smo f que corresponde a (f0, f1) pode ser expresso em linguagem de

matrizes, semelhante ao que �zemos anteriormente e �xadas as bases do item

anterior para V e V ′.

Dado V um D-módulo à direita graduado simples, para qualquer v ∈ V \ {0}

homogêneo temos V = vD e, portanto, V é isomorfo a um shift à esquerda do D-

módulo à direita regular V , ou seja, [g]D ' V , onde g = deg(v). Ademais, sendo

T = supp(D), temos que [g]D é isomorfo a [h]D se, e somente se, gT = hT . De fato

como supp([g]D) = gT e supp([h]D) = hT , a igualdade gT = hT segue do isomor�smo

[g]D '[h] D. Para mostrarmos que se as classes laterais gT e hT coincidem, então [g]D é

isomorfo a [h]D basta notar que 1 tem grau g em [g]D e o conjunto {1} é uma base para

[g]D. Como as classes coincidem, existe t ∈ T tal que g = ht. Tome d ∈ Dt não nulo.

Note que o grau da unidade em [h]D é h e assim, o grau de 1d é ht = g. Lembrando

que {d} é uma base para [h]D, podemos considerar a aplicação de [g]D em [h]D que leva

x em dx. Não é difícil ver que tal aplicação é um isomor�smo graduado.

Seja T ⊂ G o suporte de D. Se V é um D-módulo à direita graduado de dimensão

�nita, então existe uma decomposição canônica de V em uma soma direta

V = V1 ⊕ · · · ⊕ Vs,
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onde Vi é a soma de todos os submódulos graduados que são isomorfos a algum [gi]D �xo.

Os elementos g1, . . . , gs não são unicamente determinados, mas suas classes laterais

g1T, . . . , gsT são determinadas a menos de permutação. Escreva γ = (g1, . . . , gs), onde

g−1
i gj /∈ T, para i 6= j. Se {v1, . . . , vn} é uma D-base homogênea de V , então, para

cada i o subconjunto

{vj | deg(vj) ∈ giT}

é uma D-base para Vi. Seja ki = dimD(Vi) e escreva k = (k1, . . . , ks).

Por outro lado, dado um par (k, γ), seja V (G,D, k, γ) o D-módulo à direita que

possui uma D-base homogênea consistindo de ki elementos tais que cada grau é gi,

para i = 1, . . . , s. Isto prova que V é determinado como D-espaço vetorial por k e γ.

Para uma exposição alternativa desse fato, con�ra a Proposição 2.5 da referência [19].

Se V e W são determinados por k e γ, então existem {v1 . . . , vn} e {w1, . . . , wn}

bases homogêneas de V e W , respectivamente onde {vj | deg(vj) ∈ giT} é uma D-

base para Vi e {wj | deg(wj) ∈ giT} é uma D-base para Wi, onde dimD(Vi) = ki =

dimD(Wi). Nestas condições, e supondo sem perda de generalidade que deg(vj) =

deg(wj), a aplicação que, para cada i leva vj em wj é um isomor�smo, em outras

palavras, V eW são isomorfas. A recíproca também é verdadeira, pois um isomor�smo

f entre dois espaços V e W leva, para cada i, {vj | deg(vj) ∈ giT} no conjunto

{f(vj) | deg(f(vj)) ∈ giT}, que é uma D′-base para f(Vi) e, a partir daí não é difícil

ver que W também é determinado por k e γ. Portanto, a menos de isomor�smo, toda

álgebra graduada simples de dimensão �nita pode ser escrito dessa forma.

Além disso, denotamos a álgebra G-graduada EndD(V ) por M(G,D, k, γ).

Notação 2.17 Escreveremos (D, k, γ) ∼ (D′, k′, γ′) se k e k′ têm o mesmo número s

de componentes e existem g ∈ G e uma permutação σ dos símbolos {1, . . . , s} tais que
D′ '[g−1] D[g], k′i = kσ(i) e g′i ∈ gσ(i)(Supp(D))g, para todos i = 1, . . . , s.

Com esta notação e combinando o Teorema 2.8 e o Teorema 2.15, obtemos

Corolário 2.18 Sejam G um grupo e R uma álgebra G-graduada. Se R é graduada

simples e satisfaz a condição de cadeia descendente para ideais graduados à esquerda,

então R é isomorfa a alguma M(G,D, k, γ), onde D é uma álgebra graduada de divi-

são. Duas álgebras G-graduadas M(G,D, k, γ) e M(G,D′, k′, γ′) são isomorfas se, e

somente se, (D, k, γ) ∼ (D′, k′, γ′).
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Demonstração. A primeira parte do corolário segue do Teorema 2.8, pois nestas

hipóteses, existem uma álgebra G-graduada de divisão D e um D-módulo à direita

graduado V de dimensão �nita sobre D tais que R ' EndD(V ) = M(G,D, k, γ), para

algum k e γ como nas construções anteriores. Já o Teorema 2.15 completa a segunda

parte, pois M(G,D, k, γ) = EndD(V ) ' EndD′(V
′) = M(G,D′, k′, γ′) se, e somente

se, k e k′ têm o mesmo número s de componentes e existem g ∈ G e uma permutação σ

dos símbolos {1, . . . , s} tais que D′ '[g−1] D[g], k′i = kσ(i) e g′i ∈ gσ(i)(Supp(D))g, para

todos i = 1, . . . , s, o que denotamos por (D, k, γ) ∼ (D′, k′, γ′).

Pela Observação 2.9, pelo corolário anterior e pelo Teorema 2.6, obtemos que

R ' EndD(V ) ' Mn(D). Escrevendo este resultado em termos de matrizes, obtemos

o seguinte teorema:

Teorema 2.19 Seja R =
⊕
g∈G

Rg uma álgebra de dimensão �nita sobre um corpo al-

gebricamente fechado F graduada por um grupo G. Então R é graduada simples se,

e somente se, R é isomorfa a Mn(F) ⊗ D ' Mn(D), onde D =
⊕
h∈H

Dh é uma ál-

gebra graduada de divisão com Supp(D) = H, um subgrupo de G, e Mn(F) possui

uma G-graduação elementar de�nida por uma n-upla (g1, . . . , gn) ∈ Gn. Mais ainda,

D ' Fσ[H] para algum 2-cociclo σ em H, com a H-graduação canônica, e a graduação

em Mn ⊗D é dada por deg(Eij ⊗ dh) = g−1
i hgj, com dh ∈ Dh.

Observação 2.20 Podemos decompor R pondo R = AB ' A ⊗ B, onde A = Mn(F)

tem uma G-graduação elementar de�nida por (q1, . . . , qm; g12, . . . , gm−1,m), que de�ni-

mos em (1.2) e B é uma álgebra graduada de divisão. Podemos, a menos de isomor-

�smo, supor que giH = gjH se, e somente se, gi = gj. No teorema anterior, dado um

elemento r = Eij ⊗ dh ∈ R de grau e, temos e = deg(r) = g−1
i hgj e daí, g−1

i gj ∈ H,

de onde segue que giH = gjH. Como isso acontece se, e somente se, gi = gj, obtemos

que a matriz Eij tem grau e na graduação de A e h = e. Mostramos portanto, que no

nosso caso a decomposição R = AB é tal que Re = Ae.

2.3 Uma Condição para que Duas Álgebras Gradua-

das Simples de Dimensão Finita sejam Isomorfas

Na seção anterior exibimos as álgebras graduadas simples de dimensão �nita

tanto em termos de endomor�smos quanto em termos de matrizes. Agora chegou o

momento de cumprirmos com o objetivo principal da dissertação exibindo uma condição

para que duas álgebras graduadas simples de dimensão �nita sejam isomorfas. Antes
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disso, porém, devemos estudar alguns lemas e teoremas que nos serão úteis quando

demonstrarmos o resultado principal.

Doravante assumiremos as condições da Observação 2.20 e F um corpo algebri-

camente fechado, exceto se mencionarmos o contrário.

Lema 2.21 Seja R =
⊕
g∈G

Rg = AB ' A⊗B uma álgebra graduada simples de dimen-

são �nita onde A = Mn(F) tem uma G-graduação elementar de�nida por

(q1, . . . , qm; g12, . . . , gm−1,m) e B é uma álgebra graduada de divisão e denote S =

Supp(A), H = Supp(B). Se G é um grupo abeliano, então S ∩H = {e}.

Demonstração. Suponha, por contradição, h ∈ (S ∩ H) \ {e}. Pelo Teorema 2.19,

H é um subgrupo de G e, pela Observação 2.20, Ae = Re. Dados x ∈ Ah \ {0},

r ∈ Bh−1 \ {0}, pelo Teorema 2.19 e, como G é abeliano, B pode ser visto como

subálgebra homogênea, de onde segue que deg(xr) = e, mas isto é um absurdo, pois se

xr ∈ Ae deveríamos ter r = 1, o que não ocorre.

Lema 2.22 Seja R uma álgebra G-graduada simples de dimensão �nita. Suponha que

R = AB ' A⊗ B,R = A′B′ ' A′ ⊗ B′ são duas decomposições de R em componente

elementar e álgebra graduada de divisão com H = Supp(B), H ′ = Supp(B′). Se G é

abeliano, então H = H ′ e B e B′ são isomorfas como álgebras graduadas.

Demonstração. Em primeiro lugar, temos que Ae = Re = A′e. Seja C o centralizador

de Re em R. Note que C é uma subálgebra graduada de R. De fato, dados a, b ∈ C,

temos ar = ra, bs = sb, para todos r, s ∈ Re. Daí, abr = arb = rab e assim ab ∈ C.

Dado a = r1 + · · ·+rn ∈ C, temos ar = ra, para qualquer r ∈ Re. Ora, r1r+ · · ·+rnr =

rr1 + · · · + rrn. Como as únicas parcelas com grau gi em ambos os lados da equação

são rir e rri, obtemos rir = rri, para todo i, donde segue que ri ∈ C, o que é su�ciente

para concluir que C é subálgebra graduada.

Como R ' A ⊗ B, então C ' C̃ ⊗ B, onde C̃ = CA(Ae). De fato, podemos

identi�car C com CR(Ae ⊗ 1) e mostraremos que CR(Ae ⊗ 1) = CA(Ae) ⊗ B. Dado

a⊗ b ∈ CA(Ae)⊗B, como a comuta com todo elemento de Ae, então a⊗ b comuta com

todo elemento de Ae⊗1, de onde segue que CA(Ae)⊗B ⊆ CR(Ae⊗1). Por outro lado,

dado x =
∑
ai⊗ bi ∈ CR(Ae⊗ 1), onde o conjunto dos b′is é linearmente independente,

e dado a⊗ 1 ∈ Ae ⊗ 1, temos

x(a⊗ 1) = (a⊗ 1)x⇒
∑

(aia− aai)⊗ bi = 0.
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Como os bi's são L.I., obtemos aia = aai para cada i e, assim, x ∈ CA(Ae)⊗B.

Analogamente ao que foi feito na Equação (1.1), na seção sobre graduações

elementares em álgebras de matrizes, temos C̃ ' F⊕ · · · ⊕ F︸ ︷︷ ︸
m parcelas

, de onde segue que

C ' B ⊕ · · · ⊕B︸ ︷︷ ︸
m parcelas

e, similarmente, C ' B′ ⊕ · · · ⊕B′, de onde segue que

H = Supp(C) = Supp(B) = Supp(B′)

e B ' B′ como álgebras graduadas.

Lema 2.23 Sejam G um grupo abeliano e F um corpo algebricamente fechado tal que

a ordem de todo subgrupo �nito de G é invertível em F. Se duas álgebras G-graduadas

simples e de dimensões �nitas R ' A ⊗ B e R′ ' A′ ⊗ B′, satisfazem as mesmas

identidades polinomiais graduadas, onde A,A′ possuem graduações elementares, B,B′

são álgebras graduadas de divisão com Supp(B) = Supp(B′) =: H, então B ' B′.

Nesse lema, a hipótese de que a ordem de todo subgrupo �nito de G é invertível

em F foi usada pea referência [4] para provar que toda álgebra graduada simples é

isomorfa a um tensor da forma A⊗B.

Demonstração. Sejam A = Mq(F) com uma graduação trivial e B uma álgebra

graduada de divisão. Mostraremos que A ⊗ B satisfaz uma identidade polinomial

graduada especial, que de�niremos mais adiante na Equação 2.2. Sejam H = supp(B)

e σ : H × H → F \ {0} o 2-cociclo que de�ne a estrutura de álgebra graduada de

divisão em B (vide Observação 1.32, identi�cando B com Fσ[G]). Existe uma base

{bh | h ∈ H} de B tal que bgbh = σ(g, h)bgh e ainda bhbg = σ(h, g)bhg. Segue que

bgbh = λ(g, h)bhbg, onde λ(g, h) =
σ(g, h)

σ(h, g)
. (2.1)

Pelo Teorema de Amitsur-Levitski sabemos que A satisfaz a identidade Standard

s2q = s2q(x1, x2, . . . , x2q) =
∑
σ∈S2q

(−1)σxσ(1) · · ·xσ(2q).

Chamemos x2q−1 = y1 e x2q = y2. Podemos agrupar as parcelas do somatório

levando em consideração as posições de y1 e y2. Por exemplo, ao �xarmos y1 na primeira

posição do monômio e y2 na segunda, as demais variáveis variarão de acordo com todas

as permutações de S2q−2. Assim, uma das partes deste agrupamento é o somatório

(−1)α
∑

τ∈S2q−2

(−1)τxτ(1) · · ·xτ(i−1)y1xτ(i) · · ·xτ(j−2)y2xτ(j−1) · · · xτ(2q−2).
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Podemos usar o número α = i+ j + 1, onde i é a posição de y1 e j é a de y2.

Desse modo, podemos de�nir

si,j = si,j(x1, . . . , x2q−2, y1, y2) =

= (−1)i+j+1
∑

τ∈S2q−2

(−1)τxτ(1) · · ·xτ(i−1)y1xτ(i) · · ·xτ(j−2)y2xτ(j−1) · · ·xτ(2q−2).

Note que trocando y1 e y2 de posição, obtemos as mesmas permutações, mas com

o sinal invertido. Ao consideramos todas as possíveis posições de y1 e y2, obtemos

s2q(x1, . . . , x2q−2, y1, y2) =
∑

1≤i<j≤2q

(si,j(x1, . . . , x2q−2, y1, y2)− si,j(x1, . . . , x2q−2, y2, y1)).

Agora de�nimos uma identidade standard modi�cada como segue:

s∗2q(x
e
1, . . . , x

e
2q−2, y

g
1 , y

h
2 ) :=

=
∑

1≤i<j≤2q

(si,j(x
e
1, . . . , x

e
2q−2, y

g
1 , y

h
2 )− λ(g, h)si,j(x

e
1, . . . , x

e
2q−2, y

h
2 , y

g
1)). (2.2)

Mostraremos que s∗2q ≡ 0 é uma identidade graduada para A⊗ B. De fato, avaliando

(xe1, . . . , x
e
2q−2, y

g
1 , y

h
2 ) = (a1 ⊗ 1, . . . , a2q−2 ⊗ 1, a2q−1 ⊗ bg, a2q ⊗ bh) em s∗2q obtemos∑

1≤i<j≤2q

(si,j(a1, . . . , a2q−1, a2q)⊗ bgbh − λ(g, h)si,j(a1, . . . , a2q, a2q−1)⊗ bhbg) =

=
∑

1≤i<j≤2q

(si,j(a1, . . . , a2q−1, a2q)⊗ bgbh − si,j(a1, . . . , a2q, a2q−1)⊗ bgbh) =

=
∑

1≤i<j≤2q

(si,j(a1, . . . , a2q−1, a2q)− si,j(a1, . . . , a2q))⊗ bgbh

= s2q(a1, . . . , a2q, a2q−1)⊗ bgbh = 0.

Ademais, claramente tal polinômio também é identidade polinomial graduada

paraMq′(F)⊗B′ se q′ < q. No entanto, mostraremos que ela não é identidade graduada

se q′ > q ou q′ = q, mas λ′(g, h) 6= λ(g, h), onde λ′(g, h) :=
σ′(g, h)

σ′(h, g)
e σ′ é o cociclo que

de�ne a H-graduação em B′.

Supondo primeiro q′ > q, podemos avaliar

s∗2q(E11 ⊗ 1, E12 ⊗ 1, E22 ⊗ 1, . . . , Eq−1,q ⊗ 1, Eq,q ⊗ b′g, Eq,q+1 ⊗ b′h) = E1,q+1 ⊗ b′gb′h 6= 0.

Agora, supondo q′ = q e λ′(g, h) 6= λ(g, h), tomamos xe1 = a1 ⊗ 1, . . . , xe2q−2 =

a2q−2 ⊗ 1, y1 = a ⊗ b′g, y2 = a ⊗ b′h, com a1 = E11, a2 = E12, a3 = E22, . . . , a2q−2 =
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Eq−1,q, a = Eq,q. Neste caso, a avaliação de tais valores em s∗2q é∑
i<j(sij(a1, . . . , a2q−2, a, a)⊗ b′gb′h − λ(g, h)sij(a1, . . . , a2q−2, a, a)⊗ b′hb′g) =(

1− λ(g, h)

λ′(g, h)

)
(s2q−2(a1, . . . , a2q−2)E2

qq ⊗ b′gb′h) =

(
1− λ(g, h)

λ′(g, h)

)
E1q ⊗ b′gb′h 6= 0.

Relembrando que Ae, A′e são somas diretas de álgebras matriciais sobre F, consi-

deremos Mq(F) o somando matricial de Ae de maior dimensão e Mq′(F) o somando de

A′e de maior dimensão. Como R satisfaz as mesmas identidades que R′, pelo exposto

acima, obtemos que q = q′ e λ(g, h) = λ′(g, h) para quaisquer g, h ∈ H. Em particular

sejam b′g, com g ∈ H, elementos de uma base de B′ satisfazendo as relações (2.1).

Como H é um grupo abeliano �nito, pelo Teorema 1.3, existe uma decomposição em

um produto direto de grupos cíclicos de ordens k1, k2, . . . , kt

H = 〈h1〉k1 × 〈h2〉k2 × · · · × 〈ht〉kt

e tomemos b1, b2, . . . , bt ∈ B tais que deg(bi) = hi, 1 ≤ i ≤ t e bkii = 1. Não é difícil

ver que o conjunto β = {bj11 b
j2
2 · · · b

jt
t | 1 ≤ jr ≤ kr, r = 1, . . . , t} é uma base para B.

Note que as relações (2.1) e as igualdades bk11 = bk22 = · · · = bktt = 1 fazem com que a

multiplicação de�nida nos elementos da base β seja completamente conhecida.

Analogamente, podemos tomar c1, c2, . . . , ct ∈ B′, com ci = b′hi ∈ B
′
hi

e ckii = 1,

para i = 1, 2, . . . , t. O conjunto β′ = {cj11 c
j2
2 · · · c

jt
t | 1 ≤ jr ≤ kr, r = 1, . . . , t} é uma

base para B′ cuja multiplicação satisfaz as relações 2.1 e ck11 = ck22 = · · · = cktt = 1, de

onde segue que a multiplicação de B é a mesma de B′, em outras palavras, B ' B′.

Não é difícil provar que se duas álgebras graduadas simples de dimensão �nita

são isomorfas, elas satisfazem as mesmas identidades polinomiais. O próximo Teorema

é sobre a recíproca deste fato e constitui a condição que queríamos exibir.

Teorema 2.24 Sejam G um grupo abeliano e F um corpo algebricamente fechado tal

que a ordem de todo subgrupo �nito de G é invertível em F. Se duas álgebras G-

graduadas simples e de dimensões �nitas R e R′ satisfazem as mesmas identidades

polinomiais graduadas, então elas são isomorfas.

Demonstração. Sejam R = AB ' A ⊗ B, R′ = A′B′ ' A′ ⊗ B′ decomposições

onde A e A′ possuem graduações elementares e B e B′ são álgebras graduadas de

divisão. Suponha que (q1, . . . , qm; g12, . . . , gm−1,m) de�ne uma graduação elementar em
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A e (q′1, . . . , q
′
m′ ; g

′
12, . . . , g

′
m′−1,m′) de�ne uma graduação elementar em A′. Se S =

supp(A), H = supp(B), S ′ = supp(A′) e H ′ = supp(B′), então SH = S ′H ′. De fato,

note que xg ≡ 0 é identidade graduada de R para todo g ∈ G \ SH. Como R e R′

satisfazem as mesmas identidades graduadas, então tal polinômio também é identidade

para R′, mas neste caso, para g ∈ G \ S ′H ′. Daí segue que G \ SH = G \ S ′H ′, donde

SH = S ′H ′.

Na verdade, provaremos que H = H ′ e que B ' B′. Considere C o centralizador

de Re em R. Por um argumento já usado anteriormente (veja demonstração do Lema

2.22), C é uma subálgebra graduada e H = Supp(C). Por outro lado, g ∈ Supp(C) se,

e somente se, g ∈ SH e [xe, xg] ≡ 0 é uma identidade graduada de R. Como SH = S ′H ′

e as identidades graduadas de R e R′ são as mesmas, segue que H = H ′. Agora, tendo

provado que todas as condições do Lema 2.23 se aplicam neste caso, obtemos B ' B′

como álgebras graduadas.

Mostraremos que qi = q′i e m = m′. Pela graduação elementar em A que de�ni-

mos, a componente Ae = Re é Mq1(F)⊕Mq2(F)⊕ · · · ⊕Mqm(F). Sejam

p1 = q1

p2 = p1 + q2 = q1 + q2

...

pm−1 = pm−2 + qm−1 = q1 + q2 + · · ·+ qm−1

pm = pm−1 + qm = q1 + q2 + · · ·+ qm = n,

e considere o subgrupo de S2n−1

S∗2n−1 = {σ ∈ S2n−1 | σ(2p1) = 2p1, σ(2p2) = 2p2, . . . , σ(2pm−1) = 2pm−1}.

Mostraremos que R não satisfaz a identidade polinomial graduada∑
σ∈S∗2n−1

(−1)σxeσ(1) · · ·xeσ(2p1−1)x
g12
2p1
xeσ(2p1+1) · · ·xeσ(2p2−1)x

g23
2p2
xeσ(2p2+1) · · ·

· · ·xeσ(2pm−1−1)x
gm−1,m

2pm−1
xeσ(2pm−1+1) · · ·xeσ(2n−1) ≡ 0. (2.3)

De fato, se �zermos a avaliação de

(x1, x2, . . . , x2n−1) = (E11, E12, E22, E23, . . . , En−1,n, Enn)

no polinômio, existe apenas uma permutação do subgrupo de permutações que não

anula os produtos destes elementos, que é a identidade, e, portanto, obtemos o valor
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E1n 6= 0. Agora considere a decomposição análoga A′e = R′e = Mq′1
(F)⊕Mq′2

(F)⊕· · ·⊕

Mq′
m′

(F) = A′1 ⊕ A′2 ⊕ · · · ⊕ A′m′ , onde q
′
1 ≥ q′2 ≥ · · · ≥ q′m′ > 0. Se q1 > q′1 então

o polinômio (2.3) é identidade graduada para R′, pois A′iA
′
j = 0, para todo i 6= j e

todo A′i satisfaz a identidade s2q′1
≡ 0, o que contradiz o fato de R e R′ satisfazerem as

mesmas identidades.

Temos ainda que g12, . . . , gm−1,m são tais que gi,i+1 · · · gj−1,j 6= e para quaisquer

1 ≤ i < j ≤ m. Dados a1 ∈ A′i1 , . . . , am ∈ A′im , temos a1c12a2 · · · am−1cm−1am = 0

em A′, onde deg(c12) = g12, . . . , deg(cm−1,m) = gm−1,m. Assim, pelo menos dois dos

índices i1, . . . , im coincidem e, quando isto acontece, o produto se anula. Se, porém,

q′1 = q1 mas q′2 < q2, podemos usar o mesmo argumento anterior, chegando à mesma

contradição. Portanto, m = m′ e q1 = q′1, . . . , qm = q′m. Em particular, A e A′

devem ser álgebras de matrizes de mesmo tamanho n = q1 + · · ·+ qm. Por �m, sejam

e1 ∈ A′1 = Mq1(F), . . . , em ∈ A′m = Mqm(F) as unidades das álgebras A′1, . . . , A
′
m

respectivamente. Como o polinômio (2.3) não é identidade graduada para R′, então

existem uma permutação τ ∈ Sm, a1 ∈ A′1, . . . , am ∈ A′m e elementos homogêneos

c1 ∈ R′g12 , . . . , cm−1 ∈ R′gm−1,m
tais que

aτ(1)c1aτ(2) · · · aτ(m−1)cm−1aτ(m) 6= 0

em R′. Ademais, q′τ(i) = qi para todo i = 1, . . . ,m e ci = a′ibi, i = 1, . . . ,m − 1,

onde a′i ∈ eτ(i)A
′eτ(i+1), deg(a′i) = g′τ(i),τ(i+1), bi ∈ B′hi e g′τ(i),τ(i+1)hi = gi,i+1 para

1 ≤ i ≤ m− 1.

Portanto mostramos que R e R′ são isomorfas como álgebras graduadas.



Apêndice A

Semissimplicidade de anéis e o

Teorema de Wedderburn-Artin

Nos dedicamos, neste apêndice, a trazer o assunto que in�uenciou o nosso re-

sultado principal. A referência que mais utilizamos para esta parte do texto foi [18].

Apresentamos uma propriedade dos anéis, a semissimplicidade (que tem como um caso

particular a simplicidade), e classi�caremos todos os anéis semissimples por meio de

anéis de matrizes com entradas em anéis com divisão. Para isto, é necessário primeiro

elencar teoremas relacionados aos módulos, que generalizam os espaços vetoriais, que

foram de�nidos no primeiro capítulo.

Agora introduzimos um conceito bastante importante desta seção que é a semis-

simplicidade. Nós a de�nimos em relação a módulos, mas mais adiante a semissimpli-

cidade de anéis tomará a de módulos como base. Neste apêndice consideraremos, salvo

menção contrária, anéis com unidade.

De�nição A.1 Sejam R um anel e M um R-módulo à esquerda. Dizemos que M é

um módulo

i) simples, se RM 6= 0 e os únicos submódulos de M são os triviais;

ii) semissimples, se todo R-submódulo de M é um somando direto de M .

Doravante, salvo menção contrária, R representará um anel e M um R-módulo à es-

querda.
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Lema A.2 Se M é semissimples, então

i) Todo submódulo de M é um R-módulo semissimples;

ii) Toda imagem homomór�ca de M é um R-módulo semissimples.

Demonstração.

i) Seja L um submódulo de M . Dado N um submódulo de L, como N é também

submódulo de M , existe K um submódulo de m tal que M = N ⊕ K. Assim,

L = M ∩ L = (N ⊕ K) ∩ L = N ⊕ (K ∩ L). Mostremos a validade da última

igualdade. Dado x ∈ (N ⊕ K) ∩ L, x ∈ L e existem n ∈ N e k ∈ K tais que

x = n+ k. Como N ⊆ L, então k = x−n ∈ L. Segue que x ∈ N ⊕ (K ∩L). Por

outro lado, dado x ∈ N ⊕ (K ∩L), existem n ∈ N, k ∈ K ∩L tais que x = n+k.

Como n ∈ N ⊆ L, então x = n+ k ∈ L, de onde segue que x ∈ (N ⊕K) ∩ L.

ii) Sejam f : M → L um R-epimor�smo e N um R-submódulo de L. Sabemos que

f−1(N) é um submódulo de M e como M é semissimples, M = f−1 ⊕K, para

algum submódulo K deM . Dado y ∈ L, existe x ∈M tal que y = f(x) e existem

x1 ∈ f−1(N), x2 ∈ K tais que x = x1 + x2. Assim, y = f(x) = f(x1) + f(x2) ∈

N + f(K), ou seja, L = N + f(K). Resta mostrar que a soma é direta. Dado

z ∈ N ∩ f(K), existe a ∈ K tal que z = f(a). Ora, a ∈ f−1(N) ∩K = 0 e assim

z = f(a) = f(0) = 0, o que é su�ciente para concluir que L é semissimples.

Corolário A.3 Se M é semissimples, estão todo módulo fator de M é semissimples.

Demonstração. De fato, basta observar que um módulo fator é imagem de M pelo

homomor�smo sobrejetivo projeção canônica.

Lema A.4 Todo módulo semissimples não nulo possui algum submódulo simples.

Demonstração. Sejam R um anel e M um R-módulo à esquerda semissimples não

nulo. Dado m ∈ M \ {0}, mostraremos que o submódulo Rm contém um submódulo

simples. Seja F a família de todos os submódulos de Rm que não contêm m. Note que

F 6= ∅, pois {0} ∈ F , e que qualquer cadeia de elementos de F possui cota superior.

De fato, para a segunda a�rmação basta notar que a união de todos os submódulos de
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uma cadeia em F é ainda um submódulo pertencente a F e que contém toda a cadeia.

Pelo Lema de Zorn, considerando F ordenado pela inclusão de conjuntos, existe um

elemento maximal N ∈ F . Pelo lema A.2, Rm é semissimples e assim existe N ′ um

submódulo de Rm tal que Rm = N ⊕ N ′. A�rmamos que N ′ é simples. De fato,

existem n ∈ N, n′ ∈ N ′ tais que m = n + n′. Como m /∈ N , temos n′ 6= 0, mostrando

que N ′ 6= 0. Sendo N ′′ um submódulo não nulo de N ′, mostraremos que N ′′ = N ′.

Aplicando novamente o Lema A.2, N ′ é semissimples e existe P um submódulo de N ′

tal que N ′ = N ′′ ⊕ P . A�rmamos que m ∈ N ⊕ N ′′, pois se isto não fosse verdade,

teríamos N ⊕ N ′′ ∈ F , mas N ( N ⊕ N ′′ contrariaria a maximalidade de N em F .

Como m ∈ N ⊕N ′′ segue que N ⊕N ′′ = Rm. Daí,

N ⊕N ′′ = Rm = N ⊕N ′ = N ⊕ (N ′′ ⊕ P )⇒ N ′′ = N ′′ ⊕ P,

de onde segue que P = 0, e assim, N ′′ = N ′, mostrando que N ′ é simples.

Teorema A.5 Se M é um R-módulo não nulo, são equivalentes:

i) M é semissimples;

ii) M é soma de uma família de submódulos simples;

iii) M é soma direta de uma família de submódulos simples

Demonstração.

i) ⇒ ii) Seja {Si}i∈I a família de todos os R-submódulos simples de M . Tal família é não

vazia pelo Lema A.4. Denotando N =
∑
i∈I

Si, como M é semissimples, existe um

submódulo P ⊂ M tal que M = N ⊕ P . Se P = 0, o resultado segue. Se, por

outro lado, P 6= 0, pelo Lema A.2 P é semissimples e, novamente usando o lema

A.4, existe T um R-submódulo simples de P . Neste caso, existe j ∈ I tal que

T = Sj e assim T ⊂ N ∩ P = 0, um absurdo.

ii) ⇒ iii) Seja M =
∑
i∈I

Mi, onde {Mi}i∈I é uma família de submódulos simples de M .

Consideremos F =

{
J ⊆ I |

∑
j∈J

Mj é uma soma direta

}
ordenado pela inclu-

são. Note que F 6= ∅ pois cada conjunto unitário de I pertence a F . Toda cadeia

de elementos de F possui cota superior, a saber, a união dos seus membros e,
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portanto, pelo Lema de Zorn existe um elemento maximal I ′ ∈ F . Considere

M ′ =
⊕
j∈I′

Mj. Mostraremos que M ′ = M . De fato, para cada i ∈ I, Mi é um

módulo simples e, assim,Mi∩M ′ = 0 ouMi∩M ′ = Mi. Se para algum i tivermos

Mi∩M ′ = 0, então i /∈ I ′, a somaM ′+Mi é direta e, portanto, I ′ ( I ′∪{i} ∈ F ,

o que contradiz a maximalidade de I ′. Segue que Mi ⊂ M ′, para todo i ∈ I,

mostrando que M ⊆ M ′, o que é su�ciente para concluir a igualdade entre os

dois conjuntos.

iii) ⇒ i) Denote M =
⊕
i∈I
Mi, onde Mi é um submódulo simples de M para cada i, e seja

N um submódulo de M . Como Mi é simples, N ∩Mi = 0 ou N ∩Mi = Mi.

Assim, N =
⊕
j∈J

Mj, onde J = {i ∈ I | Mi ∩ N = Mi}. De fato, a inclusão⊕
j∈J

Mj ⊆ N é clara. Por outro lado, supondo, por contradição, que N 6⊆
⊕
j∈J

Mj

existe n ∈ N \
⊕
j∈J

Mj. Ora, existe i ∈ I tal que n ∈ Mi ∩N . Pelo que dissemos

anteriormente, Mi ∩ N = Mi, de onde segue que i ∈ J e, portanto, n ∈
⊕
j∈J

Mj,

um absurdo, o que mostra a igualdade. Assim, podemos escrever

M =

(⊕
j∈J

Mj

)
⊕

⊕
j∈I\J

Mj

 = N ⊕K,

donde segue que M é semissimples.

De�nição A.6 dizemos que R é um anel semissimples à esquerda se, visto como um

R−módulo à esquerda (respectivamente à direita), for semissimples.

Proposição A.7 Todo anel com unidade semissimples à esquerda ou à direita é si-

multaneamente artiniano e noetheriano.

Demonstração. Provaremos que se R é semissimples à esquerda então é artiniano

e noetheriano. De fato, seja R um anel semissimples à esquerda. Pelo Teorema A.5

existe {Ij}j∈J uma família de submódulos à esquerda minimais de R tais que R =⊕
j∈J

Ij. Note que os submódulos Ij de R são, na verdade, ideais à esquerda minimais

do anel R. Sejam aj ∈ Iij e n ∈ N tais que 1R = 1 =
n∑
j=1

aj. Dado r ∈ R, temos
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r = r ·1 = r

n∑
j=1

aj =
n∑
j=1

raj ∈
n∑
j=1

Iij , donde podemos concluir que R =
n⊕
j=1

Iij . Assim,

R possui uma série de composição. De fato, consideremos a cadeia

R ⊇
n−1⊕
j=1

Ij ⊇ · · · ⊇ I1 ⊕ I2 ⊇ I1 ⊇ 0

e perceba que
I1 ⊕ · · · ⊕ Ik
I1 ⊕ · · · ⊕ Ik−1

' Ik,

que é um submódulo simples para todo k ∈ {1, 2, . . . , n}. Como o anel R possui uma

série de composição �nita, segue que R é artiniano e noetheriano.

Teorema A.8 Seja R um anel com unidade. São equivalentes:

i) R é semissimples;

ii) Todos os R-módulos à esquerda são semissimples;

iii) Todos os R-módulos à esquerda �nitamente gerados são semissimples;

iv) Todos os R-módulos à esquerda cíclicos são semissimples.

Demonstração. As implicações ii) ⇒ iii) ⇒ iv) são triviais. Quanto a iv) ⇒

i) basta notar que R é um R-módulo cíclico gerado por 1 ∈ R. Resta provarmos

i) ⇒ ii). Sejam R semissimples e M um R-módulo à esquerda. Temos M =
∑
m∈M

Rm

e mostraremos que para cada m ∈ M temos Rm semissimples. Pelo Teorema A.5

podemos escrever R =
k⊕
i=1

Ii, onde Ii é um ideal à esquerda minimal de R para todo

i ∈ {1, 2, . . . , k}. Segue que

Rm = (I1 ⊕ · · · ⊕ Ik)m = I1m+ · · ·+ Ikm.

Mostraremos que cada Iim é um R-submódulo simples de Rm. Para isto, �xemos

i ∈ {1, 2, . . . , k} e consideremos L um R-submódulo de Iim. Se L 6= 0, tomemos

x ∈ L \ {0} e assim existe ai ∈ Ii tal que x = aim. Neste caso, o conjunto (L : m)i =

{r ∈ Ii | rm ∈ L} é um R−submódulo não nulo de Ii, de onde segue que (L : m)i = Ii,

visto que Ii é simples. Segue que L = Iim, mostrando que Iim é simples.

Notação A.9 Dados R um anel semissimples e I um ideal à esquerda minimal de R

denotaremos

RI :=
∑
{J Cl R | J ' I},

onde o símbolo Cl signi�ca "ideal à esquerda de"e "'"é isomor�smo de R-módulos.
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Lema A.10 Se R é um anel semissimples e I é um ideal à esquerda minimal de R,

então valem:

i) RI é um ideal de R;

ii) Se I e J são ideais à esquerda minimais de R tais que I 6' J como R-módulos,

então RIRJ = 0.

Demonstração.

i) É claro que RI é fechado à soma e é um ideal à esquerda de R. Mostremos

que é também um ideal à direita. Para isto, é su�ciente mostrar que Jr ⊆ RI ,

para todo r ∈ R e todo J Cl R tal que J ' I. Dado r ∈ R, consideremos a

aplicação fr : J → R dada por fr(x) = xr, para todo x ∈ J . Note que fr é um

R-homomor�smo, pois dados a ∈ R, x, y ∈ J , então

fr(x+ ay) = (x+ ay)r = xr + ayr = fr(x) + afr(y).

Como J é um ideal à esquerda minimal de R, então kerfr = 0 ou kerfr = J ,

pois kerfr é um R-submódulo de J . Se kerfr = 0, então Jr = Imfr ' J ' I.

Neste caso, Jr ⊆ RI . Se, por outro lado, kerfr = JI então Jr = 0 e, com maior

razão, Jr ⊆ RI .

ii) Sejam I e J ideais à esquerda minimais de R tais que I 6' J . Dados x ∈ RI ,

y ∈ RJ , temos

x =
n∑
i=1

ai, y =
m∑
j=1

bj,

onde ai ∈ Li, bj ∈ Kj, Li é um ideal à esquerda minimal de R isomorfo a I e

Kj é um ideal à esquerda minimal de R isomorfo a J , para cada i ∈ {1, . . . , n} e

j ∈ {1, . . . ,m}. É su�ciente provar que se L,K Cl R com L ' I, K ' J , então

LK = 0. Dado y ∈ K, devemos ter Ly = 0 ou Ly = K, pois K é minimal. Se

Ly = K, temos I ' L ' Ly = K ' J , o que contradiz nossa hipótese. Segue

que Ly = 0, para todp y ∈ K. Segue que LK = 0, e, portanto, RIRJ = 0.

De�nição A.11 Dado R um anel semissimples à esquerda, então o módulo regular

RR é semissimples e podemos escrever

RR = I1,1 ⊕ · · · ⊕ I1,n1︸ ︷︷ ︸
RI1

⊕ · · · ⊕ Ir,1 ⊕ · · · ⊕ Ir,nr︸ ︷︷ ︸
RIr

= ⊕RIp ,
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onde RIk =
∑
{J Cl R | J é minimal e J ' Ik}. Ora, R = RI1 ⊕ · · · ⊕RIr como soma

de submódulos. Dizemos que as parcelas RIi são as componentes homogêneas de R.

Observação A.12 Se R = I1 ⊕ · · · ⊕ In com Ij C R, para todo j e J C R, então

J = J1 ⊕ · · · ⊕ Jn, onde Jk C Ik. De fato, 1 = e1 + e2 + · · ·+ en, com ei ∈ Ii, e assim

1 = 12 =
∑
eiej =

∑
e2
i , pois se i 6= j, eiej ∈ IiIj ⊆ Ii ∩ Ij = 0. Da unicidade da

representação em uma soma direta, obtemos e2
i = ei e, assim, {e1, e2, . . . , en} é um

conjunto de elementos idempotentes ortogonais de R. Além disso, tais elementos são

centrais pois, para qualquer r ∈ R, r1 = 1r. Portanto

J = RJ = (I1 ⊕ · · · ⊕ In)J = Je1 ⊕ · · · ⊕ Jen, onde Jei CRei.

Lema A.13 Sejam R um anel e I1, . . . , Ir, J1, . . . , Js ideais indecomponíveis de R tais

que R = I1 ⊕ · · · ⊕ Ir = J1 ⊕ · · · ⊕ Js. Então r = s e, a menos de uma permutação de

índices, Ii = Ji, para todos i = 1, . . . , r.

Demonstração. Note que J1 C R e, pela observação, temos J1 = I ′1 ⊕ · · · ⊕ I ′r com

I ′i C Ii. Como J1 é um ideal indecomponível, existe k ∈ {1, . . . , r} tal que J1 = I ′k.

Reordenando os índices, se necessário, podemos escrever J1 = I ′1 e, assim, J1 ⊆ I1.

Analogamente, obtemos I1 ⊆ J1. Repetindo a argumentação �nitas vezes obtemos o

resultado.

Lema A.14 Seja R um anel semissimples à esquerda. Então R = R1 ⊕ · · · ⊕ Rr,

onde cada Ri, 1 ≤ i ≤ r, é um anel simples com unidade que possui um único ideal à

esquerda minimal a menos de isomor�smos.

Demonstração. Como R é semissimples, podemos escrever R = R1⊕· · ·⊕Rr, onde ,

pelo Lema A.10, cada Ri é ideal que, a menos de isomor�smo, contém apenas um ideal à

esquerda minimal. Pela observação anterior, existem elementos idempotentes ei tais que

Ri = eiR = Rei e, portanto, ei é unidade para o anel Ri. Resta mostrar que Ri é simples

para cada i. Fixado i ∈ {1, 2, . . . , r}, tomando ICRi, I 6= 0, temos ICR. De fato, dados

e1s1 + · · ·+ersr ∈ R e eis ∈ I, temos (e1s1 + · · ·+eisi+ · · ·+ersr)eis = eisis ∈ RiI ⊂ I.

O outro lado é análogo. Como todo ideal de R é ideal à esquerda, então I é um R-

submódulo de RR e, portanto, I é semissimples. Pelo Teorema A.5, I é a soma direta

de submódulos simples, em outras palavras, I contém um ideal à esquerda minimal I0

de R. Ainda da soma direta de I e da observação anterior, como I0 é um submódulo

à esquerda minimal de RR, existe um elemento idempotente e ∈ R tal que I0 = Re.

Considere a componente homogênea RI0 =
∑
{J Cl R | J é minimal e J ' I0}. Pelo
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Lema A.13, devemos ter RI0 = Rj para algum j ∈ {1, . . . , r}. Como I0 ⊂ Ri, devemos

ter RI0 = Ri. Seja agora J Cl R minimal tal que J ⊆ Ri. Como Ri = II) , existe um

R-isomor�smo f : I0 → J e, assim,

J ' f(I0) = f(Re) = f(Ree) = f(I0e) = I0f(e) ⊆ I.

Assim, Ri = RI0 =
∑
{J Cl R | J é minimal e J ' I0} ⊂ I, de onde segue que I = Ri

e, portanto, Ri é simples para todo i = 1, . . . , r.

Lema A.15 (Schur) Sejam R um anel eM um R-módulo à esquerda simples. EndR(M)

é um anel de divisão.

Demonstração. Seja f : M → M um R-endomor�smo. Sabemos que Kerf e Imf

são R-submódulos de M . Supondo f não nula, da simplicidade de M devemos ter

Kerf = 0 e Imf = M , de onde segue que f é bijetora e possui inversa, mostrando que

EndR(M) é um anel de divisão.

No próximo resultado, dado I um ideal à esquerda não nulo do anel R, mostra-

remos que R é isomorfo ao anel de endomor�smos de I visto como D-módulo, onde

D = EndR(I), que denotamos por EndD(I).

Proposição A.16 (Rie�el) Seja R um anel simples. Suponhamos que R contenha

um ideal à esquerda não nulo I. Então R ' EndD(I).

Demonstração. Consideremos

f : R −→ EndD(I)

r 7−→
fr : I −→ I

a 7−→ ra

.

Não é difícil ver que fr é um D-endomor�smo de I. Mostremos que f é um isomomor-

�smo de anéis. De fato, dados r, s ∈ R e a ∈ I, temos

f(r + s)(a) = fr+s(a) = (r + s)a = ra+ sa = fr(a) + fs(a) = (f(r) + f(s))(a) e

f(rs)(a) = frs(a) = rsa = fr(sa) = fr(fs(a)) = (fr ◦ fs)(a).

Como R é um anel simples, então Kerf = 0 ou Kerf = R. Mas como f(1R) =

IdI 6= 0, obtemos Kerf = 0, de onde segue que f é injetora. Antes de provarmos a

sobrejetividade de f , mostraremos que f(I) é um ideal à esquerda de EndR(ID). Note
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que a multiplicação à direita por um elemento de I é um elemento do anel D. De fato,

dado a ∈ I, consideremos ga : I → I dado por ga(x) = xa. Dados x, y ∈ I e r ∈ R,

então

ga(x+ y) = (x+ y)a = xa+ ya = ga(x) + ga(y) e ga(rx) = rxa = rga(x)

mostrando que ga ∈ D, para todo a ∈ I. Tomando agora a, b ∈ I e h ∈ EndD(I), como

gb ∈ D, obtemos

h(fa(b)) = h(ab) = h(a)b = fh(a)(b)

e assim, h◦fa = fh(a) ∈ f(I), para quaisquer a ∈ I, h ∈ EndD(I). Em outras palavras,

EndD(I)f(I) ⊆ f(I) e, portanto, f(I) Cl EndD(I).

Por �m, como R é simples e I 6= 0, temos IR = R, pois IRCR. Ora, f(R) = f(IR) =

f(I)f(R) e

EndD(I)f(R) = EndD(I)f(I)f(R) ⊆ f(I)f(R) = f(R).

Portanto f(R) Cl EndD(I). Agora observemos que 1EndD(I) = IdI = f(1R) ∈ f(R) e

assim f(R) = EndD(I), mostrando a sobrejetividade de f .

Corolário A.17 Se R é um anel simples que contém um ideal à esquerda minimal,

então R 'Mn(D), para algum n ≥ 1 e D um anel de divisão.

Demonstração. Seja I ⊆ R um ideal à esquerda minimal. Pelo lema de Schur,

D := EndR(I) é um anel de divisão. Assim, considerando em I sua estrutura de

(R,D)-bimódulo, pela Proposição de Rie�el, podemos concluir que EndD(I) é simples,

pois é isomorfo a um anel simples. Mostraremos que dimDI < ∞, pois, neste caso,

EndD(I) é o anel das transformações lineares de I em I e, naturalmente, obteremos o

isomor�smo desejado.

Supondo, por absurdo, que dimDI =∞. O conjunto

K = {f ∈ EndR(ID) | dimD(Im(f)) <∞}

é um ideal próprio de EndD(I). De fato, pois na composição de funções, se a dimensão

de uma das imagens for �nita, a da imagem da composição também será e, além disso,

é próprio por que a imagem da identidade tem dimensão in�nita. Ora, é fácil ver que
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K 6= 0, bastando tomar, por exemplo, uma aplicação que leve qualquer vetor num

múltiplo escalar de um vetor �xo, uma projeção. Mas isto contradiz a simplicidade de

EndD(I), o que conclui a demonstração.

Lema A.18 Seja R um anel simples que possui um ideal à esquerda minimal I. Então

R possui, a menos de isomor�smo, um único módulo à esquerda simples e �el isomorfo

a I. Ademais, nestas condições, R ' I(n), onde I(n) é a soma direta de n cópias de I.

Demonstração. Sabemos que A(I) = {r ∈ R | rI = 0} C R e R tem unidade. Pela

simplicidade de R, A(I) = 0 ou A(I) = R. Se A(I) = R, então 1 ∈ A(I), ou seja,

I = 1I = 0, o que não ocorre. Portanto, I é um R-módulo à esquerda simples e �el.

seja M um R-módulo à esquerda simples e �el. Como A(M) = 0, existe m ∈ M

tal que Im 6= 0. Pela simplicidade de M segue que Im = M . Assim a aplicação

f : I → M de�nida por f(x) = xm é um R-epimor�smo. Porém, como Kerf C I e I

é simples, obtemos que Kerf = 0 e f é um isomor�smo de R-módulos. Portanto, a

menos de isomor�smos, R possui apenas um módulo à esquerda simples e �el.

Ademais, pelos resultados anteriores, R ' Mn(D), onde D = EndR(I) e n =

dimDI. Assim, R 'Mn(D) ' I(n), onde I = {(aij) ∈Mn(D) | aij = 0, se j 6= 1}.

Teorema A.19 (Teorema de Wedderburn-Artin) Seja R um anel semissimples

à esquerda. Então

R 'Mn1(D1)×Mn2(D2)× · · · ×Mnk
(Dk),

onde D1, D2, . . . , Dk são anéis de divisão e n1, n2, . . . , nk são naturais. O número k

e os pares ordenados (Di, ni) são unicamente determinados a menos de permutações.

Além disso, existem exatamente k R-módulos à esquerda simples e �éis dois a dois não

isomorfos.

Demonstração. Pelo Lema A.14, podemos escrever R = R1 ⊕ · · · ⊕ Rn, onde cada

Ri é anel simples com unidade que possui, a menos de isomor�smos, um único ideal à

esquerda minimal. Ora, pelo comentário anterior, como cada Ri é isomorfo a Mni
(Di),

com Di anel de divisão, segue que

R 'Mn1(D1)×Mn2(D2)× · · · ×Mnk
(Dk).

Resta apenas mostrar a unicidade desta representação. Suponhamos R ' Mn1(D1) ×

Mn2(D2) × · · · × Mnk
(Dk) e que R ' Mm1(D

′
1) × Mm2(D

′
2) × · · · × Mms(D

′
s), onde
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cada Di e cada D′j é anel de divisão. Seja Vi o único módulo simples e �el sobre

Ri = Mni
(Di) (vide Lema A.18). Estendendo a multiplicação de Vi como Ri-módulo

para R pondo Ri ·Vj = 0, se j 6= i, obtemos Vi como um R-módulo à esquerda simples.

Mostremos agora que se i 6= j, então Vi 6' Vj. Suponhamos, por contradição que

f : Vi → Vj é um R-homomor�smo. Para todo r ∈ R e v ∈ Vi teríamos f(rv) = rf(v).

Tomando r = (0, . . . , 0, 1Rj
, 0, . . . , 0) ∈ R, obtemos rf(v) = f(rv) = f(0) = 0 e assim

r ∈ A(Vj) = 0, pois v ∈ Vi é arbitrário, o que contradiz a sobrejetividade de f . Segue

que Vi 6' vj. Pelo Lema A.18, Mni
(Di) ' V

(ni)
i . Repetindo o argumento com a outra

decomposição obtemos

V
(n1)

1 ⊕ · · · ⊕ V (nk)
k 'R R ' V

′(m1)
1 ⊕ · · · ⊕ V ′(ms)

s .

Mas pelo teorema de Jordan-Hölder, sobre a unicidade de séries de composição, segue

que s = k, ni = mi e RVi 'R V ′i . Por �m, observe que

D′i = EndR′i(V
′
i ) ' EndR(V ′i ) ' EndR(Vi) ' EndRi

(Vi) = Di.
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