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Resumo

Neste trabalho estudamos a existéncia de solugao positiva para uma pertubacao
de um sistema Hamiltoniano no R” e a existéncia de solucdo nodal de energia minima
para um sistema Hamiltoniano com pesos do tipo Hénon. Trataremos o caso em que
p,q estao abaixo da hipérbole critica. A principal ferramenta utilizada é o Método

Variacional Dual.

Palavras-Chave: Sistema Hamiltoniano, solu¢ao positiva, solugao nodal, Método

Variacional Dual.

vii



Abstract

In this work we study the existence of positive solution of a perturbed Hamilto-
nian system in RY and the existence of ground state nodal solutions for Hamiltoniano
systems with Hénon type weights. We will treat the case where p, ¢ are below critical

hyperbola. The main tool used is the dual variational method.

Keywords: Hamiltonian system, positive solution, nodal solutions, dual variational

method.
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Notacoes e Terminologias

Q2 ¢ um dominio limitado com fronteira suave no R"; dominio refere-se a um

conjunto aberto conexo;
A denota o fecho de um subconjunto A C RY;
0A é a fronteira do conjunto A;

Seja A C RY um conjunto mensuravel. med(A) denotara a medida de Lebesgue

do conjunto A em RY;
X’ denota o dual topologico do espaco vetorial normado X;

D%y ¢ a « derivada fraca de u € L'(Q), onde a = (ay, . . ., ) € um multiindice

de ordem |a| = ay + - + Qp;
C(Q)={f:Q—R; fécontinua};

Ck(Q) é o espaco das funcoes reais definidas em © que possuem todas as derivadas

de ordem menor do que ou igual a k& continuas;

Che(Q) = {f € C¥Q),3 C > 0 tal que |f(z) — f(y)| < |v —y|* ¥V 2,y € Q},
para a € (0,1);

suptu determina o suporte de uma funcao mensuravel u, isto é, suptu = U O,

iel
onde ule, # 0, ©; C 2 & um aberto e u : Q@ — R é mensuravel;
CrQ)={u:Q—=R; ueC®) e suptu CC Q};
Se f é uma fungao integravel, denotaremos fdz a seguinte integral / f(z)dx;
RN RN



2* é o expoente critico de Sobolev, definido por

2N

—\ N2>3
2% — N -2 -
+o00, N =1,2;
ut = max{u, 0}, v~ = max{—wu, 0} denotam a parte positiva e negativa de uma

funcao real u, respectivamente;

Se LP(Q)) = {u Q= R;/ |ulPde < oo}, 1 <p < oo, entao denotaremos |u|, =
Q

1/p
( / \u|pdx> ;
[9]

o, (1) : denota uma sequéncia de ntimeros reais convergindo para 0 (zero) quando

n — oo;

—, —: convergéncia forte e convergéncia fraca em um espago normado, respec-

tivamente;
— indica imersao continua;

q.t.p.: Significa em quase todo ponto, ou seja, exceto num conjunto de medida

nula;

LP

loc

(Q), 1 < p < oo: Espago das fungoes mensuraveis u : Q@ — R tais que

|ulPdz < oo para todo conjunto compacto K C 2 C RY;
K

L>(£2): O espago das fungdes mensuraveis u : 2 — R tai que existe C' > 0 com

lu(z)] < C q.t.p. em €

Se u € L*>®(Q), entdo denotamos a norma de u em L>®(Q) por |u|, = inf{C >
0; |u(z)| < C q.t.p. em Q};

Vu = ( Ou Ou ) denota o gradiente de u;

8x1”"’8xN

divF' denota o divergente do campo F'

N 92
u
Au = Z 922 denota o laplaciano de u;

=1 i

B denota o fim de uma demonstracao.



Introducao

Neste trabalho estudamos uma classe de sistema elipticos semilineares: os siste-
mas Hamiltonianos, os quais serao tratados via método dual. Consideremos a seguinte

classe de problemas

—Au = f(x,u,v), em €
—Av =g(z,u,v), em €
=0 sobre 0f),

onde 2 C R¥ ¢ um dominio podendo, inclusive, ser todo o R. Dizemos que o sistema
acima é do tipo Hamiltoniano se existe uma funcio H :  x R? — R de classe C! tal

que
oH  OH
ou 9, ov

Um dos primeiros resultados sobre sistemas Hamiltonianos foi estudado por Clé-

= f.

ment, De Figueiredo e Mitidieri em [12] no qual discutem a existéncia de solugao
positiva, via argumento topologico, para o sistema sujeito as condigoes de fronteira de

Dirichlet dado abaixo
—Au= f(v), em £

—Av=g(u), em
u=v=>0 sobre 012,
onde 2 C RY é um dominio limitado, N > 2. Neste caso H(u,v) = F(v) + G(u) onde
F,G sao as primitivas de f e g, respectivamente. Tanto nesse trabalho como em [2§]
apareceu a primeira vez a no¢ao de hipérbole critica, que substitui a nocao de expoente

critico do caso escalar:
1 1 2

+ .
p+1  q+1 N
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A hipérbole critica (Figuara 1) nos possibilita uma maior flexibilidade na escolha de p e
¢ pois, a medida que p cresce ¢ diminui havendo portanto uma compensacao. Observe
que o parametro p pode assumir um valor superior ao expoente critico de Sobolev desde

que, 1 < ¢ < 2* —1 do mesmo modo temos a situagao oposta. Note que quando p = ¢

t + L 2 >N_2 ival +1 < ind
€1Mo0Ss = , O que equlvale a ou alnda
p+1 g+l p+l N o odue b N_2
l<p<2-—1.
Ta
N+4
N-4

__________________________________________

Figura 1: Hipérbole critica.

O caso subcritico ocorre quando 1 < p < 2* —1el < g < 2* — 1, 0 caso
critico ocorre quando p = 2* — 1, ¢ = 2* — 1 e caso supercritico ocorre quando p >
2 —1eq > 2"—1, onde 28 = ]\QZ—JL Tratando-se de espacos de Sobolev, temos
também os espagos de Sobolev de ordem fracionaria que surgem no estudo de sistemas
hamiltonianos para permitir uma maior liberdade na escolha dos expoentes maximos

no crescimento polinomial das nao-linearidades.

Em [30], Sirakov estudou o seguinte sistema Hamiltoniano no RY

—Au+u=g(z,v), xRN

1
—Av+v=f(r,u), xRV, ®

onde N > 3e f,g: RY xR — R sao funcoes continuas. Neste trabalho Sirakov mostrou
que, sob algumas condigoes, as solugoes de pertencem a W?2*(RY) para todo 2 <
s < oo. Utilizamos esse resultado nesta dissertacao para mostrar a regularidade das

solugoes do Capitulo 1, o qual apresentaremos com mais detalhes no Apéndice A.
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O funcional associado naturalmente ao sistema Hamiltoniano ¢é fortemente indefi-
nido. Isto significa que o espago onde o funcional esté definido é decomposto em soma
direta de dois subespacos de dimensao infinita, com a propriedade que o funcional é
positivo definido em um e negativo definido no outro. Por isso, algumas vezes, usa-se
Teorema de Linking devido a Li-Willem [22] para se obter pontos criticos desse funci-
onal. Podemos citar os trabalhos de De Figueiredo e Felmer [14] e Hulshof e Van der
Vorst [I8] que mostraram usando o Teorema de Linking a existéncia de solugao nao

trivial para o problema com as condigoes de fronteira de Dirichlet

—?Au+u=|v| v, z€Q
—?2Av+v = |[ufflu, xe€Q
u=v=>0 sobre  0f).

Os valores criticos obtidos pelos Teoremas de Linking em geral apresenta algumas di-
ficuldades técnicas. Para contornar esses problemas, geralmente, utiliza-se o método
variacional dual, isto é, modifica-se o sistema original e trabalha-se em um novo espago
chamada espago dual, para que se possa usar o Teorema do Passo da Montanha, onde
o controle sobre os valores criticos é mais facil. O ponto chave desse método é que
mostra-se que a partir de uma solugao do sistema modificado obtém-se uma solugao
do problema original. O método variacional dual ja foi usado por diversos autores com
os mais variados propositos. De Figueiredo [I5] mostra a existéncia, multiplicidade,
simetria de solugoes para certos sistemas Hamiltonianos. Em [5] Alves e Soares estu-
daram a existéncia de solucoes positivas para uma classe de sistemas Hamiltonianos
(duas equagoes de Schrodinger estacionarias nao lineares acopladas) e Yang [33] usou o
método dual para estudar a existéncia de solucao para um sistema eliptico semilinear.

O estudo sobre sistemas Hamiltonianos e suas propriedades em dominio limitado
ou RV & uma area de grande interesse para muitos autores. Citamos também, para
problemas em dominio limitado, os trabalhos de Clément e Van der Vorst [11] que
mostram a existéncia de solugao nao trivial para um sistema Hamiltoniano e o traba-
lho Bonheure, Santos e Tavares [7] que a partir do estudo de sistemas Hamiltonianos
mostraram a existéncia de solucao de energia minima. No caso de problemas em RY
citamos o trabalho de Yang [33] que mostrou que a existéncia de solu¢ao nao trivial de

decaimento exponencial.
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Podemos ressaltar dois objetivos principais nesta dissertacao: discutir questoes
relacionadas a existéncia de solugao positiva para uma pertubacao de um sistema Ha-
miltoniano no RY e a existéncia de solucdo nodal de energia minima para um sistema
Hamiltoniano com equagoes do tipo Hénon. Encontrar solugdo positiva ou nodal (isto
é, solucao que muda de sinal) para um sistema Hamiltoniano, muitas vezes apresenta
dificuldades naturais dependendo do dominio que estamos trabalhando. Um dos pro-
blemas mais comuns, que esta diretamente relacionado ao dominio, é o fato deste nao
ser limitado, como por exemplo o R. Neste caso, existe a falta de compacidade nas
imersoes de Sobolev. Nesse sentido a nossa abordagem baseia-se no método variacional
dual. Nos Capitulos 1 e 2 definiremos o funcional dual e mostraremos suas principais
propriedades para cada caso.

Este trabalho é constituido de dois capitulos e quatro apéndices.

No Capitulo 1, estudaremos a existéncia de solugao positiva para o sistema

Hamiltoniano do tipo

4

—Au+u=Wy(x)|v|P~ v, em RY,
—Av+ov=Wi(z)|u! u, em RY,
u(z),v(x) - 0 quando |z| — oo,

u>0,v>0 em RN N >2

\
onde os nimeros p,q > 1 estao abaixo da hipérbole critica para N > 3 , isto é, p,q

verificam
1 1 N =2

>
PR N

enquanto que nenhuma condicao adicional em p e ¢ sao feitas se N = 2. Para isto,
usamos o Teorema do Passo da Montanha de Ambrosseti - Rabinowitz sem a condigao
(PS). Introduzimos a transformada de Legendre - Fenchel para estabelecer a formulagao
variacional dual, a qual fez-se necessaria devido a falta de imersoes compactas de
Sobolev que possibilitam determinar se os pontos criticos do funcional energia associado
ao problema sao solugoes.

Trabalharemos com o espaco dual X := L@tV/4(RN) x LP+D/P(RN) e definimos
o funcional dual de classe C*, ¥y : X — R dado por

Uy (w) = /]RN (F*(x,w) + G*(z,wy)) dx — %/ (w, Kw)dx

RN
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q+1) Wi(x)Va p+1) Wy(x)l/p
(n, Kw) = mTiws + poTowr, 1 = (m1,710), w = (wi,w) € X e Ty : LPFD/9RN) —

LIHYRN), Ty« LtD/q(RN) — [PH1(RN) sdo operadores lineares continuos os quais

1 1
onde, F*(x,s) = < d ) |s|@rV/a . G*(z,5) = < p ) |s|+D/p

apresentaremos com mais detalhes no Capitulo 1. O primeiro teorema, supondo que as

nao-linearidades sao periddicas, veremos que o problema possui solucao positiva.

Teorema 0.1 Suponha que

W; € C°RM) e inf Wi(x) >0, i=1,2, (3)

zeRN

Wiz +y) =W;(x), i=1,2, y € Z", x ¢ RV (4)
Entao possui pelo menos uma solucao positiva.

Para mostrar esse teorema o seguinte lema foi crucial, pois vemos que as solugoes
fracas de sao precisamente os pontos criticos de Wy, e utilizando o Principio de
Maximo Fraco (Apéndice C) concluimos a positividade das solugoes, isto é, (u,v) é

solucao de ([2) com v > 0, v > 0 em RY.

Lema 0.1 Os pontos criticos do funcional Uy, sao precisamente as solugoes fracas de
[2). Por outro lado, se (u,v) € W>EFD/P(RN) x W2a+D/4(RN) ¢ uma solugdo fraca

do problema entio (wy,ws) € ponto critico de Wy .

O segundo teorema é uma pertubacao do problema acima.

Teorema 0.2 Suponha que

Wi=Vi+ W, W;>0, W;eC’RY), i=12 (5)
Wi(x) =0 quando |v|— o0 i=1,2, (6)
med ({x €RY: Wi >0}) >0 ou med ({z € RV : W5 > 0}) > 0. (7)

Se V; (i = 1,2) satisfaz e @), W; (i =1,2) verifica (), (6) (7). Entao o problema

possut pelo menos uma solucao positiva.
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Os resultados aqui apresentados foram obtidos com base no artigo de Alves,
Carriao e Miyagaki [4] que generaliza o caso de uma unica equagao explorada pelos
autores em [3]. Para o caso dominio limitado este sistema foi estudado por um niamero
significativo de autores, Clement et al.[12] mostraram a existéncia de solugoes positivas,
Hulshof e Van der Vorst [18] e Costa e Magalhaes [13] estudaram a existéncia de solugoes
nao triviais.

Uma importante ferramente que utilizamos nos lemas técnicos para a demons-
tragao dos teoremas ¢ a variedade Nehari, que foi crucial para explicarmos o compor-
tamento da sequéncia do tipo Palais - Smale. No Apéndice B apresentaremos com
mais detalhes algumas propriedades do Variedade de Nehari.

Em um trabalho publicado em 1973, M. Hénon [17] introduziu a equagcao eliptica
—Au = |z, em

onde Q C RY dominio limitado, & > 0 e p > 2, no contexto do grupo estelar de
simetria esférica. Esse tipo de equacao é de grande interesse na matemética. Nesse
sentido dedicamos o Capitulo 2 para, baseados no trabalho de Bonheure, Santos,
Ramos e Tavares [6], estudar a existéncia de solu¢do nodal de energia minima para o

sistema Hamiltoniano com equagoes do tipo Hénon

—Au = |z|P|v|* v, em
—Av = |z|*ulP u, em Q (8)

u=v=0 sobre 0f

onde Q C RY é um dominio limitado, N > 1, o, 3 > 0 e as nao - linearidades cumprem

R (9)
p+1 gr1~ N

Solugoes de energia minima é geralmente referida na literatura por solugoes ground
state.

Associado a problema temos o funcional energia dado por

1 1

Em [7] os autores Bonheure, Santos, e Tavares mostraram que os pontos criticos de F

sao precisamente as solucgoes de .
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Recordamos que uma solugao para o problema corresponde a uma par (u,v) com
u e W2a/aQ) n W tQ) v e wRe Q) WP Q)

satisfazendo o sistema para € Q q.t.p.. Diremos que uma solugao (u,v) de é
uma solucdo nodal, quando u*,v* # 0, onde ut = max{u,0}, u~ = max{—u,0} e
vt = max{v,0}, v~ = max{—wv,0}.

Impondo a condigao pg > 1 e utilizando o método variacional dual mostraremos
o primeiro resultado, Teorema 0.3, no qual estudamos a existéncia de solucao nodal
de energia minima para . Tal método nos permite estudar o problema em um
novo ambiente, a saber o espago X := L%(Q, z| 7 ) x LQTH(Q, |x|_7ﬁ), onde nao ha
dificuldades em se trabalhar com as partes positiva e negativa das fungoes. Na Secao

2.1 definiremos o funcional dual e mostraremos suas principais propriedades.

Teorema 0.3 Se N > 1,a,3 > 0 e supondo que @ € satisfeito. Entao o nivel c,oq €
atingido, isto €, existe uma solucdo (u,v) de (8)) tal que u* # 0,vF # 0 e E(u,v) = Cpoa-
onde

Cnod = If{E(u,v), (u,v) € solugio de () e u* #0,0F #0}
€ o nivel nodal de energia minima.

O ponto mais relevante nesse capitulo foi a demonstracao do Teorema 0.3 o qual
mostra que o problema tem solugao nodal de energia minima. Para tanto, fez-se
necessario regularizar o problema introduzindo um novo espaco o qual é denso no espago
dual definido no Capitulo. Autores como [31], [20] e [8] mostram que tal regularizacao
¢ uma abordagem padrao para regularizar operadores nao uniformemente elipticos, o
ponto chave é que a regularizagao nao afeta a geometria do funcional original. Assim
como no Capitulo 1, mostramos a seguinte afirmacao que foi crucial na demonstragao

do Teorema 0.3.
Afirmagao 0.4 (wq,wsq) € ponto critico de I se, e somente se, @ ocorre e também
—a 1_ =B 1
(usv) = (J2] 7 Jon 7 wr, | @ Jwa|s ™ ws)

€ uma solucao do sistema . Neste caso temos

pq

-1
](Wl,WQ) = E(U, 'U) = m /Q |U|p+1|$|adl’ >0
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com I : X — R o funcional dual de classe C'* definido por

g+1 1
I(wy,ws) = /\w1| v x| 7 dx+—/ |wa| o 2| d$—§/dex.
0

Em seguida, supondo que p = ¢, & = 8 veremos que qualquer solugao (u,v) de

é tal que u = v onde u resolve
—Au = |z)?|u|T 'y em Q, u=0 sobre Of.
Teorema 0.5 Assuma que u,v € Hj(Q) resolve o sistema
—Au = |z)P|v|* W, —Av = |2[Plult u, em Q  uw=1v =0 sobre 0Q

onde Q C RN ¢ um dominio limitado, N >1,¢>1eq+1<2N/(N —2) se N > 3.

Entao u—w.

Por fim, mostramos uma quebra de simetria.

Teorema 0.6 Assuma que N > 2 e Q C RY ou é uma bola ou um anel centrado na

origem. Seja qo satisfazendo
o0>1 e qg+1<2N/(N—-2) se N >3.

Entao existe g > 0 tal que p,q € [qgo — 0,90 + 0], a, B € [0,0¢] € a solugao de energia

minima € tal que ambas u e v nao sao radialmente simétricas.

Por fim, no Apéndice A apresentamos um resultado de regularidade para as
solugoes do Capitulo 1, o qual sera provado utilizando-se um argumento de bootstrap.

No Apéndice C demonstraremos o Lema devido a P.L. Lions utilizado no Ca-
pitulo 1 e citamos alguns resultados de Anélise funcional, Teoria da medida e Espagos
de Sobolev.

No Apéndice D apresentamos mais alguns resultados necessarios para uma me-
lhor compreensao do nosso estudo os quais completam os argumentos utilizados nesta
dissertacao. Por se tratarem de resultados classicos, nao apresentamos aqui suas de-
monstragoes, porém, citamos as referéncias onde as mesmas podem ser encontradas.

Com o intuito de nao ficarmos recorrendo a Introdugao e de tornar os capitulos
independentes, nos Capitulos 1 e 2, iremos enunciar novamente as hipoteses sobre as

nao - linearidades e os teoremas.



Capitulo 1

Existéncia de solucoes positivas de
uma pertubacao de um Sistema

Hamiltoniano no RY

Neste capitulo, estudaremos resultados apresentados no artigo de Alves, Carriao
e Miyakaki [4]. O objetivo é estudar a existéncia de solugao positiva para o sistema

Hamiltoniano )

—Au+u=Wy(x)[v|P~lv, em RY

—Av+v =Wy (x)|ul 'y, em RN w1

u(z),v(x) -0 quando |z] — o0

\ Y

onde os nimeros reais p,q > 1 estao abaixo da hipérbole critica para N > 3, isto ¢,
p, q satisfazem
1 1 N -2

> 1.2
P+l g+l N (12)

enquanto que nenhuma condigao adicional em p e ¢ sao feitas se N = 2. As fungoes W,
1 = 1,2, sao fungoes continuas positivas limitadas, para as quais daremos suposicoes
adicionais a seguir.

Obs.: Ao longo do texto uma solugao positiva (u, v) é um par de fungoes regulares

que verifica (1.1) com u > 0,v > 0 em R".
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O primeiro teorema do capitulo mostraremos que o sistema ([1.1)) tem solugao

positiva.
Teorema 1.1 Suponha que

W; € CORY) e inf Wi(z) >0, i=1,2, (1.3)

zeRN
Wiz +vy) =W;(z), i=1,2, y € Z", v € R, (1.4)
Entao (1.1) possui pelo menos uma solugdao positiva.

O proximo resultado é uma pertubacao do problema acima.

Teorema 1.2 Suponha que

W, =Vi+W;, W;>0, W,cCRY), i=1,2, (1.5)
Wi(x) =0 quando |v|— o0 i=1,2, (1.6)
med ({zx € RY : Wy >0}) >0 ou med ({z € RN : W5 > 0}) > 0. (1.7)

Se V; (i = 1,2) satisfaz (1.3) e (1.4), W; (i = 1,2) verifica (1.5), (1.6) e (1.7). Entdo

o problema possut pelo menos uma solu¢ao positiva.

A seguir introduzimos a transformada de Legendre - Fenchel e a estrutura varia-

cional dual para o problema (|1.1).

1.1 Formulacao Variacional Dual

Escrevendo

X = LEtV/aRN) x LeD/P(RN),

temos que X é um espaco de Banach munido da norma

loll = florlf g+ ol w0 = (,00) € X,

onde |wi|(g11)/q € |walpr1)/p denotam, respectivamente, as normas em L@HD/4(RN) e

Le+H1)/P(RN),
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Observe que para cada f € LP+D/P(RN) segue de Agmon - Douglis - Nirenberg
(Apéndice C), que existe uma tnica solugio u € Wy PTV/P(RN) 0 W2E+/p(RY) do
problema linear

~Autu=f em RY (P).

Além disso, existe uma constante C' > 0 tal que

|U|W < C|f|(P+l)/p

onde W = Wy PH/P(RN) A w20 /p(RN),
Dessa forma, fica bem definido o operador linear T} ,, : LP+D/P(RN) — W()l’(p+1)/p(RN)ﬂ
W2E+/P(RN) tal que, para cada f € LPTV/P(RN) Ty ,f = u é a tnica solugdo do

problema (P). Pela tltima desigualdade temos
oo fli = luliy < Clflprny ¥ f € LPHPRY),

mostrando que 7}, ¢ continua. De maneira analoga ¢ possivel definir o operador
Ty, : LatD/aRN) — W0 D/4(RN) A pr2@tD/a(RY) - Considere entdo, os operadores
lineares continuos

Ty : LY/ QRN - LH(RY)

T : LtD/9RN) - [PH(RY),

onde T} =Ty, = (A + id)_l, mais precisamente Ty =¢ o Ty, e Ty =17 o Tj, onde

i W2eHD/P(RN) < L9+1(RY) a qual vale para b

2
> ———-——eN>2
g+1 ptrl N7
Recordemos que a imersdo j : W2®+H)/P(Bg) «— Li*1(Bg) ¢ compacta para toda
bola Br = Bg(0) centrada na origem de raio R.
A transformada de Legendre - Fenchel é dada por
F*(z,s) = sup{st — F(z,s)}.

teR

Para mais detalhe acerca da transformada de Legendre - Fenchel citamos o livro

de Mawhin e Willem [24].
Lema 1.1 Se

flz,t) =Wi(@)|t|" 't e g(z,t) = Wy(a)|t|P~ ', teR



1.1. FORMULACAO VARIACIONAL DUAL 24

~ Wa(x)[t]rtt ~ Wa(x)[tpPtt
- g+1  p+1

sao as suas primitivass, respectivamente. Entao, a transformada de Legendre - Fenchel

F(z,t) G(z,t) , teR

destas funcgoes sao as sequintes

N _(_4 1 (¢+1)/q

. (P 1 (p+1)/
G*(z,s) = (p+ 1) Wg(a:)l/P‘8| p+1)/p

Demonstracao.
De fato, temos

i(st —F(z,t) =0 s-Wi@)|t|" t =0t =

dt
1= (W|1$(|$))

S S
t: =

W) W)

Wl(fl})é(q_l)

5
Wi ()[t)e

o que implica em,

Q=

de onde segue que,

Assim, a transformada de Legendre - Fenchel de F' é dada por

1
F*(x,s) s2Js['/ ( : )Wl(x)|8|q(q+1)

C Wa@)Vals| \g+1) Wy (z)aet)
|S’§(q+1) 1 |S’§(q+1)
~ Wix)a (Q+ 1> Wi (x)t/a

(g+ Dlss ™) — |s] s
(¢ + )W (x)/e

_ (4 L gja+v/a,
q—|—1 Wl(.’lf)l/q

De maneira analoga mostramos que

. p 1 1)/
G = pH1)/p,
)= (57) e
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Definimos agora o operador linear continuo K : LU+V/4(RN) x LE+D/P(RN) —

LTY(RY) x LPT(RY) dado por

0 Ty
T, 0

No que segue denotamos por (1, Kw) a seguinte fungao
(n, Kw) = mTwy +mpTowr 1= (n1,m), w=(w,ws) € X.

Definimos o funcional dual ¥y, : X — R por
* * 1
Uy (w) :/ (F*(z,w) + G*(z,ws)) dx — —/ (w, Kw)dz.
RN 2 RN
Uy é chamado funcional energia dual associado ao problema (|1.1)), estd bem definido

sendo de classe C*(X) com

(1/a)-1 (1/p)—1

w1 w1 w2| w22

\I%,V(w)n:/ ] e dx—l—/ | 7 dac—/ (n, Kw)dz.
RN W, RN W, RN

para todo n = (1, 1m2) € X.
O proximo lema é crucial no capitulo, pois mostra que os pontos criticos do

funcional Wy, s@o as solugdes do problema ([1.1).

Lema 1.2 Os pontos criticos do funcional Wy, sao precisamente as solugoes fracas de
(1.1). Por outro lado, se (u,v) € W2PHD/P(RN) x Wa+)/4(RN) ¢ uma solucdo fraca
do problema (1.1)) entdo (w1,ws) € ponto critico de Wy .

Demonstracgao.

De fato, supondo que w = (wy,ws) € X é ponto critico de Wy, entao

w1|(1/q)71w1
Ui (wn=0 & |— — Thwy | mdx
v RN W,/
(1/p)-1
w w
—+ /N <|2|V[/—1/[)2—T2a)1> ngdx:() Vnz(m,ng)eX.
R 2

Dessa forma para (n;,0) € X temos

(1/q)—1
/ (w#wl _ T1C<J2) mdr =0 Y € L(q-&-l)/Q(RN)‘
RN Wi
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Fixando n; € Cg°(RY) \ {0}, pelo Lema de Du Bois Raymond

o |w1|(1/Q)71w1 o d *
T1w2 = W = £F (x,wl). (18)
Analogamente, para (0,7,) € X , temos
o |w2|(1/p)71w2 B d *
Tgwl - W = %G (I,(A)Q). (19)
Fazendo
u="Tws e v="Thw, (1.10)
temos
wy = Wilu|" 'y e wy = WhlvPlo (1.11)
u="Tiwy = —’wly(l/q)_luh = | = ’wl,l/q
Wll/q Wll/q
dai,
o[ o
w q w 7 |W|? W W
ul™" = % = [u|"u = 1171 S = Wl = wy = Wilu|" 'u.
Wl q Wl q qu 1

Do mesmo modo mostramos que wy = Wa|v[P~tv. De (1.10)) e (1.11]) obtemos
u = Twy = (—A+id) " (wy) = (A +id) (Walo'~ o),
v = Thw = (—A+id) Hwy) = (A +id) " (W |u|? ),

isto &, (u,v) € W2EHD/P(RN) x W2@+)/9(RN) ¢ uma solugdo fraca do problema (1.1]).

Por outro lado se (u,v) € W2@EFD/P(RN) x W2@rD/9(RN) ¢ uma solucdo fraca

do problema (LT) por (LI0) e (LII), V 1y = (11, m2) € X, obtemos

w1|(1/Q)71w1 |w2|(1/p)71w2
Uiy (w)n = / |— — Tiwy | mdx + ——————= —Thwy | nedx =0,
v RN W,/ RN Wy/?

isto é, w = (wy,wz) € X é ponto critico de Wy,. Para finalizar, por argumento de bo-
otstrap é possivel concluir que u(zx), v(x) — 0 quando || — oo, os detalhes desse argu-

mento serao feito no Apéndice A. [ |

1.2 Resultados Preliminares

A seguir vamos mostrar que o funcional Wy, verifica a Geometria do Passo da

Montanha.
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Lema 1.3 Admitindo que W; € L*(RY), i = 1,2. Entdo,
(1) Existem p, 5 > 0 tais que Uy (w) > B, desde que ||w|| = p,
(17) Existe e € X, com ||e|]| > p tal que Yy (e) < 0.

Demonstracgao.

Inicialmente, vamos mostrar o item (7). Sendo,

/ (w, Kw)dz = / wiThwadx + woThwidx
RN RN
< / lwn || Tys|dac +/ (| Town |d
RN RN
como Tywy € LITH(RYN) e Tow, € LPT(RY), pela Desigualdade de Hélder obtemos
| @ Ko < lonlgrayalTialors + sl Tow s
R

Como T} e T, sao limitados, temos

/R w Kwyde < Cillwilgrnglwaleinp) + Collwal i plel @)
< Cs(|wil(grny/alwel ory/p + [wal o1y plwilgr1)7e) =

= 203]wil(g+1)/qlw2lp1) /0

Usando a Desigualdade de Young,

/R N<w7Kw>dx < 2C3|wilg+1)/glwzlp1)/p
< 03(’“)1’%%1)/!1 + ’(‘U?’%pﬂ)/p)

Csllw||?,  w= (w,wn) € X,
onde C1,Cy > 0 e C3 = max{C},Cy} > 0. Entao,

1
Uy (w) > Alwr [T+ Blan|ETVP = Callwi 1)) + lw2l?i1)). A B > 0.

Considere agora ||w|| = p. Como (¢+1)/q, (p+1)/p < 2, fixando p = 0%, de maneira
que

|wi](g+1) /g5 [Walp1)/p < 1

obtemos,

<
=
E

Vv

1)/
M (Jan | + el 212

v

M (’wll(qul)/q + ’w2|(p+1)/17) = M||w|”
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onde, M = max{A, B} > 0.

M
Portanto, Uy (w) > Mp? > ?pQ := 3, para ||w|| = p.
(77) Sejam w # 0 € X et > 0. Temos,
t2
1 1
Uy (tw) = qNM@M%BQ+QNMMM%BZ—EAM@K@M

como (¢ +1)/q, (p+1)/p <2
Uy (tw) — —oo  quando  [t| — +o0.

Assim, basta tomar

e=t,w para t,~-+o0

que teremos

Uy (e) <0 e |le]| > p.

Definimos os seguintes ntimeros

= inf U
“ oo w(w),
co = inf sup Uy (tw),
2 O#WGX tZOp W< )
= inf U t
c3 nf max w(v(t)),

onde Ty = {y € C([0,1], X); Uy (7(0)) = 0, ¥y (y(1)) < 0} e N & a variedade de
Nehari dado por
N ={we X\ {0}; Ty (w)(w)=0}.

Lema 1.4 Temos ¢ = ¢y = c3.

Demonstracgao.
Pelo Lema B.1 (Apéndice B), temos ¢; < ¢5 e o Corolario B.1 (Apéndice B) nos
garante que co < ¢ assim, ¢; = ¢, Como Wy (tw) < 0 paraw € X \ {0} et € R

suficientemente grande, fixamos w € X \ {0}, so € [0, 00) tais que

Uy (sow) < 0.
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Definimos a fungao continua, bijetora e crescente g : [0, 1] — [0, so] dada por g(t) = tso.

Agora, tomando

v [0,1] = X

t =y(t) =gt)w

temos que v € I' e ¢3 < ¢9, pois

i)7(0) = g(0)w = 0

i) Wi ((1)) = U, (s0w) < 0.

Por outro lado, pelo corolario B.3 (Apéndice B) vimos que A/ é homeomorfo a
esfera, dai A separa X em duas componentes. A componente que contém a origem con-
tém também uma bola em torno da origem. Além disso ¥, (w) > 0 para todo w nesta
componente, porque ¥ (tw)(w) > 0 para todo 0 < t < t,. Entdo pelo Teorema da
Alfandega (Apéndice D) cada v € T tem que cruzar N e ¢; < ¢3. Concluindo que ¢3 =
1 = Co. [ |

O proximo resultado explica o comportamento da sequéncia Palais - Smale (de-

finigdo no Apéndice D).

Lema 1.5 Seja {w,} uma sequéncia (PS). no nivel ¢ > 0 para o funcional ¥y . Entdo
(a) {wn} € limitada em X .

(b) Se w, — w fracamente em X, com w # 0, entao w € uma solugao fraca de (1.1)).

Demonstracgao.
Item (a) :
Seja {w,} = {w],wi} C X, uma sequéncia (PS). com ¢ > 0. Entao, existem

C > 0eng e N tais que

1 1
Uy (wy) — §\If§,v(wn)wn < |Up(w,) — E\D{,V(wn)wn (1.12)
1
< c+1+ §|\If'(wn)wn|
S C+||wn||7 nZ”O:

pois,

|V (w,)| = 0 quando n — oco.
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Como W; € L>®°(RY) existem ¢;, i = 1,2, tais que por (1.12)) observamos que

o / | @ gy g (2 _ 1 / (| @+ D gy
g+1 2] Jan ! p+1 2) Jen' 2

n|(g+1)/q n|(p+1)/p
< (e 1 / et P e (2L / g [T
g+1 2/ Jev W} p+1l  2) Jev WP
< O fwnll
< O+ C(Jwilgr1ye + 1wslpr1)/p)-

Na tltima desigualdade estamos usando a seguinte equivaléncia das normas

|leon ] = \/Wf tery/a T30y < CUT lgr1)/0 + W5 |pr1)/p)-
E d Off QR B >0, t
screvendo ¢p = ¢ —_— — = € Co = C —_— — = €remos
P \gr1 2 2T \p + 1 ’
(g+1 +1) n n
erw} [0+ caluw | () < C + C(1w | @r1yq + w8l in) ) (1.13)

De fato, considere X,, = |w}|(g41)/¢: Yn = |w5]|(p+1)/p € suponha que X, é limitada e

Y,, = 00, quando n — oco. Substituindo X, e Y, em ((1.13)) temos
o Xt/ Ly eHD/P < O 4 O(X, 4 Y,), (1.14)

dividindo (1.14) por Y,/ teremos

Xﬁqurl)/q - C . (Xn + Yn)
v O e

(1.15)

Fazendo, n — oo em ([1.15]) teremos ¢ < 0, o que é contradi¢do. Analogamente temos
uma contradicao se X,, — oo e Y,, é limitada. Por outro lado, se X, e Y,, sao ilimitadas

supondo p > ¢ temos
C(X,+ Y,V < C+C(X,+Y,)

assim,

_ C . C(X, +Y,)
T (X4 Y,/ (X, +Y,) e/

@)

(1.16)

Fazendo n — oo na tltima desigualdade teremos novamente uma contradi¢ao. De
forma anéloga analisamos o caso ¢ > p. Logo, {w}'} e {w}} sdo limitadas, de onde

segue que a sequéncia {w,} é limitada em X.
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Item (b):

Para n = (n1,172) € X é suficiente mostrar que

ni(1/g)=1,n (1/g9)—1
/ |wi'| bt /LS N / |w1|—w1771dx quando n — o0, (4)
RN RY

Wll/q Wll/q
n|(1/p)=1,yn (1/p)-1
/ 2] 7 w2772d:1:—>/ = 7 “2 g quando n — o0, (i)
RN W,'? RN W,y'?
/N<77, Kw,)dx — » (n, Kwydxr quando n — oo (141)
R

pois, sendo {w,} uma sequéncia (PS). temos ¥, (w,) — 0 quando n — oo e pela
unicidade do limite teremos W}, (w) = 0. De fato, desde que Wy, (w,)n — 0 quando

n — oo temos

n|(1/g)=1,n n|(1/p)—1,n
/ |wi'| : Wi dr & / jws | - W2772dx _/ (1, Kwp)da — 0
RN W,/ RN w,'" RN

n|(1/q)—1 n|(1/p)-1
1 w—wl — Ty | de + o |w2|—wg — Tow! | de — 0.
77 1/ 2 77 1/ 1
RN W, RN w,'*

Considerando n = (1, 0) temos

n|(1/q)—1
/ - Dt = Tt | dr 0.
RN w4

Definindo G7 : Ll4+Y/a(RN) — R dado por

||/ D =1,
G = —— —Tw | dx
T(m) /}RN Ui ( W11/q 1Wy

‘wn’(l/Q)_lwl
como 1—1/61 —Twy | € LAYRY), pelo Teorema da Representagao de Riesz
W,

em LITHRY)

’wﬁ(l/q)—lw?

|G71L|q+1 - Wll/q

— 0 quando n — oo, (1.17)
q+1

_un

onde u, = T\wy.

Por outro lado, pela definicdo do operador 77 temos que {u,} é limitada em
W2@e+D/P(RN). Da imersdao compacta de Sobolev, W2P+1/P/(RN) — L+1(Bg), para
R = 1 existe uma subsequeéncia {u, } de {u,} tal que u, — u; q.t.p. em B;. Usando
novamente a compacidade da imersao W2#H/P)(RV) — L4H1(B,) como {u} } é limi-

tada em By C B, existe uma subsequéncia {u7 } de {u, } tal que u} — u; em Bs.
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Repetindo esse argumento, vamos encontrar uma subsequéncia de {u,} que denota-
remos ainda por {u,} satisfazendo a seguinte propriedade: Para cada k € N fixado,
Up, — u q.t.p. em By, isto é, u, — u q.t.p. em RY e u, — v em LI (Bg) para R > 0

suficientemente grande.

Por ([1.17)), temos pelo Teorema C.3 (Apéndice C)

e @) et (2)

W ()

—0 qtp. em RY,

como uy,(z) = u(z) qt.p. em RN temos
jwi ()| 9w ()

Wi ()
= |wi(2)| YD Wl (z) — u(x)Wll/q(x) =g(x) qt.p.em RY,

— wu(r) qtp. em RY (1.18)

= |wi(@)[1 = |g(z)] qt.p. em RY,
= |wi'(z)] — |g(x)|? q.t.p. em RN,

Assim,
N A g(x)

wt =
' jwi [/t l9(z)l[g(x)|~
Além disso, existe f € L4T(RY) tal que

=v qt.p. em RV,

B |w?|(1/q)7lw?

T < f. (1.19)

n

Desde que u, — u em LK), K C RY compacto, existe g; € LI (K) tal que
|un| < g1, dessa forma de ((1.19) temos

|w§7’|(1/q)71w?
1
Wl/q
n|l/q q+1 _ 1/q
= |wi[/ <y € LT (K), onde vy=pW",

<pe LK) onde ¢=g+f

= W] <he LK) onde, h=nr"
Logo, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue (Apéndice C)
Wl - v em LK),

Desde que w? — w; em LIT(Bg), para R > 0 suficientemente grande, segue que

w1 = V.
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Por fim, veja que por ((1.18)) e (1.8])

|w?|(1/Q)71w? |w1|(1/Q)71w1

%
Wll /a Wll /a

qt.p. em RY, quando n — oo

e pelos mesmos argumentos feitos anteriormente temos

n|(1/q)—1 ,n (1/9)—1
/ i it W/ RN o mel/E dr, quando n — oo. (1.20)
Br

Wll/q Br Wll/q
Como {u,} ¢ limitada em L@ (RY), segue de (1.19)) que {w}} ¢ limitada em LI+ (RY).

Dessa forma, desde que Wy € L>®(R”Y) usando a Desigualdade de Holder temos

n|(1/q)—1, ,n q+1 (a+1)/q
/ |W1 | - Wi dr < C </ ’w?|q+ldflf) (/ |7h’(f1+1)/qu>
RN\Bp W, 1 RN\Bp RN\Bp

_ (a+1)/q
< C (/ ynl\(q“)/qclx) (1.21)
RM\Bpr

onde C e C sdo constantes positivas. Observe que como 7, € L@t1/ 4(RN) pela Teoria

A

da Medida de Integracao existe ¢ > 0 tal que

/ @D/ 1dy < e,
RN\Bg

para R > 0 suficientemente grande. Assim,

|w?|(1/q)71w? |w1|(1/q)71w1 d . ’w?|(1/q)71w? |w1|(1/q)71w1 d
N 1/q N 1/q et = 1/q N 1/q e
R W, W, Br W, W,

+ / |w?’(1/Q)_1w71/" ’wly(l/Q)_lwl T] dl,
— 1 .
RN\Bg Wll/q Wll/q

Portanto, por ([1.20)) e (1.21]) temos que (i) ocorre. De maneira similar mostramos (7).

Considere agora a aplicacao F': X — R dada por

F(p) = 4N<H7K¢>dx VneX.
Temos que F € X'. De fato, dados ¢, g € X e a € R temos
Flg+ag) = [ (nK(p+ag)ds
como K ¢ linear temos
F(p+ag) = /
R
-

= F(p) +aF(g).

(n, Ko+ aKg)dz

N

<77,Ks0>dx+a/ (n, Kg)dx

N RN
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Ademais, pela Desigualdade de Holder e o fato de que 17 e Tb sao limitados existem

constantes ¢y, ¢y > 0 tais que para ¢ = (1, ¢2) € X,

POl < [ Ko
RN
< Cimlp+nmle2l@rn/e + Calnzlgralerl ornm
< Clmlpryymlealgrng + melgry/eleilem)
< Cmax{m1|(p+1)/pa |772|(q+1)/q}||§0H
= [F(o)] < Cllgl.

Entao F(w,) — F(w) quando n — oo, mostrando (ii7). Completando assim a prova de

(b). n

Lema 1.6 Seja {w,} uma sequéncia (PS)., no nivel ¢ > 0, tal que w, — 0 fracamente
em X, quando n — +o00. Entdo, a sequéncia {w,} satisfaz

i) wy, — 0 fortemente em X, quando n — +00, ou

i) Existem p, n > 0, {y,} C RY e uma subsequéncia de {w,}, a qual denotaremos

por {w,}, tal que

liminf/ wHdz > 1 ou liminf/ |wh¥Pd > 1.
Bp(yn) Bﬂ(yn)

n——+00 n——+oo

Demonstracgao.
Desde que ¢ > 0 a situacao (i) nao pode ocorrer, pois caso contrario como {w, }

¢ uma sequéncia (PS). teriamos
Uy (wn) = Y (0) =0=c,

o que é contradicao.

Agora supondo que (7i) ndo ocorre. Entao,

lim sup/ wt¥9dz| = lim sup/ Wi PPdz| =0 VY R>0 (1.22)
nTEOC | yeRN J Br(y) " |yeRrN JBr(y)

De fato, escrevendo z, = sup / |w?|*?dx, mostraremos que lim z, = 0.
yeRN J B, (y) noee
Supondo por absurdo que nao vale lim z, = 0. Entao, existe {z,, } subsequéncia de
n——+00

{zn} € g9 > 0 tal que para todo ny € N

9
‘an‘ > &0 > 50 = 7o,
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= sup / Wi dz > ng
sempre que 1y > ng, para algum Ry = pg. Denote {w;*} por {w]} e para cada n € N,
considere (yj);jen com
Ny < lim W 9dx = sup / Wi d.
Bpo (yO)

J—+0o0 Bp() (yjn) yGRN

Escolhendo y,, = yj , temos

/ W P/de > o
Bﬂ(yn)

= lim inf/ W 9dx > g
Bﬂ(y’ﬂ)

n—-+o0o

o que é uma contradicao, pois contradiz nossa hipdtese de absurdo.
jwit ]/

Recordando ([1.10) temos |u,| =

[22) que

desd inf W >0 d
Wll/q ¢ desde que inf 1 () segue de

lim sup/ lu,*dz| =0 ¥V R > 0.
nES | yeRN J Br(y) |

Analogamente vemos que

lim sup/ lvg|?dz| =0 V R>0.
Br(y) i

n—-+oo yERN

Desde que {u,} € W2FH/P(RN) e {v,} € W@+/9(RN) pelo Lema de P.L. Lions
(Apéndice C) segue que

/ |un|q+1da:,/ v, [P dz — 0, quando n — oo.
RN RN
Portanto, por (1.17)) temos
/ |wﬂ(q“)/qd:c,/ |wp|PHD/Pdy: — 0, quando n — oo,
RN RN

isto é,
llwn|| = 0, quando n — o

o que é contradicao, pois ¢ > 0.

1.3 Demonstracao do Teorema 1.1

Pelo Lema 1.3, vimos que Uy satisfaz a geometria do Passo da Montanha. Entao

usando o Teorema do Passo da Montanha de Ambrosetti - Rabinowitz sem a condigao
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(PS) (Apéndice D), dado ¢ > 0 suficientemente pequeno, existe w. € Uy} ([c—2¢, c+2¢])

com
|y (we)| < 2e
onde
= inf \\ t)) >
= inf max w(y(t) > 8
e

Ty ={y € C([0,1], X); ¥w(7(0)) =0, Tw(y(1)) < 0}.

O numero real ¢ é chamado de nivel do passo da montanha e associado a ele temos uma
sequéncia (PS), pois pelo Teorema do Passo da Montanha de Ambrosetti - Rabinowitz

para cada n € N, considere ¢ = 1/n e w,, = W1 /n cOm
wn € Uik(le—2/m,c+2/m]) e [[Wp(un)] < 2/n.

Portanto,

Uy (w,) = ¢ e ¥, (w,) =0 quando n — co.

Pelo item (a) do Lema 1.5, {w,} ¢ limitada e como X ¢é um espagco reflexivo podemos
assumir que para alguma subsequéncia w, — w fracamente em X. Se w # 0 o item (b)

do Lema 1.5 assegura que w ¢ uma solucao fraca de (|1.1). Agora, se w = 0 definimos
Of(2) = Wi (x + ya), D5(x) = wh (@ +ya), Yo € L.

com y, como é dado no item (ii) do Lema 1.3. Usando o fato que, W;,i = 1,2 sdo

fungoes 1 — periodicas, segue que F* e G* sao 1 — periodicas e consequentemente

/(@n,K&}nMx = / (Wn, Kwy)dz
RN RN
/F*(m,&?{‘)dm = / F*(z,w?)dx
RN RN
/G*(x,&?’;)dac = / G*(z,wh)d.
RN RN

Portanto,

Uy (Wp) = VYw(w,) = ¢ quando n — oo.

Desde que F* & 1 — periodica,

\I/%/V(@n)gp = \PQ/V@}n)SOm 90n<x) = 90(33 - yn); peX.
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e segue que

Uy (0,) -0 em X', quando n — co.

Consequentemente, {@,} é uma sequéncia (PS)., com ¢ > 0, e podemos concluir

também do Lema 1.5 que {@,} ¢ limitada e, a menos de subsequéncia,
W, — w fracamente em X quando n — oo
como na prova do item (a) do Lema 1.5, temos

Or =& fracamente em  LYtY/9(Bg) quando n — oo

O —~ &, fracamente em LPTY/P(Bp) quando n — oo

para R > 0 suficientemente grande. A partir de (i7) do Lema 1.6, obtemos

/ |@?|q+1/qu >n>0, / |@§|p+1/pd$ >n > 0.
Br1(yn) Br+1(yn)

Entao & # 0. Portanto pelo item (b) do Lema 1.5, & é uma solugao nao trivial de (|1.1)).

Além disso, se w é a solu¢ao nao trivial obtida e ¥y (w,) — ¢, temos

c=Uy(w)— %\Il'w(w)(w) +0,(1), quando n — oo, (1.23)

pois,

¢ =Yy (w,) 4+ 0,(1), quando n — oo.

Como,

1 1 n|(a+1)/a | 0| (+1)/
Uiy (wn) — =Wl (wn)(wn) = [ —L- — 2 / wpfeire o (p L / wg| 0P
2 q+1 2 RN Wll/q p+1 2 ]RN Wzl/p

Entao, pelo lema de Fatou

1 n|(g+1)/q 1 | PD/p
a1 / |wll_1dgg+ p 1 / %dﬂw)
q+1 2) Jev W}t p+1l 2) Jax WP

- q 1 / |wl|(q+1)/qd N p 1 / ‘w2‘(p+1)/;vd
— == ——dr+ | —— — = ————dz
“\g+1 2) Jexv W p+1 2] Jev Wy

= U () — 5 Py (@)()

lim inf,,_,
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pois,
q 1 |y |(a+ D)/ P 1 |cwo |PH1)/P 1 1
_— / —qux—i- — = —1/pdl'+ 5 5 (w, Kw)dx
qg+1 2) Jg~ W, p+1 2] Jp~ W, 2 2/ Jpn

_ L_l/wcH N E/de
g+1 2/ Jev W/ p+1 2) Jun w,'” .

Logo, por concluimos que ¢ > Wy (w). Por outro lado, o Lema 1.4 implica
que ¢ < Uy (w) entdo ¢ = Yy (w). Logo pelo Lema 1.4 concluimos que Wy (w) =
Jgj{[ Uy (w), isto é, a solugdo é de energia minima.

Positividade: Seja (u,v) € W2P+HD/P(RN) x W2@+)/¢(RY) uma solugdo nio
trivial do problema . Como vimos na Lema 1.2, w = (wy,ws) é um ponto critico
nao trivial do funcional Wy, satisfazendo Wy (w) = c¢. Primeiramente, observe que
desde que ¢ > 0, e pela definigdo de < 7, Kw > nos temos que se w = (wy,ws) # 0

implica que w; # 0 e wy # 0.

Afirmagdo 1.3 wt = (w,wy) = (0,0) ou w™ = (w,wy) = (0,0) onde Wi =

max{+w;, 0} (i = 1,2).

Usando a igualdade w; = wi — w] e wy = wi — w, e a linearidade do operador
1 1 2 2

K, temos a desigualdade

/RNWaKw}dx < /RN<W+,Kw+)dx+/RN<w,Kw>dx. (1.24)

De fato, como

w, Kwydr = wi Tyws dx + wy Tows dx + wy Thw, dx + wy Thw, dx
2 2 1 2 2 2
RN RN RN RN RN

— / Tyw, do — / wy Thwy dz —/ wy Towy dx —/ wy Tow ! dx
RN RN RN

< / wi Twy dx + wy Tows dx + / wy Tiws dx + / wy Thwy dx
R RN RN

N RN

_ /]RN(w+,Kw+>dx—|—/ (=, Kw™)da.

Isto é claro pelo fato de que

N

=

/ wi Twy dx + / wi Tyws dr + / wy Towy dx + / wy Towdr >0,  (1.25)
RN RN RN RN
em vista que wi,wi > 0, por (1.10) temos u = Tiwy e v = Thwi, da regularidade que

mostramos no Apéndice A, temos Tiw, , Tiws , Towy , Tow; € W25(RY) para todo s <
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0o, assim Tyw, , Tiwy, Towy , Tow; € C(Bg) toda bola Br com R > 0 suficientemente
grande. Logo, pelo Principio de Maximo (Apéndice C) temos Tiw, , Tiwy, Tow;,

Towy™ > 0, justificando ((1.25)).
Assim, a desigualdade ([1.24)) implica que

Uy (w) = max Uy (tw) > Uy (tw) > Uy (twh) + Uy (tw™) VE>0. (1.26)
Suponha por contradi¢ao que wt # 0 e w™ # 0, entao
/ (W, Kwh)de >0 e / (w™, Kw™)dx > 0. (1.27)
RN RN
Relembrando que se wt # 0, entao w;” # 0 ou w, # 0, pois caso contréario teremos
/ (wh, Kwt)dx = 0.
RN

e assim,

twi|at)/q twt|+1)/p
\I/W(tw+) = / wdx_i_/ &dx:Olt(q+1)/q_|_02t(p+1)/p
RN

Wll/q RN W21/P
+|(q+1)/q +|(p+1)/p
onde, C] = / %dw e Cy= %dw. Implicando que
RN W RN WP

Uy (twh) = 0o, quando ¢ — oo,

contradizendo (|1.26]).
De (1.27)), existe t& € R tal que,

Uy (tFw®) = max Uy (tw™®).
>0
Pela definicao do nivel do passo da montanha ¢, temos
Uy (tgwt) >c e Up(tow ) >c (1.28)
Substituindo ¢ em (1.26)) e usando (1.28) nos obtemos

Uy (w) =c > Uy tdw) + U (tfw™) > c+ Uy (tfw).

isto é,

\III/V(t(Twi) S 07
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isto implica que

tg >ty (1.29)

similarmente, temos

te <ty (1.30)

De (|1.29)) e (1.30) teremos uma contradi¢ao, qual implica que w™ =0 ou w™ = 0.
Suponha que w™ # 0 (w" = 0). Defina o vetor @ = —w = (—wy, —wp) = w™.
Neste caso, em vista de w; < 0 e wy < 0 teremos @™ # 0 e W™ = 0. Além disso observe

que
Uy (w) =Iw (@) e Py(w)(w) =Ty (@) @)

Portanto, w € N = {z € X \ {0}; ¥};,(2)(z) = 0}. Vamos mostrar que ¥, () = 0.

No que segue denotamos

J(2) = Wiy (2)(2)

disso segue que N' = J~1({0}) N X. Veja que 0 & valor regular de J, pois sendo

(¢+1)/q (r+1)/p
J(w):/ Lda: + / Ldyc—/ (w, Kw)dz
RN RN RN

Wll/q W21/p
temos
1 ((g+1)/g)+1 1 ((p+1)/p)+1
J (w)(w) = a+ / ] 77 d:p+p+ / oz 7 dZL“—Q/ (w, Kw)dz
q Jrvy w1 P Jry Wy'P RN

dessa forma, se w € N, temos

1 ((g+1)/g)+1 1 (p+1)/p)+1
J(w)(w) = (ﬁ — 2) / |w1|—l/dm + (Zi — 2) / |w2|—l/dx <0
q RV WA p RV WP

pois (¢+1)/q,(p+ 1)/p < 2. Segue entdo que,
J(w)#0, VweN.

Ademais, temos que J é limitada inferiormente em N. Pelo Teorema dos Multiplica-

dores de Lagrange (Apéndice D) existe A € R tal que
Uy (@) = A (@). (1.31)

Note que, por ((1.31]) temos
A (@) (@) =0
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qual implica que A = 0, pois J'(@)(w) # 0. Portanto,
U (@) =0,

isto é, W ¢ um ponto critico nao trivial de ¥y, com entradas nao negativas. Con-

sequentemente de (1.11), desde que w # (0,0), wi,ws > 0 ¢ wy,wy # 0, temos que

(u,v) # (0,0) e u,v > 0. Ademais (u,v) é solugdo do sistema

—Au+u=Wy(x)v?, em RY
—Av+v=Wy(x)ud, em RN
u>0,v>0 em RN N>2

Desde que u,v € C%(RY), para isto veja em [30] e u satisfaz
—Au+u = Wy(x)v? > 0 em RY

usando o Principio de Maximo Fraco (Apéndice C) temos que u > 0 em toda bola Bg

com R > 0 grande. Dessa forma, concluimos que u > 0 em RY. Analogamente temos

v > 0 em RY. Mostrando o resultado.

1.4 Demonstracao do Teorema 1.2

Note que aplicando o Teorema 1, o sistema

—Au+u = Vy(z)|vP~tv, em RN

—Av+v=Vi(x)|u|'u, em RN
@)l (1.32)

u(z),v(x) - 0 quando |z] = oo

u>0,v>0 em RN N>2
possui pelo menos uma solucao positiva w € X, que é um ponto critico do funcional

Uy, definido por

q L @y p / L ey
U _ a+1)/q4 p+1)/p g
v(w) (q+1) /RN V11/q|w1| r + p+1) Jon V21/p|w2| T

1
- —/ (w, Kw)dzx
RN

2

com Yy (@) =¢; e Vi, (@0)n =0, n € X, onde ¢; foi dado no Lema 1.2.
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Como na demonstragao do Teorema 1.1, pelo Lema 1.3 e o Teorema do Passo da

Montanha de Ambrosetti - Rabinowitz sem a condicao (P.S), existe {w,} C X tal que
Uy (wn) = ¢ e Yyp(w,) >0 quando n — oo

onde

» = inf v t)) >0
¢ = inf max w(y(t))

Iy ={y € C([0,1], X); ¥w(7(0)) =0, ¥w(y(1)) < 0}.

Pelo Lema 1.5, deduzimos que para uma subsequéncia, w, — w fracamente em X,
quando n — oo e também que w é uma solugao de ((1.1). Uma vez que a positividade,
bem como o decaimento no infinito segue da prova do Teorema 1.1, é suficiente mostrar

que w # 0. Supondo por contradicao que w = 0, afirmamos que

Afirmacgao 1.4

a) |Yw(w,) —¥Yy(w,)| — 0 quando n — oo

b) (U — V) (w,)| = ;u|p‘ (U — ¥y ) (wa)n| = 0 quando n — oo.
neX, |n|=1

Assumindo a Afirmacao 1.4 por um tempo, teremos
Uy (w,) = ¢, e ¥ (w,) =0 quando n— oo
entdo, sendo W = (wy, ws) a solugao de ((1.32), temos

0<c, <supVUp(tw) = Uy (t*'w) para algum t* € R.
>0

Em vista que @; > 0, i = 1,2, pelas hipoteses ([1.3)), (1.4) vemos que
Co S Uy (W) < Yy (t'w) < sup Yy (tw).
£>0
Como @ € N pelo Lema 1.4 obtemos sup Uy (tw) = Wy (W) = ¢, 0 que implica que
£>0
¢, < c¢1. Vamos provar a inequagao reversa ¢; < ¢,, obtendo assim uma contradicao.

Uma vez que

U (wn)wn = 0,(1), quando n — oo,



1.4. DEMONSTRACAO DO TEOREMA 1.2 43

temos

|wp|@tDia |n|e+D/p
/ : + - de = / (Wn, Kwy)dz + 0,(1), quando n — oo.
RN V'l /q V2 /p RN
(1.33)

Desde que w, — w fracamente em X quando n — oo e {w,} é limitada em X,

assumimos que

Wi |(a+D/a
———dr — Ly, quando n — o0 (1.34)
1/q
RV V]
w1/

/ Tdm — Ly, quando n — oo (1.35)

RN V5
/ (wn, Kwyp)dr — L = Ly + Ly, quando n — oo. (1.36)

RN

Notemos que, L > 0, pois se L = 0, entao
|lwn|l = 0 quando n — oo
que é uma contradicao com ¢, > 0. Desta forma existe 6 > 0,ng9 € N tal que
/ (W, Kwp)dze >0 >0, n > ny.
RN
Assim, existe {t,} € R tal que
Uy (thwn) = max Uy (twn), n > no,

isto é,

1 n|(g+1)/q 1 n|(p+1)/p
. / e e+ / ] dx:/ (wn, Kan)dz  (1.37)
n_ q RN ‘/11/‘1 t}l—l/P RN ‘/'21/1) RN

pois,

U (tpwyn) (tnwn) = 0, thw, € N.

Por (|1.37)) observamos que {t,} é limitada superiormente. Além disso, desde que L > 0,

assumimos, sem perda de generalidade, que

n(g+1)/
[T l(g1)g = G0 > 0.

Note que t,, - 0, pois caso contréario, como {w,} é limitada em X usando (|1.37)) temos

/ (Wn, Kwy)dz — oo quando n — oo,
RN
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o que é uma contradi¢ao devido a limitac¢do de {w,}. Agora, assumindo que ¢, — oo

quando n — oo, por (|1.37)) temos

/(wn, Kw,)dx — 0,

concluindo que ||w,|| — 0 quando n — oo o que contradiz o fato que ¢, > 0. Entao,
por argumento similares feito no Corolario B.2 (Apéndice B) temos que {¢,} é limitada,
donde segue que a menos de subsequéncia existe ¢, € (0, 00) tal que ¢, — t,. Subtraindo

(1.37) de (1.33]) obtemos

q+1 n|(p+1)/
on(1) = (tH/D71-1) Lclyz;—i— t(1/p=1 2] dx quando n — oo.
1/q 1/
O VA VP
(1.38)

Passando o limite em , usando e obtemos
0=(t/"" = 1)Ly + (t/"" — 1) L.
Como Ly ou Ly > 0 temos que ty = 1, isto &,
t, — 1 quando n — oo.
Portanto,

C1 S @V(tnwn)
= Uy(wy) — Yy (wp) + Yy (twn)

n 1
_ 2 _ (1 — a1/ 9 o
= \va(wn) + (1 tn) /RN<WmKwn>dx (1 tn )q_|_ 1 /N Vll/q dr

n|(p+1
— (1= ¢lptO/p p / o5 |7 )pdx.
" P +1 RN ‘/21/12

Desde que L > 0 e t, — 1, passando o limite quando n — oo na desigualdade

anterior obtemos,

c1 < c,.

Para concluir a demonstracao do Teorema 1.2, provaremos a seguir a Afirmacao
1.4.
De fato, primeiramente, desde que V; satisfaz (L.5) e W; = V; — W,, i = 1,2,

observamos que a desigualdade

]_ ]_ V'll/q _ Wll/q 1/q 1/q —1/q
Wi~y = (e = GV - W) =0 (1.39)
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é obtida para alguma constante C' > 0. Similarmente temos
ﬁ . v;/p <cm (1.40)
Como na prova do item (a) do Lema 1.2 e desde que w = 0, assumimos que
W' =0 em LYTY/(Bg) quando n — oo (1.41)
e
wl =0 em LPTV/P(Bp) quando n — oo. (1.42)

para R > 0 suficientemente grande.

Observe

q 1 (g+1)/
Uwlw,) — VYy(w,) = wy |\
on) = Wy len) (q+1> /RN Wf/q—vf/q| !

(L) / B N
P +1 RN W21/p _ ‘/21/17

Assim, de ([1.39) e ([1.40) para demonstrar a Afirmacao 1.4 é suficiente mostrar que

/ || @V W de — 0 quando n — 0o;
RN

/ |w2| PP da — 0 quando n — oo;
RN

sup/ w9 iy Wide — 0 quando  n — oo;
[n|=1 JRN

|Sl‘1p /N WPt Wade — 0 quando  n — co.
n=1JR

n=(m,n) € X.
Verificagao de ([1.43)): Separando as integrais temos

/ ]w’f|(q+1)/qW1dx:/ \w?|(q+1)/qW1dx_l_/ |W?\(q+1)/qW1dx

Por (1.41)) temos

n—oo n—oo

(1.43)

(1.44)

(1.45)

(1.46)

(1.47)

lim sup/ ||V de < lim sup/ | @V W da < CIWi| oo ¥\ By -
RN RN\Br

Agora para R suficientemente grande, usando (|1.6)) concluimos a prova de (|[1.43]).

De maneira analoga verificamos ((1.44)).
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Verificagao de ([1.45)): Separando as integrais temos
/ |w? 1/q’1w?n1W1dx = / |w’f]1/q1w’f771W1dx+/ \w’f]l/q’lw?ledx = Ji+.Js.
RN Br RN—BR
Pela Desigualdade de Hélder, obtemos
o o 1/(g+1) q/(g+1)
Ji S/ |w?|1/q|771||W1|d£17 < Wi|so (/ |w{‘|(q+1)/qu) (/ |n1|(q+1)/qu) )
BR BR BN
e por (1.6 temos
qa/(q+1)
Jy < ellwnl] (/ |771|(‘1“)/qu> . Veso.
RN\Bg

Entao por ([1.41]) verificamos ((1.45]). Analogamente verificamos (|1.46)). [



Capitulo 2

Existéncia e simetria de solucao nodal
de energia minima para um Sistema

Hamiltoniano

Neste capitulo, utilizando como texto base o artigo de Bonheure, Santos, Ramos
e Tavares [6], vamos estudar a existéncia de solu¢ao nodal de energia minima para o

sistema Hamiltoniano com equagao tipo Hénon

—Au = |z]P|v]T v, em Q
—Av = |z|*ulP 'y, em Q (2.1)
u=v=0 sobre 01,

onde 2 C RY é um dominio limitado, N > 1, a, 8 > 0 e as nao-linearidades verificam

L I (2.2)
p+1 g+1~ N~ ‘

Observe que (2.2) também ¢é equivalente a pg > 1, pois

1 p+qg+2
1>—4 — < >
p+1 g+1 (p+1)(¢g+1)
p+q+
1> & +p+g+1>p+qg+2< > 1.
Pitptqrl pPq+ptgq p+q pq

No que segue, diremos que uma solugao (u,v) de (2.1)) é uma solu¢ao nodal, quando

ut, vt # 0, onde ut = max{u,0}, v~ = max{—u,0} e v* = max{v,0}, v~ =



48

max{—v,0}. O sistema (2.1)) esta fortemente acoplado no sentido que u = 0 se, e
somente se, v = 0. Mais ainda, u muda de sinal se, e somente se, v muda de sinal.

Considerando o funcional energia associado a ([2.1)) dado por

1 1
E(u,v) :/Vquda:——/ |x|°‘|u]p+1dq:——/ 2| o] da
0 p+1Jg q+1Jg

e o nivel nodal de menor energia por
Cooa = INf{E(u,v), (u,v) ¢ésolucdo de (R.1) e u* #0,0F #0}.

O primeiro teorema deste capitulo mostramos que (2.1]) tem solu¢do nodal de energia

minima.

Teorema 2.1 Se N > 1,a,8 > 0 e supondo que (2.2) é satisfeito. Entao o nivel
Cnoa € atingido, isto €, existe uma solug¢do (u,v) de [2.1)) tal que u* # 0,vF # 0 e

E(u,v) = ¢poa-

Em seguida, supondo que p = ¢, & = f veremos que qualquer solugao (u,v) de

(2.1]) é tal que u = v onde u resolve

—Au = |z)’|u|T 'y em  Q, u=0 sobre 0.

Teorema 2.2 Assuma que u,v € Hj(Q) resolve o sistema
—Au= |zt , —Av=|z/flulTu, em Q  u=v=0 sobre 00 (2.3)

onde Q C RY ¢ um dominio limitado, N >1,q¢>1eq+1<2N/(N —2) se N > 3.

Entao u=v.
Por fim, mostramos uma quebra de simetria.

Teorema 2.3 Assuma que N > 2 e Q C RY ou é uma bola ou um anel centrado na

origem. Seja qo satisfazendo
Go>1 e qg+1<2N/(N—-2) se N >3.

Entao eziste 6o > 0 tal que p,q € [qo — 0,90 + 8], a, B € [0,0¢], € a solugdo de energia

minima (2.1)) € tal que ambas u e v nao sao radialmente simétricas.
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2.1 Meétodo dual e alguns lemas técnicos

Vamos introduzir de uma forma precisa a configuracao variacional do método

dual. Dados r > 1 e v > 0, denotamos por
L"(Q, |z|77) :=={u : 2 — R mensuravel : / |ul"|x| 7 dr < oo}
Q
o qual é um espaco de Banach com a norma

1/r
alysy = ( / |u|f|x|-wa:) .
0

Observe que, desde que €2 é limitado e v > 0, temos a inclusao
L"(Q,|z|™7) € L™().
De fato, desde que z € () temos
2| <k, Vze k>0

=z <k :=C,VzeQ, k>0

dai,
||
/ lu|"dz = |u|" —=dz
0 o |z
< C'/ |ul" ||~ dx
Q
assim,
1/r 1/r
(/ |u|de> <c (/ |u|r|x|_7dx)
Q Q
isto é,
lul, < Clul,, Y ueL"(x|7),r>1~y>0. (2.4)
Tomando o inverso do operador de Laplace e reescrevendo o sistema como
—A)"Y|z|P o)) = u
(=27 (fal?folr0) s
(=) (|2 ufP~u) = v,
definimos

w = [z)ulP e e wy = |2 lu]T (2.6)
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temos entao,
(=) wy = |7 Jwnpwn, (—A) My = [2] T Jwa] 7w, (2.7)

De fato, como w; = |z|*|u[P~ u temos

jwr| = |2|*[ul?
dai,
1 a
jwi|7 = [z 7 [ul
assim,
[ul = for[?]2] 5" (2:8)
Por outro lado, temos
u = wi|z|"*ul P (2.9)

substituindo em ([2.8]) em (2.9)) temos

w=wlz[ | 7 |z

= u = w1|x|_7fl|w1\%_1

dai,

(—A) Ly = u = || 7 |wi |7 wi.

Analogamente temos

(=) e = [l P 1.
Vamos trabalhar no espaco produto
X o= L% (2] 7) x L% (Q, |z )
o qual é um espaco Banach com a norma
lwiwa)ll := oo o + |wolass 5, V= (wi,we) € X
e usamos a aplicagao T : X — L'(Q) dada por
Tw=w Kwy +wKwy, w=(w,ws) € X

onde, com algum abuso de notagao, K denota o inverso de —A com a condi¢ao uj,, = 0

no problema de Dirichlet.
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—Au=f em
u=0 sobre Of.

(2.10)

Observe que estamos usando a mesma letra K para denotar ambos operadores

pt1 o pFl ptl
==

Koo : L5 (Q) = W25 (Q) N W, 7 (Q)
at1 9 a+1 1,94
Kgn : L'a () > W2 (Q)nW, * ().
Mais tarde usaremos o fato de que

uwe L'(Q)NL(N) = Ku=Kau (t,s>1)

que é uma consequéncia imediata da unicidade do problema de Dirichlet. Usando a
imersao compacta
9 g+l

W5 (Q) — LPTH(Q) (2.11)
W25 (Q) — LT(Q).
obtemos a compacidade de K : LpTTl(Q) — LN (Q) e K : L%I(Q) — LPTHQ).
Por e pela Desigualdade de Holder temos

[ lorKunlds < o]l [ Knl e
Q

IN

erllenl s || Kocnll o szs

IN

Ca|lwr[[pe2 [|wa[ az2
p q

IN

csllwi]|ex1 o |lwal g1 o
p ’p q ’q

e analogamente obtemos uma estimativa para woKw;. Assim,

/]Tw|d:c < /(|w1Kw2|—|—|w2Kw1|)dx
Q Q

= /|w1Kw2|dx+/|w2Kw1|dm
Q Q

< clwi|ptr a|wa|err g+ cawr|ert a|walgr s
p ’p q ’q p’p q ’q

:>/ |Tw|dr < c|w;|ps1 a|ws|q+r s, onde ¢ = max{cs,cq}. (2.12)
Q p'p ’q

q

Usando a integracao por partes temos

/lewgdx = / woKwidr ¥V w = (wy,ws) € X. (2.13)
Q Q
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De fato, por (2.6) temos

wp = —Avewy=—Au
assim,
/lewgdm = —/uAvdx, pois K = (—A)_1 e Uy =V, =0,
Q Q

usando a Identidade de Green, temos

/lewgda:: —/uAvdx: —/vAu:/WQledx
Q Q Q Q

é/lewgdx:/LuQledx.
Q Q

Agora, seja I : X — R o funcional definido por

gt+1 1

P ptl,  —a q a1 =B
I(wy,wy) = —— w erdx+—/w qqu:z:——/dex 2.14
) = =2 [l P falF o+ ol el Fo— 5 [ Twde 10

O funcional I é chamado funcional dual associado a (2.1)). Temos que I estd bem
definido sendo de classe C''(X) com

1_ —a 1_ =B
I’(w)(gp,\lf):/ ]w1]11> 1w1<p]x\ P d:c—i—/ ]wglé 1w2‘11|1:| a d:c—/(ngwQ—l—\Ilel)dx
Q Q Q

para todo w = (wy, ws), (v, ¥) € X.

A afirmagao abaixo é crucial em nossa abordagem.
Afirmagao 2.4 (wq,wsq) € ponto critico de I se, e somente se, (2.7) ocorre e também
—a 1_ =8 1
(u,0) = (2] 7 Jwr |7~ wr, |2 7 Jwp[s ™ )

¢ uma solugdo do sistema (2.1). Neste caso temos

pq—1 a
[((JJl,CUQ) = E(U,U) = m /Q ’U‘p+l’$| dx > 0.

De fato, se (wy,ws) é ponto critico de I, entdo dado (¢, V) € X
I'w)(p,¥) =0
1_ —a 1_ =B
& / o(|wr|? wr|z| 7 — Kwy)dx + / U (|ws|7 wo|z| & — Kwy)dz = 0.
Q Q

Para (p,0) € X temos

/ oot P wn 2] 5 — Kws)dz = 0, Yo € L5 (Q).
Q
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Em particular, temos ¢ € C§°(£2), logo pelo Lema de Du Bois Raymond
\wl\%_lwl\xl? — Kwy, =0
1 9 —a
= Kwy = |wy|? ™ wq|z|
= (—A) wy = Jun P 2] 7 = u
Analogamente para (0, V) € X teremos
-1 1_4q =B
(—A) " wy = |wala welz| T =w.
Por outro lado, se (2.7 ocorre, isto é,
(—2)hwn = funl o wnfa] T
entdo como K = (—A)™!, dado (¢, ¥) € X
I'(w)(p, V) = / |w1|%_1w1<p|:c|_7fyd:c +/ ]w2|%_1w2W]x\%ﬁdx
Q Q

1_ —a 1_ =B
B /(90|w1|" w|z| 7 4 Ulws|t wolz| T )da
Q
= 0.

Portanto, w = (wy,ws) é ponto critico de I. Por fim veja que

I(wy,wo) = E(u,v) = (pﬁ]ﬁ/ lul[Ptz|*dx > 0.

De temos |wi| = |z|*|u|? e como u = |z| 7 |w1|P w; = (—=A) lwy = Kwy obser-

vamos que
/lede$—/ |w1| 0 |x|
0

[l ol e = [ (ol )5 ol F e = [l ol
Q
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Logo, por (2.13) teremos

16) - —re) = 25 [ ol ol F e+ L [ el
- /ledex——/|w1| 2|7 da

_ q+1/|w2| q |x| dl‘—l——/leCdgdl'
2
_ <__L>/|w1||x|dx+(—q—1)/w1Kw2dm
p+1 q+1 q+1 Q
2 —a
_ ( p 4 , = —1)/kﬂpqﬂpdx
p+1 q¢+1 qg+1 Q

pq—1 ptl  —a
= @:jWEIE-QW”p|Mde

pg—1 o
= pED@ED / [uf ™ el dz

Por outro lado, como

1 1
E(u,v) = / VuVudr — —/ |ulPT 2| *de — —/ lv|7 2| P da
? p+1Jo q+1Jq

E'(u,v)(u,v)—Q/Vqudx—/|u]p+1\:r;|adx—/|v\q+1\xlﬁd9€
0 Q Q

temos,
E(u,v) — LE’(U, v)(u,v) = -1 / VuVudzr + (— — —) / |ulPT x| *dx.
q+1 ’ g+1 g+1 p+1
Usando a Identidade de Green temos
1 ! q— 1 +1 «
E(u,v) — —FE'(u,v)(u,v) = —— uAvdx +|— - —— |u|p |x|“dx
q+1 q+1 q+1 p+1
= / |u|P |z |*dz + (— — —) / lu|P 2| da
q+1 q—+ p+1
— / |u|p+1|x|adx—|— / |u|p+1|x|°‘dx
q+1 q+1

pg—1 o
= BFDEED / '“'p“'m' do >0

pg—1 / 1o
= B(u,v) = ————— P dx > 0.
N P IR

Portanto,

I(wy,ws) = BE(u,v) = @ﬁ]ﬁ/ lul[Ptz|*dx > 0.
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Aqui, é importante observar que (u,v) é uma solugdo nodal se, e somente se, (wy,ws)
é um ponto critico nodal, isto é, wii #0,1=1,2.

Vamos agora definir o nivel nodal de energia minima por
Cnod = INf{ I (wr, ws);wiE, wi # 0,1 (wy,ws) = 0}.

Definindo também
_ 2p(g+1) _2(p+1)

= = (2.15
P+ q+2pq p+q+2pg )

NSV S h 20+ 1D)(qg+1)  2pg+q+p+1)
D q p+q+2pg P+ q+2pq

temos,

ve(,2) e A+p=2

pois, desde que pq > 1 tem-se,

pg>1 & 2pg>22pg+2p>2+2p
S 2pq+2p+2g>24+2p+ 2

2pq + 2p + 29 + 2qp > 2+ 2p + 29 + 2pq

2(p+q+pg+1)
p+q+2pq
(g+1(p+1)
p+q+2pq

v < 2.

p=—
< 2(p+q+2pg) >2(p+q+pg+1)
= 2>

2>2

¢

¢

Por outro lado,

2 1 1) 2 1
V51 pois 4= (p+1(g+1) _2(g+atp+l)
P+ q+2pg p+q+2pq




2.1. METODO DUAL E ALGUNS LEMAS TECNICOS 56

2p(q +1) N 2q(p+1)

p+q+2pg p+q+2pq

2p(g+1) +2q(p+ 1)
p+q+2pq

2[p(¢+1) +q(p+1)]
p+q+2pq

2(pg +p+ap+q)
p+q+2pg

2p+q+2pq

p+q+2pq

= 2.

At =

No que segue, consideramos o seguinte conjunto do tipo Nehari
Nuod = {(wi,w2) € X501, wy # 0 e I'(w) (Mwf, o) = I'(w) (Awy, oy ) = 0}
e o nivel
Cnod = . Ei-/l;l/—fod I(w).
Dado (wy,ws) € X tal que wi', wy # 0, definimos 6 = 6,, : [0,00) — R por
0(t,s) = I(t*w] — s*wy, t'wy — stwsy).
Observe que se t,s > 0, entao

Vo(t,s) = (0,0) & (t'w — s*w;, t'wi — s'ws ) € Nauoa- (2.16)

No que segue seré importante mostrar que ¢, admite um ponto critico. Introdu-

zimos o seguinte conjunto auxiliar

)\/wadex+u/w1Kw;dx>O,

M = {w=(w,w) € X :
A wy Kwadx +p [ wiKwyde <0
Q Q

Considerando w; = wi —w; e wy = wy —w, e do fato que A + p = 2, temos

0 < A wf’ngdx—i—,u/lecu;dm
Q Q

= )\/wer(w;—w;)dx#—u/(wf—wl_)f(w;dx
Q 0

= A/waw;dx—)\/waw2dJ:+,u/w1+Kw§rdx—,u w; Kwy dx
Q Q Q Q
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=0 < )\/wade:E—l—u/lew;da:
Q Q
= ()\—i-,u)/werw;da;—)\ wi Kwydr — p | wy Kwydx
Q Q Q
= Q/waw;dx—)\ wi Kwydr — p | wy Kwidx
Q 0 Q
= )\/ wawﬂx%—u/ wiKwydr = \Cy + uCy < 2B
Q 0
onde
Bt = / wi Kwy dx B™ = [ wy Kw,dx (2.17)
0 Q
e
Ci= [ wfKwydr Cy= [ wy Kwydx (2.18)

Q Q

Analogamente, vemos que

A wadex+u/w1Kw2_dm:uC’1—1—)\6’2<QB_.
Q Q

Dessa forma, escrevemos

N() = {w € X, AC +,uC’2 < ZB+,u01 + ACs < QB_}

Observe que BT e B~ sao positivos pela definicao de Ny. Isto por sua vez implica que

wi # 0 e wf # 0. Entdo positividade estrita do operador K implica que C; > 0 e

CQ > 0.
Lema 2.1 O conjunto Ny € nao vazio € Nyoq € Np.

Demonstracao.

Seja Ay o segundo autovalor de —A com condi¢ao de fronteira do problema de

Dirichlet e denote ¢, a autofungio associado a Ay. Desde que as fungdes 5, ¢, tem

suporte disjuntos e

—Aps = Aoe, em )
ws =0, sobre 012

K=(A)"" A+pu=2 e pa=0p3 —¢p3
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temos

A 902+K902d:v+u/902K902dx = A soiKstd:eru/(wJ—soz)Kw?dflf
Q Q

Analogamente,

A ¢2K<p2dx+u/<p2Kg02dx— ( 5 )?dx < 0.
Q

Y

Entéo, (¢2,¢2) € Np, mostrando que Ny # . Por fim seja w € Mypq, com w # 0.

Temos

/

(W) Awi, pwy ) =0
& / |w1\P Yo i |z 7 dx+/ \w2|q Wa i \:L’] /(AwawQ—{—uw;erl)dx =0
0 0
@/(Awaw2+uw;Kw1)dajz)\/ \wﬂz):l\:c];dw—i-,u/ wi| "o 0 |a:]
Q 0 Q

= / Mo Kwy + pwy Kwy)dx > 0

/

I'(w)(Awy, pwy ) =0

S A wawgd:E—i—,u/lewgdx:
Q Q

—/\/ |w1| |ZL‘|7d:L‘— /|w2_|pzl|x|17adm<0.
Q Q

Portanto, Nyoq € Np. [ |
Vamos agora estudar com detalhes a aplicagao 6 = 6, para w = (wy,wy) € X tal

que wit # 0 e wi # 0. Observe que podemos escrever
0(s,t) = AT + A=s" — BT? — B=s* + C1t's" + Cott's?, (2.19)
onde, BT, B~, C} e Cy sdo dadas em ([2.33) e (2.18) e

p+1/|w1i| v x| 7 dx+—/|wi| « |z v dr > 0. (2.20)
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De fato, sabemos que
0(t,s) = [(t)‘wfr — stwp, trwl — s“wz_)
—a q+ =B
= p+1 / [trwf — sty | |ZL‘| d:v+—/ thwd — stwy | o |z] v dz
1 _ _ _ _
— 5/9 [(Pw — st ) K (tHwy — s'wy) + (Hrwy — sfwy ) K (P'w) — s*wy)] do
observe que
1
- = /(zf’\cufr — M) K (g — stwy ) + (tPwy — sfwy ) K (Pw — s*wi)da
Q
1
= —3 (/ tA G Kwf — trstwf Kwy — sMrwy Kwl + s(’\+“)w1_Kw2_da:)
Q
(/ tA L Kwf — sMfwd Kwp — st w; Kwl + S(H“)wz_le_dx)
0
1
= - (/ 2 (wi Kwy + wyi Kwi) + 8% (w] Kwy +w2Kw1)dx)
Q
1
2
= —tQ/waw;d:U — s
0 0

= —BTt? — B7s® 4+ Oyt s* + Cotts?

(/ M (wp Kwy + wi Kwy) + t's* (w Kwy + szwf)dx>
0

w; Kwy dx + t’\s“/ wi Kwy de 4+ t's | w Kwide
Q Q

Na pentltima igualdade usamos (2.13). Desde que as fungoes w;” e w; tem suporte
p+1 Mq +1

p
p by ptl -« p Aiﬂ;a
trw — swr | |2 dx:—/tcﬁpxpdar—k—/sw v |z do
Lo [0t = e Fal e = L [ er S el F e+ 25 [ 2] el

- 2 (ﬂ/ Wi |5 |2 7 da + 57/ |w1\”?yx\‘fdx) .
p+1 Q Q
De forma anéloga mostramos que

et =2 q el =8
thwy — sfwy | @ || ade = —— wy | @ |z dx+57/ wy | @ x| @ dr ).
[ ot — st o ([Tl [l e )

Assim,

disjunto e v = A , temos

O(s,t) = ATt + A~s7 — BTt — B~ s> + Oyt's" + Cotts?

Nosso objetivo ¢ mostrar que 6,,, para w € Ny, admite um tnico ponto critico
que é um maximo global atingindo em um par com entradas positivas. Dividiremos a

prova em varios lemas.
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Lema 2.2 Seja w € Ny e tome 0, = 0. Entdao 0 tem um mdzimo global para algum

(to, So), com to, 59 > 0. Além disso, cada mdzximo local deve ter componentes positivas.

Demonstracao.

Da Desigualdade de Young temos

2 2 2 2
st = (£2)V2 4 (s2)/2 < AL L HS e = (£2)112 1 (M2 < [ 4 As®
2 2 2 2
AW -
para todo s,t >0 e 5 + 5= 1. Entao,

1 1
O(s,t) < AT+ A" 8" + (5()\01 + uCsy) — B+) 2+ (5(#01 + ACy) — B_) 52,
Como, w € Ny, 7 < 2 e os coeficientes dos termos quadraticos sao negativos entao
0(t,s) - —oo quando |t| + |s| — oc.

Dai, 6 admite um maximo global (ty, s9) com componentes ndo negativas. Para con-
cluir, veja que nao é possivel tg = 0 ou so = 0. De fato, isto é consequéncia imediata

do fato que
0(s,t) = ATt — BT + s7(A™ — B~ s*77) + Oyt’s* + Oyt*s™ > 0(t,0)

para s > 0 suficientemente pequeno. Analogamente, 0(s,t) > 6(0,s) para t > 0

suficientemente pequeno. [

Lema 2.3 Seja w € Ny e tome 6, = 6. Se (t,s) € um ponto critico de § com t,s >0

entao (t,s) € mdximo local nao degenerado.

Demonstragao.
Se (t,s) ¢ um ponto critico de 6, entao
Oi(t,s) = AT — 2Bt 4 ANC M5t 4 uCot* s = 0
& 2Bt = AT LN 4 pCott s

& 2BY = AATOT? 4 AC A2k + uCgt“_Qs)‘

Oi(t,s) = AT = 2B7s+ pCits" T+ MGyt = 0
©2B7t = AT 4 pCittst T+ MGt

& 2B = A 82 4 uCit st 4+ AOytt st
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Assim, como A +pu=2evy € (1,2)

0u(t,s) = ~v(y—1)AT2 = 2B + A\ — 1)C1t* 28" + p(p — 1)Cot 2>

= Y(y—=2)AT 2 + AN\ = 2)C1t* 25" + p(p — 2)Cot* 25t < 0.

O0us(t,s) = y(y— 1A "2 2B + pu(p — 1)O1t*s" 2 + A(A — 1)Cott's* 2

— Yy =2)A 2+ pp— 2)Cit 2+ A\ — 2)Catts 2 < 0.

05(t, 8) = AuCrt*ts# ™ 4 AuCyt 1L

Vamos mostrar que (t,s) ¢ maximo local ndo degenerado, para tanto mostremos
que o determinante da matriz Hessiana de 6 ¢ nao nulo, isto €, 0405 — 6% > 0 ou

02, < 04055 0 que é equivalente a
N2 RCPROD R N2 20220 201 4 932,200
< AMA=2)u(p — 2)012252(’\’1)52(“*1) + A = 2)p(p — 2)C§t2(“’1)52(A’1)
b= 42— 2PICC+ A — DA A2

+ y(y = 2)p(p — 2)ATCHMTTE T 4y (y — 2)A(N — 2) AT Ctr st T2

+ (7 = 2)AN = 2)ATCot' T2 4 pu(p — 2)y(y — 2)C AT T2 (2.21)

desde que temos p?A? = A\(A — 2)u(p — 2) como isso temos
N2 < NN = 2)2 4 1P (p — 2)2 (2.22)
De (2.21)) e ([2.22)) teremos a desigualdade desejada. [ |

Proposicao 2.5 Seja w € Ny. Entao a aplicagio 6,, admite um tinico ponto critico
(to, So) com to, 8o > 0 o qual corresponde a inico ponto de mdzimo global. Além disso,

o par (to, So) pode ser caracterizado como (unica) solugao do sistema

9B* = A2 £ ACy(s/t)* + uCy(s /)

(2.23)
2B™ = yATs72 + uCh(t/s) + ACy(t/s)".

Demonstracao.

Pelos lemas anteriores basta mostrar a unicidade. Usaremos o Teorema de Holpf

- Poincaré. (Apéndice D).
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Seja (to, sp) um maximo global como no Lema 2.2. Tome M como sendo um
conjunto regular limitado contendo (¢, sg) que coincide com o quadrado [e, L] X [e, L]
exceto nos canto onde é suave. Entao, a caracteristica de Euler - Poincaré é igual a 1,
isto é, x(M) = 1 e considerando Y = —V# temos que Y aponta para fora em 9M para
¢ suficientemente pequeno e L grande o suficiente.

Por outro lado, usando a Proposi¢ao D.3 (Apéndice D) segue do Lema 2.3 que
index(Y/, (¢,s)) = 1 em cada ponto critico (t,s). Assim, provamos que (fo, Sg) é 0 tinico
ponto critico de 6,,, pois caso contrario pelo Teorema de Holpf - Poincaré teriamos que

X(M) = Zindex(Y, (ti,si)) > 1,
iel

o que ¢ uma contradicao.

Lema 2.4 Seja w € N,y tal que [(w) = Cpoq, entao I'(w)=0.

Demonstracao.
Suponha por contradicio que I’(w) # 0. Entdo I' (w) é sobrejetivo e dessa forma

existe v € X tal que I'(w)v = —2. Pela continuidade, existe € > 0 pequeno tal que
I'(tw] — shwp, trwd — sfwy) +ro)v < —1,

VOo<r<e [t—1|,|s—1|<e
Seja D =[1 —¢,1+¢] x [l —¢,1+¢]. Fixando a fungao suave n: D — [0,¢] tal
que n(1,1) = en=0em 0D, e denotemos

h(t,s) = (M(t,s), ha(t,s)) i= (F'wi — s*wr, oy — stwy) + (1, s)v,

H(t,s) = (I'(h(t,5))(Ahy (t,5), phy (t,5), I'(h(t, 5))(Ahq (L, 5), phy (2, 9))) -
Tomando € pequeno podemos assegurar pela continuidade de n que
h(t,s) € Ny, ¥ (t,s) € D.
De fato, como w € N,oq pelo Lema 2.1 temos N,oq C Np, isto é,

A wadea:+u/w1Kw2+dx>O,
Q 0
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A lew2dx+u/w1Kw2dx<0
Q Q

Assim, pela linearidade de K temos

O<)\/waw2dx+/L/w1Kw;dx = )\/wa(wS’—w;)dm—i—u/(wf—wf)Kw;rdx
Q Q Q Q

= )\/wf’Kw;dx—)\ wi Kwy dx
Q Q

+ u/waw;dx—,u w; Kwy dx
Q 0

0>\ ledeJ:+u/w1Kw2dx = A [ w K(wy —wQ)d:chu/(wf — wy ) Kwy dz
Q Q Q Q

= N[ wiKwSdr — ) | w] Kwydx
Q Q

+ u | wiKwydr —p | wy Kwydx
Q Q

dessa forma teremos,
At / wi Kwy dx — \s" / wi Kwy dw + pt / wi Kwide — ps* | wy Kwidr >0

Q Q Q Q
e
ME [ wr Kwfde — As* | wi Kwy do + put? / wi Kwydr — pus* | wy Kwy dr < 0.

Q Q Q Q
Mostrando que (t*w] — s*wi, t*wy — sfw; ) € Np. Logo, tomando ¢ pequeno pela
continuidade de 7 temos

h(t,s) € Ny, ¥ (t,s) € D.
Usaremos agora o classico Teorema de Miranda (Apéndice D) para mostrar que

existe (to, so) € D tal que H(to, so) = (0,0). Calculemos H sobre 9D, onde 1 = 0,

Hits) — I'(Pwi — srwor, thwg — stfwy )(MPwy, pthwy)
I'(tPw] — sty thwd — stfwy ) (AsPwr, pstwy)
t0,(t, s)
—s0s(t, s)

Como w € N,yoq temos por (2.16) que VO(1,1) = (0,0) e, isto &,

’)/A+ — QB+ + )\Cl + /,LCQ = O, ’}/A_ - 2B + /JCl + /\Cg = O,
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= —2Bt = —yA" — \C} — uCs. (2.24)
Para s € [l —¢,1 4 ¢] temos que, se t =1 + ¢, de (2.24]) e o fato de que p+ A =2

0, = YAT(1 4+t —2BT (1 +¢) + AC (1 + ) s + uCy(1 + )P 1s?

IN

(
FAT(L+ &)™t = 2B (1 +¢) + ACL (1 + &)* (1 4 &) + uCy(1 + e)* 11 + &)
(

YAT(1+e)" P —yAT (1 +e) — AC1(1 + &) — uCo(1 4+ ¢)

+ Ci(l4¢e)+pCy(l+¢)

YAT(1+¢e)[(14¢)7% 1],

=0, <yAT(1+e)[(1+e)2-1]<0

enquanto que set =1 —¢
O, > yAT(1 —e)[(1 —e) 2 —1] > 0.
Analogamente, para t € D temos
;<0 para s=14¢ e 0;,>0 paras=1—¢.

Logo, pelo Teorema de Miranda (to, sg) € D tal que H(to,s9) = (0,0). Dessa forma

temos h(tg, so) € NMpoa de onde segue que do Teorema Fundamental do Calculo que

tnoa < I(h(to, 50))
= I(h(to, s0)) + I(tgw! — sgwr s thwy — shwy ) — I(tgwi — spwy, thwy — shwy)
= I(tqwy — sqwy, thwy — shwy) + /n(tO’SO) I'((tgwy — sy, thwy — shwy ) + rv)vdr
0
< Ou(to, s0) — n(to, s0) < 0(1,1) —n(to, S0) = Enoa — N(to, So)

o que implica em 7(tg, so) < (0,0), como n(tg, so) > (0,0) entao, n(to, so) = (0,0) e, em
particular, 6, (o, s9) = 6(1,1). Pela unicidade do maximo dado pela Proposi¢ao 2.3,
devemos ter (to, sp) = (1, 1) enquanto que, por construgao, n(1,1) = e > 0, o que é uma

contradi¢do. Portanto, I' (w) = 0. [ |

2.2 Demonstracao do Teorema 2.1

O proximo Teorema mostra que o nimero ¢,q € atingido por uma funcao w € Myoq

e pelo Lema 2.4 terfamos que w & ponto critico de I, isto é, I'(w) = 0. Com isso
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provamos nosso primeiro resultado do capitulo, o Teorema 2.1. No entanto para mostrar

o teorema regularizamos o problema, dado € > 0 e
X = (Wl’p%l(ﬂ) x WL%(Q)) N X,

introduzindo o funcional auxiliar, I. : X — R de classe C*(X) definido por

( ) ( /’ ‘pl \/\‘ ‘pi’ ‘7404 )
I (w1, w € Vwi| » dx + wil 7 |x|™? dx
1 2 1 1 1

;1 /yv \q“d+/\ % 2] 7 d 1/Td
— | £ Wol 2 ax Wol ¢ || 2 AT | — — wax,
q+1 Q ? 92 2 Ja

com

’

L(w)(p, V) = 5/‘VW1|;’_1VW1VSOdI+/|W1‘é_1w1§0’x|_‘7&dx
Q Q
+ e/|vw2|31w2v\pdx+/ lwol 1 o Wz T da
Q Q
— /(cpng—l—\Iwal)dx
Q

para todo (wi,ws), (¢, ¥) € X.
Introduzir tal espaco e funcional energia faz-se necessario pela dificuldade de
uma abordagem direta, pois o limite fraco de uma sequéncia minimizante de ¢,,q nao

pertence necessariamente a A, e nao podemos projeta-los em MNoq.
Teorema 2.6 Seja w € Nyog, entao I(w) = Cpog. Além disso,
Crod = Cnog = inf. sup I(t*w] — s*wy, t'wyl — stwy ) > 0. (2.25)
weNy t,s>o0
Desde que w € Nyq, pelo Lema 2.1 w € Ny. Segue também da Proposicao 2.5

que VO(t,s) = (0,0), assim de (2.16)) teremos

A

noa = inf. sup I(t'w; — s*wy, trwy — stwy ) > 0. (2.26)

WEND ¢ 5>0

Vamos agora explorar o fato de que X & denso em X.
Lema 2.5 Seja X = (Wl%(ﬁ) X WI%I(Q)) N X dotado com a norma

(w1, w2)| = [Vwi|er1 + |Vws|ar1 + |wi|et1 o + |wa] g 5.
P q p’p qa ’q

~ Y 5 . P . . 1. ptL
Entao X é um espago e Banach reflexivo que é continuamente imerso em W » (§2) X

w

Lﬂ
q

(Q). Além disso, X ¢ um subespaco dendo em X.
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Demonstracao.
Vejamos primeiramente que X é um espago de Banach reflexivo. Seja {w,} =

{w!, wl} C X uma sequéncia de Cauchy. Dado ¢ > 0 existe ny € N tal que
n,m > ng = |wn —wy| <€
isto é,
e o —wl = V(" — wf)en + [V’ )]z

e +’W;n_wg‘m7ﬁ

+ Jwi® —wilen o
p ’p qa ’q
>

|wi* — wi'fpt1 o + |w5" — Wy a1 5.
p ’p q’

Dai temos, {w]} e {w}} sequéncias de Cauchy em L%I(Q, 2|7 ) e L%(Q, |x|_7ﬁ),
—a —B
respectivamente. Dessa forma existem w; € L%(Q, 2|7 ) e we € L%l(Q, |z| 7@ ), tais

que,

p+1 —a q+1 =6
wl —ww em L7 (Qz|7?) e why—wy em Lo (Qlz|a), n— oo (2.27)

pt+1

pt1 —a pt1 at1 =8 atl
Desde que L'» (Q,|z|? ) C L» (Q) e L« (Q|z]«)C L (), temos
p+1 at1
wi —w; em L7 () e wy—w em L (), n— oo
Temos também que {w,} de Cauchy em X e portanto por (2.27))

wp, >w em X, n— oc.

Por outro lado, {w}'} e {w!} sdo sequéncias de Cauchy em Wt (Q)e W (),
respectivamente. Sendo Wl%(Q) C Lthl(Q) e Wl%l(ﬂ) C L%(Q) temos

wi — w;  em Wlppi(Q) e wy —wy em Wl’%l(Q), n — oo.

Logo, w = (w1, ws) € X e
lwp —w| =0 em X, n— oco.

Mostrando que X & Banach.

ptl

Veja que Xé reflexivo, pois Xé subespaco fechado do espaco reflexivo W v (Q)x

g+1 ~
Wl%(Q) Para mostrar que X é denso em X considere a aplicacao

pt1

S L Q) x LT (Q) = L% (O, 2] 7)) x LT (9, 2] 7 )
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definido por S(f,g) = (f|x\ﬁ,g\x]%). Temos que S é um isomorfismo isométrico.

De fato, S é linear e

S(F9) = |(flal7T, galoir)|

= ([ 105 1l ol dx) (/ PEalial iy )
_ (/m : dx) (/ \g|qildx>

= |/,

Assim, S é isometria e consequentemente é injetiva. Por fim, dados (g, h) € L (Q z| 7
L5 (9, |27 ), fixando (f,¢) = (gla|71), hlz|77) € L' (Q)x L% () temos S(f, @) =
(g, h), mostrando que S é sobrejetiva.

Para cada d > 0 fixe p5 € C°(RY) tal que
D<@<l gl)=1, se 1|22 o glr)=0 se | <4

Entao, observe que A = U{(fws,9vs); f,9 € CX(Q,),0 > 0} é denso em L (Q) x

a+1

L 4 (2), pois dado f, € C5°(£2) temos f, = f em LT(Q) e
|fn906n - f|pT'f1 < ’fn‘p’#’@én - 1’00 + ’fn - f‘pT-i—l —0

e além disso, S(4) € X C X. |

Observamos que, (wy,ws) € ponto critico de I. se, e somente se,

. 1 4 14 —a
—ediv(|Vwi|» 7 Vwy) + [P w27 = Kws, (2.28)
—6diV(|Vw2|%_1Vw2) + |w2|%_1w2|x|;ﬁ = Kuw, '

em X'. De fato, se (w1, wsy) € ponto critico de 1. entao,
I(w)(p,¥) =0 < s/Q|Vw1|;_1Vw1V<pdx+/Q|w1|f11_1w1g0|x|padx
+ E/Q |Vw2\%71Vw2V\I’d:E + /Q |w2|%71wz‘lf\x|%ﬁd1:

- /Q(apng—i—\Iwal)dx:O

V (g, ¥) € X.
Para (p,0) € X temos

19 19 —a
e | |Vur|?™ VurVeds + | o(|lwi]s wilz|? — Kws)dr = 0. (2.29)
Q Q
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Observe que pela Identidade de Green
/Q]le\;_IleVgodx = —/Qdiv(]le\;_Ichl)cpdx. (2.30)
Dessa forma em ficamos com
/ng(|w1|;_1w1|a:]_pa — Kwy — 6|Vw1]%_1Vw1)da:,
pelo Lema de Du Bois Raymond
—ediv(|Vw1]%_1Vw1) + |w1|%_1w1|x|% = Kuw,.
De maneira analoga mostramos que
—6div(|Vw2|%71Vw2) + |w2|571w2|x|_7ﬁ = Kuw;.
Por outro lado, se vale ([2.28)), entao
I'(w)(p,¥) = 5/9 |Vw1|%71Vw1Vgoda: + /Q |w1|571w1<,0|x]77f¥dx
+ 5/9 V|~ Vs VIdz + /Q lwo| 7w | T dx
- /Q(ngcug + VY Kw)dz
= E/Q ]le\%_1Vw1Vg0dx + /Q ]wlﬁ_lwlgo\x]%dx
+ 8/9 |Vw2|%_1Vw2V\Ifdx + /Q |w2|é_1w2‘y|x|%ﬁdx
+ E/Qdiv(|Vw1|;1Vw1)apdx — /Q |w1|%71w190|x|%1dx
+ 5/Qdiv(|Vw2|;_1Vw2)\Ifdx - /Q ]wgﬁ_lwg\If’x\%ﬁdm.

Por ([2.30]) concluimos que
I(w)(p, ¥) = 0.

Defina agora,

N N )\/wawzda:—l—,u/lew;dx>O,

M = Sw=(w,w) € X:
A wy Kwodr + i | wiKwyde <0
Q Q

e, para todo € > 0

nod = {(wi,w2) € Xswifywy #0 ¢ L(w) (o, e ) = L(w) Aoy, oy ) = 0},
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Analogamente como feito no Lema 2.1 e de XcX segue-se que

NE L C Ny C N

Lema 2.6 Seja w € ./% . Entao, a aplicacio RT™ x RT — R definido por
(t,s) = L(t"w] — s*wy, thwy — stwsy)

admite um tnico ponto critico (to, So) 0 qual é um mdximo global. Além disso, o par

(to, s0) pode ser caracterizado unicamente pela condi¢do
A A= gk, B, — €
(towi” — spwr , towy — sowy ) € Noas

ou equivalentemente através do sistema

(

2B+:7(A+—|—5 /\wa\p;ldx—l—a

/ \Vw;|de) t372

+)\C’1(30/t0)“+,u(]2(30/t0 s

/[lelpdx—l—é? /]Vw2] a dx)
L Jo

+,u01 (to/So))‘ + )\Cg(fo/é‘o) .

(2.31)

2B = (A —i—g

\

Demonstracao.
Desde que o funcional I. tem exatamente a mesma geometria de I, podemos

repetir as demonstracoes dos Lemas 2.1 - 2.3 e da Proposicao 2.2, substituindo N e

/|Vw§c|qzldx
1 Jq

Nuoa por Ny e NE ,, respectivamente, A* por

Ai+€i/|Vu}f|p:ld$+s a

Definimos o nivel

Cioq = Inf{I (w1, ws); w € )?,wli,w; =+ O,[;(wl,wQ) =0}

nod —

Lema 2.7 Dado ¢ > 0. Seja w € NE,, tal que I.(w) = &,,. Entdo, I_(w) = 0.
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Demonstracao.
Assim como no Lema anterior a demonstracao segue a mesma linha dos Lema 2.4 e

Lema 2.6. [ ]

Proposicao 2.7 Dado € > 0, o nimero &, é atingido para w. € N ;. Além disso,

temos

A

Crod = Crog = Inf sup L(t'wi — s*wp, thwy — shwy ) > 0. (2.32)

w€eNy t,5>0

Demonstragao.

> A 3 =& A
Gracas ao Lema 2.7 e o fato que ¢ 4 < ¢ q ¢ suficiente mostrar que ¢ 4 ¢é

nod

atingido e ¢é positivo. Vamos dividir a demonstragao em 3 passos.

Passo 1. #0,Ve>N0.

nod
Isto é claro pelo Lema 2.6.

Passo 2.Limitacao das sequéncias minimizantes.

Seja {w,} € NZ ,; uma sequéncia minimizante para ¢ 4. Denote, por simplici-

dade,

nod"

p+1 p+1
ool ol it
+1 +1
b = / fona| el T b = / ok | T el
Q Q

1
(a +£/|Vw1n| P da:) +u<b+—|—£/\Vw2n| q dx)

= )\/wandex—i—u/w;anl,ndx (2.33)
Q

g+l
<a +6/|Vw1n| P dx) +u<b++€/\Vw2n| q dx>

= )\/wLanQ’nd:c—i—u/wz’anl,ndx. (2.34)
Q Q

Adicionando (22.33)) e (2.34) obtemos

A (an —i—e/ |Vw1’n|p;:1dx> + (bn —i—e/ |Vw2’n\q:;ldx) = 2/ wy nKwe pdr (2.35)
Q Q Q

e deduzimos que

L(w,) = (pg = Lp ) <an+5/ |w1n|”?dx)

(p+1)2pg+p+q

(pg —1)g (b +€/ Vesn| 5 dm) . (2:36)

(¢+1)(2pg+p+q)

Temos,

>~

>
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De fato, por (2.13) e (2.35]) temos

1
+ ( /|Vw1n|pda:+an) 1( /|Vw2n]qu+b>—§/QTwndx
- pi ( /|Vw1n| ; dx—i—an) < /|Vw2n| : dx+b)
1
5( ( +€/|Vw1n| P dm) (b —|—5/|Vw2n|qu>)
(57 -3) (¢ [ 1wl # o van)
+ (%——) ( /ngn\ : d:v+b)

L(w,) =

'Q

_l’_
p 2p(g+1) / ptl
~ Vo7 dr +a,
p+1 22pg+p+q)) \ Q‘ “ial 7 do+a
2q(p + 1) ]
¢ __2lp+ g/|w2nyfdx+bn
qg+1 2pq+p+q ’
1) ptl
e | [Vwin| 7 dx+ay
) Q
2 - 1 q+1
42pg +p+a) —qlp+1)(q + <8/ |Vw2?n’;dx+bn>
(2pg+q+p)(q

- (pg —1)p /
T D@t \ " TE Vel > do
1
(pg = g ) (bn+€/ |Vw27n|qd:v> >0
Q

(@+1)(2pg+p+q
Observe que (2.36) nos dar a formula de 1. em Nnod, o que mostra que I. é positivo
em NZ 5 e ¢ q > 0. Além disso, segue também de que {w,} é limitada em X.

p(2pg +p+q) —plg+1
(2pg+q+p)p+

o+
1)
1)
1)

Entao, passando a uma subsequéncia se necessario, temos

wp, —=w em X

Por outro lado, {w,} = {wi,,wa,} € limitada em Wlthl(Q) X Wl%(Q) dessa
forma, para alguma subsequéncia, existe w = (wy, ws) € LPTTI(Q) X L%(Q) tal que

ptl a1
Wy, —w em L7 (Q)xLa(Q)

dai,
+ + ptl 4 + atl
wi, »>wi em L7 (Q) e wy, »wy em L (Q)
p+1 N . .
De fato, como wy, — w; em L » (£2), a menos de subsequéncia, existem w; e f €

p+1
L» () tais que

win(r) > wi(z) qtp. e | <f Vn (2.37)
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Dessa forma, por (2.37) temos

wfn(x) —>wfc(x) q.t.p. e |wfn| <f Vn.

Segue do Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue

wi, > wp em Lthl(Q)

Analogamente temos,

Wy, — wy em L%(Q)

Dessa forma temos,

(Wi wh,) = (Whed) em L% (Q) x L7 (Q) (2.38)

+ o+ + o+
(Winsway) — (wi,wy) em X.
Passo 3. w € Ny. Devemos mostrar que

A W;FKWle'+M/W1Kw2+d$>O
Q 0

A ledea:+u/w1Kw2dx<O.
Q Q

Por (2.38) e da continuidade de K, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Le-
besgue temos que o lado direito de (2.33]) e (2.34)) convergem. Mostraremos que o lado
esquerdo de (2.33)) e (2.34) sao limitadas longe de zero. Iniciamos por ([2.33),

Aa + pbt < )\/ wi, Kwy,dx + ,u/ wy , Kwi,dx = 2/ wi, Kwy,dz,
Q Q Q

1 1
o qual por (2.12)) e pela Desigualdade de Young com + = 1, para algum
p+1  p+1
p
0>0
+ 4 + + TR N n C 4 22D
Nt bt < ellot s o lldlluss s < e(al) 71 (65) 7 < af + 2 (0f) W7
pp ’ qa q
Desde que aptl)

1 > 1, deduzimos que >
0

b 6>0 para algum 5 > 0. Analogamente,
com argumentos similares segue que a > ¢ > 0.

Portanto, pelo Lema 2.6, podemos tomar (g, s¢) tal que

A+ A= gl Moo — €
(towy” — sgwy , towy — sowy ) € Ny
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Pela afirmagao da unicidade do mesmo Lema e da norma ser fracamente semi - continua

inferiormente temos,

~c
nod

IN

A A wo—
[E(towl SoWp 7t0w2 sowWy )

< liminf I (tjwy, — sjwi,,, thws, — shws,)

< liminf I.(w,) = &

nod*

At Ay pH T o= :
Consequentemente, (tjw; — sqwy, thwy — shwy ) € NE 4 atinge & 4. Finalmente, a

caracterizagao (|2.32)) no nivel critico pode ser provado de uma maneira direta. [

Nossa estratégia para provar o Teorema 2.6 agora consiste essencialmente em
passar o limite em quando € — 0. Como primeiro passo, provamos a convergencia
do nivel critico, isto é, ¢ 4 — Cnoa quando € — 0. Comegamos com dois lemas

preliminares.

Lema 2.8 Seja (wy,ws) € No C Ny e (to, S0) o0 tnico par tal que
to, 50 >0,  (thwi — sywp, thwyd — shwy ) € Npoa

enquanto, para € > 0, seja (t.,s:) o unico par que

le, Se > 07 (tAwl - SAwl at wQ - SMUJQ ) S Nriod

Entao,

(te, se) — (to,S0) quando € — 0.

Demonstracao.

Como o par (g, sg) resolve (2.31]), entao
2BT277 > yAT e 2B7s2T7 > AT

Desde que 2 — v > 0, temos que s.,t. > a > 0 para alguma constante a independente

de €, pois caso contrario teriamos

t.,s. — 0, quando ¢ — 0. (2.39)

Dessa forma em ([2.31) ficaria

Bt - 00 quando e — 0,
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mas, por (2.39) podemos supor que

dai, desde que v > 1 temos
Bt > %A* = B> %A*

o que é um absurdo.

Suponha por contradi¢ao que {t., s.} nao é limitada quando ¢ — 0. Dessa forma
temos os seguintes casos:

Caso 1. Existe b > 0 tal que a < s. <boua <t.<bparac € (0,1].

Na primeira alternativa, tomando o limite na primeira equagao de ([2.31]) obtemos
2B" = 0, o que ¢ uma contradi¢do. Na segunda alternativa, tomando o limite na
segunda equacao de (2.31]) conduz a 2B~ = 0, o que ainda é uma contradicao.

Caso 2. Ambos t.,s. — +oo quando ¢ — 0. Dividimos esse caso em dois
subcasos.

t t
Caso 2.1 = — 400 ou — — 0. Este caso leva novamente a 2Bt = 0 ou

SE SE
2B~ = 0.
t
Caso 2.2 = 5 € R.
S&

Passando o limite em ([2.31)) nos da

2Bt = /\Cl(l/l)“+/£02(1/l)/\
2B = MCIZ)\ + ACH{*.

Se | <1, entao 2B~ < uCy + ACy enquanto que 2B < AC; + uCy se I > 1. Em
ambos casos, obtemos uma desigualdade que contradiz o fato que (wy,ws) € /%. Dessa
forma concluimos que, a menos de subsequéncia, t. — t > 0, s. — § > 0 que satisfaz
. Consequentemente, a afirmc¢ao da exclusividade na Proposi¢ao 2.2 implica que
(t,3) = (to, s0)- [ |

O proximo lema mostra a continuidade da projecao em MN,oq em relacido a con-

vergéncia forte em X.
Lema 2.9 Seja w = (w1, wq) € Ny e {wn} = {win, wan} € /VO tal que

w, >w em X quando n — o0.
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Seja {tn, sn} e (to,so) 0s unicos pare de componentes positivas tal que
A A
(tnwl,n s nW1 s thuws, n = ShWan), (towi” — 30“’1 ,tows — 84wz ) € Nooa.

Entao,

{tn, sn} — (to,50), quando n — oo.

Demonstragao.

Temos

QB: = ")/A;i;t’ryb_Q + )\Cl,n(sn/tn)ﬂ + HCZ,n(Sn/tn)A’

(2.40)
2B, = yA, 572 + pClp(ta/s0) + ACo(tn/50)".

Pela convergéncia forte em X temos

Wi, — Wy em LPTH(Q, Z|7%) e win—wp em L%(Q, |x|_§)
assim,

wi, —» wi em Lprl(Q, lz|7%) e Wy, —> Wy  em L%(Q, M*%)

Logo,

+1
At = p+1/|w APl o+ ool ¥

— /lwﬂ v x| d:l:—i——/]wzi\q;rlm e dr = AT > 0.
p+1

Agora da continuidade de K, temos (recorde que w;t #0,1=1,2, quando w € Np),

n

Bt ::/wanw%ldx%/ “Kwidr =: B> 0
Q

Cip = /wanandxé/wl Kw,dr =:C; > 0,
Q

Cop = /wanwlndx%/ngwl dr =: Cy > 0.
9)

Usando a Proposicao 2.5 e argumentos exatamente como na prova do Lema 2.8,
podemos concluir que {t,, s,,} € uma sequéncia limitada que na verdade converge para

(to, 50). [ |

Proposicao 2.8 ¢ ; — Cnoq quando € — 0.
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Demonstracao.

Lidaremos sucessivamente com a semi-continuidade superior e inferior.

Passo 1. Semi-continuidade superior.

Fixe w € Nj. Desde qu X édenso e Ny é aberto, existe {w, } C ./\70 tal que w,, = w
fortemente em X. Dado e > 0 e n € N, pelo Lema 2.6, existem tnicos ¢, , s, > 0 tal
que

(A wi A

_ - H _ oM -
n,ewl,n Sn,awl,m 13 w2 n Sn,€w2,n) € nod

Além disso, temos

e A A= o, + -
Cnod < I (t wl n " SneWin tn,z—:w2,n - Sn,sw2,n)

_ A A— B
- [(t wl no Sn,awl,n?t w2 n Sn,5w2,n>

pt+l q q+1
+ gtz,s (m/ﬂ|V(x)in| P dl“f‘q_{_—l/5;|vngn| q diL’)

+es) . (}%/|le”| dx+—/|Vw2n|qu) (2.41)

Agora observe que pelo Lema 2.8, para cada n € N fixado, temos
(tn,sa Sn,s) — (tn,(b Sn,o) quando & — 0,

onde t,,0, $p,0 > 0 é o0 tnico par de componentes positivas tal que

A+ A - gp+ B, =
(tn,Owl,n - Sn,Owl,n? tn70w2,n - 5n70w2,n> € Nnod'

Tomando o limite em (2.41]) com ¢ — 0, obtemos

A +

A — 1% I -
lim sup ch < I(t Owl no sn,()wl,rw tn,0w2,n - Sn,0w2,n)‘

e—0

nod
Por outro lado, pelo Lema 2.9 temos
(tn0, Sno) = (t0,S0), quando n — oo.

onde ty, sg > 0 é o tnico par de componentes positivas tal que

A+ A~ gn wo—
(towi,, — SowWi s toWa,, — SoWap) € Niod-

Entao deduzimos que

At Ao — gk 4 B, —
limsupc, g < I(tgwy — sowy, thws — shwsy )

e—0

nod

= sup I(t*w; — stwp, trwi — s'wy)

t,s>0
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Desde que isso vale para todos w € N, (2.26]) implica que

A

A
limsup &4 < inf sup I(t'wy, — swi,,, twy,, — s*w;,,) = Cnoa.

e—0 weNy ¢ ,5>0

Passo 2. Semi-continuidade inferior.

Seja w. € NE 4 tal que I(w.) = &4 € I.(w.) = 0. Desde que N2 4 € Ny € N,
pela Proposigao 2.2 e (2.16) existe tnicos (¢, s.) € RT x RT tal que
(t?wla S)\wl S’t wQe _S’uw2e) e‘/\/’HOd
além disso, temos
Eoq < I — sdwp trwd . — stwy )
nod = el 1l 2, eM2e
py —
= I(ts wia wl € t'uw2 € Snga)
+1
+a4?%%ﬁmypm+iL/W@jwa
+1
+ es) <%/ |Vu}16 " dr + —/ |Vw2€|qqu>
< sup I (t)\wl e S wl &) t#w2 e S#WQ €
t,s>0
= IL(we) = Groar (2.42)
[

Considere agora
We = {(w67€) € Nnod X R I (wl 5,&)25) - CﬂOd}

Nosso proximo passo é mostrar que, dada uma sequéncia {e,} convergindo para zero e
uma sequéncia {w;, } tal que (w.,,e,) € We,, {w., } converge forte em X e atinge éyoq-

Argumentando exatamente na prova da Proposicao 2.7, inferimos que

(pg— 1)p (/ / ptl )
I(we) = 5 p d + Vwie| 7 d
(we) @+4M%m+p+q ford  fal Pzt e | [Vord T da

(pg — g
(¢+1)2pg+p+q) /WMJQ|M dx+€/wvaq(m

Combinando esta identidade com a Proposicao 2.8, deduzimos a existéncia de ¢ > 0

sup (/ |w1a| v \:1:| v da, /\wgg\ |z d:z:) <ec. (2.43)
€€(0,1]

tal que
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Ademais, argumentando como no passo 3 da Proposicao 2.7 deduzimos que

mf(/Wiﬁﬂﬂfma/w;ﬂﬁ@fm)zs>o (2.44)
86(0,1] O ’ 9} )

e as estimativas

A/ wi  Kw, dr + u/ wy Kwydr > Maf + pbf > (X + p)d = 24, (2.45)
Q Q

- )\/ wy Kwycdr + u/ wy Kwy cdr > Aa, + pb, > (A + ()0 = 26, (2.46)
Q 0

para cada ¢ € (0, 1].
A seguir, provaremos que os termos gradientes desaparecem quando se toma o

limite em I (w.) quando & — 0.

Proposicao 2.9 Seja (w.,e) € W.. Temos
ptl a+1
max (5/ |Vw | 7 dx,e/ |Vws | d:p) — 0, quando ¢ — 0.
Q Q

Demonstracao.

Pela Proposicao 2.8 e da desigualdade ([2.42]), deduzimos que

A

A
hmI(t Wi, — stwi,, thwy, — stwy ) = Enoa.
E—

li_r}r(l)et(z (ﬁ/ﬂWo{g\Td:v—l—qfql/QWw;a Tda:) =0
}:1_{%557 (]%/Q|le_’e|p;1dx+q%ql/ﬂlv%_quldx) =0.

Observe que a conclusao é uma consequéncia 6bvia da seguinte afirmacao:
Afirmagao: t.,s. - 0.

Argumentando como na prova dos Lemas 2.8 e 2.9 o par (t., s.) satisfaz
227BF > yAL 2s7BI > yAC (2.47)

com

w7 |2 7 d el d
6. p+1/ Wi v |x x+ /|w25| x X,
BF = /leKw%d:U

Q
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Por ([2.43)), deduzimos a existéncia de w, (fi,g+), (f-,9-) € X tal que, a menos de

subsequéncia, w, — w em X,

wi, — fr >0 fracamanente em LP%I(Q? )

—B
w;fg — g4 >0 fracamanente em L%I(Q |z[7)

Passando o limite quando € — 0 em (2.45)) — (2.46)), da compacidade de K obtemos

A/Qf+K(9+ —g-)dz + /L/S)g+K(f+ — f-)dx > 26

—A/ f-K(g+ —g-)dz — u/ 9-K(fy — f-)dz > 20,
Q Q
e é claro que fy, g+ # 0. Retornando para (2.47), vemos que a estimativa ([2.44]) nos

da A* > § >0, onde ¢ é independente de e. Desde que

B* — / frKgidr >0
Q

temos que t., s. - 0, como queriamos. ]
Agora estamos prontos para provar nosso principal resultado. O ponto chave é a

proxima afirmagao.

Afirmacao 2.10 A menos de subsequéncia, w. — w fortemente em X para algum

we X.

Primeiramente deduzimos de (2.43)) que {w.} ¢ limitada. Da reflexividade de X,
a menos de subsequéncia, existem w = (w1, wsz) € X tal que w. — w fracamente em X
e

|w1,€|%’1w1,5 — g, fracamente em LF™(Q, \x|?)

|w2,e|%_1w2,5 — gy fracamente em Lq+1(Q, |x|_TB)7

onde g; = |w1,5|%71w1 e LP(Q, |x|7%) e go = |w275|%71w2 € LH(Q, |:17|7§) Veja que

(W1 e,wae) = (w1, ws) quando € — 0. Pois, como w, — w em X temos que

flw) = flw) ¥ feX.
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Considerando o funcional linear e continuo g : LP*'(Q, || ) — R e a projecio 7 :
X — LPTH(Q,]2|7 ) dado por 7 (wie,wa.) = wi.. Temos, gom : X — R ¢é linear e
continuo. Dali,

gom(w:) = gom(w) = glwie) = g(wr)

dai,

wie —~w; quando e — 0.

De maneira analoga temos = ws. — wy quando & — 0. De (2.28), (w1, w2.) é um

ponto critico, isto é,

/

0=1(w)(p,¥) = 5/9[Vw176|117_1Vw1,5Vg0dx+/Q| w178|%_1w1,egp|x|_%d9@
+ €/Q|Vw27g|t111Vw2£V\de+/Q| w275|%71w2,€\11|x|7§d:1:
— /Q(gong,E + VKw; . )dx.
YV (p, V) € X. Para (,0) € X temos,
5/9[Vw175|117_1Vw1,5V90dx+/Q| w1,5|;_1w1,5<p\:c|_zdx—4¢wa2,5dxzo (2.48)

fazendo ¢ — 0, pela Proposi¢ao 2.9 e a Desigualdade de Holder temos,

8/]Vu1175|111_1Vw175Vg0dx < 5/|Vw1,5|zll|Vg0\dx
Q Q

+1 ptl w1 2
< P e | |Vwie| ? de |\V|p+idr | — 0 (2.49)
Q Q

|w1’5|%_1w1,€ — ¢, fracamente em LPY(Q, |z]7)

Desde que

temos,

/ |w175|%71w17590|a:|7%dx — / gplz| rde Y pe PO, 2] 7 ) quando e — 0.
Q Q
(2.50)

Por (2.49) e (2.50) em ([2.48) temos

/(g1|x\‘p" — K )pde =0 ¢ € LPN(Q, [2]5) (2.51)
Q



2.2. DEMONSTRACAO DO TEOREMA 2.1 81

Portanto, em (2.51)) temos
/(91|x|1’a — Kwy)pdz =0 Vg€ LP(Q, |z]7).
Q
Logo, pelo Lema de Du Bois Raymond temos
gilz|7 = Kw,.
Analogamente, mostramos que
-5
golz| T = Kuwy,
isto implica em particular que

g+1

gilz| 7 e W (Q) nW, T (Q) C LPFYQ).

e
-8 ) 1,2td
gzl e WS (@QNW, " C LTY(Q).
Escrevendo ¢g; = |f1|%*1f1, com f; = |g1[P"1g1, observamos que f; € L%(Q,|x|?)
por que

p+1 —a —a
100l dr = [ ol ¥ e < oo
Q Q
Agora, considere § > 0 e fixe hs € WH’%(Q) N L%I(Q, lz| 7 ) tal que
fi = Dl o <6 (2.52)
usando Identidade de Green e a funcao teste w; . — hs na equacao
. 1 4 1 4 14 —a
—e div <]Vw175|p leyg) + (|w1,5|9 wie — |f1]? fl) 2|7 = Kwy e — Kws,
deduzimos que
Jora e = |AB ) — o)l o
Q
= —6/(|Vw1,5]11’_1Vw1,5) V(w1 — hg)dx
Q
+ /(sz5 — Kws) (w1, — hs)dx.
Q

A Proposicao 2.9, o limite superior (2.43)) e a compacidade do operador K agora im-
plicam que o lado direito da tltima equagao converge para 0 quando ¢ — 0. Conse-

quentemente, podemos tomar £ > 0 tal que

/(\wlg\lel,g — \f1|571f1)(w1,8 — h(;)]x\?dx <0, Ve<eé. (2.53)
Q
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Combinando ([2.43)), (2.52)) e (2.53)), temos que

‘ / (orelwne — LAl f) (@re — fi)la] 7 da
Q

1_ 1_ —a
< ‘ el = A ) = o)l ¥
[9]

s ' el = LAB ks = ) ¥
(9]

1_q 1 9
<6+ |[hs — f1||%},%|||wl,s|" E fl”%},% < 0+ C,
para algum C' > 0 (independente de ¢ e ¢). Concluimos que
. 1_ 1_ —a
lim (|(,d17€’17 10)175 — ’fl P lfl)(wLE — fl)’.%" » dr = 0. (254)
e—=0 Jo

Usando a Desigualdade de Tartar (Apéndice D)

(elz e =7 ) - (e —m) =27 |e—n|"F se O0O<p<l,

deduzimos de (2.54) que wy . — f1 = w; fortemente em LPPLI(Q, |z| 7 ) onde p < 1. No

caso complementar p > 1 usando a Desigualdade de Tarta temos
1_ 1_ p=1 p+l
(lel> e =nl""'n) - (e =m) =27 [e=nl7 se p>1,

observamos que

p+1
P p2_1

p+1 —a W1e — 2 —a
Jtne= S palye = [ A=A ) 5 ol
0 © (fore| + 1)
p+1

|w1,5 - fl|2 » < i1 N )
d ] e
</gv2 (|w1,€| + |f1|)1_% x) /g;(‘wl’ ‘ + ‘f1|) ‘I’ X

p+1

c ( [ el e = A e - f1>|a:|fdx)
Q

IN

IN

e chegamos a mesma conclusao para p < 1. A convergéncia da componente ws . segue
de maneira analoga.

A afirmacdo anterior garante que w. — w fortemente em X com wi, wy # 0,

desde que (2.44)) agora implica

min </ |wf€|pzl|m|;dx,/ |w§ce|q;1|x|_qﬂdm> > §>0.
Q Q
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Pela Proposigao 2.8 e 2.9 junto com a convergéncia forte em X, concluimos que I (w) =
Cnod € que

I (@) (N ) = I I o) (A, ) = 0
Em particular, w € Moq é um minimizador e o Lema 2.4 nos d& I' (w) = 0. Por fim, a

caracterizacao (2.25) do nivel critico segue de maneira direta como mencionada ante-

riormente. [ |

2.3 Demonstracao do Teorema 2.2

Demonstracao.
Multiplicando a primeira equacao de (2.3) por u e a segunda equagao de ({2.3)

por v e usando a Identidade de Green e a desigualdade Hoélder, temos

e 1
T+ T+l
/|Vu]2dx:/\v]qlvu]x\f3dx§ (/ \v|q+1|x\f8d$) (/ \u]q“]x\ﬁdx)
Q 0 Q 0
e
q 1
T+ T+
/]VU|2dx:/|u|q_1uv|x|BdI§ (/ \u|q+1|x|ﬂdx) </ |v|q+1|x|ﬂdx) |
Q Q Q Q

Multiplicando agora primeira equagdo de (2.3) por v, e a segunda de (2.3)) por u e

usando novamente a Identidade de Green ficamos

/Vqudx:/ ]v|q“|x|ﬁdx:/\u]q“]x\ﬁdx.
0 Q Q

Colocando essas estimativas juntas, temos

/|Vu|2dx+/|Vv|2dx = /|v|q_lvu|x|6dx+/|u\q_1uv|x|5dx
Q Q Q Q

_q _1
g+1 q+1
< ([rmierae)™ ([ opera)
Q

1

Q
_4q 1
= +T
+ < ]u|q+1|x]6dx) ! </ |v|q+1|x|6dx) ’
Q Q

= Q/Vqudx,
Q
o que implica que
/|Vu|2dx+/|Vv|2dx < 2/Vqudx,
Q Q Q
2
& Ju- U|H5(Q) <0

E assim, u = v. |
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2.4 Quebra de Simetria

Considere o problema

—Au = |ul" u, em

u=0 sobre 0N

Por [[2], Teorema 1.3] sabe - se que qualquer solugao nodal de energia minima nao é
radial quando  C RY, N > 2, ou ¢ uma bola ou é um anel centrado na origem. Vamos
mostrar que quando (p, ¢) esta perto de algum (qo, qo) € («, ) esta perto de (0,0) esta
propriedade ainda é verdadeira.

Tome ¢, satisfazendo
g >1 talque ¢o+1<2N/(N—-2) se N >3, (2.55)
e dp tal que
Go—06>1 e qgq+1+4+0 <2N/(N—-2) se N >3 (2.56)

isto &, tal que o quadrado [go — do, go + o] esté contido na regiao do ponto (p, q) tal que
ocorre. A prova do Teorema 2.3 consiste em fazer algumas estimativas da solucao
nodal de energia minima como p,q¢ — qo € o, 5 — 0, combinando com o fato mostrado
em |[[2], Teorema 1.3] de que no ponto (go,qo) € a, f = 0 a solugdo nodal de energia
minima nao é radial. Tendo isso em mente introduzimos algumas notagdes. Dado (p, q)
satisfazendo , a, 3 > 0. Denotamos por cﬁ’oq(’ia”g o nivel nodal de energia minima
de (2.1), e por E, .3 o funcional energia associado a ({2.1)). Também utilizaremos o
quadro variacional introduzido na Se¢ao 2.1, denotando por I, , s 0 funcional energia

(2.14) e o fato de que E, 405(u,v) = I, 405w, v) é ponto critico sobre a relacao
—a 1_ =B 1_
(,0) = (o] 3" o[, fo] 7 w7 en).

Recordemos a caracterizacao do Teorema 2.6:

Cgfciaﬁ = inf Igap= inf supl,gap (t)‘wfr - S)‘wf, t”W; - s“w;),
NEgeB weNP TP ¢ s>0
onde
2p(q +1) 2q(p+1)
A=Ap,q) =————— p=ulpq = ,
P+ q+2pq p+q+2pg
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Nt = {wf 0,03 #0 e Lo s(W) Ol 1wy) = L g o p(@) Owr, pwy ) = 0}

e
)\/ wi Kwydx +u/ w1 Kwydr >0,
/\/g”q’“’ﬁ = Sw€Xpgas: Q Q
A | wy Kwadzx +u/ wiKwy dr <
Q Q
= {w € Xp7q7a’5, )\Cl + /.LCQ < QBJF,[LCl + )\02 < 237}
com
ptl —a at1 =B
Xpgap = L7 (Qla]7) x L (Q [z )
BT = /waw;daz B™ = [ w; Kw, dz
Q Q
C, = wiKwydr Cy= [ wy Kwidz.
Q Q

Por simplicidade, quando p = ¢ ¢ a = 3 = 0 usaremos a notacdo ¢’ para ",

Primeiramente, provemos um limite inferior uniforme para as partes positivas e

negativas dos elementos de 7%,

Lema 2.10 Dado qy satisfazendo (2.55)) existe 69 > 0 e € > 0 tal que
/ |W1i|pTH|$|%d17 >ee / |w2i]%|x|_7ﬂdx > ¢
Q Q

para todo (wi,ws) € NPE*P com p,q € [qo — o, qo + o] € v, B € [0, 8.

nod

Demonstragao.
Usaremos as estimativas da Proposi¢ao 2.5 no passo 3, desta vez mantendo um
melhor controle das constantes. Dividiremos a prova em 3 passos.

Passo 1: Existe (' (independente de p e ¢q) tal que
g+1
|ufp1 < Cl|ufwz,%(m VueW? (Q),p,q € g — S0, g0+ Jo].

Desde que 2 tem medida finita e p < g+ ¢ temos p+1 < gg+ dp+ 1 pela desigualdade

de Holder temos,
+89—
uljty = / Lo ful e <[00 [Juf T e
Q p+1

+89—
= [ulprr < QT ] g1

IN

a0+dg9—p
K1|Q| (p+1)(20+00+1) |U’ 5 G0+d0+1 s
W™ a0+

()
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, . . ~ 27q0+60+1
onde K, é uma constante associada a imersio W= w+% () — La0+%+1(Q)); recorde

que dy € tal que (2.56]) ocorre. Além disso, novamente usando Holder e também que
(g0 + do +1)/(qo0 + o) < (g0 +1)/q,

ap+dg
q0+0+1
q0+350+1
[ul 2, 90+00 1 = /’Dau| aw+%0 dx
W ) || <2
q0+90
ag+dg q0+00+1
< ’Q’m Z ’Dau|33:60+1
o] <2 !
N(N -1 o)
- q0+009+ Y
< (%HVH) T e ] e
W™ a (Q)
e portanto
ulg1 < K(p, q)|u|W2’%1(Q)7
com
N(N -1 e,
- +380+ hg
k(p) q) = Kl (% —|— N + 1) a0 0 |Q| (q0+1)(q0+50+1) |Q| (P+1)(p+60p+1)

que é limitado por cima por uma constante C para todo p,q € [qo — o, qo + do)-
1 g0+0+1

Passo 2: Existe C, tal que, para todo u € W> R (QNW> w0t (Q)

’Ku‘ 5 40 t+ég+1 < C2’U‘qo+50+17
W™ 90t (Q) a0+30

veja [[16], Lema 9.17].

D,q,0, 3

27 pelo passo 1 e 2 obtemos existe C' > 0

Passo 3: Como (wi,ws) €

independente p, ¢, a, 5 tal que

)\/ ]wﬂp?]x\:dx—i-u/ |w2+]q:1|x|q@dx§2/waw;dx
Q 0 Q

S 2‘&}1 ’p-‘rl \Kw ’p+1 < 201|w |p+1 |Kw§“| 5 40 +1+3g
P W’ q0+90
< 204Cy|wy |1 |wy | agtrtsy < Clwf | o |wy | e
p ap+99 P q
< C|WT|L+1 g|w;|@ By (2.57)
p’p q 'p

onde estamos usando a estimativa (2.4)) e o fato que ¢ < go+dp. Usando a Desigualdade
de Young

o5 Cptipptl 1 1
< =1 > 0. 2.
Cab_p+1+ e e Ya,b>0 (2.58)

p p
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Recordando (2.15]) e que pg > 1 vemos que

(2p)P

(2p)?

AP(p+ 1P+t

(2p)p(q + 1);0 (p + 1)p+1

(p+q+2pg)P
(p+ q+ 2pgq)*

(I+p+q+pgrp+1)
(p+ q+ 2pq)?

v

(p+q+2pq)P(p+1)

1

p+1

_ 2pg+1)
P+ q+2pq

< 2(q+p+pq

+1)

& 2+ 2p+2

Sp+q+2

Assim, em ([2.58)) teremos

Cab < Aa"7 +

Substituindo em ([2.57)) temos

A/ |w1+\”f|x|p“dx+u/ o | 2 P de
Q 0

:»u/ w5 2|5 da
Q

e portanto,

[ el ¥ e > (
Q

> 0.

(Qp)pCpH
AP(p + 1)pHl

IN

Vv

P

pP+q
P+ q+2pq

P+q

p! Va,b>0.

Cllwi [psr o llws |[at1 s
p P q ’p

(Qp)pCpH

pt+1
+| P p+1
>‘||W1||pr1’%+)\p(p+1)p+1| 2||qu.1 B

(2p)PCPH+! g1
_prer (/ |w;|*|x|dx)

AP p+1p+1

g+1
pAP(p + DPFE\ T
(ol = K(p,q).

Como K(p,q) > 0, entao para &y suficientemente pequeno temos K (p,q) > ¢ > 0 para

todos p,q € [qo — do, go + do]. De maneira analoga mostramos que

1t

1
| |

d.r>€

a(p+1)
q+1
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Lema 2.11 Temos
lim sup cflf(f’ﬁ <eb o quando  p,q — qo, @, B — 0.
Em particular, existe o9 e k > 0 tal que

0< Cp,q’aﬁ S kv p,q € [QO - 507(]0 + (50],0[,5 € [0750]

nod

Demonstragao.
Considere p,,, ¢, — qo € oy, B, — 0. Dividiremos nossa prova em 3 passos.

Passo 1: Seja (wy,ws) tal que wi,wy # 0,

/

IQO<wlvw2) = Cg?)d [q()(wl?w?) = 07

onde Iy, = Iy 4,0,0- Denote

2qn(pn + 1)
Dn + Qn + 2Pnqn

2pn(qn + 1)

/\n = A Pn,Qn) =
( ) Dn + Gn + 2Dnan

Mn = ljl(pm Qn> =
Desde que A\, pt, — 1 quando n — co e

wi Kwydx + / w1 Kwy dz > 0, wy Kwadx + / w1 Kwy dr < 0,

Q Q Q Q

entdo, (wy,ws) € NFP para n grande. Consequentemente, por (2.25) inferimos

que, temos que

Cpn#]n,anyﬁn An

An, o+ = fHn, T+ obn, =
nod S sSup IpnaQnanyﬁn (t nwl B wl 7t nw2 S "w2 )

t,s>0

Assumindo que o supremo do lado direito é alcangado em (¢, s) = (t,, s,).
Passo 2: t,,,s, — 1.
2 a): Primeiro observe que {t,,s,} sao limitadas. De fato, repetindo so argu-

mentos do Lema 2.2, temo desta vez que
An, A+ oAn, = 4bn, b, ,— + 4 — Y
]PQOan,ﬂn (tnnwl Snnwl 7tnnw2 Snnw2 ) S An tnn + An Snn

1 1
+ (5(/\7101 + MnCQ) — B+) ti + (5(#7101 + /\nCQ) — B_) S?L

com

p’l’L pn+1 __Qn Qn gn+1 _ Bn
AF = / WE| o x| e dr + / Wil e |z| o de
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(positivos e limitados em n), e
n+ 1 n+ 1 +1
f)/n:/\np = Un = ¢ — o - (1,2)
DPn qn qo0
Desde que
1 1
5()\”01 + ,UnCQ) — BJr — 5(01 + 02) — B+ < O,
1 1 _
§(unCl + )\ncg) — B — 5(01 + Cg) — B <0
entdo, se |s,| + [t,| — oo terfamos
0 < Cpn’qn7a"76" < [pn7Qn70¢n7Bn (t’/)\lnwi‘r - Sgnwl 7tunw2 - Sunw ) % _007
que é um contradicao.
2 b): Temos t,, s, - 0. De fato,
(st = sy s — fru) € AT
entao pelo Lema 2.10
/ 1w | o] da, / [shrwp | |2| P de > e > 0,
Q Q
0 que prova a afirmagao.
2 c): Temos t,, — 1 # 0,5, — § # 0. Desde que
Lo B (W1, wa) < SUP Ly g o g, (0] — $Mwp 1wy — 8wy
t,s>0
[pn:Qnan»ﬁn (t’?\anl - SAnwl ?tunw2 - Slunw2 )
passando o limite,
sSup L}o(“‘)r - Swl_atw;_ - SwQ_) = IQO (wbw?) < IQO (wa_ - §w1_7£a); - 5(")2_)
t,s>0
Pela unicidade provada na Proposicdo 2.2 temos t = § = 1.
Passo 3: Finalmente, fazendo n — oo na desigualdade
Cflgfn’an’ﬁn < [Pn,Qnyan:ﬁn (t’f\lnwl - S)\nwl 7tunw2 - SunW? )
obtemos
lim sup Cﬁgéiqmamﬁn < IQO (wla wQ) = Cg%d
|

Como consequéncia temos o seguinte lema
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Lema 2.12 Dado qqy satisfazendo (2.55)) existem dg e k > 0 tais que
|(u, )]0 < K

Demonstragao.

Desde que a nao linearidade em (2.1)) satisfaz

|[|*[s]Ps| < C(1+ | 5|20 +1+0)

an S C(l + |S|q0+1+6)

|27

Vs € R, para p,q € [qo+00, o+, 0 € [0, o], C independente de p, q, cv, B, entao pode-

mos racionar exatamente como feito no Apéndice A.5 para obter a limitagao uniforme.

Lema 2.13 Seja qo satisfazendo (2.55)). Entao,

Cp,q,a,b’ —y o

nod nod

quando  p,q — qo «, 3 — 00

Além disso, as solugdes nodais de energia minima convergem: se (Up g a8, Vpg.a.3) € UM

solug¢ao que muda de sinal (2.1) com

_ pgef
By g.0,8(Up.g.a,8: Upgenp) = CZiod )

entao,
1Ly
Upgap = U Vpgas—v em C7(Q)

para todo 0 < v < 1, onde (u,v) resolve (2.1) para p = q = qo, o, =0 e Ey(u,v) =

q0

Cnod .

Demonstragao.

Seja pn, ¢ — qo € {un, v, } solugao nodal de energia minima de (2.1)) com (p, ¢, o, 5) =
(Pny @ns Qs Bn), pelo lema anterior |(uy, vy)|e < k, dessa forma a sequéncia {u,, v,} ¢
uniformemente limitada em W?2(Q) x W2(Q) para todo t,s > 1. Entao, existem u, v

tal que u, — u, v, — v em C*(Q) e (u,v) resolve

—Au = |v|®° v, em Q
—Av = |u|®tu, em € (2.59)
u=v=0 sobre 0N
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Definindo

Wi = |2 PP e, wom = 2P 0]y,

temos do Lema 2.10 que

/ [Pt || de = / Wit | e | da > €,
Q Q

/ |,U:‘:|(In+1|x|6ndx — / |w2n|q2:l |x|_ﬁdl‘ > g,
para algum e > 0 independente de n. Portanto, (u,v) é um solugdo que muda de sinal

e (2.59), e

< Ey(u,v) = hm Ep ancnn (Uny Un) = hrn Prdns%nsfn

nod nod

combinando essa informagao com o Lema 2.11 teremos o resultado desejado. |
Agora, por fim, demonstramos o Teorema 2.3.
Suponha por absurdo, que a solugado de energia minima (2.1) sdo ambas u e v

radialmente simétricas. Pelo Lema 2.13 (u, v) é solu¢ao que muda de sinal de

—Au=|v|"" v, em Q
—Av=u|"'u, em Q

u=v=0 sobre 0.

Logo, pelo Teorema 2.2 temos

—Au = |[ul"u, em Q
u=0 sobre 0N

Assim, u é uma solugao radial nodal de energia minima radialmente simétrica do pro-

blema o que contradiz [[|2], Teorema 1.3]. [



Apéndice A
Regularidade

Baseado no trabalho de Sirakov [30], mostraremos regularidade da solugao de
(1.1) do Capitulo 1 e que u(z),v(x) — oo, quando |z| — co.

Considere o problema

—Au+u=g(r,v), em RY

(A.1)
~Av+v=f(r,u) em RN
onde N >3e f,g: RY x R — R sao funcoes continuas e verificam:
(1) Existem ¢ > 0, § > 0 tais que
[fz, )] <Clt|, g(z,t)| <Clt|, YaeRY e [t <4 (A.2)
(i) existe c >0, peqtaisque Vo e RN et € R
[flz,t)] < CA+[tP), (A.3)
lg(z, 0)] < C(1+[t]9). (A.4)
e suponha que p e ¢ para N > 3 estao abaixo da hipérbole critica, isto é,
1 1 2
- (A.5)

— >
Pl g+l N
Suponha que (A.2)) e (|A.3)) ocorrem, mostraremos que a solu¢ao fraca de (A.1)) pertence

a W23(RY) para todo 2 < s < 0o e que u(z),v(z) — oo, quando |z| — oo.
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Veja que se p < 75 (ou g < )entaop(N—Q)<2:>pN<2(p+1)=>’i1>
Z e pelo Teorema C.5 da irmersao de Soboloev, W (RN ) — L*(RY) para todo
s € [~ *1 50). Entdo aplicando o Teorema de Agmon - Douglis - Niremberg [ADN]
a 1' teremos a regularidade da solucao. Supondo agora que p,q > ﬁ Outra

maneira de escrever a hipotese (A.5) é p € (1,py) com

 2q+N+2
PN )2

2p+N+2

(N—2)p-3 De fato, supondo (A.5

e, respectivamente, ¢ € (1,qp) com gy =

1 N 1 N-2
p+1 g+1 N

p+q+2 >N—2
(p+1)(g+1) N
(p+q+2)N>(N-2)(pg+q+p+1)

pN 4+ gN + 2N > pgN +gN +pN + N —2pg — 2q — 2p — 2

2¢+ N + 2> pgN — 2pqg — 2p
- 2¢+ N +2
(N —2)g—2
Desde que (u,v) é solugao de (A.1), a imersdao de Sobolev W2*(RY) «s LH/EN=ts)(RN)

[ml

(I A

implica que v € L*(RY) para todo s € ,pl} onde

N(p+1)
Np—2(p+1)

p1=

e, respectivamente, u € L*(R"Y) para todo s € [%1’%}’ ¢ = Nf]v(g% Observe que

p1 >p+1ouq >q+ 1. De fato,
pr>p+1
N(p+1)

Np—2(p+1)
Np+1)>(p+1)(Np—2p+1))

N>Np—2(p+1)

>p+1

S

N+2>p(N-2)

N +2

N -2

analogamente, ¢, > ¢+ 1&g < ¥ +2, e por 1) nao podemos ter simultaneamente

& p<

N+2

P,q = §5, pois se

2 2N 1 N —2
Sp+12>

D> > <
N —2 N —2 p+1 2N
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(§]
JN+2 N 1 N-2
1= N 79T = N3 4+1= 2N °
Daf,
1 1 2

+—<
p+1 qg+1- N
o que contradiz ((A.5). Considere ¢; > ¢ + 1. Entao, (A.2) e (A.3)) implicam

[f(z, ) <Ot +[¢7) e gl )] < Ot + [, (A.6)

e g(z,v) € L%(RN). De fato, usando {} temos

/ |g(m,v)|qqldac§/ Cllo] + [v]?)  dz < c(/ yv|qidx+/ |U\q1dx> < .
RN RN RN RN

a1

Aplicando [ADN], temos que u € W'« (RY), pela imersiao de Sobolev u € LP?(RV),
com
Py = Ng,
D = .
Nqg—2q

Vamos montar um processo de bootstrap que nos fornecera o resultada desejado. Ob-

serve que, se em qualquer estagio desse processo o denominador nao for positivo, por

exemplo, Np —2(p+1) < 0 = 1%1 > & entdo u ou v pertence a L*(RY) para s

arbitrario grande, e podemos concluir a prova com a teoria da regularidade.

Temos py > p + 1. De fato, isto é equivalente a p < —(Nﬁ;g;]vq,
p2>p+1
N(g+1)
N (N + 2)Nq—2(q+1) 1
Nq -9 N(g+1) p
Ng—2(g+1)
N+ 2)N 1
. VEN@+)

Nq[Nqg—2(qg+1)] —2N(q+1)

(N +2)(q+1)]
 Ne—2@+ -2+ P!
(N+2)(g+1)
= q(Ng—2(g+1)] —2(qg+1) —ler

(N+2)(q+1)—q[Ng—2(q+1)] +2(q+ 1)

p=—4
q[Ng—2(qg+1)] —2(¢ + 1)
(N +2)¢1 — Ngq
= p< Nq—2q

(N+2)q1 —Ngq

N5 > mas isto é equivalente a ¢; > ¢+1,

e a tltima desigualdade é valida se py <
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de fato
N+2)qg1 — N
by < (N +2)g1 — Ng
Nqg—2q
29+ N +2 _ (N+2)¢1 — Ngq
(N —=2)g—2 Ng—2q

& (2¢+ N+2)(Ng+2q1) < [(N+2)q1 — NgJ[(N —2)q — 2]
& 2Ng* —4q9q1 + N°q—2Ng1 +2Nqg —4q1 < N?qq1 —2Nqqi — 2Nqi + 2Nqqr — 4qq
—4q, — N*¢* +2N¢* + 2N¢q

& N q<N*qq1 —N*¢*q < qli—q) e q+1<q.

P2

Entao, f(z,u) € L%(RN) e de novo por [ADN] v € W*% (RY), um espago que &

imerso em L%(RY), com

_ Np

- Np—2p,

Afirmamos que g2 > q;. Veja que isto é equivalente a

N(pg—1)
2p 4+ 2

q2

qr >

Com efeito,

Np, >q o N[qu/(Nq—qu)]
Np — 2p, Np —2[Nq./(Nq —2q1)]

>1< N> Npg— (2p+2)q

Q@ > @<=

NQCh
N2pq —2Npgi — 2N ¢

=
o« Npq —2pq1 — 2¢q;
N(pg—1)

= > —— 2 =1} .
q1 2% + 2 q(p)

Entao, para cada ¢ fixado, considerando a funcao

N(pg—1)

vemos que ela é crescente, pois

, _ Nq(2p+2)—2N(pg—1)
hy(p) >= (2p 1 2)2

uma vez que Nq(2p+2)—2N(pg—1) = 2N (g+1) > 0, poisn > 3 e g > 1. Em particular,

>0

hy(p) € crescente em [1, po] e atinge o maximo em po. Além disse, hy(po) = ¢+ 1 o que
comprova a afirmacao, desde que ¢; > ¢+ 1. Agora podemos realizar nosso argumento
de bootstrap. Temos g(z,v) € L%(RN) e portanto v € LP3(RY), com

Ngo

bs = Nq—2q2‘



96

onde p3 > po é equivalente a ¢o > ¢;. Continuando com o processo, temos v € L% (RN )
com g3 > (o equivalente a p3 > po.

De tal forma construimos duas sequéncias {p,} e {q.}, tal que

il = ———— € (Qni1 > (qn Ppara n > 1.
n+1 N 21 n+1 > 4n P 2

Provaremos que p, — o0 e g, — 00, 0 que mostra que precisamos fazer este procedi-
mento de bootstrap um niimero finito de vezes apenas para obter a conclusao desejada.
Suponha por contradi¢ao que p, — l; € R e ¢, — ls € R. Entao,

NlQ Nll

=2 o =
YT Ng—2, ¢ T Np—ay

a partir do qual obtemos
N(pg—1)
2p+2

com efeito,

Nl
Np — 2[2
N Nlo

Nqg—2l2
Np - 2N(]1V—l22l2
N2l

Nl

p(Ng — 2ly) — 2l

& Npg—2pls — 2l = N
& —bp+2)=N(1-pg)
_ N(pg—-1)

< = 2p+2

acima mostramos que a implicacgao [, < ¢+1 é uma contradigao o fato de que ¢, 11 > ¢,
para todo n. Portanto, ambas as sequéncias tendem ao infinito. Assim, concluimos
que u,v € W25(RY) para todo s < co. Dessa forma u € WH¥(RY) para todo s < oo,
assim existe u, € C°(RY) tal que u,, — u em Wh5(RY) e pelo Teorema de Morrey

(Apéndice C) temos que u,, — u em L>®(RY), entao dado ¢ > 0 existe R > 0 tal que

|un(x) —u(z)|w <€ e u,(x)=0 sempre que |z|> R.
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Assim, para |z| > R temos |u(z)| < ¢, isto ¢, u(z) — 0 quando |z| — oco. De

maneira andloga vemos que v(z) — 0 quando |z| — oo.



Apéndice B
Variedade de Nehari

Nesse Apéndice apresentaremos a variedade de Nehari para o funcional Wy defi-

nido no Capitulo 1 e algumas propriedades.

B.1 Variedade de Nehari

Definimos a Variedade de Nehari para o funcional ¥y, como sendo o seguinte

conjunto

N ={we X\ {0} Ty (w)(w)=0}.

B.1.1 Propriedades da Variedade de Nehari

Lema B.1 Para cada w € X \ {0} existe um unico t, € (0,+00) tal que t,w € N.

Demonstracgao.
Para cada w € X = L@FV/9(RN) x LP+D/P(RN), considere a aplicacio
h: [0,400) — R

t e h(t) = Uy (tw).

Para t # 0, temos

/

W (t,) =0 Uy (tww)(w) =0 < Uy (tw)(tww) = 0 & tuw e N (B.1)
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Pelo Lema 1 item (ii) do Capitulo 1 ja vimos que
Uy (tw) - —oo quando t — oo

dai,
h(t) - —oco quando t — 0.
Dessa forma, existe ¢, € [0,4+00) com h(t,) maximo global. Pelo Lema 1 item (i) do

Capitulo 1, temos h(t,) > 0 para t ~ 0. Vamos mostrar que t,, ¢ o Ginico ponto critico

de h consequentemente por (B.1)) teremos t,w € N. De fato,

’

hi(t)=0<« At/ L gpot)/e _ o2 —

onde,

(¢+1)/q (p+1)/p
RN W, /a RN W, /P RN

chamando oo = (¢ +1)/q e 8= (p+1)/p temos
At* + BtP — Ct* =0 & At" + Bt = Ct?
como «, 3 < 2 consideremos, sem perda de generalidade, o < 3 temos para t > 0
A+t =
Agora fazendo r =  — a e s = 2 — «a temos
A=Ct —Bt":=¢g(t) 0<r<s<l1, t>0.

Temos:

i) g é continua,

i1) g(0) =0 < A;

i1i) g(t) = oo quando ¢ — oo.

Assim, pelo Teorema do Valor Intermediario existe ¢ € (0,+00) tal que g(t) = A.
Vamos mostrar que este t4 := t é tnico. Por (ii7) temos g(t) < 0 para t € [0, 0] para

algum ¢. Por outro lado, se ty é ponto critico de g temos

g/(t0> Bltgil - Cltgil =0

By = City"

o & 1/(s—r)
0= C .

r 3
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Logo, g possui um tnico ponto critico t; > 0. Dessa forma, temos ¢ estritamente
crescente no intervalo [tg, +00), pois se fosse ¢'(t) < 0, t € (ty, +00), ndo terfamos (zii)
e se ¢’ muda de sinal em (ty,+00) o Teorema do Valor Intermediario nos dar um t;
com ¢'(t;) = 0. Segue entao que, ¢'(t) > 0 para t € (ty,+00). Logo, g é injetora no

intervalo (Zo, +00), sendo A > 0 temos 4 € [ty, +00) e como g, < 0 se houvesse

tg,+o0)

outro t com g(t) = A deverfamos ter t € (tp,+00), mas g ¢ injetora em [tg, +00).

Consequentemente, se t1,to > 0 € N e tiw, tow € N entao t; = t,. [ |
Corolario B.1 Sew € N et, > 0 tal que t,w € N, entao t, = 1.

Demonstragao.

Desde que 1-w € N, pelo lema anterior, como t,w € N, t, > 0, entao t, = 1.1

Corolario B.2 A aplicacao

o: X\ {0} >R

w = d(w) =t,
¢ continua, isto €, se w, — w em X \ {0} entdo t,,, — t,.

Demonstracgao.

Dado w,, = (w},wh) € X \ {0} e w = (w1, ws) tal que w, — w, temos

W —w, em LYtY/YRYN) quando n — oo

Wl —wy, em LEPHYPMRNY quando n — oo.
Por outro como t,, w, € N temos,

Wy (g, wn ) (L, wy )dz = 0

1 1
t, wh g1 t, wh 11
& %dm +/ “—i/ldw - / (tow, wn, Kty wpdz)dr =0
Ry WM RN W, RN
1 1
149 wh at! 14 w pTl
& U, / | L da:—i—tf,: / | 2|1 dr —t2 / (W, Kwy)dz =0
RV Wi/ RV Wy'P " Jry
Fazendo
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a=(q+1)/qg, B={@+1)/p,

temos assim,

to, Tn + tgnyn — tznzn =0, a<}gf.

W W

Para concluir nosso argumento ¢é suficiente mostrar que t,, possui subsequéncia con-
vergindo para t,. Definindo o conjunto N = {n € N;t,, < 1}, observamos que se N é
infinito ent@o teremos que (%, ) possui subsequéncia convergente. Por outro lado, se o

conjunto N é finito considerando t¢,, > 1V n > ny temos

2 2 < D (zn+yn)
:>ti;6zn < 24y, <c, com c¢>0
c
=27 < — <A com A>0

Zn

Mostrando que {t,,} é limitada. Logo, existe uma subsequéncia de {t,, }, a qual

denotaremos por {t,, }, tal que t,,, — k em R. Assim,

0=t xn+ tgnyn — t2nzn — k% + EPy — K2z,

W w:

onde - -
14 14
T = / |w1|1‘1/ de, y= / |w2|1p/ de, z= / <w7 Kw>dq;
Ry W1 Ry W,'P RN
Dai, kw € N, pelo Lema B.1, k = t,,. Portante ® ¢ uma funcao continua. [ |

Corolario B.3 N e S = {w € X \ {0};||w|| = 1} sao homeomorfos.

Demonstracgao.

Considere as aplicagoes

f: N =8
w »—>f(w):||5—||
g: S =N
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Temos f e g continuas,
Flof)) = Fltuw) = 2
g(w)) = f(tyw) = = w,
tul[wl]
pois w € S.
Por outro lado,
w w
(5@ =0 (755) = 12 ety =

el Tl 10

para t(,/|w) = ||w||. Mostrando que N e S sao homeomorfos. |



Apéndice C
Os espacos de Sobolev

Neste Apéndice apresentaremos alguns resultados de Analise funcional, Teoria da
medida, Espacos de Sobolev e demonstraremos o Lema devido a P.L. Lions utilizado

no Capitulo 1.

Definicao C.1 Seja Q C RY um conjunto aberto e p € R tal que 1 < p < oo. O
espago de Sobolev W™P(Q) é definido por

WmP(Q) ={u € LP(Q); D e LP(Q) para 0 <|a| <m}.

Denotamos o conjunto

HY(Q) = W2(Q)
e a aplicacao
N: HYQ) —R
1/2
v — N(v) = (/(]Vv|2 + v2)dx)
Q

define uma norma em H'()) que torna o espaco de Hilbert com o produto interno
dado por
(u, v) 1) = /(Vqu + uv)dx.
Q

Além disso definimos o espago H} () = CgO(Q)I'lH”QX
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Teorema C.2 (Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue)

Sejam Q um conjunto mensurdvel de RN e {u,} uma sequéncia de fungoes men-
surdveis tal que

(1) up(z) = u(x) qtp. em

(it) Existe h € LY(Q) tal que |u,(x)| < h(z) para todo n € N. Entao,

n—oo

lim Qun(:c)d:c:/gu(x)dx.

Demonstragao.|9)

Teorema C.3 Seja {u,} uma sequéncia em LP(Q2) tal que |u, — u|, — 0 para n — oo.
Entao, a menos de subsequéncia, existe uma fungdo h € LP(Q) tal que

(@) up(z) = u(z) qtp. em Q

(0) |un(z)| < h(x), VkeN qtp. defd.

Demonstragao. 9]

Desigualdade 1 (Desigualdade de Interpolagao)
Seuwe LP(Q)NLYQ) com 1 <p<q< oo, entaou € L7(QQ) para todo p < r < q.
Além disso,
Jul, < Julplulg™
onde 0 <9 <1 veriﬁca%:g—i—ﬂ.

Demonstragao. [25]

Lema C.1 ( P. L. Lions, 1984)

Sejam r >0 e2 < q<2*. Se{u,} € uma sequéncia limitada em H'(RY) e se

sup / |un|?dz — 0 quando n — oo,
yeRN J B(y,r)

entio u, — 0 em L*(RY) para 2 < s < 2*.

Demonstracgao.
Consideremos o caso N > 3 (para N = 2 a prova é similar, veja por exemplo

[23]). Seja ¢ < s < 2* e u, € H'(RY). Pelas Desigualdades de Interpolagao e Holder
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temos
|tn|LoBwm) < |Un‘; B(y,r)) |Un|L2* B(y,r))
2/2
< C]unqu(B (W) [/ (|tn)? + |V, |*)dz
B(y,r)

1 A 1—A — 2* 2
onde — = — + —— & A= 574 . Escolhendo A = —, obtemos

s 2% q 2 —q s s’

S S 1—>\ S
[ ualde < i [ (Vs
B(y,r) B(y,r)

Agora, cobrindo R por bolas do raio r, de tal modo que cada ponto RY esteja contido

em no méaximo N + 1 bolas, encontramos

un|fde = / | < / | da
/]RN " U2, B(ys,r) ! Z B(y:,r) "

o0

(1=X)s
< Z <CS|Un| B(y,r)) /B(y :

=1

(1-X)(s/q)
= O e U ( )'unfdx} R ) > (B 1))
B(y,r

N
yeR i=1

(Junl? + |wn|2>dx>

i\

Fixando z, por hipotese, existem no maximo N + 1 bolas, digamos, v;,, ..., ¥, &k € N,

tai que v € B(y;;,r), j = 1,...,k, onde podemos assegurar k¥ < N + 1. Segue que

XB(yi,r) ($) =1 e parax ¢ B(yi,r), XB(yiJ‘)(x) = 0. Assim,

Zx (yi,m))(x) =k <N +1

Logo,
(1=X)(s/q)
[l = e s [ jupar] [ Gl 90 S (B
RN yeRN LJ B(y,r) i=1
(1=X)(s/q)
< (N +1)C” sup [/ ]un]qul / (Jun|? + |Vu,|?)dx
yERN B(y,r) RN
Usando as hipéteses sobre {u,, }, segue que u,, — 0 em L*(RY) para 2 < s < 2*. [ |

Teorema C.4 Seja 2 um dominio limitado reqular, j,m € N e 1 < p < co. Entao as
imersoes abaixo sao continuas
N
(1) Sem < —:
p

- 4 Np
Wj+m,p 0 WP (Q) .
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N
(i) Sem —1< —:
p

: , N
WIHtmP(Q) — C7*(Q) 0<a<m— —;

D
N
(17i) SekeNeO0<m<k——:
p
WEP(Q) — C™(9).
Demonstragao. [9)
Teorema C.5 As sequintes imersoes sao continuas:
(1) Semp < N
WmP(RN) — LYRY) p<q< Np
Y — — N o mp’

(i7) Se mp =N
Wme(RY) < LYRY),  p<q<oo;
[] (iii) Se mp > N
WmP(RY) — CP(RY),
onde k € um inteiro verificando k < m — Np < k+1 e a € R satisfazendo) < o <
m—k—%:ao se0<ag<lel<a<lseay=1.

Demonstracao. [I]

Teorema C.6 (Rellich - Kondrachov)
Sejam Q2 C RY um dominio reqular e limitado, j € NU{0}, meNel <p < co.
Entao as sequintes imersoes sao compactas
(1) Sem < %:
WITmE(Q) = W(Q), ¢ € [1,27;
(77) Sem = %:
WItme(Q) — WP(Q), para q € [1,+00) se

(1) Sem > -

Witme(Q) — C9(Q);

. , N
WIHmP(Q) — C7*(Q), a€ (O,m — ?) :
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Demonstragao. [I]

Teorema C.7 (Agmon - Douglis - Niremberg [ADN])

Suponha que @ C RY ¢ de classe C*(Q2) com 9OQ limitada. Seja 1 < p < oo.
Entéo, para todo f € LP(), existe uma tnica solu¢io u € WP(Q) N W, P(Q) da
equagao

—Au4+u=f em Q.

Além disso, se Q € de classe C"™2(Q) e f € W™P(Q) (m > 1), entdo
ue W™2P(Q) e |ulwmren) < C|flwms-
Demonstragao. [9)

Teorema C.8 (Principio do Maximo para o Problema de Dirichlet) Seja Q2 C

RY um conjunto geral aberto. Assuma que
fel? ) e ue H(Q)NC(Q)

satisfaz
/Vu~Vgod:c—|—/u<pdx = / fodr Y @€ HY ().
0 0 Q

Entao, para todo x € €,
min {infu, inff} < u(x) < max {sup u, sup u} :
T Q r Q
Demonstragao.|9)

Teorema C.9 (Principio do Maximo fraco)

Seja

L= Z @i (‘31: 8% Z il 0@ (z)u

i,j=1 i=1

um operador eliptico definido em dominio limitado Q C RY. Suponha que

Lu>0(<0) em c=0 em

?

comu € C2(Q)NC°(Q). Entdo o mdrimo (minimo) de u em Q € atingido em OS2, isto
¢,

supu = supu (infu = inf w).
up up (in inf u)
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Demonstragao.|16]

Teorema C.10 (Morrey)

Seja p > N. Entao, temos a imersao continua
WEP(RY) s L=(RY).
Além disso, para u € WHP(RY), temos
u(z) —u(y)| < Clz —y|*[Vul, qtpem RY
onde « =1— (N/p) e C € uma constante (dependendo apenas de p e N ).

Demonstragao.|9)



Apéndice D
Outros Resultados

Neste apéndice apresentaremos mais resultados importantes utilizados em nosso
trabalho. Aqui enunciaremos alguns resultados especificos sogre o grau para superficies
compactas orientadas, para mais detalhes veja [26] capitulo 5.

Considere duas superficies orientadas M e N, de mesma dimensao, e f : M — N
uma aplicagao diferenciavel. Se M é compacta, definimos o grau de f da seguinte
forma. Seja p € M um ponto regular para f, de modo que df(p) é um isomorfismo
linear entre os espacos vetoriais T,M e Ty, N, dado ¢ € N um valor regular para f, o

grau de f em ¢ é dado por

d(f,q)= > sign(df(p)).

pef~Ha}
Onde sign df (p) é o sinal da diferencial df (p), definido como sendo +1, se df (p) preserva
a orientagao, ou sendo —1, se df (p) inverte a orientagao.
Seja X uma variedade compacta orientada com bordo 90X e £ um campo vetorial
em X. Chama-se singularidade de £, um ponto p € X para o qual {(p) = 0. Uma

singularidade p € X é isolada se p for o tnico zero de £ numa vizinhanga de p.

Definicao D.1 Seja p uma singularidade isolada de &. Chama-se indice de & em p
ao numero inteiro index(&,p) = d(f,q) onde f : D — S"71 f(z) = &(x)/||€(2)]], n =
dim(X) e D é um disco centrado em p, que nao contém nenhuma outra singularidade

de €.
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Definicao D.2 Seja S uma superficie orientada. Uma triangulagdo de uma regido
reqular R C S € uma familia finita 7 de triangulos T;, i = 1,...,n, tal que

1. UL T, =R

2.8 T,NT; #0, 1 # j, entao T; NT; € uma aresta comum de T; e T; ou um

vértice comum de T; e Tj.

Definicao D.3 Dada uma triangulacao 7 de uma regigo R C S de uma superficie S,
denotaremos por F' o nimero de triangulos (faces), por E o nimero de lados (arestas),

e por V o nimero de vértices da triangulacao. O nimero
F-E+V=x
€ chamado caracteristica de Euler - Poincaré da triangulagao.

Proposicao D.4 Se R C S € uma regiao reqular de uma superficie S, a caracteristica

de Euler - Poincaré nao depende da triangulacao de R. Convém, portanto, denotd-lo

por x(R).
Demonstracao. [10]

Definicao D.5 Uma singularidade p € M de um campo vetorial & de uma variedade
compacta orientada X diz-se nao - degenerada se a diferencial d&(p) : T,M — T,M ¢é

um isomorfismo.

Proposicao D.6 Se p € M ¢é uma singularidade nao - degenerada de um campo ve-

torial & de uma variedade compacta orientada X, enta:

1, se det(d&(p)) >0,
—1, se det(dé(p)) <O0.

index(&,p) =

Demonstragao. |26]

Teorema D.7 (Teorema de Holpf - Poincaré) Se M é um superficie compacta e
orientada, X € um campo vetorial com singularidades py, ..., pg, todas isoladas, entao
X(M) =Y " index(X, p),

iel

onde x(+) € a caracteristica de Euler - Poincaré.
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Demonstragao. |26]

Defini¢ao D.8 Diremos que {w,} C X é uma sequéncia Palais - Smale no nivel c,

denotada por (PS)., quando
I{wp,) —=c e I'(w,) >0 em X quando n — oco.

Definicao D.9 Diremos que I verifica a condicao de Palais-Smale, ou simplesmente
a condi¢ao (PS), quando toda sequéncia (PS). para ¢ € R, admite uma subsequéncia

que converge forte em X, isto €,
Iwy) —=c e I'(w,) =0
implica que existe (wy,) C (wn) e wy € X tais que
Wp, > wo em X,

Teorema D.10 (Teorema do Passo da Montanha (Sem a condigao (PS5)))
Seja X um espago de Banach e I € C'(X,R) verificando as sequintes condigoes:

i) Existem r,p > 0 tais que
I(u) = r>1(0), |ull = p.
i1) Eziste e € X \ B,(0) tal que
I(e) <.

Entao, dado € > 0 pequeno, existe u. € I ([c — 2¢, ¢+ 2¢]) com

|I'(u.)| < 2e
onde
= inf I(y(t)) >
¢ = Inf max (v(£) = r
€

D= {yeC(0,1,X); +0)=0 ¢ A(1)=e}

O nivel ¢ é conhecido como nivel do Passo da Montanha.
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Demonstragao. [|32]

Teorema D.11 (Teorema dos Multplicadores de Lagrange)
Sejam X um espaco de Banach, J, ¥ : X — R funcionais de classe Ct e
M={ueX; Wu)=1}=v"{1})
com

U'(u) #0 para todo u € M.

Se J ¢é limitado inferiormente em M e existe ug € M verificando

J(up) = inf J(u),

ueM

entao existe A € R (multiplicador de Lagrange) tal que
J' (ug) = ANV (ug).
Em outras palavras, ug € ponto critico de J restrito a M.
Demonstracgao. [32]
Desigualdade 2 (Tartar)
Sejam z,y € RY nao simultaneamente nulos, entao vale a sequinte desigualdade
Cplz —yl7, se p=>2

r—ul2
CPW’ se 1<p<?2

(ol — yI"y, & — y)gn >

onde (-, -)rn denota o produto interno usual de RN e C, > 0.

Teorema D.12 (Teorema de Miranda, 1940)
Sejam Q = {z € RY : || < R, i=1,2,...,N} e f:Q — RY uma funcao
continua satisfazendo
(1) fi(x1, 29, ... ;21 , Ryxinq, ... ,xy) <0, Vie{l,2, ...,N};
(1) filx1, 29, .. yximy ,—R,Tig1, ... ,an) >0, Vie{l,2, ...,N}.
Entao, existe T € §2 tal que f(T) = 0.
Demonstragao. [27]

Teorema D.13 (Teorema da Alfandega)
Seja X C RN um conjunto arbitrdrio. Se um conjunto C' C RN contém um ponto

a € X eum pontob ¢ X enta C contém algum ponto da fronteira de X.

Demonstragao. |21]
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