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Resumo

As algebras de Jordan das matrizes simétricas de ordem dois, sobre um corpo, pos-
suem exatamente duas graduagoes naturais pelo grupo Zs. Neste trabalho, apresentado
em cinco capitulos, descrevemos uma base das identidades polinomiais 2-graduadas no
caso dessas duas graduacoes, quando o corpo base ¢ infinito e de caracteristica dife-
rente de dois. Para uma graduacao dita escalar o resultado é estendido para o caso das
algebras de Jordan de uma forma bilinear simétrica nao degenerada, denotadas por B e
B,, quando os espacos bases possuem dimensao infinita e finita, respectivamente. Neste
caso, sobre um corpo de caracteristica zero, também mostramos que o ideal de todas
as identidades 2-graduadas de B,, satisfaz a propriedade de Specht. Além disso, apre-
sentamos as classificacoes das graduacoes da Algebra de Jordan de uma forma bilinear.
Por fim, determinamos uma base para o ideal das identidades da algebra de Jordan de
uma forma bilinear degenerada de posto n — 1, com espaco base n-dimensional.

Palavras-chave: Algebras de Jordan. Identidades graduadas. Propriedade de

Specht.



Abstract

The Jordan algebra of the symmetric matrices of order two over a field has exactly
two natural gradings by the group Z,. In this work, presented in five chapters, we
exhibit bases for 2-graded polynomial identities for these two grading when the base
field is infinite and of characteristic different from 2. For a so-called “scalar grading” the
result is extended to the case of Jordan algebras of a non-degenerate symmetric bilinear
form, denote by B and B, when its vector spaces have infinite and finite dimensions,
respectively. In this case, over a field of characteristic zero, we also show that the ideal
of all the 2-graded identities of B, satisfies the Specht property. Moreover, we study
the description all possible G-gradings on Jordan algebra of a bilinear form. Finally,
we determine a basis for the identities of the Jordan algebra of a degenerate bilinear
form with a n-dimensional vector space of rank n — 1.

Keywords: Jordan algebras. graded identities. Specht property.
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Introducao

Uma identidade polinomial para uma algebra é um polinémio que se anula quando
é avaliado nos elementos da algebra. A algebra que possui uma identidade polinomial é
denominada algebra com identidade polinomial, ou simplesmente PI-algebra. Histori-
camente, essa teoria teve inicio na década de 30, com os trabalhos de Déhn [7] e Wagner
[34], onde aparecem, embora de forma implicita, algumas identidades polinomiais para
as matrizes de ordem 2. Apesar disso, o estudo dessa teoria, so se intensificou por volta
de 1950, época em que foi provado o Teorema de Amitsur-Levitzki [2], mostrando que
a algebra das matrizes de ordem n sobre um corpo K satisfaz o Polinomio Standard
de grau 2n, isto é, a somatoéria alternada avaliada em todos os possiveis produtos de
2n matrizes de ordem n ¢ sempre igual a zero. Nessa mesma época, mateméaticos como
Jacobson, Kaplansky, Herstein, Malcev, Cohn, Shirshov, entre outros, deram contribui-
¢Oes importantes para a Pl-teoria. Mais tarde, Kaplansky, em [18|, elaborou uma lista
de problemas relevantes na teoria de anéis, onde ainda se encontram varios problemas
em aberto em Pl-algebras.

Acerca do problema de determinar as identidades de uma algebra conhecida,
sobre um corpo de caracteristica zero, Kemer relacionou o 7T-ideal das identidades
polinomiais de uma &lgebra associativa com os T-ideais que satisfazem a condic¢ao:
sempre que f(z1,...,2.) € g(Try1,...,2s) sa0 polindbmios em conjuntos disjuntos de
varidveis tais que f - g estd no T-ideal entao f ou g também estd no T-ideal. Tais
T-ideais sao chamados de verbalmente primos (ou 7-primos). Kemer mostrou ainda
que os T-ideais T-primos nao triviais sao apenas os ideais de identidades das algebras
matriciais M, (K), e das algebras M,,(E) e M,,(E). Esta ultima ¢ uma subélgebra de

M,»(E) composta pelas matrizes em blocos a x a e b x b na diagonal, cujas entradas



7

estdo no centro de F/, e as demais estao na parte “anticomutativa” de . Aqui, E denota
a algebra de Grassmann de um espago vetorial de dimensao infinita. Recordamos aqui
que essas algebras sao obtidas, como sendo os respectivos envelopes de Grassmann, a
partir da classificacao das algebras graduadas simples, graduadas pelo grupo ciclico de
ordem 2. Tal classificagao foi dada por C. T. C. Wall [35]. Recordamos ainda que o
termo T-ideal verbalmente primo indica que os respectivos T-ideais sao “primos” mas
apenas dentro da classe dos T-ideais. E conhecido que entre os T-ideais verbalmente
primos, apenas os T-ideais das algebras M, (K) sdo primos.

E importante mencionar que determinar bases para T-ideais de 4lgebras associa-
tiva e nao associativas pode ser um trabalho muito dificil e tais descri¢oes sao conheci-
das em poucos casos. Assim, esta discussao nos da uma luz a cerca de estudar outras
algebras munidas de estruturas adicionais.

Nas ultimas décadas, varias generalizacoes do conceito de identidade polinomial
tém sido estudadas, tais como: identidades polinomiais graduadas, identidade polino-
miais com trago e identidades polinomiais com involugdo (ou *-identidades), sendo a
primeira objeto de estudo desta dissertagao. Kemer utilizou identidades graduadas na
sua teoria dos ideais de identidades em algebras associativas (indicamos [21] para mais
detalhes). As identidades com trago foram estudadas com detalhes por Procesi em
[27], e por Razmyslov em [28]; como consequéncia dos resultados obtidos, Razmyslov
deu uma nova demonstragao do Teorema de Amitsur e Levitzki. Ja as identidades po-
linomiais com involu¢ao tém relagdo com as identidades polinomiais (ordinarias). Em
[1], Amitsur demonstrou que uma algebra satisfazendo uma identidade com involugao
é uma PI-4lgebra.

A classe das algebras das matrizes triangulares superiores sobre um corpo K,
denotada por UT,,(K), foi uma das primeiras classes de algebras a ter suas identidades
polinomiais completamente descritas. Elas sao cruciais na classificacao de subvariedade
das variedades das algebras geradas pela algebra das matrizes de ordem 2. Em relacao
as algebras de Lie, é conhecida uma base das identidades de sly(K), onde sly(K) é a
subalgebra de My(K') (matrizes de ordem 2) que tem trago zero. No caso das algebras
de Jordan, podemos citar as descricao das identidades das algebras B, e B de uma
forma bilinear simétrica nao degenerada. Estes resultados sao devidos a Vasilovsky

[33]. Citamos também a descricdo das identidades para éalgebra de Jordan de uma
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forma bilinear simétrica degenerada de posto n — 1 feita por Martino, ver Capitulo 5.
Além disso, A.V.II'tyakov, em 1985, desenvolveu métodos para estudar as identidades
polinomiais em &lgebras e provou que a variedade de B, satisfaz a propriedade de
Specht, no sentido ordinario.

Graduacgoes sobre algebras e suas correspondentes identidades graduadas tem sido
objeto de extenso estudo nas tltimas décadas. Muito se sabe sobre bases de identi-
dades graduadas em classes de algebras associativas. Estes incluem todas as algebras
T-primas com suas graduagoes naturais, matrizes triangulares superiores, etc. Em con-
traste com o caso associativo, identidades graduadas para algebras de Lie e de Jordan,
raramente foram estudadas. Entre os poucos resultados conhecidos, mencionamos 23]
e [24]. No primeiro desses artigos, foram descritas as identidades graduadas para a
algebra de Lie sly(K), sob todas as classificagdes possiveis. O segundo artigo tratou
das identidades graduadas da algebra de Jordan das matrizes simétricas de ordem dois.

Outra variagao do conceito de identidades polinomiais é o conceito de identida-
des fracas. Tal conceito foi introduzido e utilizado por Razmyslov na descricao das
identidades para algebras associativas e de Lie. Um polinémio f(z1,...,x,) é uma
identidade fraca para o par (A4,V) (sendo A uma &lgebra e V um subespago de A)
se f(vi,...,v,) = 0, para quaisquer vq,...,v, € V. Como ja mencionado, o estudo
das identidades fracas nao se restringe ao ambiente associativo, referimos o leitor aos
artigos [14] e [24] para observar a utilizacao dessa defini¢do no ambiente de Jordan.

Iremos resgatar a notacao de G-graduacao, objeto de amplo estudo deste trabalho
de dissertagdo. Uma variedade de algebras Z,-graduadas (algumas vezes chamadas
de 2-graduadas) determinada por uma algebra A satisfaz a propriedade de Specht se
todos os Thr-ideais que contém as identidades Zo-graduadas de A admitem uma base
finita, como Th-ideal. Tal definicao é uma “adaptacao” do caso associativo e ordinério
bastante conhecido proposto por Specht em 1950, e provado por Kemer [19, 20|, o
qual questionava se toda algebra associativa, sobre um corpo de caracteristica zero,
possui base finita para o ideal de suas identidades polinomiais. O problema de Specht
pode ser enunciado de outras maneiras equivalentes. Uma delas é se todo ideal de
identidades polinomiais na algebra associativa livre é finitamente gerado como ideal de
identidades, ou de forma equivalente, se toda cadeia ascendente de ideais de identidades

¢ estacionaria.
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Este trabalho esta dividido em 5 capitulos e é uma colecao de resultados que
podem ser encontrados em [3], [8], [24] e [26]. Com isso, acreditamos, que serd uma
forte fonte de consulta para estudos futuros na area. Tal trabalho esta organizado da
seguinte forma.

No Capitulo 1, serao apresentados conceitos e resultados preliminares, assim como
a construcao de uma algebra livre de Jordan, as representagoes dos grupos simétricos
e dos grupos gerais lineares; faremos uma introducao a teoria de invariantes, e ainda,
apresentaremos os conceitos de identidades polinomiais e identidades fracas. Tais con-
ceitos e resultados, serao necessarios para o que sera desenvolvido nos capitulos poste-
riores.

No Capitulo 2, estudaremos as classificacoes das graduagoes da algebra de Jordan
de uma forma bilinear, sobre a hipotese do corpo ser de caracteristica diferente de 2,
feita por Yuri Bahturin e Ivan Shestakov em [3] e complementada por Fabrizio Martino
em [26].

Da classificacao mencionada no paragrafo anterior, verificamos facilmente que,
a menos de isomorfismo, a dlgebra de Jordan das matrizes simétricas de ordem 2,
denotada por Jo, tem duas Zs-graduagoes nao triviais: uma em que dim(Jz)y = 1, a
qual chamaremos de graduacgao escalar, e outra com dim(.Jy)o > 1, a qual chamaremos
de graduacao nao escalar.

No Capitulo 3, apresentaremos a descricao de uma base para as identidades gra-
duadas em cada caso. Para o caso da graduacao escalar, apresentaremos uma base para
as identidades graduadas das algebras de Jordan B e B,,. Mencionamos que tal dlgebra
B,, é uma generalizacao da algebra .J5, ou seja, Jo e By sao isomorfas como algebras.
Aqui o corpo base é infinito de caracteristica diferente de 2. E importante mencionar
que o resultado para os proximos dois capitulos se baseiam na hipotese do corpo base
ser de caracteristica zero. Os resultados deste capitulo, podem ser encontrados em [24].

No Capitulo 4, mostraremos que a variedade de algebras de Jordan Z,-graduadas
geradas por B, = K &V, com a graduacao escalar, satisfaz a propriedade de Specht,
com base em [13]. Aqui, o uso da Teoria de Invariantes proposta por Concini e Procesi
em [6], da teoria de representagoes de grupos (ver |9, Chapter 12]) e da propriedade de
base finita (ver [15]) sdo indispensaveis.

No altimo capitulo desta dissertagao, serd considerado a algebra de Jordan de uma
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forma bilinear degenerada de posto k com espaco base n-dimensional, denotada por
Jnx = KBV = By®D,,_j. Exibiremos identidades polinomiais (no caso ordinario) para
o caso em que k = n—1. O resultado principal deste capitulo, que pode ser encontrado

em [26], ¢ mostrar que as algebras de Jordan J, ,_; e B,_; sao Pl-equivalentes.



Capitulo 1

Conceitos preliminares

Neste capitulo, apresentaremos conceitos e resultados iniciais que servirao como
base para o desenvolvimento deste trabalho. Assumimos que o leitor tenha conheci-
mento dos conceitos e resultados basicos de algebra linear, assim como da teoria de
grupos, anéis e corpos. Dividimos este capitulo em sete secoes, onde inicialmente,
apresentamos o conceito de algebras, juntamente com exemplos e resultados que se-
rao importantes para o nosso trabalho. Apresentamos também a construcao de uma
algebra livre de Jordan, as representacoes dos grupos simétricos e dos grupos gerais
lineares, faremos uma introducao a teoria de invariantes, e ainda, identidades polino-
miais e identidades fracas.

No decorrer de todo texto, K denotari um corpo e, a menos que seja mencionado,
todas as algebras e espacos vetoriais serao definidos sobre K. Além disso, charK

denotara a caracteristica do corpo K.

1.1 Algebras

Nesta secao, sera feita uma breve introducao sobre algebras, objetos de estudo

neste trabalho.

Definicao 1.1.1 Sejam V,W e U espacos vetoriais sobre o mesmo corpo K. Uma

aplicacao b: 'V x W — U ¢ bilinear, se valem:

(i) b(Avy + vg, w) = Ab(v1, w) + b(vg, w); e,
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(ii) b(v, Awy + we) = Ab(v, wy) + b(v, ws),
para quaisquer A € K, v,v1,v9 € V e w,wy,wy € W.

Definicao 1.1.2 Seja V' um K-espacgo vetorial. Definimos uma forma bilinear sobre

V' como sendo uma aplicacao bilinear b: V xV — K.

Exemplo 1.1.3 Dado V um espaco vetorial qualquer sobre um corpo K, a aplicacao

nula: by: V x V — K dada por by(v,w) = Oy é uma forma bilinear.

Exemplo 1.1.4 Seja V um espaco vetorial sobre os reais. Um produto interno sobre

V', denotado por (,): V xV = R, € uma forma bilinear.

Exemplo 1.1.5 Sejam g1,92: V — K duas transformacoes lineares. Entao a aplica-
cao b: V xV — K definida por b(u,v) := g1(u) - g2(v), para todo u,v € V, é uma
forma bilinear.

Observacao 1.1.6 Seja V um espaco vetorial. Dizemos que um subconjunto de ve-

tores ordenados B = {uy,...,u,} de V é uma base de V, se ele é linearmente in-
dependente e gera V. Além disso, em todo texto, denotaremos por span(vy,...,vy) o
subespaco de V' gerado pelos vetores vy,. .., vy.

Definicao 1.1.7 Seja A um espago vetorial sobre K. Dizemos que um par (A, x) é

uma K-dlgebra (ou dlgebra sobre K ) se “«” é uma aplicagao bilinear de A x A em A.

Na definicao acima, “x” chama-se produto ou multiplicacao. Em geral, denotare-
mos a * b, com a,b € A, simplesmente por ab. Definimos ajasaz como sendo (ajas)as
e, indutivamente, ajas...a,_1a, como sendo (ajasy...a, 1)a,, para a,...,a, € A.
Dizemos que um subconjunto S da algebra A é uma base se [ é uma base de A como
espaco vetorial e definimos a dimensao de A como sendo a dimensao de A como espaco

vetorial.

Definigcao 1.1.8 Seja A uma K-dlgebra. Dizemos que A é:
i) Associativa, se (ab)c = a(bc), para quaisquer a,b,c € A;
ii) Comutativa, se ab = ba, para quaisquer a,b € A;

i) Unitaria (ou com unidade), se existe um elemento em A, denotado por 14, tal
que aly = 14a = a, para todo a € A. O elemento 14 € chamado de unidade da
dlgebra A.

w) de Jordan, se é comutativa e vale (a*b)a = a*(ba) (identidade de Jordan),
Va,b € A, onde a® = a - a.
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Exemplo 1.1.9 (Algeb’r’a das matrizes) Sejam K um corpo e n € N. O espaco
vetorial M,,(K) munido de seu produto usual € uma dlgebra associativa com unidade
(a matriz identidade I,,). Destacamos nesta dlgebra as matrizes unitdrias e;j, onde
eij $ao as matrizes que possuem 1 na entrada da i-ésima linha e j-ésima coluna e O
nas demais. E fdcil verificar que elas formam uma base para M, (K). De modo geral,
se A € uma dlgebra, consideramos o espaco vetorial M,(A) de todas as matrizes de
ordem n com entradas em A. O produto de matrizes em M,(A) é andlogo ao produto

de matrizes com entradas em K. Temos entao uma estrutura de dlgebra em M, (A).

Exemplo 1.1.10 (Algebra de Grassmann) Seja V um espago vetorial de dimensio
infinita enumerdvel, com base denotada por {e1, ey, e3,...}. A dlgebra de Grassmann
E(V) (ou simplesmente E) de V, é a dlgebra associativa com unidade que satisfaz a
sequinte relagao:

eie; = —eje;, Vi, j € N,
Na dlgebra de Grassmann E ¢é importante destacar os sequintes subespagos:
e Ey, gerado pelo conjunto {1,e;e;,---e; | k € par};
e Ey, gerado pelo conjunto {e; e, ---e;, | k € impar}.

Neste caso, E = FEy ® E, visto como espaco vetorial. Como informacdo adicional,

vemos que se char(K) = 2, entdo a dlgebra de Grassmann é comutativa.

Exemplo 1.1.11 (Algebra de Clifford) A construcio da dlgebra de Clifford é ana-
logamente ao anterior. Seja V- um espaco vetorial de dimensao infinita enumerdvel mu-
nido de uma forma bilinear simétrica f com base ortogonal denotada por {ey, es, €3, ...},
podemos definir a dlgebra de Clifford C(V') de V', que é a dlgebra que satisfaz as se-
guintes relacoes:

e;e; = —eje;, Vi # j € N

e; = qle),

onde q € uma forma quadrdtica associada a f. Observe que a dlgebra de Grassmann é
um exemplo de dlgebra de Clifford quando q = 0, i.e., a forma quadrdtica considerada

é a nula.

Sejam a, b e ¢ elementos de uma algebra A. Definimos o comutador de a e b,
denotado por [a,b], o produto de Jordan de a e b, a o b e o associador entre a,b e c,

(a,b,c), como sendo as operagoes:

e [a,b] = ab— ba,
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e aob=ab+ba

e (a,b,c) = (ab)c — a(be),
respectivamente. Indutivamente, definimos:

e [a1,as,...,a,] = [[a1,as,...,an 1], an],

e (ajo0ayo...0a,)=(a10a90...0a,_1)0a,

o (ay,ap, ... az,41) = ((a1,az,...,a2,-1), Gon, a2n+l)-
Iremos nos referir aos associadores do tipo (aq, as, .. ., as,+1) como associadores
proprios.

Observacao 1.1.12 A identidade de Jordan em uma dlgebra A, pode ser escrita em

termos do associador da sequinte forma (a®,b,a) = 0, para todo a,b € A,

Observacao 1.1.13 Para associadores em dlgebras comutativas (nao necessariamente

associativas), como por exemplo na dlgebra de Jordan, vale a sequinte propriedade:
(x,y,2) + (y,2,2) + (2,2,y) = 0, (1.1)

para quaisquer T,y,z na dlgebra.

De fato, temos que
e (z,y,2) = (xy)z — x(y2)
e (y.2,7) = (yz)v — y(za) = x(yz) — (2x)y
o (z,1,y) = (z0)y — 2(zy) = (22)y — (zy)2
Logo, (z,y,2) + (y, z,2) + (2, 2,y) = 0.

Observagao 1.1.14 Caso char K # 2, podemos definir, sobre uma dlgebra associativa,
o produto de Jordan de a e b da forma: aob = %(ab + ba). O artificio de multiplicar
pelo inverso de 2 € usado para que as poténcias de Jordan coincidam com as poténcias

do produto associativo dos elementos da dlgebra.

Exemplo 1.1.15 Sejam A uma dlgebra associativa e char K # 2. Para todo a,b € A,
podemos substituir o produto original em A pelo produto de Jordan aob = %(ab + ba),

denotando a nova dlgebra por A . Observa-se que A € uma dlgebra de Jordan.
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Exemplo 1.1.16 Seja A uma dlgebra associativa onde charK # 2, entao a sequinte

EqUACA0 SEqUue:
1
i(abchcba) = (aob)oc+ (boc)oa— (coa)ob.

A prova consiste em um cdlculo direto, o qual iremos omitir.

O préximo resultado nos permite obter uma estrutura de algebra a partir de um

espaco vetorial.

Proposicao 1.1.17 Sejam A um espago vetorial com base 3. Dada f : f x f — A,
eriste uma unica aplicacdo bilinear - : A X A — A tal que uy - uy = f(uy,us) para

quaisquer uy, us € 3.

Demonstragao: Veja a prova em [5, pag. 13]. [

Assim, para definir uma estrutura de &lgebra em A basta definir o produto para
os elementos de uma base. Uma vez definido o produto, verifica-se que A é uma algebra
associativa se, e somente se, (vivy)vs = v1(v9u3), para quaisquer vy, vy, v3 € (3, onde
£ é uma base de A. Tal verificacdo se dard também para provar a comutatividade e

existéncia de unidade.

Exemplo 1.1.18 (Produto tensorial de algebras) Sejam A e B dlgebras. Recor-
damos que o produto tensorial dos espacos vetoriais A e B, denotado por A® B, € o
espaco vetorial gerado por {a ®b | a € A;b € B}. Os elementos da forma a @ b sdo

chamados de tensores e satisfazem:
(i) (a1 4+ az) @b = (a1 ®b) + (az @ b);
(1)) a® (by + b)) = (a®@by) + (a® by);
(117) Ma®b) = (Aa) ®b=a® (\b),

para quaisquer ay,as,a € A by, by, be B e e K.

E um fato bastante conhecido que se 31 e [y sio bases de A e B, respectivamente,
entao o conjunto {u®v | u € f1,v € Bo} € uma base de AQB. SeV éum espago vetorial
e f: AxB —V éuma aplicacao bilinear, entdo existe uma unica transformacao linear
Ty : A® B — V satisfazendo Tr(a ® b) = f(a,b) (propriedade universal do produto
tensorial). Para definir uma estrutura de dlgebra em A ® B, fizemos duas bases (; e
Po de A e B, respectivamente, e definamos (u1 ® v1)(us ® v) = ujus @ v1v9, para todo
U, Uy € P € v, € By, Se A e B sao dlgebras associativas, entdo A @ B, munido
deste produto, € uma dlgebra associativa, pela proposicao anterior. Além disso, se A e

B sao dlgebras com unidade, entdo a unidade da dlgebra A @ B serd 14 ® 1g.
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Definicao 1.1.19 Seja A uma dlgebra. Um subconjunto B de A é chamado subalge-
bra se, com relacio as operacoes de A, € também uma dlgebra, ou seja, B é fechado
com respeito a adi¢cao, multiplicacao e multiplicacao por escalar de A. Além disso,
dizemos que B ¢ um ideal se for uma subdlgebra tal que ab, ba € B, para todo b € B
e todo a € A.

Exemplo 1.1.20 Dada uma dlgebra A, considere o conjunto
Z(A)={a€ Al ar = xa,Vx € A},

que € chamado de centro comutativo de A. Claramente Z(A) é um subespago vetorial
de A. Quando A for associativa temos que Z(A) € uma subdlgebra de A.

Voltando ao Exemplo 1.1.10, é fdacil verificar que, na dlgebra de Grassmann, se
charK # 2, tem-se Z(E) = Ey. Jd para o Exemplo 1.1.9, Z(M,(K)) = {\[, | A € K}.

Definicao 1.1.21 Definimos o centro associativo de uma dlgebra A como sendo:
Ac={a € Al (a,2,y) = (x,a,y) = (z,y,a) = 0,Vx,y € A}.

Neste caso, podemos definir o centro da dlgebra A, denotado por Z(A), como sendo a

interse¢ao do centro comutativo com o centro associativo, isto é, Z(A) = Z(A) N Ac.

Agora, vamos apresentar o conceito de dlgebra quociente. Sejam A uma algebra
e I um ideal de A. Consideremos o espago vetorial quociente A/I cujos elementos sdo
da forma a + 1 = {a+ x| € I}. Para cada a € A, vamos denotar o elemento a + [
por @. As operacdes de soma e produto por escalar sao definidas por a+b = a+b
e A\@ = Aa, para todo a,b € A e A € K. Consideremos agora em A/I o produto
(a+ I)(b+ 1) =ab+ I, para a,b € A. Este produto estd bem definido, pois ndo
depende da escolha dos representantes das classes laterais, e torna A/l uma algebra,

conhecida por algebra quociente de A por I.

Definigao 1.1.22 Sejam A uma dlgebra e S um subconjunto nao vazio de A. Defini-

mos:

(i) Subalgebra de A gerada por S, denotada por [S], como sendo a interse¢cio

de todas as subdlgebras de A que contém S (ou S U1y, caso A seja unitdria).

(ii) Ideal de A gerado por S, denotado por Is, como sendo a intersegao de todos

0s ideais de A que contém S.
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Claramente, da defini¢ao anterior, [S] é a “menor” subalgebra de A que contém
S (ou seja, se existe outra com a mesma propriedade, deve conter ela), enquanto Ig é
o “menor” ideal de A contendo S. Sendo A uma &algebra, dizemos que S C A gera A
como algebra, ou ainda que ¢ um conjunto gerador para a algebra A, se [S] = A.
Além disso, A é dita uma Aalgebra finitamente gerada se existe S C A finito, tal
que [S] = A. Sendo A uma &lgebra associativa unitéria e S um subconjunto nao
vazio de A, nao é dificil mostrar que [S] coincide com o subespago de A gerado por
{1,s1852-+-s, | n € Njs; € S} e que [g coincide com o subespaco de A gerado por

{asb|a,be A, s € S}.

Observacao 1.1.23 A dlgebra de Grassmann E = E(V) é gerada, como dlgebra, pelos

elementos {ey, e, €3,...}. Aqui {e1,es,e3,...} € uma base do espago V.

Definicao 1.1.24 Dizemos que J é uma algebra de Jordan especial se existir uma
dlgebra associativa A tal que J é subdlgebra de A . Neste caso, a subdlgebra Ay de A
gerada por J é uma algebra associativa envolvente para J. As dlgebras de Jordan

que nao sao especiais sao chamadas excepcionais.

Exemplo 1.1.25 Seja V' um espago vetorial com uma forma bilinear simétrica b de-
finida em V. Consideramos a soma direta B = K -1®V com a multiplicacao definida
por:

(a-14u)(B-14+v)=(af+blu,v)) 1+ (av+ pu) (1.2)

onde a, f € K eu,v € V. Essa dlgebra é de Jordan a qual chama-se de dlgebra de
Jordan da forma simétrica bilinear b. FEssa dlgebra € especial, cuja sua dlgebra
associativa envolvente € a dlgebra de Clifford associada a forma bilinear (para maiores
detalhes, ver [16] pdg. 74). Denotaremos por B sempre que dimV = oo e por B,

quando dimV = n.

Exemplo 1.1.26 Seja K um corpo de caracteristica diferente de 2. Podemos consi-
derar a transposta de wma matriz a, denotado por a', da sequinte maneira: Troca-se
linha por coluna, isto € a i-ésima linha da matriz a transforma-se na i-ésima coluna
da nova matriz a*. Neste caso, o conjunto das matrizes com a propriedade a' = a sdo
denominadas conjunto das matrizes simétricas de ordem n, que denotaremos por J,.
E facil verificar que J, ¢ um subespago de M,(K) que é uma subdlgebra da dlgebra de
Jordan M, (K)™F). Segue da definicio que a dlgebra associativa envolvente para J, € a
dlgebra M, (K).

Exemplo 1.1.27 Podemos considerar a dlgebra de Jordan das matrizes simétricas

2 X 2, denotado por Jo. FEste € um caso particular do exemplo anterior. Uma base
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para Jy € o conjunto {I,a,b}, onde Iy = e11 + €9, a = €17 — €92, b = €12 + €91, onde

e;j 840 as matrizes unitdrias usuais, citadas no Exemplo 1.1.9. De fato, consideremos

Az(y m)GJQ. Temos que
T oz
y z\_ [V 0 o 01
T z 0 =z 10
+z z— :
0 =z 0 % 0 52
01 10 — 1 0
Yy _ ., +y—|—z +y z .
Tz 10 2 01 2 0 —1

Logo, {Is,a,b} gera Jo, ou seja, Jo = span(ls,a,b). Como {I3,a,b} € linearmente

independente, seque que {Ia, a,b} € base de Js.

Definigcao 1.1.28 Sejam A e B duas dlgebras. Uma transformacao linear o2 A — B
¢ um homomorfismo de dlgebras, se p(xy) = @(x)(y), para quaisquer z,y € A.
Caso tais dlgebra sejam unitdrias exigiremos que p(14) = 1p.

Sendo ¢ um homomorfismo de &lgebras, dizemos que ¢ ¢ um monomorfismo se é
injetivo, e € um isomorfismo se é bijetivo. Além disso, definimos um endomorfismo
de uma algebra A como sendo um homomorfismo de A em A, e um automorfismo
um endomorfismo bijetivo.

Quando existe um isomorfismo p: A — B, dizemos que as algebras A e B sao
isomorfas e denotamos por A ~ B.

Proposicao 1.1.29 Sejam A e B dlgebras e S um conjunto gerador de A como espac¢o

vetorial. Seja ¢ : A — B uma transformacao linear (satisfazendo p(14) = 1p se

A e B tém unidade). Entao, ¢ é um homomorfismo de dlgebras se, e somente se,

p(zy) = (x)e(y) para quaisquer x,y € S.

Demonstracao: Basta usar o fato de que ¢ é uma transformacao linear e usar a

bilinearidade do produto em A e em B. [

Exemplo 1.1.30 Considerando o Ezemplo 1.1.25 (com n = 2) e Fzemplo 1.1.27,
podemos considerar as dlgebras By e Js. Jd sabemos que uma base de Jy € o conjunto
{I3,a,b}, onde Iy = e11 + €32, a = €17 — €29, b = €15 + e91. Consideremos agora uma
base ortogonal de Vs, digamos = {v1,va} e defina a transformacao linear ¢: Jy — B
induzida por ¢(Iy) = 1, p(a) = vy e p(b) = vy. Temos que essa aplicacio define um

1somorfismo de dlgebras de Jordan.
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1.2 Algebras graduadas

Nesta secao, apresentaremos o conceito de algebras graduadas, conceito este que

serd utilizado em todo nosso texto como ferramenta béasica.

Definicao 1.2.1 Sejam V' um espaco vetorial qualquer e S um conjunto arbitrdrio.

Dizemos que V' € um espaco vetorial S-graduado se, para cada s € S, existir subes-

V:@v;.

ses

pacos Vi C V tal que

E claro que na definicdo anterior podemos ter V, = {0}, para algum s € S. De
modo equivalente, podemos definir &lgebras S-graduadas, porém para a multiplicacao
ser compativel com a graduacao, devemos considerar S um grupo. Na verdade é sufi-
ciente considerarmos S semigrupo, mas nao entraremos em detalhes neste contexto de

graduacao. Podemos seguir entao com a defini¢do abaixo.

Definicao 1.2.2 Sejam A uma dlgebra e G um grupo. Dizemos que a dlgebra A é

G-graduada, se A tem estrutura de espaco G-graduado tal que
AgAy, C Ay,
para quaisquer g, h € G. Neste caso, dizemos que A possui uma G-graduacao.

Exemplo 1.2.3 A dlgebra de Grassmann E possui uma Zso-graduacao natural definida

por B = FEy & FEy, onde Ey e Ey sao os subespacos dados no Fxemplo 1.1.10.

Se a € A, é nao nulo, dizemos que a ¢ homogéneo de grau g e denotamos
por |a] = g. A componente homogénea A, é denominada componente neutra da
graduagao, onde € denota o elemento neutro de G. Sendo H um subgrupo de G,
podemos ver que a soma »_, 5 Ay é uma subalgebra de A. Em particular, fazendo

H = {€}, decorre que a componente neutra A, é uma subalgebra de A.

Definigao 1.2.4 Seja A uma dlgebra G-graduada. Definimos o suporte de A, e deno-
tamos por Supp(A), como sendo o conjunto dos elementos g € G tais que a componente

homogénea de grau g € diferente de zero, isto €, Supp (A) ={g € G| A, # 0}.

A G-graduacdo é chamada trivial, se Supp(A) = {e}, neste caso retornamos as

defini¢oes no sentido ordinério.
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Definicao 1.2.5 Seja A = ©jec Ay uma dlgebra G-graduada. Um subespago vetorial
B de A ¢ dito ser homogéneo na G-graduagdo (ou G-graduado) quando B = ®yeq By,
onde B, = BN A,. Um ideal, assim como uma subdlgebra, é dito homogéneo se for

homogéneo como subespaco.
“_»

Proposicao 1.2.6 Se G ¢ um grupo com elemento neutro “¢” e A ¢ uma dlgebra G-

graduada com unidade, entdo 1 € A,.
Demonstragao: Sejam g, ..., g, € G\ {€} tais que:
l=ac+ag + - +ay,

coma, € Aceag € Ay, i =1,...,n. Seja h € G tal que Ay, # {0} e considere a;, € A,
nao nulo. Entao,

ap = GpQe + Apag, + -+ - + ApQyg,, .

Neste caso, apac € A e apay, € Apyy,. Além disso, h, h + ¢1,..., h + g,, sao elementos
de G dois a dois distintos. Pela definicao da decomposicao da G-graduacao, tem-se que
apag, = 0, parai = 1,...,n e apac = ap. Analogamente, mostramos que a.a, = ay, €

consequentemente, a. = 1. Logo, 1 € A.. |

A seguir, enunciaremos dois resultados elementares, mas bastantes tteis. O pri-
meiro ¢ uma caracterizagao das subdlgebras homogéneas e o segundo é sobre a algebra
quociente por um ideal homogéneo, ambos de uma &algebra G-graduada. Embora se-
jam resultados bem conhecidos, decidimos explorar sua demonstracao como forma de
deixar a dissertacao independente de outros textos semelhantes.

Lema 1.2.7 Sejam A uma dlgebra G-graduada e B uma subdlgebra de A. As seguintes

afirmagoes sao equivalentes:

(i) B € subdlgebra G-graduada de A;
(i) B € dlgebra G-graduada tal que B, C A, para todo g € G;
(11i) As componentes homogéneas de cada elemento de B pertencem a B;
(iv) B € gerada, como espago vetorial, por elementos homogéneos.
Demonstragao: (i) = (i7) Supondo (i), temos que a decomposicio B = P, . By,

com B, = A; N B, é uma G-graduacao em B tal que B, C Ay, para todo g € G, e

portanto, vale (ii).
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(#4) = (¢i¢) Suponhamos agora (ii). Sejambe Beb=)>_ _,a, coma, € Ay, a

el
decomposicao de b como soma de elementos homogéneos em relagao a G-graduacao de
A. Como B ¢é G-graduada e B, C A,, temos outra decomposicao de b em elementos
homogéneos em relagdo a G-graduagao de B. O item (iii) segue da unicidade da
decomposicgao.

(¢43) = (iv) Supondo agora (i77). O conjunto BN (UgecAy) gera B, e isso implica

em (1v). De fato, sejambe Beb=>__ _.b,, com b, € Aj, a decomposicao de b como

ged
soma de elementos homogéneos em relagao a G-graduacgao de A. Segue da hipotese em
(i17) que by € B, ou seja, by € BN (UgegAy)-

(iv) = (i) Por fim, suponhamos agora (iv). Consideremos C' uma base de B,
C C (UgeaA,) composta de elementos homogéneos e seja B, = BN A,. O elemento
b=> ", c,onde ¢ € C, é homogéneo de grau g se, e somente se, |¢;] = ¢,1 < i <n.
Logo, C, = C' N A, é uma base para B,. Além disso, C' = UzcCy, e portanto,
B =@, By: donde segue o lema. |

Proposicao 1.2.8 Se I ¢ um ideal G-graduado de uma dlgebra G-graduada A entdo
A/l € uma dlgebra G-graduada considerando (A/I)y ={a+1]a € Ay}

Demonstragao: Por definicio A/I =3 _,(A/I)s e (A/1)y(A/I)n C (A/I)gn- Logo,

resta mostrarmos que essa soma ¢ direta. Suponhamos que (Y _-(a,+ 1)) = 0. Neste

e
caso, (deg ay) € I. Como [ é G-graduado, segue do lema anterior, que a, € I, ou

seja (ag + 1) = 0, e portanto, A/l = P ;(A/I)y, donde segue o resultado. |

Definigao 1.2.9 Sejam G um grupo, A = ©gecAy ¢ A" = DyegA, duas dlgebras
G-graduadas. Um homomorfismo de dlgebras ¢: A — A’ é dito homomorfismo
G-graduado se verifica p(A,) C A}, para cada g € G. Analogamente, definimos

endomorfismo, isomorfismo e automorfismo G-graduado.

1.3 Algebras livres

Nesta secao, faremos a construcao das algebras livres, ambiente este, em que
introduzimos o conceito de identidades polinomiais que sera utilizado em todo este

trabalho.
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Primeiramente, definamos a algebra livre associativa com unidade. Seja X =
{1, x9,x3,...} um conjunto ndo vazio, infinito e enumeravel, cujos elementos chama-
remos de variaveis nao comutativas.
Definicao 1.3.1 Uma palavra em X é uma sequéncia x; x;, ...x;, , onden € N e
ry; € X. Sen =0, diremos que a palavra € vazia, a qual denotaremos por 1. Definimos

o tamanho da palavra x;, ...x;, , como sendo o inteiro nao negativo n. Dizemos que

as palavras x;, ...x;, € xj ...z, sdo iguais se n =m e para cada k € {1,2,...,n},

temos iy = Ji.

Seja K (X) o espaco vetorial que tem como base o conjunto de todas as palavras
em X. Dessa forma, os elementos de K(X) sao somas de termos que sdo produtos de
um escalar em K por uma palavra em X. Tais termos sao chamados monémios. Tal

espaco munido do produto (chamado de concatenagao),
(Z’ilﬂfiz . 7$in)(37j1xj2 c. .Cij) =T Ly -« L3y Ljy Tjo - - - Ty

¢ uma algebra associativa unitaria e X gera K(X) como é&lgebra. Os elementos da
algebra K (X) sdo chamados de polindémios.

A seguir, provaremos que a algebra K (X) tem a propriedade de ser um ambiente
livre na classe das algebras associativas unitarias, para isto faremos uso da seguinte

definicao.

Definicao 1.3.2 Seja € uma classe de dlgebras e F € € uma dlgebra gerada por um
conjunto X C F. A dlgebra F € dita livre na classe &€, se ela satisfaz a sequinte
propriedade universal: F possui algum conjunto gerador X tal que para cada dlgebra
A € € e cada aplicacio h : X — A existe um tunico homomorfismo ¢ : I — A
estendendo h. Neste caso, dizemos que F' € a dlgebra livre na classe € livremente
gerada pelo conjunto X. Além disso, a cardinalidade do conjunto X, denotado por
| X|, serd chamada posto de F.

Exemplo 1.3.3 Para qualquer conjunto X, a dlgebra de polinomios K[X] € livre na

classe de todas as dlgebras associativas com unidade. De fato, consideremos a dl-

gebra K[xy,xs,...,2,|, gerada pelo conjunto X = {x1,x9,...,2,}. Sendo A uma
dlgebra e aq,. .., a, € A, podemos considerar a aplicacao h: X — A, h(zx;) = a;. Te-
mos que o homomorfismo p: Klxy,zo,...,2,] — A, dado por o(f(x1,22,...,2,)) =
flai,as, ..., a,) estende h. Portanto, K[x1,xs,. .., 2,] € uma dlgebra livre na classe de

todas as dlgebras associativas, comutativas e unitarias, livremente gerada pelo conjunto
X ={mz,29,...,2,}. Tal constru¢ao pode ser estendida facilmente para o caso em que

o conjunto X € enumerdvel.
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O préximo resultado demonstra que se considerarmos um conjunto X de variaveis
nao comutativas, a algebra K (X), anteriormente definida, é realmente livre na classe

das algebras associativas unitarias. Mais precisamente, temos o seguinte resultado.

Proposicao 1.3.4 A dlgebra K(X) € livre na classe das dlgebras associativas unitdrias

e livremente gerada por X = {x1,2s,...}.

Demonstracao: Consideremos a dlgebra K (X) e tome A uma algebra associa-
tiva unitaria. Dada qualquer aplicacao h: X — A, h(x;) = a; € A, o homomorfismo
v: K(X) — A dado por ¢(f(x1,29,...,2,)) = f(a1,as,...,a,), estende h. A unici-
dade segue do fato da extensdo se da pelos elementos de uma base. Portanto, K (X)
¢ uma algebra livre na classe de todas as algebras associativas e unitérias, livremente

gerada pelo conjunto X. [

Seja G um grupo. Pode ser construida, como no caso da algebra associativa livre,
a algebra associativa G-graduada livre que denotaremos em todo trabalho por K(X¢).
Basta considerar, para cada g € G, os conjuntos disjuntos X, = {z{,23,...} e consi-
derar X¢ = UgeaX,. Os elementos da algebra K (X¢) sdo chamados simplesmente de
polinémios G-graduados, os quais sdo somas formais de monémios G-graduados
que por sua vez sao produtos formais de um escalar por uma palavra formada por
elementos de Xg.

Apresentaremos agora uma defini¢do para varidveis nao associativas.

Consideremos a algebra associativa livre K(X), com o conjunto de geradores
livre X = {x1,2s,...}. Chamaremos a subéalgebra gerada pelo conjunto X na algebra
K(X)®) de algebra livre de Jordan especial do conjunto dos geradores de X, e a
denotamos por SJ(X). O proximo resultado indicara que a algebra SJ(X) é realmente

livre na classe das algebras de Jordan especiais.

Proposicao 1.3.5 Seja J uma dlgebra especial de Jordan. Entao toda aplicacao de X

em J pode ser estendida unicamente a um homomorfismo de SJ(X) em J.

Demonstracao: Consideremos ¢: X — J uma aplicagdo e A uma algebra associativa
envolvente para J. Entao, ¢ pode ser estendida para um homomorfismo 3: K(X) — A.

Assim, a restricdo de ¥ a SJ(X) é um homomorfismo de SJ(X) em J que estende ¢,
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0 que prova a proposicao. Ja a unicidade segue dos homomorfismos coincidirem em X

e suas imagens estarem em .J. [

Definicao 1.3.6 Um elemento da dlgebra associativa livre K(X) é chamado de po-
linémio de Jordan, se pertencer a SJ(X), ou seja, pode ser expresso a partir dos

elementos do conjunto X por meio das operacoes + e o.

. . . .1
Utilizando o Exemplo 1.1.16 é facil perceber que o polinémio 5(3319523:3 + 31911 )
¢ um polinémio de Jordan, mas para um caso geral, ainda nao se tem um critério
adequado que nos permita reconhecer, a partir da expressao de um polindmio em

K(X), se este é ou ndo um polinomio de Jordan.

Observacio 1.3.7 E possivel construir a dlgebra livre nas variedades das dlgebras de
Jordan, denotada por J(X), através de um quociente da dlgebra livre na variedade
de todas as dlgebras (ver [30, Theorem 2, pg. 4]). Os resultados que se encontram
nos capitulos posteriores sao obtidos no ambiente de Jordan livre, mas como estamos
trabalhando no ambiente especial de Jordan, nao iremos entrar em detalhes nesta cons-

trucao.

O proximo resultado, relaciona as algebras livres J(X) e SJ(X).

Teorema 1.3.8 (Teorema de Cohn) SJ(X) ~ J(X) se e somente se | X |< 2.

Demonstragao: Ver [30, Theorem 3] |

Observacao 1.3.9 Caso |X| > 2, o resultado anterior deiza de ser vdlido, ver [16,
pdg. 11]. Portanto as dlgebras SJ(X) e J(X), para | X| > 2, nao sio isomorfas.

Os resultados que serao feitos mais a seguir, valem para J(X), mas decidimos de-
notar por SJ(X), por facilidade de notagao e entendimento. Na verdade, os resultados
nao modificam com a estrutura da algebra livre escolhida.

Se consideramos o espago vetorial de uma algebra de Jordan J com a operacao
ternaria

(a,b,¢) = (aob)oc—ao(boc),

onde a, b, c € J, obtemos uma estrutura algébrica conhecida como sistema triplo de Lie

(Lie triple system). Mais precisamente,
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Defini¢ao 1.3.10 Um espago vetorial V' com uma aplicacao trilinear (a,b,c) — [a, b, c|

satisfazendo

(i) |a,b,a] =0;

(ii) [a,b,c] + [b,c,a]l + [c,a,b] = 0;

(1it) [d,[a,b,c|,e] =[[d,a,e],b,c]+ a,[d,b,e],c| + [a,b,|d,c,ell,
¢ chamado de sistema triplo de Lie.

Observagao 1.3.11 O item (ii) da definicao anterior para o caso de Jordan com a
aplicagao associador é verificada no Observagao 1.1.13. Além disso, os itens (i) e (iii)

sGo também verificados diretamente. Note ainda que a linearizacao do item (i) €
(l’, Y, Z) = _<Z7 Y, l')

Neste sentido, temos o importante lema.

Lema 1.3.12 Todo associador de elementos de X pode ser escrito como combinacao

linear de seus associadores proprios.

Demonstracao: Seja v um associador de elementos em X. Provemos o resultado por
indugao sobre o comprimento de u, denotado aqui por deg(u). Se deg(u) = 3, entdao u
é da forma (1, xe, 3), e portanto o resultado segue. Suponhamos que o resultado seja
valido para todo associador de comprimento menor que deg(u) > 3. Por hipotese de
indugao, podemos supor, sem perda de generalidade, que u = (uy, us, u3), onde cada u;
é uma variavel ou um associador proprio. Suponha primeiramente que uz = (v, z1, x2)

e e pelo item (i7i) da Definicdo 1.3.10 tem-se

(U1,U2, (U,7$1,$2)) = (U/, (U17U2,$1),I2) - (U/,U1,$2,U2,$1) - (Uh (u’,u2,x2),x1).
(1.3)
Assim, podemos supor, sem perda de generalidade que ug é uma variavel em X. Agora,

suponha que uy = (v, x1, x2). Neste caso

(ur, (W' 21, 29),23) = (wg,u', 23,21, 29) + (W, (U1, 21, 23), 2) + (U, 21, (u1, Ta, 23))
= (ul7 ul7 x3,T1, x?) - [((u17 x, :C?))u X, u/) + (.Z'Q, ul7 (u17 T, :C?)))]

+ (v, 21, (ur, 2, x3)).

O resultado segue usando indugdo e aplicando a Igualdade (1.3). n
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Observacao 1.3.13 Seja G um grupo. Novamente pode-se construir, como no caso
da dlgebra livre de Jordan especial, a dlgebra livre de Jordan especial G-graduada que
denotaremos em todo trabalho por SJ(Xg). Para isto, basta trocar X pelo conjunto
X definido anteriormente e tomar alguns cuidados como foi feito para a dlgebra livre

G-graduada. Os elementos da dlgebra SJ(Xg) sao chamados simplesmente de polind-

xggl) (gn)

mios de Jordan G-graduados, e sio da forma f( yee o xn ), onde tais varidveis

sao indicadas para informar que elas participam de algum mondmio de f.

De agora em diante o simbolo de multiplica¢ao “o” em SJ(X), podera ser omitido
e neste caso, retornaremos a notagao da algebra livre de Jordan. Isso nao modificara
os resultados posteriores, embora que num contexto geral isso pode ser contornado

usando a algebra livre de Jordan J(X).

1.4 Identidades polinomiais

Sejam X = {x,2y,...} um conjunto enumeravel, f € SJ(X) e J uma algebra
de Jordan especial. Dizemos que um polinomio f € SJ(X) é uma identidade poli-
nomial para J se f(ay,...,a,) = 0, para quaisquer a, as, ...,a, € J. A algebra que
possui uma identidade polinomial nao trivial é denominada algebra com identidade
polinomial, ou simplesmente PI-algebra.

O conjunto de todas as identidades de uma algebra J, denotado por T'(J), é um
ideal da algebra SJ(X). Observe que esse ideal tem a propriedade de ser invariante
por endomorfismos de SJ(X). Os ideais da algebra SJ(X) com essa propriedade sao
chamados T-ideais de S.J(X).

A intersecao de uma familia qualquer de T-ideais ainda é um T-ideal. Portanto,
dado um subconjunto S qualquer de SJ(X), podemos definir o T-ideal gerado por S,
o qual denotaremos por (S)r, como sendo a intersecao de todos os T-ideais de SJ(X)
que contém S. Assim, (S)r é o menor T-ideal de SJ(X) contendo S (no sentido
que outro T-ideal com a mesma propriedade, contém (S)7). Seja J uma éalgebra de
Jordan especial, dizemos que o T-ideal T'(J) é gerado como T-ideal pelo conjunto
{filie€l}se T(J)={(fi|ié€l)r edizemos que o conjunto {f; | ¢ € I} é uma
base das identidades para J. Por fim, dizemos que g € SJ(X) é consequéncia

das identidades polinomiais {f; |i € I} se g € (fi | i € I)7.
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Definicao 1.4.1 Duas Pl-dlgebras A e B sao PI-equivalentes se satisfazem as mes-
mas identidades polinomiais, ou seja, T(A) = T(B).

Um outro conceito utilizado para estudar identidades polinomiais bastante ttil é

o conceito de identidades fracas.

Definicao 1.4.2 Sejam J uma dlgebra de Jordan especial e V' um subespaco de J. Um
polindomio f(x1,...,x,) € uma identidade fraca para o par (J,V) se f(v1,...,v,) =0,
para quaisquer vy,...,v, € V. O conjunto das identidades fracas para (J,V') serd

denotado por T(J,V).

Por fim, consideremos agora uma algebra de Jordan especial graduada. Podemos

definir o conceito de substitui¢ao admissivel e de identidade graduada.

Definigao 1.4.3 Sejam G um grupo e J = @ ., J, wma dlgebra de Jordan especial

geG
G-graduada.
(i) Uma substituicao admissivel para o polinémio f(xggl), . ,x,(h;q”)) € SJ(Xg)
em J € uma n-upla (ji,...,Jn) de elementos de J, com j; € Jy,, parai=1,...,n.

(ii) Um polinémio nio nulo f(z\%", .. 2} € SJ(X¢) ¢ uma identidade poli-
nomial graduada de J se, para toda substituicao admissivel (jy,...,Jn) tem-se

que f(]l)vjﬂ) =0.

Observacao 1.4.4 A definicao de T-ideal graduado, PIl-equivaléncias de dlgebras gra-
duadas, T-ideal graduado gerado por um conjunto e variedades de dlgebras de Jor-
dan especial G-graduadas seque a mesma “filosofia” do caso ordindrio, sé tendo cui-
dado com as substituicoes admissiveis e colocando o conjunto gerador livre como sendo
X = Ugea X,

Terminaremos a secao com a definicao de algebra relativamente livre em algebras
de Jordan. E importante mencionar que as definicdes e resultados que iremos enunciar
sao muito similares ao caso associativo, e até mesmo para o caso geral. Por essa razao,
a demonstracao do Teorema 1.4.10 serd omitida, pois segue palavra por palavra o que
foi feito em |30, Teorema 2, pag. 4|, modificando apenas detalhes técnicos.

O conjunto das identidades satisfeitas por todas as dlgebras de uma certa classe de
algebras de Jordan especial C também é um ideal de SJ(X). Nao ¢ dificil observar que
tal ideal de identidades é invariante por endomorfismos de SJ(X), ou seja, é T-ideal.

Ele é chamado de T-ideal da classe C e é denotado por T'(C).
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Definigao 1.4.5 Seja S um subconjunto de SJ(X). A classe C de todas as dlgebras
de Jordan especiais que tém todos os polindmios de S como identidades é chamada de

variedade J-S definida pelo conjunto S, denotada por V(S).
Exemplo 1.4.6 V(SJ(X)) consiste da dlgebra nula chamada variedade trivial.

Exemplo 1.4.7 A classe de todas as dlgebras de Jordan especiais associativas € uma

variedade definida pelo subconjunto S = {(x1,x9,23)} de SJ(X).

Definicao 1.4.8 Seja V uma variedade S-J. Dizemos que uma dlgebra F' € C € uma
dlgebra relativamente livre de V se existe um subconjunto Y gerador de F tal que
para toda dlgebra J € V e toda aplicacao p: Y — J existe um unico homomorfismo
p: F' — J que estende p. Nestas condicoes, F' é dita livremente gerada por Y.

Além disso, a cardinalidade de 'Y € chamada posto de F'.

Exemplo 1.4.9 SJ(X) € relativamente livre, livremente gerada por X, na variedade

de todas as dlgebras de Jordan especiais.

Se I C SJ(X) denotamos por I(J) o ideal de uma algebra de Jordan J gerado
por todos os elementos da forma f(ay,...,a,),onde f € [ eay,...,a, € J. O teorema
seguinte caracteriza as algebras relativamente livres em qualquer variedade de algebras
de Jordan especiais.

Teorema 1.4.10 Seja V uma variedade J-S nao trivial de dlgebras de Jordan especiais
determinada por um conjunto I C SJ(X). Entdo para qualquer conjunto Y, a restrigdo
a'Y do homomorfismo canonico m: SJ(Y) — SJ(Y)/I(SJ(Y)) € injetivo e a dlgebra
SIhy(n(Y))=SJ(Y)/I(SJ(Y)) € livre na variedade V com conjunto gerador livre m(Y).

Quaisquer duas dlgebras relativamente livres em V com conjuntos geradores livres e de

mesma cardinalidade, sao isomorfas.

Demonstragdo: A demonstracao ¢ analoga ao [30, Theorem 2, pag. 4| [

1.5 Identidades multihomogéneas e multilineares

Os polinomios multilineares e multihomogéneos sao de grande importancia na
busca de bases para as identidades polinomiais sobre determinados corpos. Nesta
secao, apresentaremos condicoes relacionadas ao corpo e a esses polinomios, que nos
ajudardo a simplificar as identidades que iremos trabalhar. E importante mencionar

que estamos nos dedicando as algebras de Jordan especiais pois ¢ o ambiente utilizado
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em toda dissertacao, mas os resultados obtidos aqui, podem ser vistos facilmente em
outros ambientes.

Antes de tais resultados, vejamos as seguintes definicoes.
Definicao 1.5.1 Seja um mondmio m em SJ(X) nas varidveis {xy,...,x,}. Deno-

tamos por deg,,m, o grau de x; em m, isto €, o numero de vezes que x; aparece em m.

A n-upla (deg,,m, ...,deg,, m) é chamada de multigrau de m.

Defini¢ao 1.5.2 Um polinémio nao nulo f(z1,...,x,) € SJ(X) é multihomogé-
neo, se todos 0s seus mondmios possuem o mesmo multigrau. Em particular, dizemos

que f(z1,...,x,) é multilinear, se é multihomogéneo de multigrau (1,...,1).

Sejam f um polinoémio de SJ(X) de grau n e x; uma variavel de f. Podemos
escrever f como uma soma, f =Y . f;, onde cada polindomio f; ¢ homogéneo de grau
i na variavel x;. Cada polindémio f; é a componente homogénea de grau ¢ em x; do

polinémio f. Além disso, observamos que podemos sempre escrever

f= D fo

11>0,...,in >0

onde f(1-in) & 3 soma de todos os monomios em f onde x4, ..., x, tem grau iy, ..., i,
respectivamente. Os polinémios f(1-) nio nulos sdo chamados de componentes
multihomogéneas de f. Assim, todo polindémio pode ser escrito como soma de po-

linémios multihomogéneos.
Exemplo 1.5.3 Consideremos o polindmio

f(z1, 19, 03) = 2129 + 32123 — 20903 + 471707375 + 257173 — X977 € ST(X).

{2

Aqui decidimos omitir os simbolos “o” afim de deixar a notagao mais “leve”. Note que

temos as sequintes componentes multihomogéneas em f:
o f(l,l,O) - _ -
= T1T2 — T2Tq,
(101) _ 3 .
d f = oX1T3,
o f(071’1) — —2I2$3,'
o fU2Y = g womsmy + 227173

E temos
f _ f(l,l,O) + f(l,O,l) + f(O,l,l) + f(1,2,1).
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Observacao 1.5.4 (Processo de Multilinearizacao) Dados uma dlgebra A e uma
identidade polinomio f para A. Podemos obter um polinémio multilinear que € tam-
bém identidade para A e tem grau menor ou igual do que o grau de f. O algoritmo
para desenvolver tal processo é o seguinte: seja f = f(xy1,...,x,) um polinémio com

deg., f > 1, consideremos o polindmio

91, Y2, oy o) = fn + Y2, Toy o ) — f(Y1, T2y @) — (Y2, @ay o, T).

Como f € uma identidade para A, seque que g também serd e com grau menor ou iqual
do que f em x1. Se deg,, g =1 (respectivamente, deg,,g = 1) o processo termina para a
varidvel iy (respectivamente, para a varidvel ys). Caso o grau das novas varidveis sejam
maior do que 2 nessa parcela, basta realizar esse processo mais vezes até obter grau
1. Fazendo esse processo em cada varidvel e parando quando obtermos um polinémio

multilinear, obtemos o desejado.

Vejamos um exemplo (que iremos citar novamente no Capitulo 5) para ilustrar

€sse Processo.

Exemplo 1.5.5 A linearizacao do polinomio

F=Y (-  (To(2), T To(3)), T)

oES3

¢ dada por:

g= Z(—l)a(%(n (T0(2), ¥, Ta(3)), 2) + Z ) (To2), 2, Ta(3)), Y)-

ogES3 o€ES3

De fato, temos que a linearizagao € dada por g = f.1y — f. — fy, donde

g = D (V7@ (To@) 2 + 95 T0@), 2 +9) = D (=1)7 (@), (T0(2): 2 To(3), 2)

c€S3 o€S3

- Z(_1>U(x0(1)7 (x0(2)7y7x0(3)>7y)
oES3

- Z(_Da(xcr(l) (To(2), Y5 To(3))s 2) + Z (o), (To2), 2, To(3)), Y)-
o€S3 oESs

Os préoximos resultados serao ferramentas importantes para todo o nosso texto.

Lema 1.5.6 Seja f(z1,...,2m) = Y i fi(z1,...,2y) € SJ(X) onde f; é a compo-

nente homogénea de f com grau i em xy, para algum k=1, ..., m firado.

(i) Se o corpo K contém mais que n elementos, entdo as componentes homogéneas

fi’s sao consequéncias de f, onde i =1,2,... n;



31

(ii) Se a caracteristica do corpo é zero ou maior que o grau de f, entdo f € equivalente
a um conjunto de identidades polinomiais multilineares.

Demonstracao: (i) Seja [ = (f)r o T-ideal de SJ(X) gerado por f. Escolhamos
n + 1 elementos distintos de K, digamos «y,...,a,. Como I é um T-ideal, obtemos

que

n
flagzy, o, ... xy) = Z(X;fi(l'l,xg, oo y) €1,
i=0

para cada 7 = 0,1,...,n. Consideremos estas equacoes como um sistema linear com
incognitas f; parai=0,1,...,n. Sendo o determinante de Vandermonde,

I ap ... «af

1 g ... of

S =[] (e; — )

. . . . i<j

1 o ... a

é diferente de zero, temos que cada f;(x1,xo,...x,) € I, ou seja, cada f; é consequéncia
do polinémio f.
(7i) Pelo item anterior, podemos supor que f é multihomogéneo. Aplicando o

processo de linearizacao: se deg,, f = d > 1, entao

h(ylay%x%"')xn) = f(?/l +y27$27~--7$n>

E assim, h(z1, 21, Ta,...,2,) = nf(x1,Ta,...,2,) e pela hipdtese f é consequéncia de

h. O resultado segue aplicando inducao sobre h. |

Tendo esse resultado em maos, temos o seguinte corolario:

Corolario 1.5.7 Seja A uma dlgebra. Entao,

(i) Se o corpo K ¢€ infinito, todas identidades polinomiais de A sequem de suas

rdentidades multihomogéneas.

(ii) Se o corpo K tem caracteristica zero, todas as identidades polinomiais de A se-

guem de suas identidades multilineares.

Exemplo 1.5.8 Sejam A uma dlgebra qualquer e C' uma dlgebra comutativa (na classe
das dlgebras associativas). Podemos definir a dlgebra A ® C. Em geral, algumas das

identidades polinomiais de A podem nao ser identidades para AR C. Dai, dizemos que
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f € T(A) é uma identidade estavel de A, se para toda dlgebra comutativa C (na
classe das dlgebras associativas), temos f € T(A® C).

Observe que se charK =0 e C' é uma dlgebra comutativa na classe das dlgebras
associativas, entao toda identidade de A € estavel. Com efeito, pelo resultado anterior,

podemos considerar apenas identidades multilineares. Seja f = f(x1,...,2,) uma

-

identidade polinomial de A multilinear. Assim, para provar que f € T(A® C), é
suficiente verificar para elementos geradores de A® C. Sejam a; @ ¢y, .. .4, Q ¢, com

ai,...,a, € Aecy,...,c, € C. Como f é multilinear, entao
flag®cy, ... a,®@cp) = flag,...,a,) @cy---c, =0.
Implicando o resultado.

Observacao 1.5.9 As definicoes e resultados que se encontram nesta se¢io, com mi-
nimas adaptacoes, continuam sendo vdlidas para dlgebras de Jordan especiais com uma

G-graduacao, onde G € um grupo.

1.6 Representacoes do grupo simétrico e do grupo ge-

ral linear

Nesta secao, faremos um breve resumo da teoria de representacoes do grupo
simétrico e do grupo geral linear, com aplicacoes na teoria de PI-algebras. Para maior
detalhes, indicamos |17, Capitulo 8§].

Em toda se¢ao, assumimos K um corpo de caracteristica 0.

Primeiramente, apresentamos conceitos relacionados a modulos, que serao de

grande importancia nesta secao.

Definigao 1.6.1 Seja A uma dlgebra unitdria. Definimos um A-mddulo o esquerda
sobre A (ou simplesmente A-mddulo) como sendo um espago vetorial M, munido de

um produto:

G AXM —- M

(a,m) — a-m
que satisfaz:
(i) (a1 +as) -m=ay-m+as-m;
(ii) a-(my+my) =a-my+a-ms;

(11i) (Aa)-m=a-(Am)=\a-m);
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(iv) ai - (ag - m) = (aaz) - m;
(v) 1a-m=m,
Para qQUAISquer a,ay,as € A,m,my,mo € M e X € K.

Exemplo 1.6.2 Se A ¢ uma dlgebra associativa, entdo A é naturalmente um mddulo

sobre st mesma, cujo produto € a multiplicacao da dlgebra.

Exemplo 1.6.3 Sejam G um grupo, V um espago vetorial e p: G — GL(V) um

homomorfismo de grupos, onde ¢(g) = ¢,. Considere o sequinte aplica¢ao

2 KGxV — V

(Z Agg,v) — Z Agg -V = Z Agpq (V).

geG geqG geG

Note que V', munido dessa aplicagao, é um KG-mddulo (ou simplesmente, G-mddulo),
onde as condigoes da Definicao 1.6.1 sequem do fato de que ¢ é um homomorfismo de

grupos e @4 € linear, para cada g € G.

Exemplo 1.6.4 Denote por S, o grupo simétrico nos elementos {1,2,...,n}. Seja P,
0 subespago dos polindmios multilineares de K(X) nas varidveis x1, Ty, ..., x,. Temos
que B = {To1)To2) ** Tom) | 0 € Su} € uma base de P,,. Considere a aplicagio bilinear
- KS,, x P, — P, que satisfaz

0 (T, Tiy - Ti,) = To(i)Toliz) " * Tolin)

€ B, com {iy,ia,...,i,} = {1,2,...,n}. Munido desse
produto, temos que P, é um KS,-mddulo, ou simplesmente um S,,-modulo.

onde 0 € S, e Xy T;y - Xy

n

Observacao 1.6.5 De modo andlogo ao que foi feito na definicao anterior, é possivel

definir mddulo a direita.

Definicao 1.6.6 Sejam A uma dlgebra e M um A-mddulo. Definimos um submoédulo
(ou A-submddulo) de M como sendo um subespaco vetorial N de M tal que a-n € N,
para quaisquer a € A en € N. Se N # {0} e nao existe nenhum submddulo Ny de M
tal que {0} # Ny C N , dizemos que N ¢ minimal. Se os tnicos submddulos de M

=

sao {0} e M, dizemos que M ¢ um A-médulo irredutivel (ou simples).

Exemplo 1.6.7 Considerando a estrutura de A-mddulo da dlgebra A, € fdcil ver que

0s submddulos de A sao exatamente seus ideais & esquerda.

Definigao 1.6.8 Sejam A uma dlgebra e, My e My A-mddulos. Dizemos que uma
transformacao linear p: My — My € um homomorfismo de A-mddulos se, para quais-
quer a € A em € M, temos p(a-m) = a-@(m). Se ¢ € bijetivo, dizemos que ¢ é um

isomorfismo de A-mddulos e que My e My sao A-mddulos isomorfos.
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Seja N um A-submodulo de M. E facil observar que M /N formado por elementos
da forma z + N, herdard uma estrutura de A-mo6dulo definida por a(z+ N) = ax + N.
Este modulo M/N é chamado o médulo quociente de M por N.

Sejam A uma algebra unitaria e, M e N A-médulos. Definimos o produto tenso-
rial de N por M igualmente no que foi feito no Exemplo 1.1.18. Aqui o escalar seré a
algebra A.

Neste momento, iremos entrar no assunto de representacoes propriamente dito.
Assim, consideremos V' um espago vetorial e seja GL(V') o grupo dos endomorfismos

invertiveis de V.

Definicao 1.6.9 Uma representacao de um grupo G em V' é um homomorfismo de
grupos p: G — GL(V).

Definimos o grau da representagao p como sendo a dimensao do espago vetorial
V. Neste caso, se dimV = n é finita, podemos ver uma representacao linear de GG em
V' como sendo um homomorfismo p: G — GL,(K).

Denotamos por End(V') a algebra dos K-endomorfismos de V. Considerando
a algebra de grupo KG e p uma representacdo de G em V, segue que p induz um

homomorfismo de K-algebras p': KG — End(V) tal que p/'(1g) = 1.

Observagao 1.6.10 Uma representacao do grupo G determina um KG-mddulo (ou
G-mddulo) de modo inico, da sequinte forma: se p: G — GL(V') é uma representacdo
de G, V torna-se um G-mdédulo (a esquerda) definindo gv = p(g)(v), para todo g €
G, v € V. Reciprocamente, se M €é um G-mddulo, entao p: G — GL(M) tal que
p(g)(m) = gm, para g € G, m € M, define uma representacio de G em M, por
extensao. Aqui, M estd sendo visto com seus escalares sobre K, ou seja, M €é um

espaco vetorial.

Defini¢ao 1.6.11 Seja p: G — GL(V) uma representacao do grupo G em V. Dizemos
que p € irredutivel se V' é um G-modulo irredutivel. E, p é completamente redutivel

(ou semissimples) se V' é soma direta de submddulos irredutiveis.

Teorema 1.6.12 (Maschke) Sejam G um grupo finito e K um corpo de modo que
charK = 0 ou charK = p > 0, com p 1 |G|. Entao, toda representacio do grupo G
de grau finito é completamente redutivel. Além disso, se K € algebricamente fechado,

KG ¢é semissimples.
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Sejam p: G — GL(V) uma K-representacao linear, onde charK nao divide |G/,
e 0 G-mo6dulo V. Como consequéncia do Teorema de Maschke, segue que V é uma

soma direta de K G-submodulos irredutiveis, ou seja,
V=WeWe - -aW,.

Um elemento e € KG & idempotente se e? = e. Dizemos que um idempotente

¢ minimal se gera um ideal & esquerda (resp. & direita) minimal.

Defini¢ao 1.6.13 Seja p: G — GL(V) uma representacao de dimensio finita e a
fungao trago tr: End(V) — K. Entdo, a fungio x,: G — K em que x,(g9) = tr(p(g))
¢ chamado de caracter da representacao p e dimV = degx, € chamado o grau de x,.

Dizemos que o caracter x, € irredutivel, se p € irredutivel.

Exemplo 1.6.14 Considere G um grupo. Sendo po: G — GL(V) uma representa¢do
trivial de grau finito, seque que x,(g) = dimgV para todo g € G.

1.6.1 Representacoes do grupo simétrico

Nesta secao, apresentamos conceitos e alguns resultados relacionados as representagoes

do grupo simétrico.

Definicao 1.6.15 Sejan > 1. Uma parti¢cio A de n € uma r-upla A = (Aq,..., ) de
ndmeros naturais, tal que A\ > ... > X\, >0 e >.._ A\, = n. Neste caso, escrevemos
A n oou [N =n.

Defini¢ao 1.6.16 Sendo X\ = (A, \g,..., \,) F n, definimos o diagrama de Young
Dy da particao A como sendo o conjunto Dy ={(i,j) e Nx N1 <i<r1<j<n;}.

Observacao 1.6.17 Para representar Dy, iremos substituir pontos por células. Nesta
representacao, a célula correspondente a (i,7) € Dy estd na i-ésima linha e j-ésima
coluna. O indice das linhas (primeira coordenada i), aumenta de cima para baizo e o

das colunas (sequnda coordenada j) aumenta da esquerda para a direita.

Exemplo 1.6.18 Considere A = (4,2,2,1) uma particao do nimero 9. Temos entdo

que o diagrama de Young Dy é dado por:

Dy =
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Teorema 1.6.19 Sejam K um corpo de caracteristica 0 e n > 1. Ezxiste uma corres-
pondéncia biunivoca entre os S, -caracteres irredutiveis e as particoes de n. Além disso,
se xa: A n € o conjunto de todos os caracteres irredutiveis de S, e dy = xa(1) € o

grau de xx, A Fn, entao

KS, =@ L= My, (K),

AFn AFn

onde I\ = My, (K) € o ideal bilateral de K S,, associado a \.

Demonstracao: Ver |17, Theorem 3.1.24]. |

Definicao 1.6.20 Seja A - n. Uma tabela de Young Ty do diagrama D) consiste em
preencher os quadrados do diagrama com os numeros 1,...,n. Dizemos que T é uma
tabela de forma \.

Definicao 1.6.21 Uma tabela Ty de forma A é¢ Standard, se os inteiros em cada
linha e em cada coluna de T\ crescem da esquerda para a direita e de cima para baixo,

respectivamente.

Exemplo 1.6.22 Consideremos as sequintes tabelas de Young:

1/3[4]5]
_|2]7
h=5T8
9]
e
2[3]4]5]
17
=165
9]

Pelo que definimos acima, T, € uma tabela Standard, mas Ty nao é.

Para cada particao A de n, podemos relacionar n! tabelas distintas associadas as
tabelas de Young D,. Entre estas, podemos destacar as tabelas standard, que serao
de grande importancia em resultados nos préoximos capitulos.

Iremos considerar agora os elementos da algebra de grupos, afim de definir um
elemento “quase” idempotente e uma relacao entre estes e os G-modulos irredutiveis.

Para isto, iremos considerar a seguinte definigao.

Definicao 1.6.23 O estabilizador de linhas Ry, de um dada tabela T\ é o subgrupo
de S, que consiste de todas as permutacgoes que firam, como conjunto, as entradas das
linhas de T\. Analogamente, o estabilizador de colunas Cp, € o subgrupo de S,, que fiza

as colunas.
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Como exemplo, considerando a tabela de Young 77, dado no Exemplo 1.6.22,
temos que

Ry, = St1345) X Sa7p X Segy X Spoy

CT,\ = 5{1,2,6,9} X S{3,7,8} X 5{4} X 5{5}'

Definicao 1.6.24 Para uma dada tabela T, defina

er, = Z Z (—)7or

U‘ERT)\ TECT)\

em que (—1)7 € o sinal da permutacao .

O teorema a seguir descreve, a menos de isomorfismo, as representacgoes irreduti-
veis de S,,.
Teorema 1.6.25 Para toda tabela T\ de forma X\ = n, o elemento ep, é multiplo

escalar de um idempotente minimal de KS,, e KSyer, € o ideal minimal & esquerda

com caracter x. Além disso, se p = n € outra particio de n, entdo

KS,er, = KS,er, se, e somente se, A = [u.

Demonstragao: Ver [17, Teorema 3.1.10]. |

1.6.2 S,-acoes no espaco dos polindmios multilineares P,

Como vimos na Secao 1.5, o estudo das identidades graduadas de uma &lgebra A, em
caracteristica zero, pode ser reduzido ao estudo das multilineares. Nesta secao, iremos
apresentar uma ac¢ao do grupo simétrico S, no espaco dos polinémios multilineares,
em n varidveis fixas, na algebra de Jordan SJ(X). Aqui, estamos considerando SJ(X)
com a graduacao trivial.

Seja P, o espaco dos polinomios multilineares em x4, ..., x, na algebra de Jordan
especial livre SJ(X). No Exemplo 1.6.4, com pequenas adaptagdes técnicas, vimos que
o espaco vetorial P, tem uma estrutura de S,-moédulo.

Vejamos o caso Zy-graduado deste fato.
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Para cadan+k >1e k > 0, o espaco vetorial P, dos polindbmios multilineares

de grau n + k nas variaveis xi,...,Tg, Y1, ..., Y, € um S X S,-modulo sob a acao

(/\nu)f(xh ey Ty Yty - 7yn) = f(xk(l)a <o TX(R) Yu(l)s - - ;yu(n))-

Observe que Py, N Idy(A) ¢ um submodulo Zs-graduado. Considerando A uma
algebra de Jordan especial Z,-graduada, temos que a igualdade anterior, por sua vez,

induz uma estrutura do S, x S,,-modulo ao espaco:

1.6.3 A acao do grupo geral linear GL,,

Seja V' um espago vetorial m-dimensional. Identificamos GL,, como o grupo das ma-

trizes invertiveis de ordem m com entradas em K isomorfa & GL(V).

Definicao 1.6.26 Seja ¢ uma representagcao do grupo geral linear GL,,, digamos
v: GL,, — GLg, para algum s. A representacdo @ € dita polinomial se as entra-
das (p(9))pq da matriz o(g) de ordem s sao polindmios nas entradas ay de grau g para
g€ GLy, k,l=1,... mep,gq=1,...,s5. Una representacao polinomial v é homo-
génea de grau d se os polindmios (p(g))pq sGo homogéneos de grau d. Um G L,,-mddulo
W € polinomial, se a representacio correspondente é polinomial. De forma andloga,

definimos mddulos polinomiais homogéneos.

Fixemos o espago vetorial V, com base {z1,...,x,} e com a ac¢do canonica de
GL,,. Assumimos que

SI(Vin) = ST(x1,. ..y )

é a algebra de Jordan especial livre gerada por {z1,...,z,}. O espago vetorial SJ(V},)

é um G L,,-mo6dulo a esquerda quando munido da acao:

gf(xy,...,xm) = flg(x1),. .., 9(xm)), g € GLy, f(1,...,25) € ST(V,).

Observacao 1.6.27 Uma importante questao a observar é que tais estruturas depen-
dem principalmente da estrutura do espago vetorial, e ndo do produto da dlgebra. As-
sim, o que foi feito para dlgebras associativas em [9], para dlgebras de Lie em [32] e
para as dlgebras de Jordan de uma forma bilinear, embora implicitas, em [8], nao tem

nenhuma alteracao de resultados.
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Da observacao anterior, deduzimos que os resultados que utilizaremos e que foram
enunciados em |9, Capitulo 12, Se¢ao 4| continuam vélidos para o ambiente de 4lgebras
de Jordan especiais livres.

Teorema 1.6.28 (i) Toda representacdo polinomial de GL,, é soma direta de su-

brepresentacoes polinomiais homogéneas irredutivens;

(i) Todo G L,,-mddulo polinomial homogéneo irredutivel de grau n > 0 € isomorfo a
um submddulo de (SJ(V,,))™.

De forma similar as representacoes de S,, irredutiveis, as representacoes polino-
miais homogéneas irredutiveis de grau n de GL,, sao descritas pelas particoes de n
em nao mais que m partes e pelos diagramas de Young. Mais precisamente, temos os

seguintes resultados.

Teorema 1.6.29 (i) As GL,,-representagoes irredutiveis de grau n > 0, duas a
duas nao isomorfas, estao em correspondéncia biunivoca com as particoes, dada
por A = (A1,...,A\n), de n. Denotamos por W,,(\) o GL,,-mddulo irredutivel

correspondente a \;

(i) Seja X = (Ai,..., A\m) uma partigio de n. O GL,,-mddulo W,,(\) € isomorfo
a um submddulo de (SJ(V;,))™. Mais ainda,(SJ(V,,))™ pode ser escrito na

forma:

(SI(Va) ™ 2 3y (V)

Observacgao 1.6.30 As representagoes polinomiais homogéneas irredutiveis de grau
n de GLy,, sdo descritas pelas particoes de n (em ndo mais que m partes) e pelos

diagramas de Young.

Definicao 1.6.31 Uma representa¢ao de GLy,, X -+ X GLy,, € polinomial, se o € em
cada GLy,,, para cada i € {1,...,s}.

Agora, podemos observar que existe uma relacao entre as representacoes polino-
miais irredutiveis de GL,,, X- - -xXGL,,, e as representagoes irredutiveis de S,,, X- - - X S,,..
Para isso, suponhamos, sem perda de generalidade, s = 1. Estamos interessados em
estabelecer um anélogo do Teorema 1.6.25 para G L,,-mo6dulos. Definimos a acao a

direita de S, em (SJ(V,,)) por

(xil T .'Ifin)O'_l = T T l’io<n> S (SJ(Vm))(n), (S Sn
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Por simplicidade, omitimos os parénteses do monomio, ji que a acao nao interfere na
posicao deles.

Note que a acao a esquerda de S,, em P, é uma acao que permuta os indices das
varidveis, enquanto a acao a direita, troca as posicoes das variaveis.

Assim, temos a seguinte proposi¢ao:

Proposicao 1.6.32 Munido da acdo acima, (SJ(V,,))™ é um S,-mddulo a direita.

Sejam A = (\q,..., \,,) uma particao de n, em nao mais que m partes, e ¢, . .., Gk
as alturas das colunas do diagrama Dy (i.e., & = Ay e ¢; = A;). Denotamos por

sy = sa(z1,...,%4), ¢ = q1, o polinomio de SJ(V},,) definido por

k
sa(@ o mg) = [ s (@1, 2y) (1.4)
j=1

em que Sy(z1,...,2,) ¢ um polinémio do tipo J-Standard. Para maiores detalhes da
construgao deste tipo de polinomio, citamos o artigo |31, Section II]. Esse polinomio é
chamado polinémio standard de Jordan.

Teorema 1.6.33 Sejam N\ = (\y,...,\n) uma particio de n, em ndo mais que m

partes, e SJ(V,,)™ a componente homogénea de graun em SJ(V,,).

(i) O elemento sy(z,...,2,), definido em (1.4), gera um GL,,-submddulo de SJ(V,,)™
isomorfo a W, (\);

(i3) Todo W,,(X\) C SJ(V;)™ ¢é gerado por um elemento nio nulo

wx(T1,...,%q) = s,\(xl,...,xq)Zaaa, o, € K.
geS

Esses resultados serao aplicados fortemente na demonstragao do Teorema 4.3.7.

1.7 Teoria de invariantes

Nesta secao, apresentamos alguns resultados sobre teoria de invariantes que serao
utilizados como base para demonstragao de alguns resultados nos proximos capitulos.
Para uma abordagem mais aprofundada deste contetdo, indicamos os trabalhos de
Concini e Procesi em |6].

Consideremos t;;, i = 1,2,..., 7 = 1,2,...,n varidveis comutativas, e sejam

os vetores t; = (ti,...,tmn). Seja U o K[t;;]-modulo livre, livremente gerado por
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ti, i € {1,2,...}. A forma bilinear simétrica nao degenerada em U é definida como
Consideremos ainda a algebra R = K[t; o t;], cuja base foi descrita em [6] em

termos de tabelas duplas num contexto bem mais geral.

Definicao 1.7.1 Uma tabela dupla ¢ um arranjo:

P11 P12 .- Pimy | q11 q12 ... Gimy
T_ P21 P22 - Pomy | Q21 422 ... Q2my
Pki Pk2 -+ Pkmy | 9k1 Gr2 -+ - Qkmgy

onde my > mg > ... 2>my >0 e 0s p;j e q; sao inteiros.

Associamos a tabela dupla T' = (p1pa ... Dm | ¢1G2 - - - gm) 0 polindémio §(T') € R
dado por:

@(T) = Z(_l)a(tm © tqg(n)(tpz ° tqg(2>) e (tpm © tqg(m))‘ (15)
Aqui o percorre o grupo simétrico S,, e (—1)? é o sinal de o.
Observacio 1.7.2 Se TW 7@ .. T® denotam as linhas da tabela dupla T associ-
amos a esta tabela o polinomio G(T) = G(TW)G(TP) - .- (TH).
Note que, ¢(T') = det(t,, o ty,), onde 1 < i, 5 < m. Entdo, se p; = p; ou ¢; = g;

para algum i # j entao ¢(7T") = 0.

Definicao 1.7.3 A tabela dupla T ¢ duplamente standard se a tabela

Pir P12 .-+ Pim
qu qi2 - Gimy
P21 P22 ... Domy
T'=1 ¢ @2 - Gom,
Pk1 Pk2 - Pkmy
91 qk2 - - Qkmy

¢ uma tabela Standard com respeito a Definicao 1.6.21.

As demonstracoes dos resultados a seguir se encontram em [6].

Teorema 1.7.4 ([6], Teorema 5.1) Os polinomios {P(T)}, onde T percorre todas
as tabelas duplamente standard cujas entradas sao inteiros positivos, com m; < n,

formam uma base para o espago vetorial R sobre K.
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Seja
T:(plps 7“1...7’k|7’k+1...7’n+1 ql...qkfl)

uma tabela de apenas uma linha tal que n + 1 = s + k e uma permutacao o de rq, ro,

..+, Tpa1 O elemento

(=1)7@((p1---Ps To1) - - -Ta(k) | To(et1) - - - Tom+1) € - - - Q1))
dependendo somente sobre a classe de ¢ modulo o subgrupo S, x S,41_ fixando o
conjunto {ry,ra,...,7y1}. Denotemos

o(T) = Z(—l)‘f@((m o Ds Ta(l) - -To(k) | To(et1) - - To(nt1) @1 - - - Qh—1));

onde o percorre todo o conjunto dos representantes nas classes laterais de Sp X Sp11_x
in S,,. Assim,

Lema 1.7.5 ([6], Lema 5.2) o(T) =0 em K|(t; o t;)].

Lema 1.7.6 ([6], Theorem 5.7) O ideal de relagies entre os t; ot; € gerado pelas

matrizes simétricas menores det(t; ot;) de ordem n+1 xn+ 1.



Capitulo 2

Classificacao das graduacoes das
algebras de Jordan de uma forma

bilinear

Neste capitulo, estudaremos a classificacao das graduacgoes da algebra de Jordan
de uma forma bilinear, sobre a hipotese do corpo ser de caracteristica diferente de 2,
feita por Yuri Bahturin e Ivan Shestakov em [3] e complementada por Fabrizio Martino
em [26].

Afim de deixarmos nosso capitulo o mais independente possivel de outras fontes,
decidimos fazer uma breve introducao dos conceitos relacionados a formas bilineares.
Aqui, a menos que seja mencionado, consideraremos todos os espacos vetoriais, assim

como todas as algebras, sobre um corpo K de caracteristica diferente de 2.

2.1 Formas bilineares

Nesta secao, introduzimos algumas defini¢oes e resultados sobre formas bilineares
como auxilio para as proximas se¢oes. Para maiores detalhes, indicamos a referéncia
[29, Chapter 11].

E importante mencionar que ja fizemos uso da definicdo de forma bilinear no
Capitulo 1, mas por se tratar de um objeto que serd util em todo nosso trabalho,

decidimos nos aprofundar neste conceito.
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Definicao 2.1.1 Seja b: V xV — K uma forma bilinear sobre um espaco vetorial V.
Dizemos que b é stmétrica quando b(v,w) = b(w,v), para todo v,w € V. E dizemos

que € antissimétrica quando b(v,w) = —b(w,v), para todo v,w € V.

Um exemplo comum de forma bilinear sao os produtos internos reais, os quais
sao formas simétricas. Outro exemplo pode ser dado da seguinte forma: Sendo T
um funcional linear sobre R3, a aplicacao bilinear hr: R® x R?® — R, definida por

hr(u,v) = T(uxwv), onde “x” & o produto vetorial, ¢ uma forma bilinear antissimétrica.

Observacao 2.1.2 Se charK = 2, entao b € simétrica se, e somente se, € antissimé-
trica. Se charK # 2, entdo a unica forma bilinear sobre V que €, simultaneamente,

simétrica e antissimétrica € a forma nula.

Definicao 2.1.3 Seja b uma forma bilinear simétrica ou antissimétrica sobre um es-

paco V.

(i) Dizemos que dois vetores distintos, u e v, em V sao ortogonais em relagao a
forma b se b(u,v) = 0.

(ii)) A forma b € dita ser nao degenerada se satisfaz a sequinte condi¢do: se para
todo vetor v € V waler b(v,u) = 0, entdo u = 0. Dizemos que b é degenerada
caso conlrdrio.

Observacao 2.1.4 Sejam b: V x V. — K uma forma bilinear simétrica ou anti-
simétrica e S um subconjunto nao vazio de V. Nestas condicoes, € possivel definir
o conjunto St = {v € V | b(v,s) = 0,Vs € S}. E de facil verificacio que S* é um
subespaco de V' chamado de subespagco ortogonal a S em relagcio a forma b. Ob-
servamos também que se W é um subespaco de V', entao a restricao de b a W € nao

degenerada se, e somente se, W N W= = {0y }.

Definicao 2.1.5 Seja V' um espaco vetorial munido de uma forma bilinear simétrica

ou antissimétrica b e, S e T' subconjuntos de V.

(i) S é chamado ortogonal & T se b(s,t) =0, para todos s € S et € T. Em outras
palavras, T C S*.

(i1) S é chamado base ortogonal se S € base do espago V' e b(u,v) =0, para todos

u, v elementos distintos em S.

Seja V um espaco vetorial de dimensao finita e 8 = {vy,...,v,} uma base orde-

nada de V. Sendo b: V x V — K uma forma bilinear, consideremos a matriz
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aix a2 - Qip
ag1 Q22 -+ Q2p

bls=1 = , :
Ap1 Ap2 - Ann

onde a;; = b(v;, v;). Esta matriz é chamada de matriz de b em relagao & base (.
O seguinte resultado é classico na teoria de Algebra Linear e por tal motivo iremos

omitir sua demonstragao a qual pode ser encontrada em [29, Theorem 1.26].

Teorema 2.1.6 (Lei da Inércia de Sylvester) Sejam V um espago vetorial real de
dimensao finita, b: V xV — R uma forma bilinear simétrica e 31 e By bases de 'V tais
que [b]s, e [b]g, sdo diagonais. Entdo as matrizes [b]g, e [b]g, tém a mesma quantidade

de entradas positivas e a mesma quantidade de entradas negativas.

Tal resultado informa que sobre um espaco vetorial real de dimensao finita, o sinal
das entradas da matriz de b em relacao a base (3, quando essa for diagonal, independe
da escolha da base.

Um pergunta natural é: “Em que condi¢oes podemos considerar que um espago
V' tem base ortogonal com relacao a forma bilinear b7”

O resto desta subsecao sera dedicada a provar tal resultado, desde que b seja uma

forma simétrica nao degenerada e charK # 2.

Definicao 2.1.7 Seja V' um espaco vetorial munido de uma forma bilinear simétrica

ou antissimétrica b.

(i) Um elemento v € V ndo nulo é chamado isotréopico em relacao a forma se

b(v,v) = 0; caso contrdrio ele serd nao isotroépico.

(ii) V € dito isotropico se ele contém pelo menos um vetor isotrdpico. Caso contrd-
rio, V ¢ anisotropico. Por fim, V ¢ totalmente isotrépico se todos os seus

vetores sao 1Sotropicos.

Iremos agora “resgatar” a notacao “1”, dada na Observacao 2.1.4, para ilustrar

nossa proxima definicao.

Definicao 2.1.8 Seja V' um espaco vetorial munido de uma forma bilinear simétrica

ou antissimétrica b.
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(i) Um vetor v € V ¢é degenerado em relacao a forma se b(v,u) = 0, para todo
u € V. Neste caso, o conjunto V* serd formado por todos os vetores degenerados
de V.

(ii) O espagoV é chamado ndo degenerado se V+ = {0}. Caso contrdrio, V é dito

degenerado

(iii) Dizemos que V é uma soma direta ortogonal dos subespacos S e T, denotado
por V=S1T,seV=S®T eT C S+

Tendo essas notagoes em maos, temos os seguintes resultados.

Lema 2.1.9 Sejam b: V x V — K uma forma bilinear simétrica sobre um espaco V
e v € V ndo isotrépico em relacio b. Entao V = Kvlvt. Além disso, se V nao é

degenerado, o subespaco vt também ndo é.

Demonstracao: Como b(v,v) # 0, todo elemento de K ¢ um multiplo escalar de
b(v,v). Para qualquer v' € V, temos que existe ¢ € K tal que b(v',v) = ¢ b(v,v).
Entdo, b(v' — cv,v) = 0. Logo, v/ — cv € v*. Portanto, a igualdade v' = cv + (v/ — cv)
nos mostra que V = Kv + v'. Pela Observacao 2.1.4, temos que a soma anterior é
direta, i.e., V = Kv @ v, e é claro que tal soma é uma soma direta ortogonal, uma
vez que vLw, para todo w € v*+. A segunda parte do resultado segue novamente pela

Observagao 2.1.4, tomando W = v+ e lembrando que (v)* = K - v. |

Observacao 2.1.10 Se b é uma forma bilinear simétrica ndao nula e a caracteristica
de K for diferente de 2, entao existe pelo menos um vetor nao isotropico em V', pois

caso contrdrio, dados v,w em V', teriamos,
0=0bv+w,v+w)=>bv,v)+ 2b(v,w)+ blw,w) = 2b(v,w).

Lema 2.1.11 Sejam K um corpo de caracteristica diferente de 2, V. um K-espacgo
vetorial de dimensao finita e b: 'V x V. — K uma forma bilinear simétrica sob V.
Entao existe alguma base = {v1,...,v,} de V tal que [b]g € uma matriz diagonal, ou

seja, b(v;,v;) =0 para i # j.

Demonstracao: Facamos inducao sobre dimensao de V. Se b é nula, o resultado é
imediato. Suponhamos entao que b é nao nula. Dai, existe v; € V tal que b(vy,v1) # 0.
Consideremos agora W = vi = {v € V | b(v,v;) = 0}. Do lema anterior, temos que

V = K-v1®W. Observe ainda que b é uma forma bilinear simétrica sobre W, denotamos
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tal forma restrita & W por by. Assim, por dimW = dimV —1, temos, por inducao, que
existe base 3’ = {va,...,v,} base de W tal que [by/ |z é diagonal, ou seja, b(v;,v;) = 0,
sempre que i,7 € {2,...,n} com i # j. Assim, f = {v;} Up" = {vy,v9,...,0,} é uma

base de V' tal que [b]g é uma matriz diagonal. |

Sendo char K # 2, o lema anterior informa que todo espaco de dimensao finita,
munido de um forma simétrica, possui uma base ortogonal. Nosso objetivo nesta secao
é estabelecer um resultado analogo para o caso de dimensao infinita, mas de base
enumeravel. Na verdade estamos interessados em encontrar uma base que satisfaca a
seguinte defini¢ao:

Definicao 2.1.12 Seja V um espaco vetorial munido de uma forma bilinear simétrica

nao degenerada b. Uma base  de V € dita ortonormal com relacao a forma se

b(u,v) =0, sempre que u,v € B sao distintos e b(u,u) # 0, para todo u € f3.

Observacdo 2.1.13 E comum na teoria de Algebra Linear exigir na defini¢do anterior
que b(u,u) = 1, para todo u € B. Aqui decidimos nao exigir tal condi¢do para ndao
modificar os enunciados dos Teoremas 2.2.1 e 2.3.1, ou seja, ficar com a nota¢ao
compativel, uma vez que a definicdao anterior nao depende do corpo base como pode ser

observado no Teorema da Lei da Inércia de Sylvester.

Exemplo 2.1.14 Seja V' o espacgo real das matrizes de ordem 2. Considere a forma

bilinear b: V x V' — R dada por b(A, B) = tr(AB). Note que,

¢ uma base ortonormal com relag@o a forma b, jd que b(v;,v;) = 0, para i # j e

b(’Ui,Uz‘) 7é 0,1,5€ {1,2,3,4}

O resultado posterior ird garantir a existéncia de uma base ortonormal para V
no sentido da Definicao 2.1.12.
Teorema 2.1.15 Sejam K um corpo de caracteristica diferente de2 eb: V xV — R

uma forma bilinear simétrica e nao degenerada sobre um espaco vetorial V', de base

enumerdvel. Entao, existe uma base ortonormal para V.

Demonstracao: Consideremos Y o conjunto formado por todos os subespacos S de
V' tais que S tem base ortonormal e a forma b restrita a S é nao degenerada. Observe

que X # (), pois existe um vetor u € V' tal que b(u,u) # 0 e assim tome Sy = span(u).
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E claro que Sy é um espaco com base ortonormal e a forma b restrita a ele é ndo
degenerada. Agora, munindo ¥ da ordem parcial dada pela inclusao de subespacos de
V', podemos garantir que X é um conjunto parcialmente ordenado e do Lema de Zorn
temos que Y possui elemento maximal, digamos V}.

Iremos verificar que Vo = V. Suponhamos por absurdo que V # V. Observe
que existe u € V' \ Vj tal que b(u,u) # 0, pois caso contrario, para todo u € V' \ V;
implicaria b(u, u) = 0. Entdo, por b ser nao degenerada, existird v um elemento de uma
base ortonormal de Vj tal que b(u, v) # 0. Considere S; = span(u,v), e assim temos que
a forma b restrita a S; é simétrica e niio degenerada. Tomando w = u—b(u, v)b(v,v) v
temos que {w,v} & uma base ortogonal de S; e, nestas condi¢oes w € V' \ Vy, o que
¢ uma contradigao, pois 0 = b(w,w) = b(w,u) = b(u,v)?b(v,v)~! e dai, b(u,v) = 0.
Portanto existe tal vetor nas condicoes requeridas.

Defina V' =V, @ K - u. Pelo Lema 2.1.9 temos que V' = K -u+u't. Do teorema

dos isomorfismos para espacos vetoriais, temos que

L ut ut+K-ou V!

u =~ ~

(K-w)nut™ K-u  K-u

~ V5.

Novamente, pelo Lema 2.1.9, a forma b restrita a V' é ndo degenerada. Além
disso, temos que V' =V, LK - u, implicando que V' tem base ortonormal e V5 C V’; o

que contradiz a maximalidade de V. Portanto, V = V|, como queriamos. |

Observacao 2.1.16 Uma outro forma de demonstrar o resultado anterior pode ser
encontrado em [11, Coroldrio 4.5.7].

Observagao 2.1.17 A parte da forma ser bilinear nao degenerada serve para garantir
que V' tem base ortonormal, no sentido da Definicao 2.1.12. Se retirarmos tal hipdtese
do enunciado do teorema anterior, podemos garantir que V' tem base ortogonal e possui

um subespaco mazximal com a propriedade de ter base ortonormal.

2.2 A algebra de Jordan de uma forma bilinear simé-

trica nao degenerada

Nesta secao descrevemos todas as graduacoes das algebras de Jordan de uma
forma bilinear simétrica nao degenerada de um espago vetorial sobre um corpo K de

caracteristica diferente de 2.
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No Exemplo 1.1.25, definimos a algebra de Jordan B(b) = K -1 & V com a
multiplicagao dada por (a-14u)- (8 -1+v) = (af + b(u,v)) - 1 + (Bu+ av), onde
a,f € K eu,v € V. Aqui, permanecemos com a notacdo B sempre que dimV = oo e
B,, quando dimV = n. Estamos destacando a forma b na definicao de B, uma vez que
tal algebra depende obviamente da forma. E fato conhecido que se b e b’ siio duas formas
simétricas nao degeneradas sobre V' as élgebras B,(b) e B,(V/), paran = 2,3,..., sao
isomorfos se, e somente se, as formas b e b’ sdo equivalentes. Por outro lado, no que
diz respeitos as identidades, tais dlgebras sempre satisfazem as mesmas identidades, e
isso independe da forma considerada.

Dada uma algebra A, denotemos por ¥ = SuppA e por G um grupo cujo o

elemento neutro é e.

Teorema 2.2.1 Qualquer graduacao J = @QGG Jyde J=DB(b) =K -1®V por um
grupo G sobre um corpo K de caracteristica diferente de 2 pode ser descrita como se
seque: Eriste uma base B de V de elementos homogéneos que pode ser decomposta como
uma unido f = EUE'UF e uma bijecio E > e <> ¢’ € E' tal que deg(e) = (deg(e’)) ™" #
¢, para todo e € E e (deg(f))? = ¢, para todo f € F. Os conjuntos E e E' sao duais
um do outro, a dualidade € estabelecida pela mesma aplicacio e <> ¢, F é ortonormal
(sobre si mesmo) e ortogonal sobre E e E'. Reciprocamente, qualquer escolha de uma
base como descrita acima e qualquer cole¢io de elementos {ge,hy |e € E, f € F} CG
tal que (g.)? # € e (hy)* =€, define uma graduagao em J se definirmos deg(e) = g.,
deg(e') = (ge) ' e deg(f) = hy, para todo e € E e todo f € F.

Demonstracao: Considerando uma base nas condigoes descritas acima, a saber:

eres = (e1)(ex) = ef =€'f =0,

er(e2)) = 0, see; # ey
- 9
1, caso contrario

0, se fi# fa
fifa = 7 ,
A, caso contrario
para e,ej,ea € Ee f, fi,fo € F e A= A(f1) € K nao nulo que depende de f;, temos
que as condicoes de ser graduacao sobre J sao satisfeitas.

Por outro lado, vamos supor agora uma G-graduacao em J. Pela Proposicao

1.2.6, ja sabemos que 1 € J..
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Afirmacao 1: Para cada g # ¢, temos J; C V. De fato, seja x = A + v um
elemento ndo nulo de J,, com A € K, u € Ve g # e. Entao, u # 0e 2? = (A\+u)? € Jp.

Mas também,

Jeox* = N-1+b(u,u)-1+2\u
= N1 4b(u,u)- 1420z — )

= A 1+b(u,u) -1+ 2\7.

Note que, —A%-1+b(u,u)-1 € J. e 2Xz € J,. Por g*> # g (ja que g # €) e J,NJ,2 = {0},
devemos obrigatoriamente ter A = 0, implicando a nossa afirmacao.

Agora, olhemos para J.. Consideremos a decomposic¢ao ortogonal J. = K -1 J.,
onde je cV.

Afirmagdo 2: J, é um espago ortogonal & .J,, para todo g € G\ {€}. De fato,
suponhamos que A +u € J.. Escolhamos g # € e suponhamos que v € J; nao nulo.
Entao, uv € J,;. Por outro lado, uv = b(u,v) - 1 € J.. Assim, b(u,v) = 0, para todo
v € Jg, sempre que g # €. Concluindo tal afirmacao.

Entao, temos uma decomposicao ortogonal V = J. ® Ygtedy-

Afirmacgao 3: Se g, h € G\ {e}, com gh # €, entao b(J,, J,) = 0. Esta afirmagao
segue imediatamente do fato que se u € J, e v € Jp, temos uv € Jy, € uv = b(u,v) - 1
¢ um elemento de J,, implicando que b(u,v) = 0.

Com as Afirmagoes 1, 2 e 3 em maos, iremos agora, olhar para o suporte > de J.
Considere ¥ = I'U{e}UV, onde os elementos de I' sao elementos cuja a ordem ¢é diferente
de 2, enquanto os elementos de ¥ sao todos de ordem 2. Dividimos arbitrariamente I'
na uniao disjunta

r=Tulr,

onde os elementos de II’ sdo os inversos dos elementos em II. Entao, se escolhermos,
digamos 7 € II, temos que J; é ortogonal a J. e J,, onde g é diferente de 7. Como
b é ndo degenerada, devemos ter J,—1 # {0}. Além disso, podemos escolher uma base

E,.em J; e El em J.-1 em uma correspondéncia bijetiva dada por:
Ese«— ¢ eF

tal que b(eq, (e2)’) = 0 sempre que e; # ey e 1 caso contrario. Agora, definimos

E = UzenFEr e B/ = Uzen B Portanto, construimos as duas primeiras partes da base
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que queriamos. Para construir F', vamos escolher ¢» = e ou vy € W. Ou seja, com
¥? = e. Entéo, a restricio de b em J, ou em Jy, deve ser nao degenerada, pois b & nao
degenerada. Escolhamos agora uma base ortonormal dentro de cada Jy ou J.. Esta
uniao serd a parte restante da base desejada para J, ou seja, teremos F'. Portanto,

temos o resultado. [ ]

Observacao 2.2.2 Pelo teorema acima, observamos que para descrever as graduagoes
por um grupo G sobre B, ¢é suficiente encontrar uma base de elementos de V' que sa-
tisfazem as relacoes descritas no teorema. Entretanto, a existéncia de tal base depende
do corpo. Por exemplo, seja J = Jy a dlgebra de Jordan das matrizes simélricas de
ordem 2, com G = Zs.

Afirmacao: Para existir tal base em J ¢ necessdrio que /—1 € K.

De fato, seja Jy = (J2)o @ (J2)1 @ (J2)2 uma Zs-graduagdo nao trivial. Como Zs
ndo tem elementos de ordem 2, temos que dim(Jo); = dim(Jy)a = 1, e consequente-
mente, (J2)o = K (pelo Teorema 2.2.1). Por outro lado, (J2); = Kwy e (J3)s = Kws,

onde wy e wy sao matrizes de traco zero tais que:

wf:wgz() e wy owy = Iy
Observe que as matrizes wy e wy satisfazendo essas relacoes existem se, e somente se,
v—1¢€ K. Com efeito, sejam wy e wy matrizes simétricas de traco zero que satisfazem

as relacoes actma. Como wy e wo $G0 matrizes simétricas de traco zero, temos que estas

a as b1 by
wy = , W2 = .
a2 —a by —by
b
Como w? = wj =0, temos que a3 + a3 = b3 + b3 = 0. Dai, /—1 = oo Recipro-

(05} b2
camente, pelo Teorema de Cayley-Hamilton, temos que w? — (trwy)w; + det(wy)lo = 0

sao da forma:

e ws — (trwg)wy + det(wq)Iy = 0. Por w? =0 e, wy e Iy terem graus diferentes, seque
que trw; = det(wy) = 0. Analogamente, trws = det(ws) = 0. E sendo wy e wy simé-
tricas, temos que wy o wy = A5, Para X\ =1, o resultado seque. Podemos escolher, por

exemplo, as sequintes matrizes:

i1 1( =i 1
wy; = , Wy = — .
! 1 —i 7ol 1 g

Concluimos que, sobre o corpo dos reais, por exemplo, Jo tem apenas a Zs-graduacao
trivial, ja sobre o corpo dos complexos possui Zs-graduacao além do trivial (como a

graduagao citada).
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2.3 A Algebra de Jordan de uma forma bilinear simé-

trica degenerada

Na secao anterior, foram descritas as graduagoes para as algebras de Jordan B
e B, quando a forma bilinear simétrica é nao degenerada. Nesta secao, veremos o

resultado para o caso onde a forma b é degenerada. Mais precisamente,

Teorema 2.3.1 Qualquer graduacao J = @geG Jyde J=DB(b) =K -1®V por um
grupo G sobre um corpo K de caracteristica diferente de 2 pode ser descrita como se
seque. FExiste uma base 5 de V' de elementos homogéneos que pode ser decomposta como
uma unido f = EUE'UF e uma bijecio E 5 e <> ¢’ € E' tal que deg(e) = (deg(e’)) ™! #
€, para todo e € E e (deg(f))* =€ ou f € degenerada, para todo f € F. Os conjuntos
E e E' sao duais um do outro, a dualidade é estabelecida pela mesma aplicagdo e <> €,
F ¢ ortogonal (em si mesmo) e ortogonal também & E e E'. Reciprocamente, qualquer
escolha de uma base como descrita acima e qualquer colecao {ge,hy | e € E, f € F}
de elementos em G tal que (g.)? # € e (hf)* = €, define uma graduagio em J, se

definirmos deg(e) = ge, deg(€') = (g.) ™' e deg(f) = hy, para todo e € E e todo f € F.

Demonstracao: Seguiremos os mesmos passos da demonstracao do Teorema 2.2.1
com apenas algumas adaptagoes para a parte degenerada. Considerando a base dada

no enunciado do teorema satisfazendo as condi¢oes dos elementos do grupo, a saber:

erea = (e1)'(ex) =ef =€ f=0

0, seep# e
€1 (62)/ = ’
1, caso contrario
O se f1 7é fg
fifa= ’
A1, caso contrario
fifs=0

para e,ey,es € E, f, f1, fo, f1, f5 € F e Ay € K néo nulo dependendo de f;, onde f; e
f2 sao vetores nao isotropicos da parte F, e f] e fj sdo isotrépicos na base F.

Agora iremos supor que J tenha uma G-graduacao. Pela Proposicao 1.2.6, ja
sabemos que 1 € J.. Usando os mesmos argumentos que foram usados na demonstracao
do Teorema 2.2.1 obtemos as Afirmacoes 1, 2 e 3 para este caso.

Agora, olhemos um subconjunto >’ de G que contém o suporte 3 da G-graduagao

de J. Consideremos ¥’ = I" U {¢} U ¥, onde os elementos de I' sdo os elementos de
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ordem diferente de 2, enquanto os elementos de ¥ sao todos de ordem 2. Dividimos I'
como sendo a uniao disjunta I' = IT U II’, onde os elementos de II' sao os inversos dos
elementos em II. Entao, se escolhermos, digamos 7 € II, temos que .J, é ortogonal a

J. e J,, onde g é diferente de 7—'. Como b é degenerada, temos duas possibilidades:

Jo—1 # {0} ou J—1» = {0}.

Se J.-1 # {0} entdo podemos fazer o mesmo processo do caso nao degenerado (Te-
orema 2.2.1), ou seja, podemos escolher uma base E, em J. e E/ em J,-1 em uma

correspondéncia biunivoca dada por:
Ese+—¢ el

tal que b(eq, (e2)’) = 0, no caso em que e; # ey € 1 no caso em que e; = e;. Resta
considerar o caso em que J.-1 = {0}. Neste caso, temos que os elementos de J; sdo
degenerados e entao consideraremos o conjunto dos elementos 7 com essa propriedade,
denotado por A. Considerando IT" = IT\ A, podemos definir os conjuntos E = U e Er
e ' = Urerr E... Portanto, construimos as duas primeiras partes da base que queria-
mos. Para construir a tltima parte da base, seja ¥/ = W U A, onde os elementos de
A sao aqueles obtidos dos m € X tais que J,-1 = {0}. Escolhamos g € A e uma base
ortogonal de .J, (ver Observagao 2.1.17). Vamos escolher 1) = € ou ¢ € ¥'. Ou seja,
com )2 = e. Entdo, a restricio de b para J. ou para Jy € uma forma simétrica dege-
nerada ou nao degenerada, em ambos os casos podemos escolher base ortonormal ou
ortogonal dentro de cada Jy, ou J., e a uniao destas bases formam F, a parte restante

da base desejada para J, donde segue o resultado. [



Capitulo 3

Identidades graduadas em algebras de

Jordan

No capitulo anterior, mais exatamente no Teorema 2.2.1, apresentamos a clas-
sificacao de todas as graduacgoes sobre a algebra de Jordan de uma forma simétrica
nao degenerada. Neste capitulo, exibiremos, com mais detalhes que, a menos de iso-
morfismo, a algebra das matrizes simétricas de ordem 2, denotada por Jo, tem duas
Zs-graduagoes nao triviais, uma em que dim(.J;)o = 1, a qual chamaremos de gradua-
¢do escalar, e uma em que dim(J2)o > 1, a qual chamaremos de graduagao nao-escalar.
Lembramos que exibimos no Exemplo 1.1.30 um isomorfismo entre as algebras Js e Bo,
implicando que o comentario anterior ¢ um caso particular de B,.

Em [24], Koshlukov e Diniz determinaram uma base para as identidades gradua-
das nos dois casos descritos para Jy. Além disso, para o caso da graduagao escalar, os
autores descreveram um resultado mais geral, exibindo uma base para as identidades
graduadas para as algebras de Jordan B e B,,. Usando esse texto base, dedicamos este
capitulo ao estudo desses resultados.

Em todo este capitulo, consideramos X = Y U Z, onde Y = {y; | i € N} é o
conjunto das varidveis pares e Z = {z; | i € N} as impares, e K, a menos que seja

mencionado, é um corpo infinito de caracteristica diferente de dois.
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3.1 Graduacoes na algebra de Jordan

Nesta secao, mostraremos que a algebra das matrizes simétricas de ordem 2, pos-
sui, a menos de isomorfismo, duas Zsy-graduagoes nao triviais. Antes de trabalharmos
com tal algebra, iremos demonstrar um resultado técnico sobre as algebras de Jordan

B e B, sobre a forma (-, -).

Proposicao 3.1.1 Toda Zs-graduacao nas dlgebras de Jordan B, e B € definida por
uma decomposicao dos espagos V,,, respectivamente V', como uma soma direta de dois

subespacos ortogonais.

Demonstragao: Mostremos que B, ¢é escrito como soma direta de dois subespacos
ortogonais. Suponhamos que J := B, tem uma graduacao J = Jy & J;. Como 1
pertence a componente par da graduagdo, segue que K C Jy. Seja = {1,v1,..., 0%}
uma base de Jy, onde v; € V,,. Sejam v; € fea+wv € J;,coma € K e v €V, entao
v;o(a+v) € Jy, pois JoJ; C Jy. Por outro lado, v; 0 (a+v) = av; + (v, v) € Jy. Logo,
vio(a+wv) € JynJ; = {0}. Entao, como v; € § (e portanto, v; # 0), segue que a = 0
e (v;,v) = 0. Assim, J; C V, e é ortogonal ao espaco span(vy,...,v;). Concluindo
o resultado para B,. Aplicando o mesmo processo acima para B o resultado segue

analogo. ]

Agora estamos prontos para determinar & Zs-graduagao nas algebras de Jordan

das matrizes simétricas de ordem 2, o qual denotaremos por J,. Denotaremos por
I, = ;oa= ;b=

as matrizes que formam uma base de Jy, ver Exemplo 1.1.27.

Corolario 3.1.2 A menos de isomorfismos graduados, exristem duas Zs-graduacoes
nao triviais na dlgebra de Jordan J := Js. FEstas sao dadas por J = Jy & Jy, onde

Jo = span(Iy,a), J; = span(b) ou Jy = span(ls), J; = span(a,b).
Observagao 3.1.3 (i) O coroldrio anterior é um caso particular do Teorema 2.2.1.

(ii) A Zs-graduagao sobre Jy dada por Jy = span(ly) e J; = span(a,b) é chamada de
graduacao escalar, jd a outra serd denominada graduacao nao escalar.

(iii) Observe que a*> = b* = I, e aob = 0. Neste caso, a dlgebra Zo-graduada
J=J1®Jy, onde Jy = span(l2,b) e J, = span(a), é isomorfo, como dlgebra

Zo-graduada, a Jo com a graduacao nao escalar.
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3.2 Identidades para a graduacao nao escalar

Na secao anterior, mostramos que a algebra de Jordan das matrizes simétricas de
ordem 2, comumente denotada por Jo, tem (a menos de isomorfismo) duas graduagoes
nao triviais pelo grupo Z,. Nesta segao, iremos descrever as identidades graduadas
para essa algebra com a graduacgao nao escalar.

Denotaremos por T := Ty(J3) o ideal das identidades Zs-graduadas de J,, com a
graduacao escalar. A concatenacao de duas matrizes representara o produto na algebra
de Jordan My(K)™), e “” representara o produto usual de matrizes. Lembramos que,
|u| & 0 Zy-grau de um elemento homogéneo na algebra livre Zs-graduada.

Denotaremos por I o ideal das identidades Zs-graduadas gerado pelos polinémios:

x1(22x3) — wo(123), se |z1| = |z2 (3.1)

(Y192, 21, 22) — (Y1 (Y2, 21, 22) + Y2(y1, 21, 22) — 221 (22, Y1, 42)), (3.2)
(y192, Y3 21) — (Y1(Y2, Y3, 21) + ¥2(y1, ¥3, 21)), (3.3)

(2129, 21, T2), (3.4)

(Y1, Y2, 21,2, y3) — (Y1, Y35 21, T, Y2). (3.5)

Aqui (a,b,c) denota o associador entre os elementos a, b e ¢. Nosso objetivo nessa
secao é mostrar que [ éigual a T
Com a finalidade de facilitar a compreensao do texto, indicamos acima do simbolo

“—n

“=" (assim como “=", em alguns casos) a identidade ou resultado, da qual a igualdade

3.4
(E) N indica que a equivaléncia M = N é

(ou equivaléncia) segue. Por exemplo, M
consequéncia da Identidade (3.4). Outro exemplo, a equivaléncia M R significa
que N é consequéncia de M pela Proposicao 3.1.1. Neste caso, L., T., P., etc, significa
Lema, Teorema, Proposicao, etc., respectivamente.

Lema 3.2.1 Os polinomios (3.1)-(3.5) sao identidades graduadas para a dlgebra de
Jordan Jy. Em outras palavras, I CT.

Demonstragao: Mostremos que os elementos geradores de I se anulam quando subs-
tituidos por elementos da base de J,. Isto é suficiente para mostrar que I C T, pois os
polinémios que geram [ sao todos multilineares. Iremos analisar caso a caso.

O polinémio (3.1): Se algum z; for substituido por 5 o resultado é trivial, ja

que I, € Z(J). Assim, temos dois casos a analisar. Suponha que x; e x5 possam ser
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substituidos por a. Neste caso,
a(azs) — a(azs) = 0.

Aqui 7 significa que x foi substituido por algum elemento compativel em J;. O caso
em que x; € ro possam ser substituidos por b é andlogo. Portanto, tal polinomio esta
em 7T

Para os proximos polinomios, lembramos que |y;| = 0 e |z;| = 1, para todo 7.

O polindémio (3.2): Analisemos as possibilidades de substituigdo admissivel. E
claro que se substituirmos I em alguma variavel y; temos que tal resultado é zero.
Assim é suficiente substituir por a nas variaveis y}s e b nas variaveis z/s. Neste caso

temos:

(a®,b,b) — (a(a,b,b) + a(a,b,b) —2b(b,a,a)) = —(a(a,b,b)+ a(a,b,b) —2b(b,a,a))
= —2a(ab?) + 2b(ba?)

= 0,

pois a? = b?> = I,. Concluindo que tal polindomio esta também em 7.

O polindémio (3.3). Novamente analisemos as possibilidades da substitui¢ao
admissivel. Como no caso anterior, se substituirmos /> em alguma variavel yis temos
o resultado. Assim é suficiente substituir para os casos compativeis com a graduacao.

Note que
(a®,a,b) — (a(a,a,b) + a(a,a,b)) = —2a(a,a,b) = —2a(a*b) = 0.

Neste caso, o polinomio (3.3) esta em 7'

O polinémio (3.4). Este caso é o mais simples de todos, pois b*> = I, ou seja,
2129 € Z(Js). O resultado segue para este caso.

Por fim, o polinémio (3.5). Como de costume se substituirmos I, em alguma
variavel yis temos o resultado. Assim, as tinicas substituigdes a serem consideradas sdo

a nas varidveis y;s e b nas variaveis z;s. Temos entao:
(a,a,b,z,a) — (a,a,b,z,a) = 0.

E o resultado, neste tltimo caso, também é satisfeito.

Como cobrimos todos os casos, temos que I C T'. [ |
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Como o corpo ¢é infinito, afim de provar a inclusao 7' C I, podemos considerar
apenas identidades graduadas multihomogéneas, como vimos na Se¢ao 1.5 do Capitulo

1.

Seja L = 5 ) a algebra relativamente livre Zs-graduada na variedade das
algebras que satisfazem I. Aqui SJ(X) é a algebra livre de Jordan especial Z,-graduada
construida na Secao 1.3. Ainda manteremos a notagao para as variaveis y e z em L,
onde y (com ou sem indice) representa as varidveis pares e z (com ou sem indice)
representa as impares. Note que, a Identidade (3.4), que esta em I, implicard que
os elementos z;z; estdo no centro associativo de L, ja que (2129,71,22) = 0 em L.
Portanto, a subéalgebra de L gerada por todos z;2; é associativa. Como [ é um ideal
graduado, segue da Proposicao 1.2.8, que a algebra L é graduada, sendo sua graduacgao

induzida pela graduacio em SJ(X). Logo, L = Lo @ L;.

Notacao 3.2.2 O chapéu sobre qualquer varidvel significard que ela pode nao aparecer,

e neste caso, consideramos 1 em seu lugar.

Proposicao 3.2.3 A subdlgebra Lo de L € associativa. Além disso, a subdlgebra de L

gerada por Ly € associativa.

Demonstragao: Primeiramente, note que (y1, y2,y3) D0 em L.

De fato,

(Y1, Y2, ¥3) = (Y192)y3 — v1(y2ys) = —(y1(y3y2) — y3(y1y2)) € 1.

Logo, Ly é associativa, ja que y;’s pode ser substituido por qualquer elementos em Lj.
Agora, seja w um monoémio tal que degw = n em [Ly], aqui [L1] denota a subalgebra
de L gerada por L;. Vamos mostrar agora que [L;] é associativa. Primeiramente,
mostremos a seguinte afirmacao

Afirmagao 1: w = (u)z;, para algum z; e algum monoémio u € L¢ (centro
associativo de L).

De fato, faremos a demonstracao por inducao em n. Se n = 1, entao w = z e
u = 1, e portanto segue o resultado. Suponha que n > 1, e que a afirmacao é verdadeira
para monomios de grau no maximo n — 1. Entdo w = (w;) - -- (wy), onde w;’s estao
em [L1] (aqui pode haver qualquer arranjo de parénteses). Pela hipotese de indugao,

podemos assumir que, para cada i, w; = (u;)z;,, com u; € Lo. Como u; estd no centro
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associativo, podemos reduzir o caso a w = (u)(w’), onde u € Lo e w’ é o produto de
algumas variaveis z, com alguma distribui¢ao de parénteses. Por outro lado, segue da
Identidade (3.4) que o produto de quaisquer duas variaveis z esta no centro associativo
de L¢, entao podemos transferi-la para u. Agora, temos duas possibilidades. Se o grau
de w’ é par, temos que w € L¢. E se é impar, entdo w = (u')z, onde v’ € L¢.

Com a afirmagao “em maos” considere w; = w;2;,, ¢ = 1, 2, 3, trés elementos de

[L1]. Pela Identidade (3.1), temos que (21, 29, 23) = 0 em L. Assim, obtemos:
(w17w27w3) - (UleUg)(é\tl, 5/\1527/2’/}3) - 0 em L

Se alguma das varidveis z;, ndo aparece entdo em seu lugar aparece 1, e neste caso o

associador se anula trivialmente. Portanto temos o resultado. [ ]

Agora, seja €2 C L o menor subconjunto de L com a propriedade que se fi, fo, f3
sao elementos em QU X, entao (f1, fo, f3) € €. Chamaremos os elementos de 2 de
associadores.

Denotamos por S.J (X)) a componente multihomogénea de S.J(X) que con-
siste dos polindmios homogéneos de grau n; na variavel x;, 1 <i < k, e de grau 0 nas
demais variaveis. Analogamente, definimos L") Além disso, escolhemos o sub-
conjunto €y de 2 da seguinte forma: Se Q N L(™=+m) —£ () entdo escolhemos um
elemento arbitrario (mas ndo nulo) de Q N L) de modo que €y ndo contenha
nenhum outro elemento desta intersecao.

Agora definamos o conjunto A C L que consiste dos elementos dos quatro tipos

a seguir:
(1) (wir - i) (24 -+ 250);
(i) (yar - yapJu's
(i) (93, - ya) (zju');
(iv) (v, -y )u’.

Aqui, k,t > 0 e u' € Qg ¢ um associador e nao variaveis com |u’| =i, para i = 0,1, ou
seja, deg(u’) > 3. A Proposi¢ao 3.2.3 permite ndo nos preocuparmos com os parénteses

nas expressoes acima. Seja S = span(A) o subespago de L gerado por A. Mostraremos
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que L = S, mas, primeiramente, mostraremos que todo elemento de {2 é igual a um
elemento de €y, a menos de sinal. Para isto, necessitaremos de ferramentas que serao

demonstrados nos proximos lemas.
Lema 3.2.4 Os polinomios
(i) (x1,29,13), se |x1| = |z3|;
(it) (121, 92,93) — y1(21, Y2, y3);

(iii) (21,91, - Yok) — (21, Yo(1)s - - > Yo(2k)), POTa qualquer permulagdo o no grupo si-
métrico Sop;

(1) (21,91, - Yok, 22, Yors1) — (27(1)s Yo (1) - - - Yo (2k)s 27(2)s Yo (2k+1)), POTA toda permu-
tacao 0 € Sopy1 €T € Sy,

estao em I.
Demonstracgao:
(i) Por hipotese |z1| = |z3|, assim
(3.1)
(I’l,fEQ, 1'3) = (.’13’1172)1'3 — 1’1(1'2.’173) = —$1(l’3$2) + 1'3(]71.1'2) ="0em L y

donde segue o resultado.

(ii) Para este item, observe que
P.3.2.4.(i) P.3.2.4.(3)
(nz)y)ys =" (ez)y)ys = (iy22))ys =" ((y221)y)wn
P.3.2.4.(i)

(y121)(v2y3) =" ((y2y3)21)y1-

Logo,

(y12'1,?/2,y3) = (y12192)y3—?/121(yzy3) = ((?JQZOys)yl—((y293)21)y1 = y1(21,y2793)-

Dai,
(Y121, Y2, Y3) — y1(21, 42, 93) = 0 em L.

Portanto, (y121, Y2, y3) — y1(21, Y2, y3) € I, e assim, provamos (i1).



(i)

(iv)

61

Para provar (ii7) utilizaremos da Identidade (3.5). Provemos por indugao sobre

k. Para k = 1, temos:

(z1,y1,92) — (21,92, 01) = (2191)y2 — 21(v1y2) — (21y2)y1 + 21(Y2v1)

3.1)

= (21y)y2 — (2192)n (41 0

em L. Logo, (z1,y1,92) — (21,92,¥1) € I. Para k > 1, suponhamos que para k — 1
o polinémio em (4i7) pertence a I. Considerando o(1),0(2) € {1,2}, temos, pelo
caso k =1 e da hipotese de inducao, que:
(21, ¥6(1), Yo ) Yo(3): -+ Yoiam) =1 (21,91, 92), Yo (3), - - Yo(2m)))
=r (((z1,91,92), U35 - -, Y2x))-
Considerando a hipotese de indugao para o caso geral. Podemos supor, sem perda

de generalidade, que o(4) = 1, ou seja,

(217 Yo(1)s Yo (2)s Yo (3) - - - ,yo(%)) =1 ((yo(l)a Yo(2)) %15 Yo (3)s y1), Yo(5) - - - 7ya(21c))-
(3.6)

A Identidade (3.5) implica que
(Yo (1), Yo(2)5 215 Yo(3), Y1) =1 (Yo(1), Y1, 21, Yo (3)> Yo(2))-

O resultado segue substituindo a equivaléncia anterior em (3.6), utilizando o
mesmo processo para a variavel y, e, assim, a Equivaléncia (3.6) se reduz ao caso
anterior. Logo, (21, %1, -, ¥2k) — (21, Yo(1) - - - » Yo(2m)) € 1.
Note que para mostrar este caso, basta considerarmos a permutacao identidade,
isto ¢, 0 = 1. Uma vez que se tomarmos

f = (Zh Yo(1)s - -+ s Yo (2k)s 22, yO'(Zk’-‘rl)) coi O-(Qk + 1) =1 7é 2k + 17

entao

P.3.2.4.(iii) R
= (Zlaylw"7y’i7"'7y2k+17227y’i)

= ((2’1, {7 P TH 7y2(k;—1)), Yok, Y2k+1, 22, yz)
= —(Y2rs Yort1, (1, U153 Uis - Yo(h—1))s 22, Yi)
= —(y%, Yi, (21, Yty Yis - - - ay2(k71))a 22, y2k+1)
= (21,91, -+ Wiy -+ Y2(k—1)) Yis Y2k 22, Yokt 1)

P.3.2.4.(i41)
=J (Zl,yl,...,y2k7227y2k+1).
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Primeiramente, suponhamos k& = 1. Por (3.1), segue que:

((192)21) 22 = ((Y192)22) 21

e
(1 (1221)) 22 = (1122)(Y221) = (Y2(v122))21 = (Y1(y222)) 21
Portanto,
(Y1, Y2, 21)22 = (Y1, Y2, 22) 21 (3.7)

Dali,

(3.7) P.3.2.4.(i4)

(Y1, Y2, 21)(22y3) =" (Y1, Y2, 2243) 21 = (ys(y1, 42, 22)) 21
P.3.2.4.(3)

= (Y1, Y2, 22)(y321).  (3.8)

Além disso, temos que (z1, Y1, Y2, 22,Y3) = ((21,%1,¥2)22)ys — (21, Y1, Y2)(2293)-
Entao, por (3.7) e (3.8), podemos transpor z; e z3 na primeira e segunda parcela
do lado direito da igualdade, provando assim o caso k = 1. Suponhamos agora
que para todo inteiro menor ou igual a k — 1, o polinémio em (iv) pertence a I.
Mostremos agora que o polinémio em (iv) pertence a [ para k > 1. Para isso,
iremos mostrar que as seguintes igualdades:

(Z1,Y15 - Y2m) 22 = (22, Y1, -+ -5 Y2r) 215

(21, Y1y aka)<y2k+122> = (22, Yty .- ayzk)(y2k+121)7

sao identidades graduadas em L. Note que, pela Identidade (3.7),

(21,91, - - aka)ZQ = (22, Yok—1, yzk)(Zl, Y- - ,y%_z).
Novamente usando inducao em k, suponhamos que
(217 Y- - 792k—2)22 = (22, Y- - ,y%_z)zl.

Dai, (22, Y2k—1, Yok ) (21, Y1, - - -, Y2k—2) = 21(22, Yor—1, Y2k, Y1, - - - » Yok—2). Pelo item

(iii) segue a primeira igualdade que queriamos.

A segunda igualdade é analoga, para isto observe que

3.8
(21, Yi, - - aQQk)(yzkﬂzz) (Z) (227 Y2k—1, ka)(ka:-i-l(Zla Yiy .- ay2k—2))
P.3.2.4.(
= © ((227 Y2k—1, ka)y%-‘rl)(zla Yty .- ay2k—2)
HI.

= (21y2k+1)(2’2, Yok—1, Y2k, Y15 - - - 7y2k—2)-
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Aqui “H.I.” significa “hipotese de indugao”. Concluindo a igualdade. E, assim
verificamos que as duas igualdades valem em L. Note que o item (iv) segue das

duas ultimas igualdades citadas.

Lema 3.2.5 Os polinémios a sequir sao identidades em L.
(i) (Y1, 22, (y221)) — (Y2(y1, 21, 22) + 21 (Y1, Y2, 22));
(1i) 21(22, 23, 41);
(ii1) (2122) (23, %,1) + (21, 22,51, @, 23);
(iv) (Y1, 21, 22) (Y2, 23, 22) — 21(Y1, 22, 23, Y2, 2a);

(U) <y17y2azl)(y37y4722) - 21(22,y1,y2,y3>y4)-

Em outras palavras, os polindmios acima estao em I.
Demonstracao:
(i) Note que (y1, 22, (1221)) = (y122)(y221) — 1 (22(y221)), e
yi(22(y221)) = n1(y2(2122) + (Y2, 21, 22)) = (192) (2122) + 1 (Y2, 21, 22),  (3.9)
pois z129 esta no centro associador de L. Além disso,
(21, Y2, y122) = (2192) (Y122) — 21 (2(Y122)) = (V122)(2192) — 21((y122)Y2)

é zero em L, pela Identidade (3.1). Esta ultima igualdade implica que vale, em
L,

(y122)(y221) = 21(y2(y122))
= 21((1192)22 — (Y2, Y1, 22))

= (y1y2)(2122) + (Y1y2, 22, 21) — 21(Y1, Y2, 22). (3.10)

Destes comentarios segue que

(Y1, 22, (Y221)) () (Y122)(y221) — ((y192)(2122) + Y1 (Y2, 21, 22))
(3.10) (Y12, 22, 21) — 21(Y1, Yo, 22) — Y1(Y2, 21, 22)
2 y2(y1, 21, 22) = 221(22, 41, 42) — 21(y1, Y2, 22)
(LD Yo (Y1, 21, 22) + 21(y1, Y2, 22),

concluindo o item (i).
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(ii) De modo analogo, (ii) segue das Identidades (3.1) e (3.4) ja que

(3.4) 3.1

z1((2223)y1) (z223)(2191) = ((2223)21)01 ) ((2122)23)1

. (z122)(2311) = (21(22(23y1))). Dai,

e, analogamente, ((2122)z23)y1
2122, 23,41) = 21((2223)y1 — 22(2331)) = 21((2223)y1) — ((2122)23)y1 = 0.
E o item (ii) é obtido.

(iii) Por verificacdo simples, observamos que

(z122) (23, 2,91) = (2122)((237)y1 — 23(2Y1))

(21, 22, y1, @, 23) = ((z122)117) 23 — (2122) 91 (223) — (21 (2291)7) 23 + (21 (2291) (223)).
Somando essas igualdades, temos:

(z122) (23, 2, 91) + (21,20, 41,0, 23) = (2122)((23%)y1) — (2122) (23(2Y1)) +

(
+  ((mz)yiz)2s — (2122)y1(223) —
—  (z1(20y1)7) 23 + 21 (22u1) (223)
) (a(zayn)2) 2 — 21 (za90) (w2),

uma vez que 23z estd no centro associativo de L. Novamente pela Identidade
(3.4) temos que
(z1(2211), 2, 23) =0 em L,

temos que a identidade graduada (iii) ¢ valida.

(iv) Agora mostraremos (iv). Segue das identidades (3.4) e (3.1) que

()2 2 2)  E (g 2s((12) ), 2)
(2, y121(2322), 24)
) (2, y1(212322), 24)
"

2122) (Yo, (y123) ).
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Logo ((y121)22)(ye, 23, 24) = (2122)(y2, (Y123), 24). Pelo item (i) segue que

1.1) P.3.2.5.(i)
(

(yz,(ylzs),z4)(= (Y2, 24, (1 23)) =" (1(y2, 23, 24) + 23(Y2, Y1, 24)),

implicando

((y121)22) (Y25 23, 24) = (2122) (Y1 (Y25 23, 24) + 23(Y2, Y1, 24))-

Como z1z estd no centro associativo de L, temos

((y121)22) (Y2, 23, 24) = ((2122)Y1) (Y2, 23, 22) + ((2122)23) (Y2, Y1, 24)-

Portanto,

(yla 21722)(?/2, 23, 24) = ((2122)23)(.@2,?417 24)-

Da identidade (3.4) segue que 2125 e (y122)23 estdo no centro associativo, e por-

tanto z1(y1, 22, 23, Y2, 24) = (21(2223)) (Y1, Y2, 24). Como z1(2223) = (2122)23, e

valem as Identidades (1.1) e (3.1), concluimos que
(yla 21 ZQ)(Z/Qa 23 24) = 21(?/1, 22, 235 Y2, 24)-

Mostremos agora (v). Na demonstracao da identidade (i) do Lema 3.2.4 ja mos-
tramos que ((y1y2)z1)2e = ((y1y2)22)21. Segue que
3.7

(yh Y2, 21)(y3, Ya, 22) (:) (?Jb Y2, (y3> Ya, 22))21

(L.1)
- _(y37y4a227y17y2)21

(1.1)
= (Z2ay3ay47ylay2)zl~

—_
—

Agora aplicamos a identidade graduada (7ii) do Lema 3.2.4, e assim podemos

ordenar as variaveis y no ultimo associador.

A proposicao a seguir mostra que a escolha dos elementos de {2y pode ser real-

mente arbitraria.

Proposicao 3.2.6 Sejam uy e us dois associadores nao nulos em L do mesmo multi-

grau.

Entao, u; = tus.
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Demonstracao: Seja u € 2. Lembremos que a e b foram tomadas como sendo as
matrizes a = e;; — eg9 € b = e15 + €91 em Jy. Note que as substituicoes onde o grau da
primeira entrada é igual ao grau da terceira entrada do associador, estao trivialmente
em [ por conta do item (i) do Lema 3.2.4.

Afirmacao 1: Se substituimos toda varidavel par de u pela matriz a, e toda

varidvel impar pela matriz b entao o resultado desta substituicao ¢ :

+a, se |u| =0

+b, se |u| =1

Esta afirmacdo pode ser demonstrada por indugao em deg(u). Se deg(u) = 3 entdo
(a,a,b) = —(b,a,a) = be (b,b,a) = —(a,b,b) = a. Consideremos u = (uq,uz, usz),
onde os u;, 1 = 1,2,3, sao associadores de comprimento menor que o de u, e assim
aplicaremos inducao e finalizamos a prova da Afirmacao 1.

Pela Lema 1.3.12, todo associador u € {2 é uma combinacao linear de associadores
proprios. Entao, provaremos inicialmente a proposicao para associadores proprios.
Para isso, mostremos a seguinte afirmacao.

Afirmacao 2: Todo associador proprio u pode ser escrito como
U= (Zi " Zi,, Ut

onde t = 0, 1, € g = (Zigyr> Yjrs- -+ Yjor) € Ul = (Zigmsrs Yiis - - s Yions Zismsos Yonsr)-
Aqui m > 0. Faremos inducao no grau total nas variaveis z, denotado por n, em u, e
além disso definimos ¢ dado por deg(u) = 20 + 1 (devido ao fato que um associador é
sempre impar e fora temos um nimero par de variaveis). Se n = 0 entdo nao existem
tais associadores nao nulos, pois Ly é associativa pela Proposicao 3.2.3. Suponha
que n = 1. Se u = (x1,29,3,...) entdo exatamente uma das variaveis z; ou w3
¢ impar, portanto podemos assumir que (a menos de um sinal) essa variavel é xy,
pela Identidade (3.1). Entao, aplicamos o Lema 3.2.4 (iii), e assim o resultado vale
para todo ¢. Suponha que n = 2. Se ¢ = 1 entdo u = (21,22,41) = (22,21,41) €
deg(u) = 3. Tome ¢ > 2. Nao podemos ter u = (21, 22,91, ...) j& que no lugar das
reticéncias apareceriam apenas variaveis pares (pelo menos duas), e teriamos u = 0.
Assim temos u = (21,1, -, Yp, 22, Ypt1,---) com p > 1. (Os indices nas varidveis

podem ser permutados mas usamos essa nota¢ao mais simples.) Observe que o inteiro
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p é par, pois caso contrario terfamos u = 0. Além disso, os pontos mais a direita
representam varidveis pares. Como o associador (z1,y1,. .., Yp, 22) € par (na graduacao)
e temos n = 2 varidveis fmpares, os pontos mais a direita na verdade nao aparecem.
Assim concluimos que u = (21, Y1, - - ., Yp, 22, Yp+1), onde p é par, e assim terminamos
com esse caso para todo ¢ utilizando Lema 3.2.4 (iv). Suponha agora que n > 3.
Vamos provar que neste caso u = (z;, - - z;,,, )u’ onde v’ tem 1 ou 2 varidveis impares,
isto é, v’ é da forma desejada. Escrevamos u = (A, x1,2z5) onde A; é um associador
de grau menor que u. Se A; contém pelo menos 3 varidveis impares, entao por indugao
(deg(Aq) = deg(u) —2) temos Ay = (z;, 2i,) A2. Aqui Ay é algum associador proprio (ou
uma combinagao linear de associadores proprios). Por outro lado, z12 esta no centro
associativo e portanto

u = (Zi12¢2)(142,$1,3?2)-

Assim, podemos aplicar a indugao para (As, 21, x2). Se, por outro lado, A; tem apenas
uma variavel impar entdo |A;| =1 e |z2| =0, ja que u # 0. Assim temos n = 1 ou 2,
mas isso é impossivel, pois n > 3. Desse modo, temos que analisar o caso em que A; tem
exatamente duas varidveis impares. Novamente por induc¢do (n = 2) podemos assumir
que Ay = (21,91, -+, Y2k—2, 22, Y2r—1) & menos de uma permutacao nas variaveis pares
e, separadamente, das variaveis impares. Entdo |A;| = 0, e portanto x5 deve ser algum
z, e como n = 3, x; é algum y. Para simplificar a notacdo, escrevemos u = (41,9, z) e
Ay = (Ag, 2/, y) onde Ay é um associador com |Ay| = 1 e Ay contém exatamente uma
variavel impar. Portanto, u = (As, 2’, 9/, y, z). Agora, aplicamos a Identidade (iii) do
Lema 3.2.5, e em seguida utilizamos o fato que a &lgebra gerada por L, é associativa

(e comutativa) para obter:

FREEU (402, 2)
2 (), y)
D (A )
FET ()4 y)
() (A ).

Isto é, podemos permutar as variaveis z sem restricoes; no caso de permutar as variaveis

y segue do Lema 3.2.4, itens (iii) e (iv). Logo, vale a Afirmacao 2.
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Agora, sejam u e w dois associadores (ndo necessariamente proprios) de mesmo
grau multihomogéneo. Escrevemos cada um deles como uma combinacao linear de
associadores proprios, e em seguida aplicamos os resultados provados acima para asso-
ciadores proprios. Desse modo, concluimos que u e w diferem apenas por um miultiplo
escalar. Mas sendo u = aw, e substituindo por a e b as variaveis de u, temos que

a = +£1, ja que vale a Afirmacao 1 feita no inicio da demonstracao. ]

Lembramos que o conjunto A C L consiste dos elementos dos quatro tipos a

seguir:
() (i )z 20);
(i) (yi, =i )u's

(i) (4, - ya) (zjyu');
(v) (i - -y,

onde k,t > 0 e u’ € {y ¢ um associador e nao variaveis com |u’| = i, para i = 0,1, ou
seja, deg(u’) > 3.

O corolério a seguir ¢ uma consequéncia do Lema 3.2.5 e da Afirmacao 2 utilizada
na demonstracao da proposicao anterior.

Corolario 3.2.7 Seja u € A. Se substituimos qualquer varidvel x de u por um as-

sociador w tal que |x| = |w|, entdao obtemos uma combinacao linear de elementos de
A.

Demonstracao: Pela Proposicao 3.2.3, L ¢ associativa. Além disso, L é uma algebra
de Jordan, e portanto, L, é comutativa. O mesmo vale para [L;]. Como ja vimos, z;z;
estd no centro associativo de L, e portanto, pode ser “absorvido” pelo associador (ou
pelo elemento z;, - - - z;, no caso de elementos do tipo (i) da Definicao do conjunto A).
Agora, analisemos as possiveis substituicoes de variaveis de elementos de A por asso-
ciadores. Para isso, devemos utilizar as identidades graduadas do Lema 3.2.5. Caso as
substituicoes das variaveis sejam em u° ou u! temos o resultado, ja que todo associador
é combinacao linear de associadores proprios. Resta agora considerar substituicoes nas
variaveis que nao estao em associadores. Para o caso (iii) da definigdo do conjunto A,

o item (v) do Lema 3.2.5 garante que se substituimos z por (ys, ¥4, 22) em (y1, Yo, 21)Z,
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obtemos z1(z2, Y1, Y2, Y3, Y1), € assim aplicando o comentario anterior para associadores
maiores temos o que queremos. Agora consideremos o item (i) para substitui¢oes de z
por (y1,ys, z). Segue trivialmente caso tenha no maximo uma variavel de grau impar
2o fora dos associadores, caso tenha mais de um usaremos o item (7i7) do Lema 3.2.5.
Agora, se substituimos z por (ys, ¥4, 22) em (Y1, Y2, 21)z, obtemos, pelo Lema 3.2.5 (v),
que tal elemento ¢ igual a 21(z2,y1, Y2, Y3, ¥4). Resta argumentar os casos (i) — (iv)
para as substituicoes das variaveis y por associadores. Por exemplo, se substituimos y
por (ys, 23, 24) em (Y1, 21, 22)y, do item (iv) do Lema 3.2.5 obtemos 21 (y1, 22, 23, Y2, 24)-
Além disso, considerando apenas uma substituicdo nas varidveis y, temos, pelo item

(7) do Lema 3.2.5 que

y(yl,zl, 22) = (yl»Zza (yzl)) - 21(y1,y,22)

em L. Neste caso, retornamos os estudos para os casos anteriores citados. Assim, o
resultado segue usando as ferramentas dadas até aqui para associadores de comprimen-

tos maiores. [

Lembre que S esté denotando o espaco vetorial gerado pelo conjunto A. Os Lemas

a seguir garantem que certos elementos pertencem a S.

Lema 3.2.8 O polinomio N = (yy +- - yx, y, 2) pertence ao subespago de S gerado por

elementos do tipo (i1) do conjunto A.

Demonstracao: Seja S” o conjunto de elementos do tipo (iz) do conjunto A de mesmo
multigrau de N. Mostraremos que N pertence ao subespago V de S gerado por S” .
Provaremos por inducao sobre k. Se k£ = 1, nao ha o que provar. Podemos escrever,

usando a Identidade (3.3),

N=w ye-1) W, ¥, 2) + Y1 - Y1, Y, 2)-

O elemento (y1 - yx—1)(Yk,y, 2) é do tipo (ii). Agora, para mostrar que yyN' € V,
onde N = (y1 -+ yx_1,¥, 2), devemos aplicar a hipotese de indugio ao elemento N’ e,

neste caso,

ueV' =3 (- y P yud).
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Nestas condicoes é suficiente mostrar que todos os elementos da forma

y((yl"'yp)(zay]ﬂrla"'qu))?p<kaq_pzo mod 2

sdo combinagoes lineares de elementos do tipo (i7). Mas este ultimo elemento é igual a

YY) (2 Yprts - ¥g) = (U (W1 Yp)s (25 Ypr1s -5 Yg))

O primeiro termo da soma anterior é do tipo (ii) e o segundo é igual, a menos de sinal,

a
(1Y), U, (2 Yptts - -, Yg))s

ver Observagao 1.1.13. Primeiro consideramos o elemento ((y ---¥,), ¥, z). Aplicando
indugao a este ultimo elemento (ou a Identidade (3.3) varias vezes), obtemos uma com-
binagao linear de elementos do tipo (ii) do conjunto A. Mas, pelo Corolario 3.2.7, se
substituirmos uma varidvel por um associador em um elemento de A, obtemos nova-
mente elementos de A desde que o Zs-grau seja preservado. E neste caso ainda pode-se
observar que z esta na primeira posi¢ao do associador. Concluindo que sua substituicao
por um novo associador é um elemento ainda do tipo (ii). Assim, temos o resultado

que queriamos. |

Lema 3.2.9 O polinomio N = (yy - - Y, 21, 22) estd em S.

Demonstracao: Faremos induc¢ao sobre k. Devemos mostrar que N esta no espaco V
gerado pelos elementos dos tipos (7ii) e (iv) da definicdo do conjunto A. Para k = 1,

nao ha o que demonstrar. Segue da Identidade (3.2) que

N = (y1- Yk—1) Yk, 21, 22) + Ye(y1 - - Yk—1, 21, 22) — 221(22, Y1 -+ - Y—1, &) (3.11)

A primeira parcela do lado direito da igualdade acima é um elemento de S (do tipo
(1v)). Por indugdo, podemos assumir que ((y1 - Yg—1), 21, 22) € V é uma combinagao
linear de elementos dos tipos (7ii) e (iv). Além disso, os elementos dos tipos (iii) e (iv)
sao produtos dos elementos pares, e consequentemente, estao na algebra associativa L.
Assim, multiplicando estes por y; resulta em elementos do mesmo tipo, ja que aqui
nao precisamos nos preocupar com os parénteses. Resta mostrar que a tltima parcela

da Igualdade (3.11) é elemento de V. Aplicando o Lema 3.2.8 em (22,1 - Yk—1, Yk),
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podemos escrever este como uma combinagdo linear de elementos do tipo (i7). Portanto
é suficiente provar que elementos da forma M = z1((y1 -+ Yn) (22, Ynt1s - - - Um))s 1 < k

(ja4 que m > 2) e m — n sendo par, estao em V. Mas temos que

M = (yl o 'yn)(zl(227yn+la cee aym)) - (217 (227yn+17 cee aym)ayl o yn>

Aqui a primeira parcela da direita é do tipo (ii7). E o segundo também é um elemento
de V devido a hipotese de inducao combinado com o Corolario 3.2.7, aqui usa-se as

mesmas ideias da demonstracao do lema anterior. [

Lema 3.2.10 Se s € S, entao sz € S.

Demonstragao: Primeiro notamos que os elementos de A dos tipos (i), (iii), (iv) po-
dem ser obtidos de elementos do tipo (¢) substituindo uma variével x por um associador
u tal que |u| = |x| e lembrando que z;z5 esta no centro associativo de L. Entao o lema

serd consequéncia do Corolario 3.2.7, se provarmos que

(i up)(z1-- %))z €S.

Se o nimero p é par, entao z; - - - 2, estd no centro associativo de L, e assim, “absorve”
a variavel z. Desse modo, obtemos um elemento do tipo (i). Entdo suponha que p é
impar. Neste caso, o elemento 2, - - - 2, estd no centro e basta mostrar que o elemento

R=((y1---yx)z1)z € S. Podemos observar que

R=((y1- ) 21,2) + (W1 ) (212).

Pelo Lema 3.2.9 a primeira parcela a direita estd em S, enquanto a segunda ja é do

tipo (7). |

Lema 3.2.11 O elemento N = ((y1- - ), (Yks1- " Yn),2) € S.

Demonstracao: Segue diretamente aplicando o Colério 3.2.7 e Lema 3.2.8. |

Lema 3.2.12 O elemento R = (y1 - Yr)((Yr+1 - - - Yn)2) pertence a S.
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Demonstracao: A demonstra¢ao segue do Lema 3.2.11 e do fato de que L é associ-

ativa. [ |

Proposicao 3.2.13 O conjunto A gera a dlgebra relativamente livre L.

Demonstracao: Afirmamos que os elementos

R=((y1-yp)2)((Ups1---yg)22) € S.

De fato, como (21, y, 22) € uma identidade graduada, temos que R pode ser escrito como
R=2((v1-Yp)((Yp+1---yq)22)). Assim, nossa afirmacao segue do Lema 3.2.12 e do
Lema 3.2.10. Além disso, o produto de um niimero par de elementos de L; pertence ao
centro associativo de L. Portanto, o fato que R € S, juntamente com o Corolario 3.2.7
implica que o produto de dois elementos de A pertence a S = span(A). Logo, S é uma
subélgebra de L. Como X C S por defini¢ao, e X gera L como algebra concluimos que

S=1L. |

Isto conclui o comentéario feito antes do Lema 3.2.4. A partir de agora, iremos
dedicar o resto desta se¢do para demonstrar que as Identidades (3.1)-(3.5) formam uma
base para o T-ideal das identidades de J;, munido com a graduagao nao escalar. Para

isto consideremos a seguinte defini¢ao.

Definicao 3.2.14 Sejam uy,us elementos em A. Diremos que uy € us sao semelhan-
tes se up = (yi' - y;f)ar e ug = (Y2 -y ¥ )az. Aqui os ajs,i = 1,2, sdo da forma

(2, - 2j, )wi, p > 0, e 0s w; sao associadores.

Na definicao acima, observe que nao exigimos a; = as. Em outras palavras, u,
e us sao semelhantes se, as variaveis pares que aparecem neles fora dos associadores
sdo as mesmas (contando os graus multihomogéneos). Agora, ja temos os resultados

necessarios para demonstrar o principal resultado desta secao.

Teorema 3.2.15 Seja K um corpo infinito, com charK # 2. Entdao o ideal T das
wdentidades graduadas da dlgebra de Jordan Jo das matrizes simétricas 2 X 2, munido
com a graduacao nao escalar, € gerado (como um T-ideal graduado) pelas identidades

de (3.1) a (3.5). Em outras palavras, T = 1
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Demonstracao: A prova sera dividida em trés afirmacoes.

Afirmacgao 1: Sejam uyq,...,u, elementos de A de mesmo multigrau. Suponha
que nao ha dois semelhantes entre eles e que Y ayu; € T é uma identidade graduada
para Jo, onde «; € K. Entao para todo 7, temos a; = 0.

Seja u; = c;a; onde os a,s sao como na Defini¢do 3.2.14, e os ¢,s sao produtos
de variaveis pares. Neste caso, por nao ter termos semelhantes no somatorio acima,
temos que ¢; # c;, sempre que 7 # j. Como Ly ¢ associativa e comutativa podemos
assumir que as variaveis y em cada ¢; estao escritas em ordem crescente. Escreva

doagu; = f(y1, .- Yp, 21, - -, 2¢). Suponha ainda que f # 0. Defina

9Ly Ypy 21y 2g) = Fn 1, Y, 21, 2g)-

Temos que, o polinémio g é uma identidade graduada para a algebra de Jordan Js e
ainda, que g nao é multihomogéneo. Como o corpo base é infinito todas suas compo-
nentes multihomogéneas também sao identidades graduadas para J;. Uma das suas
componentes multihomogéneas é exatamente f. Seja h a componente homogénea de
¢ nao nula de menor grau em ;. (Isto é, consideramos h o polinémio ndo nulo ob-
tido de f depois de substituirmos o maior nimero possivel de variaveis y; por 1). O
polindémio h é obtido de f através do seguinte procedimento: Primeiro consideramos a
soma de todos os «o;c;a; onde o grau de y; em ¢; é o maior possivel, e descartamos as
parcelas restantes. Entao, substituimos nestas parcelas todas as entradas y; em ¢; por
1 (e mantemos as variaveis y; que aparecem em associadores). Desse modo, obtemos
exatamente h ja que sempre que 1 aparece em um associador o mesmo se anula. O
polinémio A nao tem variaveis y; que aparecem fora de associadores. Repetindo o ar-
gumento acima para h(yr,y2 +1,ys, ..., Yp, 21, - - -, Z4) Obtemos um polinémio ndo nulo
que nao contém ys fora de associadores, e assim por diante. Finalmente, continuando o
processo descrito acima, obtemos um polinémio nao nulo f; que nao contém nenhuma
variavel y; fora de associadores. Como f € T, segue que f; € T. Mas f; é obtido
de f removendo algumas das parcelas e descartando os ¢; que sao parte das parcelas
restantes. Como os ci,...,c, sao dois a dois distintos concluimos que existe apenas
um a; em f;. Isto é fi = aya; para algum i. Por outro lado «;a; € T significa que
esta é uma identidade graduada para J,. Mas isto s6 ¢ possivel se a; = 0 e neste caso

f1 =0, e a;c;a; ndo aparece em f. Em seguida repetimos o procedimento acima para
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f (ja tendo descartado o termo «;c;a;) e continuamos por indugao.

Afirmacao 2: O conjunto A é linearmente independente modulo o ideal T'.

Segue da Afirmacao 1 que é suficiente considerar somente os elementos de A onde
todas as variaveis y aparecem em associadores apenas. Neste caso devemos mostrar que
os elementos zj, - - - zj,, u', z;u', u’, sdo linearmente independentes. Lembrando que os
u' sao associadores e nao variaveis, segue que esses elementos tém multigraus dois a
dois distintos, pela definicao do conjunto €2y, e nao podem ser linearmente dependentes.
Donde segue nossa afirmagao.

Afirmacao 3: A inclusao T' C I é vélida.

Como o corpo base ¢ infinito, basta considerar f € T um polinémio multihomo-

géneo afim de provar a afirmacao. Como [ C T, segue da Proposicao 3.2.13 que

fEZCYZ’Ui mod 1.

Aqui o; € K e u; € A. Caso todos os u;’s nao sejam semelhantes podemos aplicar a
Afirmacao 1, e temos a afirmagao. Caso contrario, podemos argumentar, como foi feito
na Afirmacao 2, para cada u; = c;a;. Neste caso, eles se diferem pelos elementos a; e
a; (dados na Defini¢ao 3.2.14), e da Afirmacdo 2 concluimos que estes sdo linearmente
independentes. Portanto, em todos os casos temos a; = 0, ou seja, f € [. Assim, segue
a afirmacao.

Para terminar a demonstracao do teorema é suficiente lembrar que [ C T e da

Afirmacao 3 que T' C I, donde concluimos que T' = 1.

3.3 Identidades para a graduacao escalar

Nesta secao, temos como objetivo a descricao das identidades de J, munida da
graduacao escalar. Para este fim, os autores Koshlukov e Diniz descreveram um caso
mais geral. Na verdade, estudaremos a descricao das identidades Z,-graduadas das
algebras de Jordan B e B,, de uma forma bilinear simétrica nao degenerada nos espagos
vetoriais V' e V,, (respectivamente), com a graduagdo escalar. Tal graduagdo consiste

naquela cuja a componente neutra é o proprio corpo K. Como consequéncia dessa
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descricao, uma base para as identidades graduadas da algebra de Jordan .J,, com a
graduacgao requerida, é obtida.

Lembramos que dimV = oo, dimV,, = n. Além disso, temos que B® = K| e
BW =V e respectivamente BY = K , BY = V,, (utilizaremos os indices superiores
para a graduagao para nao haver confusdo com os casos particulares das algebras de
Jordan By e By). Aqui, iremos manter a notagao para as variaveis na algebra de Jordan
especial livre, X =Y U Z, onde Y sao as varidveis pares e Z sao as variaveis impares.
Utilizaremos ainda os resultados e defini¢oes que podem ser encontrados na Secao 1.7
do Capitulo 1.

O polinémio

(y,x1,22) =0 (3.12)

¢ uma identidade graduada em B e B,. De fato, sua validade em B (e B,) segue do

fato dos elementos pares em B serem escalares.

Observacao 3.3.1 Segue de (3.12) que (2122, x1,22) = 0. Além disso, (v1,y,22) €
(1,22,y) sdo consequéncias de (3.12) da sequinte forma: Por associador ser um sis-
tema tripo de Lie sobre qualquer dlgebra de Jordan, ver Observacao 1.3.11, temos que
(21, 22, y) = —(y, 22, 21) €

1.1
(xlayw%'Q) (:) _(yax%ajl) - (.’13’2,.751,3/) = _(y7$2>x1) + (y,l'l,l’g),

e o resultado seque.

Aqui, denotamos I como sendo o ideal das identidades graduadas definido pelo

SJ(X)
i

polinémio (3.12), e L = denotara a algebra relativamente livre correspondente.
Consideremos f = f(y1,...,Yp, 21, .- .,%,) um polinémio multihomogéneo. Moédulo o

Ts-ideal I, podemos escrever f como

f(yla--'vypvzlv"'ﬂsz) :y?l"'ygpg<zlv"'>zq)7

onde g é algum polindmio nas variaveis impares. Portanto, f é uma identidade gradu-
ada para B (resp., B,) se, e somente se, g também for. Como g é um polinémio de
Jordan nas variaveis z’s, segue que f é uma identidade graduada para B (resp., By)
se, e somente se, g ¢ uma identidade fraca de Jordan para (B, V') (resp., (By, Va))-

Consideramos M como sendo a subalgebra de L gerada pelas variaveis em 2.
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Lema 3.3.2 A dlgebra M = MO @ MW ¢ Zy-graduada. E a subdlgebra M© é gerada
por todos os produtos (zi,z;,) - (2i,25,) enquanto o espago vetorial MY ¢ gerado por

todos 0s ZZ‘O(Zilzjl) T (Zz‘kzjk)-

Demonstracao: Pela forma que definimos anteriormente, a decomposicao de M é de
fato uma graduacao. As outras duas afirmacgoes do lema também seguem de imediato
pela definigdo de M uma vez que z1z3 esta no centro associativo de L (ver Observagao
3.3.1).

|

E importante mencionar que a partir de agora iremos invocar a teoria de invari-
antes. Para este fim ¢ interessante considerar a algebra de polinomios R = K|[(t; o t;)]
dada na Secao 1.7, e observar que os resultados que ali se encontram, continuam va-
lendo se substituimos R por M (isto é, t; por z;), uma vez que as varidveis z; serao
substituida por elementos de V,,. Para o caso de dimensao infinita, basta fazer n — oo
para justificar as afirmagoes.

Para continuarmos, necessitaremos de algumas defini¢coes. Vamos chamar a tabela
dupla T', dada na Definicao 1.7.1, simplesmente de tabela se todas suas entradas sao
inteiros positivos. Se, somente se, p;; = 0 e todas as entradas restantes da tabela T
sao inteiros positivos, chamaremos 7' de O-tabela. Neste tltimo caso, associamos a

O-tabela T'= (Ops ... Pm | ¢1G2 - - - @m) a0 polinémio @(T) € R dado por:

o(T) = Z(_Ddtqau) (tp, © tqg(2)> (g, © tqg(m>>~ (3.13)
Usando esses comentarios, podemos enunciar e provar o seguinte resultado.

Proposicdo 3.3.3 O espaco vetorial M tem uma base que consiste de todos os po-
linémios associados a tabelas duplamente standard. Além disso, MY tem uma base

que consiste de todos os polindmios associados a 0-tabelas duplamente standard.

Demonstragao: Dos comentarios anteriores, temos que M possui uma base consis-
tindo de polinémios ¢(7"), onde T percorre todas as tabelas duplamente standard cujas
entradas sao inteiros positivos tal que m; < n, ver Teorema 1.7.4. Assim, é suficiente

considerar polinémios oriundos de tabelas duplamente standard.
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Para mostrar que M(© tem uma base que consiste de todos os polinémios asso-
ciados a tabelas duplamente standard, basta observar o Teorema 1.7.4.

Para M também segue do Teorema 1.7.4 da seguinte maneira. Lembramos
que nossa forma bilinear ¢ nao degenerada. Seja T alguma O-tabela e consideremos
A(T) = > (=1)24,0)(Zp224,00)) " ** (2pm 24, (my) COMO sendo o polinoémio associado & T'.
Seja zp uma nova variavel. Entdo zo o ¢(T') é representado por uma tabela dupla, e
assim, podemos aplicar o mesmo argumento acima. Pelo Teorema 1.7.4, zg 0 ¢(T') seré
uma combinacao linear de tabelas standard. Em uma tabela standard a entrada mais

a esquerda da primeira linha deve corresponder a z, e portanto, temos o resultado. W

Observacao 3.3.4 Quando estamos trabalhando com identidades fracas, elas sao con-

sideradas dentro da dlgebra de Jordan especial livre SJ(X).

Iremos agora provar um resultado auxiliar que nos ajudara na demonstragao do

resultado principal desta secao.
Teorema 3.3.5 (i) As identidades fracas de Jordan para o par (B,V) sdo con-
sequéncias do polindmio (x1xs, T3, xy).

(11) As identidades fracas de Jordan para o par (B, V,) sequem dos polinémios

($1$2, L3, 1‘4) e fn= Z(—l)a%(l)(%w%@)) T ($2n+1$a(n+1))-
No qltimo somatorio, o percorre o grupo simétrico Spiq.

Demonstracao: A primeira afirmacao segue diretamente do Teorema 1.7.4. O mesmo
vale para a segunda afirmacao, ja que o polinémio xgf, é igual ao polinémio dado em
(1.5) e ele se “anula” em todas as tabelas cuja primeira linha tem comprimento maior
ou igual a n 4+ 1. Neste caso, a primeira entrada nao influencia na demonstragao, uma

vez que a forma é nao degenerada. Portanto, temos o resultado.

Como consequéncia imediata o resultado principal, temos:

Corolario 3.3.6 (i) O ideal das identidades graduadas da dlgebra de Jordan B (com

a graduagao escalar) coincide com o ideal I gerado por (3.12).
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(ii) O ideal das identidades graduadas da dlgebra de Jordan B, com a graduag¢dio

escalar € gerado por (3.12) e pela identidade
Gn = Z(—l)"za(l)(zn+22(,(2)) e (22n+1za(n+1)), o€ Sny1. (3.14)

(7ii) As identidades graduadas da dlgebra de Jordan das matrizes simétricas 2x2 (com
a graduagdo escalar) seqguem de (3.12) e de Y (—1)7251)(2420(2)) (2520(3)), onde

o percorre Ss.

Demonstracao: Os itens (i) e (i7) sdo consequéncias do Teorema 3.3.5 e dos comen-
tarios que precedem o Lema 3.3.2. E o item (i4i) é um caso particular de (i7), uma vez

que vale o isomorfismo do Exemplo 1.1.30. E assim, segue o resultado. |

Como haviamos prometido, obtemos como corolario do Teorema 3.3.5 as descri-
¢oes das identidades graduadas das algebras B, B,, e J5, munidas com a Zs-graduacao
dita escalar. E concluimos esse capitulo com a descricao completa das identidades

Zo-graduadas para a algebra das matrizes simétricas de ordem 2.



Capitulo 4

Propriedade de Specht para as
identidades 2-graduadas da algebra de
Jordan de uma forma bilinear

simétrica.

Uma variedade de dlgebras Zo-graduadas (algumas vezes chamada de 2-graduadas)
determinada por uma algebra Z,-graduada A satisfaz a propriedade de Specht se todos
0s Ty-ideais contendo T5(A) admitem uma base finita, como T-ideal. Tal defini¢do
é uma “adaptacao” do caso associativo e ordinario bastante conhecido proposto por
Specht em 1950.

Neste capitulo, mostraremos que a variedade de algebras de Jordan Z,-graduadas
geradas por B,, = K &V, com a graduacao dita “escalar”, satisfaz tal propriedade.
Este resultado pode ser encontrado no artigo [8], cujo os autores sdo Diogo Diniz e
Manuela da Silva Souza.

Como no capitulo anterior, permaneceremos com a notacao para X =Y U Z,
onde Y é o conjunto das varidveis pares e Z as fmpares. Além disso, embora alguns
resultados continuem valendo em um contexto mais geral, iremos considerar K, a menos

que seja mencionado, um corpo de caracteristica zero.
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4.1 Propriedade de base finita para conjuntos quase-
ordenados

Nesta secao, apresentaremos algumas definicoes e resultados sobre a propriedade
da base finita dos conjuntos quaseordenados, ferramenta importante para a obtencao
do resultado principal. Ver [15] para maiores detalhes sobre tal assunto e citeCentrone

Manuela Fabrizio,Giambruno e Manuela para outras aplicacoes em ambientes distintos.

Definigao 4.1.1 Uma relagao “<” em um conjunto nao vazio A é uma quaseordem

se valem:
(i) a < a (reflexividade);
(11) Se a <beb<centioa<c (transitividade),

para todo a, b, ¢ € A. Neste caso, dizemos que A € um conjunto quaseordenado e

denotamos (A, <).

Seja (A, <) um conjunto quaseordenado. Se para todo a,b € A, toda vez que
a < beb < aimplicar em a = b (antissimetria), a relagdo ¢ chamada de ordem
parcial e o conjunto A é dito parcialmente ordenado. Se além disso, quaisquer dois
elementos do conjunto sao comparaveis, ou seja, a < b ou b < a, dizemos que a ordem

é total e o conjunto ¢ totalmente ordenado.

Exemplo 4.1.2 O conjunto dos numeros naturais N munido da ordem usual € um

conjunto totalmente ordenado.

Definigao 4.1.3 Sendo B um subconjunto de um conjunto quaseordenado A (digamos
que A estd munido de uma quaseordem <), definimos o fecho de B como sendo o
conjunto B = {a € A | existe b € B tal que b < a}. E claro que B C B. Dizemos que
B ¢ fechado, se B = B.

Observacao 4.1.4 Sejam B e C subconjuntos de um conjunto quaseordenado A tal
que B C C. Seja a € B, entio existe b € B tal que b < a. Por B C C, temos que

b e C, implicando que a € C. Neste caso, € fato esperado que B C C.



81

Definicao 4.1.5 Dizemos que um conjunto quaseordenado satisfaz a propriedade de

base finita, se todo subconjunto fechado de A é o fecho de um conjunto finito.

O teorema a seguir é uma caracterizacao para tal propriedade. Aqui decidimos
destacar apenas trés equivaléncias, as quais serao importantes nos nossos estudos. Nao
poderiamos deixar de informar que o resultado original, que pode ser encontrado em

[15, Theorem 2.1], tem uma lista de cinco equivaléncias da Defini¢ao 4.1.5.

Teorema 4.1.6 As sequintes condigoes, em um conjunto quaseordenado (A, <), sao

equivalentes:

(i) (A, <) satisfaz a propriedade de base finita;

(ii) Se B é um subconjunto de A, existe um conjunto finito By tal que By C B C By;
(11i) Toda sequéncia infinita {a;}i>o de elementos de A possui uma subsequéncia

a, Cap, << gy

= Wy

<...

com 08 a;; todos distintos.

Demonstragdo: (i) < (ii) Seja B um subconjunto de A e tome B o fecho de B.
Se B for finito, o resultado segue trivialmente, tomando By = B. Caso seja infinito,
por A satisfazer a propriedade de base finita, temos que existe By um conjunto finito
tal que By = B. Suponha que By € B, entdo existem a € By\ B e b € B tal que b < a.
Neste caso, tome B} = (By \ {a}) U {b}. Nestas condicdes, B) = B. Repetindo esse

processo um nimero finito de etapas podemos considerar
By, C BC B=B,.

A reciproca é trivial pela Observacao 4.1.4.
(73) = (i4i) Suponha que nao valha (iii). Por valer a reflexividade na relagao “<”,

temos que para cada subsequéncia
f:ailgai2§...§aik§... (41)

de elementos de B = {a;};>0 existe t > 0 tal que a;, = a;,,., com r > 0. Neste

caso, dizemos que a sequéncia £ tem comprimento finito de tamanho ¢. Para cada tal
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subsequéncia de B, podemos observar que a;, tem a propriedade que para todo a € B
tal que a < a;, tem-se a;, = a. Como B ¢ infinito e o tamanho das subsequéncias é
finito, temos que qualquer conjunto By = {b € B | a < b = a = b} definido de modo
que By = B, esti em correspondéncia biunivoca com a quantidade de subsequéncias
da forma (4.1). E claro que a quantidade de tais subsequéncias ¢ infinita, concluindo
que nao vale o item (ii). E o resultado segue por contra-positiva.

(7i1) = (i) Suponha que exista um subconjunto B de A de modo que todo

subconjunto By de A que satisfaca
By C BC By (4.2)

seja infinito. Em outras palavras, que ndo valha (i) para tal conjunto. Tome ay
elemento de B. Entdo, B € {a;}. Neste caso, existe ay € B\ {a;}. Novamente, como
B ¢ {ay,as}, existe az € B\ {ay,a,}. Continuando este processo, e lembrando que
todo subconjunto By satisfazendo (4.2) é infinito, podemos construir um subconjunto
Siv1={ai1,...,a;,a;41} de modo que a;., € B\ S;. Concluimos, com tal construcao,
que a sequéncia infinita So, = {a;}i>0 nao satisfaz a propriedade (ii7). E portanto,

temos o resultado por contra-positiva novamente. [

Usando a condigao (iii) do teorema anterior temos o seguinte corolario.

Corolario 4.1.7 Se (A1,<y), ..., (Ay, <k) tem a propriedade de base finita entdo
(A X+ X A, <) tem a propriedade de base finita, onde (ay,...,ax) < (by,...,bg) se

e somente se a; <; b;, para todo i € {1,... k}.

Exemplo 4.1.8 O conjunto (N*, <) satisfaz a propriedade da base finita, onde a quase-
ordem € dada da sequinte maneira: (ay,...,a;) = (by,...,bg) se, e somente se, a; < by,

., ap < by (aqui é a relagao de “menor ou igual”). Note que apesar de (N, <) ser um
conjunto totalmente ordenado, nio podemos afirmar o mesmo para (N*, <), pois por

exemplo, as sequéncias (1,0,...,0) e (0,1,...,0) ndo sdo compardveis.
Exemplo 4.1.9 Seja m € N. Defina a relacio <,, em N como seque:

a1 <., g Se, e somente se, a1 < as € ay —a; =0 (mod m).
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(N, <,,,) satisfaz a propriedade da base finita. De fato, seja {a;}i>0 uma sequéncia de
elementos de N. Podemos supor, sem perda da generalidade, que essa sequéncia € nao
decrescente, ou seja, a; < as < ..., uma vez que o conjunto € totalmente ordenado com
relag¢do a ordem “<”. Se para cada a; associamos um r;, em quer; € {0,1,2,....,m—1}
€ o resto da divisao de a; por m, € possivel determinar r; de modo que exista uma
subsequéncia {a;, }j>o tal que r; = a;; = a;, = --- (mod m), e isso conclui a prova do

exemplo.

4.2 Mais ferramentas: Um retorno a teoria de tabelas

Standard

Estamos interessados em provar que a variedade das algebras Zs-graduadas que
satisfaz as Identidades (3.12) e (3.14) possui a propriedade de Specht. Como citamos

tais polinémios no Capitulo 3, achamos justo lembrar aqui que tais identidades sao:

(i) (y,21,72)
(H) Im = Z(_l)gza(l) (Zm+2za(2)) to (Z2m+lzd(m+l))> o€ Sm-i—la para algum m e Na

respectivamente. Como consequéncia do Teorema 3.3.5, obtemos que (3.12) e (3.14)
formam uma base para o ideal das identidades 2-graduadas da algebra de Jordan B,,,
com a graduacao escalar.

Nesta secao faremos uso novamente das técnicas da Teoria de Invariantes (ver
Secao 1.7, do Capitulo 1) e da teoria da propriedade da base finita (desenvolvida por
Higman em [15] e dada na secao anterior) para determinar que o Ty-ideal das identida-
des graduadas de B,,, com a graduacao escalar, satisfaz a propriedade de Specht. Para
nosso texto ficar mais “fliido”, iremos dedicar um pouco mais de atencao a teoria das

tabelas standard.
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Seja A uma tabela standard da forma

1 23 ... ki 1
1 23 ...k m»
A= ,
1 23 ke T
Ts+1
onde 7, > k;+1,i=1,...,s e 75,1 > 1. Como A é Standard, temos
ki > ko> ... > k. (4.3)

Tal afirmacao é valida, uma vez que se ky < ko, e por 7, > k1+1, entao temos elementos
Pij > Gij, pij na primeira linha e g;; na segunda. O que contradiz o fato da tabela ser

Standard. E o resultado segue, uma vez que a quantidade de linhas ¢ um nimero finito.

Observacdo 4.2.1 E claro que ki > 1, uma vez que a tabela A é standard e com isso

o numero 1 aparece, pelo menos, na primeira linha.

Seja h;(A) o nimero de vezes que o numero i — 1 aparece na sequéncia (4.3),
para ¢ = 2,...,n. Por exemplo, pela observacao anterior, comecaremos a pensar em
ha(A), que é o nimero de linhas que comecam com 17, com 7 > 2. Ja h3(A) é o
ntmero de linhas que comecam com 127, com 7 > 3, etc. Considere a tabela obtida
de A excluindo o 1 em cada uma das linhas hy(A) de A e substituindo-o por 2. Depois
exclui o 1 em cada uma das linhas h3(A) e o substitui por um 3 e assim por diante.

Se reordenarmos os elementos em cada linha, a tabela resultante, que é denotada por

F(A), é standard.

Notagao 4.2.2 Seja

P11 P12 -+ Pim; |91 Q12 --- Qimy
P21 P22 -+ P2mg | G211 Q22 .- Q2m,

Pr1 Pr2 - Pkmy |9kl k2 -+ Qkmy
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uma tabela dupla. Podemos associa-ld a uma tabela “simples” da forma

Pir P12 .- DPim
qin qi2 .- Qimy
P21 P22 ... Pom,
T = Q1 G2 ... Gomy
Pk1 Pk2 --- DPkmy
k1 qk2 -+ Qkmy

Denotamos por F(T) a tabela dupla para a qual a tabela “simples” correspondente é

P(T).

Sejam Ag, ..., A\, escalares arbitrarios em K. Lembrando do Polinomio (1.5),

substituiremos na combinagao linear

p=">_ @),

onde as T)s sao tabelas duplas standard distintas, a variavel z; por z; + >, Aiz;. O

polinémio resultante em J(B,,) = SJ(X)/T2(B,,) &

D ONENE APy, (4.4)
Aqui noés consideramos a ordem lexicografica nas n-uplas (ha, ..., hy).
Observagao 4.2.3 O polinomio em (4.4) correspondente ao mdzimo (hg, ..., h,) é

P=3GGa(F(T)

onde €¢; = 1, e a soma ¢ dada pelas tabelas duplas standard T; na qual a n-upla
(ho(T}), h3(T5}), . .., ha(T})) € mdxima, ver Polinémio (1.5) junto com a Observagao

1.7.2. Além disso, a tabela dupla standard F(1;) sio duas a duas distintas.

Antes de provarmos o proximo resultado, fagcamos algumas observacgoes que serao
uteis na demonstracao. Aqui também sera util relembrar as notacoes estabelecidas
no Lema 3.3.2, isto ¢, consideraremos a algebra Zy-graduada M = M© @ M® onde
M© & subalgebra gerada por todos os produtos (z;2;,) - (2i,2j,) enquanto o espago

. 1) z ~ .
vetorial M () & gerado por todos os monomios da forma 2, (2,25, ) - -+ (24,25, )-
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Observacio 4.2.4 Sejam h, h' polinomios em MY que ndo dependem de z,. Como
a forma bilinear na definicao de B,, é nao degenerada, a igualdade hzy = h'z implica

que h = h'.

Observagio 4.2.5 Se h(zi,. .., zms1) € MO ¢ um polinomio de grau 1 em zj entao
existe B € MW tal que h = h'zj. Para provar essa afirmagdo, note que, renomeando
as varidveis, podemos assumir que j = 1. Escrevemos h como uma combinacao linear
de uma tabela dupla standard. A natureza standard da tabela (esse fato pode ser facil-
mente contornado se considerarmos a Identidade (3.12)) implica que a entrada mais &

esquerda na primeira linha € 1 e isso comprova a afirmacao.

Para dar continuidade ao nosso estudo fagamos o uso da seguinte notacao:

Notagao 4.2.6 Denotamos por T, e T os polindmios associados & tabela dada por

(12...n]12...n) e a O-tabela (02...n | 12...n), respectivamente.

Observagao 4.2.7 A notacio anterior foi escolhida para deizar o texto compativel

com o artigo [8].

Proposicao 4.2.8 Seja g(z1,...,2m) um polindmio multihomogéneo de J(B,,) que
para quaisquer escalares Mo, ..., A, € invariante sob a substituicao do elemento z1 por
z1 + Yoy Nizi (invariante no seguinte sentido: quando substituimos o z pela expres-
sGo acima, ainda obtemos g(z1, ..., zy)). Entdo, existe um polindmio h(zs, ..., zy) que

satisfaz uma das sequintes igualdades:
(i) g(z1, .., 2m) = (T)*h(22, . .., 2m);
(ii) g(z1, ... 2m) = (Tn)" TO (2, . . ., 2m),
onde k, k' > 0. Além disso, se g € J(By,)o, entdo temos a Igualdade (i).

Demonstragao: Primeiro, consideramos o caso em que g € J(B,,)o. Segue da Pro-

posicao 3.3.3 que podemos escrever

9=> cip(Ti),c; #0 (4.5)

como uma combinacao linear de polindbmios associados a tabelas duplas standard duas

a duas distintas. Pela invariancia de g e pela Observacao 4.2.3, obteremos que, para
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cada T; em (4.5), ho(T}) = hs(T]) = ... = h,(T}) = 0. Como as varidveis que aparecem
em g sao 21, . - ., Zm, isto implica que a entrada 1 aparece apenas nas linhas de T; que sao
iguais a (12...m | 12...m), ja que cada h;(T}) é zero e cada T; é duplamente stardard.
Se s; é o nimero de tais linhas, temos que 2s; = deg,,g. Denote por k os valores s;,
para cada i. Para cada T, que aparece em (4.5), temos que @(T}) = (T},)*@(T}), onde
T, é a tabela obtida de 7} deletando as linhas em que aparece 1 na entrada. Por g ser
multihomogéneo, temos a decomposicao de g dado em (7).

Assumimos agora que g € J(B,,); e escrevamos ¢z,+1 como em (4.5). Note que
ho(T!) = h3(T]) = ... = hy(T}) = 0 para cada T; aparecendo em ¢z,,;;. Consequen-
temente, a entrada 1 aparece apenas nas linhas de T; iguais a (12...m | 12...m)
ou (12...m | 23...m + 1). Esta tltima linha s6 aparece no polindmio, no maximo
uma vez, se deg,,g ¢ fmpar e nao aparece, caso contrario. Seja s; o nimero de li-
nhas em 7; que sao iguais a (12...m | 12...m). Se (12...m | 23...m + 1) ndo
aparece em T;, temos que 2s; = deg,,g. Portanto, neste caso para cada 7; que apa-
rece em gzms1, temos G(T;) = (T,,)*@(T;), onde k = deg.,g/2. Consequentemente,
9Zmi1 = (T)¥h(2, . .., 2ms1) e segue das Observagoes 4.2.4 e 4.2.5 que g é como em ().
Se (12...m | 23...m+1) aparece em alguma T;, temos 2k; + 1 = deg,, g e assim, tal li-
nha deve aparecer em cada T}, pois g ¢ multihomogéneo. O polindémio associado a tabela
(12...m ] 23...m+1) é £T° z,,,1. Neste caso, gzmi1 = ((T)*TOh (22, . . ., 2m)Zmi1),
onde k = (deg.,g — 1)/2. Desta tultima igualdade e da Observagao 4.2.4, concluimos

que g é como em (7). [

4.3 Resultado principal: A propriedade de Specht

Denotamos por M, a subalgebra de J(B,,) = SJ(X)/T2(B,,) gerada por m
variaveis de grau 1, ou seja, gerado por zj,...,z,. Seja W o subespaco de J(B,,)
gerado por zy,...,2, € GL,, o grupo de transformagoes lineares invertiveis de W. A
acao canodnica de GL,, em M,, transforma esta subédlgebra em GL,,-mdédulo.

Utilizaremos o proximo lema e a Proposicao 4.2.8 para determinar geradores de

submodulos irredutiveis de M,,.
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Lema 4.3.1 Seja g(z1, ..., zm) um polindmio multihomogéneo de M,,. O G L,,-mddulo
gerado por g(z1,...,2m) € um mddulo irredutivel se, e somente se, para quaisquer

escalares \ij, 1 <4 < j < m, € invariante sob a substituicao de z; por
)\1j21—|—"'+)\j_1j2j_1+2j,j: 1,...,m. (46)
Demonstragao: Ver [10, Theorem 2.2.11 (i) e (iv), pag. 30]. |

A seguinte notacao seré utilizada.

Notacgao 4.3.2 Dado um polinémio g(z1, ..., zym) em M, denotamos por §(z1,. .., Zm)
o polinomio g(zm,...,z1), isto €, aquele que surge renomeando as varidveis de g de
forma reversa. Denotamos o polindmio correspondente a tabela (012...m—1]12...m)
por S,,. Deste modo, € fdcil observar que TE)m = +5,,, onde T € o polindmio obtido

na Notacao 4.2.6.

Note que o polinémio g(z1, ..., zy,) em M,, é invariante sob a substitui¢do de z,,
por Aiz1 + -+ + An—12m—1 + Zm, para qualquer \; € K, se e somente se o polinémio

9(z1,- ., Zm) = g(zZm, ..., 2z1) é invariante sob a substituicao de z; por
m
21+ Z /\iZZ‘, (47)
=2
para quaisquer \; € K.

Corolario 4.3.3 O polinémio g(z1,...,2m) € My, gera um G L,,-mddulo irredutivel de

M,, se, e somenle se, ele €, a menos de multiplicacao por escalar, um dos polinémios:
(Sin) =+ (S1)* (L) - - (T0)", (4.8)
onde ky,...,kn >0, 9, € {0,1} e 0, # 0 para no mdzximo um indice £ € {1,...,m}.

Demonstragao: Provaremos por indugao sobre m.

Para m = 1 segue de imediato. Agora, seja g(z1, ..., zy) € M,, um gerador de um
submodulo irredutivel. Segue do Lema 4.3.1 e do comentéario anterior que ¢ é invariante
sob a substituicdo (4.7). Segue da Proposi¢ao 4.2.8 que temos duas possibilidades:
G = (Tn)h(2a,...,2m) ou § = (T,,)¥TOh(2,...,2y,). No primeiro caso, obtemos
g =

(T,,)kh' (21, ..., 2m-1). Note que, h' é invariante sob a substituicao em (4.6), o
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que implica no resultado. No segundo caso, g = +(T},)" S,h/(21, . .., Zm_1), com A’
invariante sob a substitui¢do em (4.6). Note que isso ocorre apenas se g € J(B,)1,
e neste caso, h' estd em J(B,,)o. Caso tivéssemos mais de um indice ¢ € {1,...,m}
com 0, # 0 teriamos, por hipotese de inducao, apenas mais um e este estaria em
R, implicando que h’ estaria em J(B,,);, contradizendo o tltimo fato. Aplicando a
hipotese de inducao sobre A’ temos que, a menos de multiplicacao por escalar, b’ é da

forma (Tm_l)km_l s (Tl)kl. [ |

Exemplo 4.3.4 Seja By a dlgebra das matrizes simétricas 2 X2 sobre K com o produto

de Jordan aob = (abz;ba) Sabemos que By € uma dlgebra de Jordan de uma forma

bilinear simétrica sobre um espago vetorial de dimensao 2. Neste caso, pelo coroldrio
acima, g(z1,22) € My gera um G Ls-submddulo irredutivel de My se, e somente se,

9(z1,22) € a menos de um maltiplo escalar, um dos polinémios:

e Se g € J(B2)o, temos
()" = ()"

(To)* = (2123 — (2120)°)"
e portanto temos a menos de um mailtiplo escalar:
(2125 — (2122)) 22",
e Sege J(Bsy), temos
()M = (D)™
(S1)" = (21)™
(S2)% = (Z 201y (2120(2))) " = (21(2122) — 22(2121))”
oES,
(To)* = (2125 — (212)%)"
e portanto, temos a menos de um maultiplo escalar:

(2725 = (2122)")"220 7 ou (212 — (212)°) 2 (2121 22) 24,

onde Z1 = (52)62 € Zy = (51)51.



90

Agora, para provarmos que B,, tem a propriedade de Specht, precisamos do

seguinte lema:

Lema 4.3.5 Sejam Tj,, Sy, k = 1,2,... polinomios em SJ(X) tais que a imagem
de Tk e gk, sob o homomorfismo canodnico, sao os polinomios Ty, e Sy em J(B,),

respectivamente. O conjunto de polindmios

D (Sm)™ - (S0 (L) - ()™, (4.9)

onde kg, ..., kyn > 0,0, € {0,1} e dy # 0 para no mdzimo um indice ¢ € {1,...,m}, tem
a sequinte propriedade: dado qualquer subconjunto S existe um subconjunto finito Scs

tal que qualquer polinémio em S € a consequéncia de um polinémio em SU To(Bn).

Demonstracao: Para provar esse lema, definimos em N?"*! a ordem parcial “<” da
y 7 m?

seguinte forma: (61,...,0m, ko, .., km) < (61, .., 00, K0, Kyy) se 6 <87, by < K]

para todo 4, j, compativel. A desigualdade anterior implicara que
k! / / / ’
ylo(gm)ém e (51)61 (Tm>km e (Tl)k1

& obtida de 3 (S,,)%m - (S1)% (T )*m - - (T1)* pela multiplicacdo por um elemento
adequado de J(B,,). Pelo Corolario 4.1.7, o conjunto N*"*! com a ordem parcial
descrita acima, tem a propriedade de base finita. Assim, para cada subconjunto S de
tais polinomios, é possivel obter um Sy em SJ(X) com Sy C S em J(B,,), onde Spe S
é a imagem de Spe S , Tespectivamente, pelo homomorfismo canénico, tal que qualquer
elemento de S é consequéncia de elementos de Sy U T5(B,,), o que implica o resultado.

Defini¢ao 4.3.6 Dizemos que dois conjuntos de polinomios S e S" em SJ(X) sdo

equivalentes se S U Ty(B,,) e S"UTy(B,,) geram o mesmo Ty-ideal.

Teorema 4.3.7 O ideal T5(B,,) das identidades Zy-graduadas de B, = K @V tem a
propriedade de Specht.

Demonstracao: Seja I um Ty-ideal contendo T5(B,,). Devemos provar que [ é fini-

tamente gerado.
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Afirmacgao: Para cada polin6mio multilinear g em [ existe um conjunto de
polinomios S, C I de polinéomios da forma (4.9) tais que g é consequéncia de S,
modulo Ty (B,,).

De fato, seja g(y1, - - -, Yk, 21, - - -, 2n) um elemento multilinear em I. Trabalhamos
na algebra relativamente livre J(B,,) e denotamos por ¢: SJ(X) — J(B,,) o homo-
morfismo candnico. O grupo simétrico S, atua nas variaveis impares de ¢(g). Considere
M o S,-modulo gerado por ¢(g). Pelo Teorema de Maschke, podemos decompor este

moédulo em uma soma direta de S,-modulos irredutiveis, digamos

q-

Aqui, consideraremos, para cada i =1, ..., ¢, o elemento p; como sendo um gerador do
S,-modulo M;. Dai, o Tr-ideal gerado por um conjunto de ¢ polinémios {P, ..., B},
tal que @(P;) = p;, junto com Ty(B,,), gera o Tr-ideal que contém o polindomio g. Como
M; é submodulo de M e I é um Ts-ideal, temos que cada P; estd em [. Resta provar que
cada P; é consequéncia de um conjunto de polinomios da forma (4.9), modulo Ty(B,,).

Pela Identidade (3.12) podemos considerar p; =y - - - yppi(21, . . ., 2,) € note que
o S,-modulo gerado por p; é isomorfo a M;, como S,-modulo. Seja \; - n a partigdo de
n correspondente ao modulo irredutivel M;, para cada i, ver Teorema 1.6.25. Assim,
podemos considerar o G L,,-mo6dulo gerado por p}, denotado por N;. Como o espago
V' possui dimensao m, concluimos que A, = 0, pelo item (i) do Teorema 1.6.29. O
Teorema 1.6.28 (i), garante que N; é soma direta de G L,,-mo6dulos irredutiveis e deno-
temos por ¢, ..., ¢- os geradores de suas componentes irredutiveis. O Teorema 1.6.33
(7) informa que cada gerador irredutivel é um polinémio simétrico em m conjuntos
disjuntos de variaveis e podemos identificar as varidveis em cada conjunto para obter
um polindomio multihomogéneo ¢;(y1, - .., Ym) cuja completa linearizagao é p!.

De mao destes comentarios, o Corolario 4.3.3 implica que cada qf ¢, a menos de
escalar, um polinomio da forma (4.8) e, portanto, y’fqﬁ ¢ a imagem sob o homomorfismo
canonico de um polinomio Q7 da forma (4.9). A linearizacdo do polinomio y¥q’ ¢é, a
menos de multiplicagao por escalar, p;. Neste caso, para cada? =1, ..., ¢, o polino-
mio P; ¢ consequéncia de polinémios no conjunto S; = {Q7,...,Q"} C I. Portanto,
podemos considerar S; = S;U---US,. Nestas condicoes, é claro que g é consequéncia

de elementos de Sy e S, C I.
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Consideremos S = US|, onde a uniao esta sobre todos os polindmios multilineares
g em [. Como o corpo é de caracteristica zero, segue da afirmacao que I é equivalente
a S UTy(B,,). Portanto, o lema anterior, junto com o Corolario 3.3.6 implica o nosso

resultado. ]



Capitulo 5

Identidades polinomiais para algebras
de Jordan de forma bilinear

degenerada

No Capitulo 2, estudamos as classificacoes das graduacoes em dlgebras de Jordan
de uma forma bilinear. Em particular, o Teorema 2.3.1 classifica tais graduagoes para
o caso da forma ser simétrica degenerada.

Denotaremos por J,,, = K ®V = B, ® D,,_j, a algebra de Jordan de uma forma
bilinear simétrica degenerada b de posto k sobre um corpo K, onde By é a algebra de
Jordan em que a restricdo da forma b ao subespaco vetorial V' (de dimensao n — 1) é
nao degenerada e D, é o espaco vetorial gerado pelos elementos degenerados de uma

base de V. Note que
dz’mKJmk =dimgBy, +dimgD,_, =n+ 1.

Neste capitulo, sobre um corpo de caracteristica zero, exibiremos identidades
polinomiais (no caso ordinario) para tais algebras no caso em que k = n — 1. Tais

resultados podem ser encontrados no artigo [26| de autoria de Fabrizio Martino.
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5.1 Identidades polinomiais para .J, ,_;

Seja SJ(X) a algebra livre especial de Jordan livremente gerada pelo conjunto
X sobre K. E claro que SJ(X) é a subalgebra de K(X)* (a algebra associativa livre

abtba) - Afim de continuarmos

gerada por X com a multiplicagao de Jordan a o b =
nossos estudos, e com objetivo de deixar o texto “autocontido”, iremos enunciar resul-
tados importantes e classicos na teoria das identidades das 4lgebras de Jordan By e B,
sem entrar em detalhes de suas demonstracoes.

Em (33|, Vasilovsky informa que A.V.IT’tyakov, em 1985, provou que a variedade
de By satisfaz a propriedade de Specht, no sentido ordinario. Considerando a algebra
de Jordan de uma forma bilinear simétrica degenerada de posto n — k, denotado por
Ine = Br @ D,_j, sobre um corpo de caracteristica zero. Caso k < oo, temos que
T'(Jnx) esta contido em T'(By), ou seja, faz sentido se perguntar se a variedade gerada
por J,, , também possui a propriedade de Specht, no sentido ordinério.

Consideramos de agora em diante, por economia de notagao, J, ,—1 = J,. Vamos
mostrar que a algebra de Jordan J, = K @& V de uma forma degenerada b de posto
1 é Pl-equivalente a algebra B,,_; munida da forma b restrita ao espaco vetorial nao
degenerado. F para alcangar esse objetivo, precisamos primeiramente conhecer os

geradores do T-ideal das identidades de By, obtidos por Vasilovsky em [33]. Ele provou

os seguintes resultados:

Teorema 5.1.1 [33, Theorem 0.1] Seja B =K @&V, com dimgV = oo, a dlgebra de

Jordan de uma forma bilinear simétrica b. As identidades

([z.9)% 2,t) =0 (5.1)

Z (_1)0(550(1)7 (IU(Z)a x, Ia(S)), f) =0 (52)

og€ES3

formam uma base para as identidades polinomiais da variedade var(B), das dlgebras

de Jordan sobre um corpo infinito, onde charK # 2,3,5,7.

Teorema 5.1.2 [33, Theorem 0.2] Seja By = K®V, com dimgV =k < 00, a dlgebra
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de Jordan de uma forma bilinear simétrica b. As identidades

([z,9)°,2,t) =0 (5.3)
Z(—l)g(%(l)’ (To(2), T, To(3)), ) = 0 (5.4)
og€ES3
Z (_1)U(x0(1)7 Y1, To(2)5 - -+ 5 Yk xa(k+1)) =0 (55)
UESk+1
Z (_1)0(‘7;0(1)7 Y1, To(2)5 -+ - s Yk—1, IU(k))(yku To(k+1), yk+1) =0 s (56)

0ESk+1

formam uma base para as identidades polinomiais da variedade var(By), k < oo, das

dlgebras de Jordan sobre um corpo infinito sobre, onde charK # 2,3,5,7.

O polindmio em (5.3) é escrito com a multiplicagdo associativa (em K (X)), mas
podemos escrevé-lo em termos do produto de Jordan, ja que [z, y]? (aqui o comutador
nao é com o produto de Jordan) satisfaz a hipotese do Teorema 1.3.8.

Vasilovsky em [33], encaminha uma linearizacao de [z, y]?. Koshlukov e Martino,

reescreveram o mesmo usando a multiplicacao de Jordan, obtendo:

(95196’2, T3, »’U4) - 1’1(3527 T3, 1’4) - 952(351, T3, 954)-

Aqui a multiplicac¢do é a de Jordan. Dai, (5.3) se torna

((.flﬂfz, I3, 1;4) - ‘rl(x% T3, l’4) - x2(‘x17 T3, x4)7 <, t) (57)

um polinémio em SJ(X).

Podemos supor que K é algebricamente fechado, considerando K, o fecho algé-
brico de K (ver Exemplo 1.5.8), e observando que os polinomios (5.3)-(5.6) tem coefici-
entes em K. Fixemos uma base ortonormal, no sentido que b(e;, e;) = 1 para todo e; ele-
mento de alguma base adequada de V' com respeito a b, digamos = {e1,...,e,_1,d}.
Esta base juntamente com a unidade 1, forma uma base para .J,,. Utilizando o produto
da algebra de Jordan, podemos considerar e; o ¢; = §;;,d o ¢; = d* = 0, para todo
i,7 =1,...,n, onde d;; ¢ o delta de Kronecker. Além disso, a notacao acima implica
que B, 1 = spang{l,e1,...,e,_1} € Dy = spang{d}.

O proximo lema relaciona as identidades de J,, com as de B,,_;. Aqui, denotamos

por 7; a avaliacao da variavel z; em um elemento da algebra.
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Lema 5.1.3 Seja J, = B,_1 ® D1 a decomposicao de J, em soma direta da parte

nao-degenerada da dlgebra com a sua parte degenerada. Um polinémio f € SJ(X) é

uma identidade polinomial para J,, isto é, f € T(J,), se e somente se

f€T(Bp) (5.8)

degf
Zf(yb"'7yi—172iayi+17'")ydegf) =0. (59)

=1

onde 08 Yy s sao avaliados em B,_1, enquanto 0s zys sao avaliados em Dy .

Demonstragao: Como charK = 0, basta considerarmos os polinémios multilineares.
Por B,,_; ser uma subélgebra de J,, segue que T'(J,,) C T(B,_1), e consequentemente,
a condicdo (5.8) é satisfeita. Provemos agora a condigdo (5.9). Seja f € P, isto é,
f = f(x1,...,x,) é multilinear. Como cada T; € J, podemos entdo decompor como
soma de elementos da forma y; + Z;, onde 3, € B,y e Z; € D;. Por f ser multilinear,

temos que

[(@,....%) = fG+7Z1,....0, + %)
= f(y17"'7yr>+f(317'-'7zr>+ Z f(glv"'agr)' (510)

ge{yivzi}
Como D; é um ideal de J,, e D = 0 (ja que Dy = spang{d}), entao se um mono-
mio de f conter mais de um z, este se anula sob qualquer substituicao dos elementos

de B,,_1 e D;. Isto implica que (5.10) se torna:

f(T17"'7T7') = f(yla"'7yr) +Zf(y17'"7?@’—172’57@2'4-17'"7@1‘)'
=0

No segundo membro da igualdade anterior, temos que a primeira parte da equagao
acima leva valores apenas em B,,_; enquanto a segunda parte leva valores em Dy, pois

contém uma variavel z em cada mondémio. Logo, essas somas sao linearmente indepen-

dente, e dai, f é uma identidade polinomial de J, se, e somente se: f(y,,...,7,) =0e
Yoico STy Uic1: Zis Yig1s - - - Up) = 0. Assim estas duas condicbes sdo equivalentes
a (5.8) e (5.9), e portanto, o resultado segue. [

O lema anterior caracteriza uma condi¢do para que as identidades de T(B,_;)

estejam em 7'(J,,). Assim, o nosso objetivo é verificar que os polinoémios (5.3)-(5.6)
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satisfazem a Condic¢do (5.9) do lema. Linearizando os polindémios (5.3) e (5.4), ¢é sufici-
ente provar o resultado principal deste capitulo, avaliando os polinémios multilineares
obtidos dos polinoémios (5.3)-(5.6) por elementos da base [ de J, descrita antes do

Lema 5.1.3.

Proposicao 5.1.4 Para cada aq,as,a3 € J, e ¢ € Dy sequem as igualdades:
(i) (ay,c,az) =0
(ii) ¢ (ay,as,a3) =0

Demonstracgao: Sejam a; = «; + v; + 8;d e ¢ = ~vd, onde «;, 5;,7 € K e v; € V, para
todo i € {1,2,3}. Note que:

(a1,¢,a2) = (0q +v1+ fid,vd, o + vy + [ad)
= ((ag + vy + rd)yd) (e + vy + Bod) — (a1 + vy + Bid) (vd(ag + vo + [ad))
= ayydag + aydvg + ayydfed — (ydag + vi1ydvg + B1dydSad)
= aryd(as + vo + Bod) — (a1 + v1 + Srd)asyd

= ajayyd — ayagyd = 0,

0 que implica o item (7). Além disso, para mostrar o item (i7), podemos observar que
c-u =0, para todo u € V @& D;. Disto, é suficiente mostrar que (a1, as,a3) € V & Dy,

isto é, a componente escalar é igual a zero. Com efeito,

(a1,a2,a3) = (a1 + vy + fid, ag + vo + Pad, a3 + v3 + Psd)
(o + vy + B1d) (g + v + Pad)) (g + v3 + P3d)

— (a1 +v1 + B1d)((cv2 + vo + Pad)) (g + v3 + P5d)
(arag + b(v1, v2) + avr + @12 + (o1 B2 + a2 fh)d)(as + vs + B3d)
( (

a1 + 1 + Bid) (oo + b(ve, v3) + asvy + aovs + (aefls + asfBa)d).

Calculando a componente escalar, temos que tal expressao é nula. Logo, a componente

escalar do elemento (a1, as,az) em J, é zero, donde segue o resultado. |

Observacio 5.1.5 E de fdcil verificacdo que para todo a; = o; +v; € B,_1 em J,,

parai =1, 2,3 ed € Dy temos
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(I) (ay,as,a3) = (v1,a9,a3). Mais geralmente, (a1, as,as) = (v1, v, v3);
(IT) (d,a1,as) = —(ay,as,d) = —b(vy, va)d;
(I1I) (aias,as,d) = ai(ve, v3,d) + as(vy, v3,d).
Com este comentario em mente, tem-se o seguinte resultado.
Lema 5.1.6 O polinomio em (5.3) ainda é identidade para J,.

Demonstracao: Seja f o polinomio (5.3). Como o corpo é de caracteristica zero,
podemos supor, sem perda de generalidade, que f é o polinomio multilinear dado em
(5.7), uma vez que (5.7) é identidade para J, se, e somente se, (5.3) ¢ também. Além
disso, considere f¢, onde £ € {z1, 9, 23,24, 2,1}, a avaliacio de f em que a varidvel £
assume valor em D;. Vamos mostrar que Zg fe =0, isto é, que f satisfaz a condicao
(5.9), onde & percorre o conjunto de variaveis {x1, x9, x3, x4, z,t}. Além disso, como f
¢ multilinear, basta avaliar cada varidvel somente nos elementos da base de .J,. Pela
primeira equacao da Proposicao 5.1.4, se x3 ou z pertencer a Dy, isso resulta em 0, isto

é, fzs = f. = 0. Analisemos agora
fo, = ((dxo, x5, x4) — d(T9, T3, 4) — T2(d, T3, 74), 2, 1).

Pela Proposigao 5.1.4, o fato de d-a = 0, para todo a € J,, \ F'-1 e a Observagao 5.1.5,
temos que f,, € igual a zero. Como f é simétrica com respeito as variaveis z; e xo,

segue que f,, = 0. Seja agora x4 = d, ou seja,
fIB4 = ((xlx% xs3, d) - .131(33‘2, xs3, d) - I2<x17 xs3, d)7 Z, t)

Neste caso podemos utilizar os itens (II) e (III) da Observacao 5.1.5. Isto implicara

fzs = 0. Resta agora analisar o caso f; = d. Temos que:
ft — ((.Tle, xs, 1'4) - l’l(l‘g, xs, x4) - IQ(xla x3, 1'4), Z, d)

= [(11332,1’37%4) - 5171(1’2,%,374) - 96’2(9517553,964)2](1-

Mas (z129, x3, x4) — x1(T2, T3, T4) — T2(x1, 23, 24) tem grau 4 e suas variaveis sao avalia-
das em V', ver item (I). Entao, como e? = 1, para todo i = 1,...,n — 1, essa avaliagao
é um escalar o € F. Isto implica que f; = azd = 0, ja que podemos considerar

z € J, \ F-1. E assim, completamos a demonstracao. [ |
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Para simplificar a notacao, escrevemos o produto de quaisquer duas varidveis z e

y avaliadas em V'’ como segue:

x-y=0(z,y)

Lema 5.1.7 O polinomio em (5.4) € ainda uma identidade de J,.

Demonstracao: A linearizagdo do polinémio (5.4) é

9= Z(_DU(IU(U (To(2), ¥, To(3)), 2) + Z 7(2o(1), (To(2), 2, Toz)),y)  (5.11)
0ES3 o€S3

ver Exemplo 1.5.5. Usando a mesma notacao do lema anterior e pela primeira igualdade

da Proposigao (5.1.4), temos que

gy = Z(_1)0<x0(1)7 (xo(Q)azaxcr(?;))ad)

oES3
= Z(—l)"(xg( ) (ZTo(2), 2, Taz)))d — Z )’ 201)(To(2)s 25 Ta(3))d).
c€S3 o€S3

De acordo com a segunda equacao da Proposicao 5.1.4, a segunda soma é igual a zero.
Além disso, como (a, b, c) = —(¢, b, a), podemos denotar por G a primeira soma. Neste

caso, podemos expressar G da seguinte forma: Estendendo a expressao de G temos
g - [.’171(1'27 Z, xg)—$2<$1, 2, .’173)—1‘3(.%'2, Z, xl)_ml(x3a - 1‘2)‘*—1'2(.1'3, 2, x1)+x3($1, Z, mZ)]d
Neste caso,

G = 2[xi1(xe, 2,73) + w2(x3, 2,71) + 23(21, 2,72)] - d
= 2[0(xa,2)0(x1,x3) — 8(x1, 22)0 (23, 2) + 0(21, 2)0(x2, T3)
— O(xe, 2)0(x1, 3) + 0(x3, 2)0(x1, T2) — d(21, 2)0 (22, 23)] - d = 0.

Isso implica que g, = 0 e como o polinomio em (5.11) ¢ simétrico com respeito as
variaveis y e z, temos que g, = 0. Observamos que em g, sempre que a varidvel
x; aparece no associador interno, obtemos zero. Consequentemente, em g, aparecem
apenas os associadores relacionados as permutacoes de S3 que fixam o ntimero inteiro

1, para todo ¢ = 1,2, 3. Devido a simetria de g em relacao as variaveis x1, rs e x3, basta
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calcularmos g,,. Temos entdo,
9o = (d,(22,y,23),2) = (d, (3,9, 22), 2) + (d, (22, 2, 23), ) — (d, (3,2, 22),y)

= 2[(d, (z2,y,23), 2) + (d, (2, 2, 73), y)]

= 2[(d(x2,y,23))z — d((22, 9, 23)2) + (d(22, 2, 73))y — d((22, 2, 73)y)]

= —2d[(x2,y,x3)z + (22, 2, 23)Y]

= 2d[(0(wa, y)as — 0(x5, y)T2)z + (0(wa, 2)T5 — 8(x3, 2)2)y]

— 2d[0(za,y)d(x3,2) — 0(x3,Y)0(x2, 2) + 622, 2)0(x3,y) — d(x3, 2)d(22,y)] = 0.

Lembramos que o terceiro simbolo de igualdade segue do fato que d - a = 0, para todo

a € J,\ F -1, donde segue a demonstragao. |

Lema 5.1.8 O polinomio em (5.6) € ainda uma identidade de J,.

Demonstracao: Como cada mondémio desse polinomio ¢ um produto de dois associ-

adores, a prova segue de imediato pelo item (i7) da Proposicao 5.1.4. |

Iremos agora verificar a condigao para o Polinémio (5.5). O exemplo a seguir ira

ilustrar nossos comentarios e proximos resultados.
Exemplo 5.1.9 Consideremos n =3 e k =2. O Polinomio (5.5) € igual

h = (@191, %2, Y2, 73) — (T2, Y1, T1, Yo, T3) — (T3, Y1, T2, Y2, T1)
— (21, Y1, 73, Y2, T2) + (T2, Y1, T3, Y2, 11) + (23, Y1, T1, Yo, T2)
= 2((w3, 91, 71, Y2, T2) + (T2, Y1, T3, Yo, ¥1) + (T1, Y1, T2, Y2, T3)).-
Recordamos que a base canonica BU{1} de Js € {1, e, eq,d}. Considerando a avalia¢do
dado por p(x1) = (1) = €1, p(x2) = p(y2) = ez € p(x3) = d temos que
w(h) =2((d,e1, €1, e2,e9) + (e1, €1, €2, €2,d)) = 4d # 0.

Isto implica que h ndo estd em T(J3).

O exemplo anterior sugere que o polinémio dado em (5.5) nao é identidade para
a algebra de Jordan J,.

Em resumo, obtemos implicitamente, o resultado principal desse capitulo.



101

Teorema 5.1.10 A dlgebra de Jordan J, = K &V de uma forma bilinear simétrica
degenerada b de posto n—1 é Pl-equivalente a dlgebra B,_1 munida da forma b restrita

ao espago vetorial nao degenerado de V', mddulo as identidades gerada por (5.5).

Recentemente, se tem conhecimento de outra maneira de escrever o resultado
acima, iremos explicitar o resultado principal obtido por Fidelis, Martino e Shestakov.
Aqui nao iremos entrar em detalhes no resultado, mas indicamos [12]. Mais precisa-

mente, os autores obtiveram o seguinte resultado.

Teorema 5.1.11 Seja J,, = B,,_1 & D1, a dlgebra de Jordan de uma forma bilinear

simétrica e degenerada b. As identidades

([z,9)%,2,t) = 0

Z (_1)(7(1'0(1), (:CU(2)7 Z, xo(B))a l') =0

og€ESs3
Z (=17 (Zo(1)s Y1, To(2)s - - -+ Yn—1> Ta(n), Yns Tont1)) = O
O'ESn
Z (_1)U<IU(1); Y1, Lo(2)s -+ - Yn—2, xo‘(n—l))(yn—la To(n), yn> = O;

O’ESn

formam uma base para as identidades polinomiais da variedade var(J,), n < oo, das

algebras de Jordan sobre um corpo de caracteristica 0.

Um fato interessante, é que o critério estabelecido no Lema 5.1.3 nao faz uso da
dimensao de J, ser finita, mas sim o fato dela ter posto 1. Assim, considerando o caso
em que J,, = B, ® D, temos a descricao completa de suas identidades polinomiais.

Mais precisamente,

Teorema 5.1.12 Seja Jo = By @ D1, a dlgebra de Jordan de uma forma bilinear

simétrica e degenerada b de posto 1. As identidades

([z,9)%,2,t) = 0
Z (=) (zo01); (To(2), T, To(3)), T)

oES3

Il
o

formam uma base para as identidades polinomiais da variedade var(Jy) das dlgebras

de Jordan sobre um corpo de caracteristica 0.
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Terminamos este capitulo combinando o teorema anterior com os resultados prin-

cipais contidos nos artigos [22] e [33] para deduzir o seguinte resultado:

Teorema 5.1.13 O T-ideal das identidades de J, satisfaz a propriedade de Specht.
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