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Resumo

As álgebras de Jordan das matrizes simétricas de ordem dois, sobre um corpo, pos-

suem exatamente duas graduações naturais pelo grupo Z2. Neste trabalho, apresentado

em cinco capítulos, descrevemos uma base das identidades polinomiais 2-graduadas no

caso dessas duas graduações, quando o corpo base é in�nito e de característica dife-

rente de dois. Para uma graduação dita escalar o resultado é estendido para o caso das

álgebras de Jordan de uma forma bilinear simétrica não degenerada, denotadas por B e

Bn quando os espaços bases possuem dimensão in�nita e �nita, respectivamente. Neste

caso, sobre um corpo de característica zero, também mostramos que o ideal de todas

as identidades 2-graduadas de Bn satisfaz a propriedade de Specht. Além disso, apre-

sentamos as classi�cações das graduações da Álgebra de Jordan de uma forma bilinear.

Por �m, determinamos uma base para o ideal das identidades da álgebra de Jordan de

uma forma bilinear degenerada de posto n− 1, com espaço base n-dimensional.

Palavras-chave: Álgebras de Jordan. Identidades graduadas. Propriedade de

Specht.



Abstract

The Jordan algebra of the symmetric matrices of order two over a �eld has exactly

two natural gradings by the group Z2. In this work, presented in �ve chapters, we

exhibit bases for 2-graded polynomial identities for these two grading when the base

�eld is in�nite and of characteristic di�erent from 2. For a so-called �scalar grading� the

result is extended to the case of Jordan algebras of a non-degenerate symmetric bilinear

form, denote by B and Bn when its vector spaces have in�nite and �nite dimensions,

respectively. In this case, over a �eld of characteristic zero, we also show that the ideal

of all the 2-graded identities of Bn satis�es the Specht property. Moreover, we study

the description all possible G-gradings on Jordan algebra of a bilinear form. Finally,

we determine a basis for the identities of the Jordan algebra of a degenerate bilinear

form with a n-dimensional vector space of rank n− 1.

Keywords: Jordan algebras. graded identities. Specht property.
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Introdução

Uma identidade polinomial para uma álgebra é um polinômio que se anula quando

é avaliado nos elementos da álgebra. A álgebra que possui uma identidade polinomial é

denominada álgebra com identidade polinomial, ou simplesmente PI-álgebra. Histori-

camente, essa teoria teve início na década de 30, com os trabalhos de Dëhn [7] e Wagner

[34], onde aparecem, embora de forma implícita, algumas identidades polinomiais para

as matrizes de ordem 2. Apesar disso, o estudo dessa teoria, só se intensi�cou por volta

de 1950, época em que foi provado o Teorema de Amitsur-Levitzki [2], mostrando que

a álgebra das matrizes de ordem n sobre um corpo K satisfaz o Polinômio Standard

de grau 2n, isto é, a somatória alternada avaliada em todos os possíveis produtos de

2n matrizes de ordem n é sempre igual a zero. Nessa mesma época, matemáticos como

Jacobson, Kaplansky, Herstein, Malcev, Cohn, Shirshov, entre outros, deram contribui-

ções importantes para a PI-teoria. Mais tarde, Kaplansky, em [18], elaborou uma lista

de problemas relevantes na teoria de anéis, onde ainda se encontram vários problemas

em aberto em PI-álgebras.

Acerca do problema de determinar as identidades de uma álgebra conhecida,

sobre um corpo de característica zero, Kemer relacionou o T -ideal das identidades

polinomiais de uma álgebra associativa com os T -ideais que satisfazem a condição:

sempre que f(x1, . . . , xr) e g(xr+1, . . . , xs) são polinômios em conjuntos disjuntos de

variáveis tais que f · g está no T -ideal então f ou g também está no T -ideal. Tais

T -ideais são chamados de verbalmente primos (ou T -primos). Kemer mostrou ainda

que os T -ideais T -primos não triviais são apenas os ideais de identidades das álgebras

matriciais Mn(K), e das álgebras Mn(E) e Ma,b(E). Esta última é uma subálgebra de

Ma+b(E) composta pelas matrizes em blocos a× a e b× b na diagonal, cujas entradas
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estão no centro de E, e as demais estão na parte �anticomutativa� de E. Aqui, E denota

a álgebra de Grassmann de um espaço vetorial de dimensão in�nita. Recordamos aqui

que essas álgebras são obtidas, como sendo os respectivos envelopes de Grassmann, a

partir da classi�cação das álgebras graduadas simples, graduadas pelo grupo cíclico de

ordem 2. Tal classi�cação foi dada por C. T. C. Wall [35]. Recordamos ainda que o

termo T -ideal verbalmente primo indica que os respectivos T -ideais são �primos� mas

apenas dentro da classe dos T -ideais. É conhecido que entre os T -ideais verbalmente

primos, apenas os T -ideais das álgebras Mn(K) são primos.

É importante mencionar que determinar bases para T -ideais de álgebras associa-

tiva e não associativas pode ser um trabalho muito difícil e tais descrições são conheci-

das em poucos casos. Assim, esta discussão nos dá uma luz a cerca de estudar outras

álgebras munidas de estruturas adicionais.

Nas últimas décadas, várias generalizações do conceito de identidade polinomial

têm sido estudadas, tais como: identidades polinomiais graduadas, identidade polino-

miais com traço e identidades polinomiais com involução (ou ∗-identidades), sendo a

primeira objeto de estudo desta dissertação. Kemer utilizou identidades graduadas na

sua teoria dos ideais de identidades em álgebras associativas (indicamos [21] para mais

detalhes). As identidades com traço foram estudadas com detalhes por Procesi em

[27], e por Razmyslov em [28]; como consequência dos resultados obtidos, Razmyslov

deu uma nova demonstração do Teorema de Amitsur e Levitzki. Já as identidades po-

linomiais com involução têm relação com as identidades polinomiais (ordinárias). Em

[1], Amitsur demonstrou que uma álgebra satisfazendo uma identidade com involução

é uma PI-álgebra.

A classe das álgebras das matrizes triangulares superiores sobre um corpo K,

denotada por UTn(K), foi uma das primeiras classes de álgebras a ter suas identidades

polinomiais completamente descritas. Elas são cruciais na classi�cação de subvariedade

das variedades das álgebras geradas pela álgebra das matrizes de ordem 2. Em relação

às álgebras de Lie, é conhecida uma base das identidades de sl2(K), onde sl2(K) é a

subálgebra de M2(K) (matrizes de ordem 2) que tem traço zero. No caso das álgebras

de Jordan, podemos citar as descrição das identidades das álgebras Bn e B de uma

forma bilinear simétrica não degenerada. Estes resultados são devidos a Vasilovsky

[33]. Citamos também a descrição das identidades para álgebra de Jordan de uma
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forma bilinear simétrica degenerada de posto n− 1 feita por Martino, ver Capítulo 5.

Além disso, A.V.II'tyakov, em 1985, desenvolveu métodos para estudar as identidades

polinomiais em álgebras e provou que a variedade de Bn satisfaz a propriedade de

Specht, no sentido ordinário.

Graduações sobre álgebras e suas correspondentes identidades graduadas tem sido

objeto de extenso estudo nas últimas décadas. Muito se sabe sobre bases de identi-

dades graduadas em classes de álgebras associativas. Estes incluem todas as álgebras

T -primas com suas graduações naturais, matrizes triangulares superiores, etc. Em con-

traste com o caso associativo, identidades graduadas para álgebras de Lie e de Jordan,

raramente foram estudadas. Entre os poucos resultados conhecidos, mencionamos [23]

e [24]. No primeiro desses artigos, foram descritas as identidades graduadas para a

álgebra de Lie sl2(K), sob todas as classi�cações possíveis. O segundo artigo tratou

das identidades graduadas da álgebra de Jordan das matrizes simétricas de ordem dois.

Outra variação do conceito de identidades polinomiais é o conceito de identida-

des fracas. Tal conceito foi introduzido e utilizado por Razmyslov na descrição das

identidades para álgebras associativas e de Lie. Um polinômio f(x1, . . . , xn) é uma

identidade fraca para o par (A, V ) (sendo A uma álgebra e V um subespaço de A)

se f(v1, . . . , vn) = 0, para quaisquer v1, . . . , vn ∈ V . Como já mencionado, o estudo

das identidades fracas não se restringe ao ambiente associativo, referimos o leitor aos

artigos [14] e [24] para observar a utilização dessa de�nição no ambiente de Jordan.

Iremos resgatar a notação de G-graduação, objeto de amplo estudo deste trabalho

de dissertação. Uma variedade de álgebras Z2-graduadas (algumas vezes chamadas

de 2-graduadas) determinada por uma álgebra A satisfaz a propriedade de Specht se

todos os T2-ideais que contém as identidades Z2-graduadas de A admitem uma base

�nita, como T2-ideal. Tal de�nição é uma �adaptação� do caso associativo e ordinário

bastante conhecido proposto por Specht em 1950, e provado por Kemer [19, 20], o

qual questionava se toda álgebra associativa, sobre um corpo de característica zero,

possui base �nita para o ideal de suas identidades polinomiais. O problema de Specht

pode ser enunciado de outras maneiras equivalentes. Uma delas é se todo ideal de

identidades polinomiais na álgebra associativa livre é �nitamente gerado como ideal de

identidades, ou de forma equivalente, se toda cadeia ascendente de ideais de identidades

é estacionária.
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Este trabalho está dividido em 5 capítulos e é uma coleção de resultados que

podem ser encontrados em [3], [8], [24] e [26]. Com isso, acreditamos, que será uma

forte fonte de consulta para estudos futuros na área. Tal trabalho está organizado da

seguinte forma.

No Capítulo 1, serão apresentados conceitos e resultados preliminares, assim como

a construção de uma álgebra livre de Jordan, as representações dos grupos simétricos

e dos grupos gerais lineares; faremos uma introdução à teoria de invariantes, e ainda,

apresentaremos os conceitos de identidades polinomiais e identidades fracas. Tais con-

ceitos e resultados, serão necessários para o que será desenvolvido nos capítulos poste-

riores.

No Capítulo 2, estudaremos as classi�cações das graduações da álgebra de Jordan

de uma forma bilinear, sobre a hipótese do corpo ser de característica diferente de 2,

feita por Yuri Bahturin e Ivan Shestakov em [3] e complementada por Fabrizio Martino

em [26].

Da classi�cação mencionada no parágrafo anterior, veri�camos facilmente que,

a menos de isomor�smo, a álgebra de Jordan das matrizes simétricas de ordem 2,

denotada por J2, tem duas Z2-graduações não triviais: uma em que dim(J2)0 = 1, a

qual chamaremos de graduação escalar, e outra com dim(J2)0 > 1, a qual chamaremos

de graduação não escalar.

No Capítulo 3, apresentaremos a descrição de uma base para as identidades gra-

duadas em cada caso. Para o caso da graduação escalar, apresentaremos uma base para

as identidades graduadas das álgebras de Jordan B e Bn. Mencionamos que tal álgebra

Bn é uma generalização da álgebra J2, ou seja, J2 e B2 são isomorfas como álgebras.

Aqui o corpo base é in�nito de característica diferente de 2. É importante mencionar

que o resultado para os próximos dois capítulos se baseiam na hipótese do corpo base

ser de característica zero. Os resultados deste capítulo, podem ser encontrados em [24].

No Capítulo 4, mostraremos que a variedade de álgebras de Jordan Z2-graduadas

geradas por Bn = K ⊕ V , com a graduação escalar, satisfaz a propriedade de Specht,

com base em [13]. Aqui, o uso da Teoria de Invariantes proposta por Concini e Procesi

em [6], da teoria de representações de grupos (ver [9, Chapter 12]) e da propriedade de

base �nita (ver [15]) são indispensáveis.

No último capítulo desta dissertação, será considerado a álgebra de Jordan de uma
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forma bilinear degenerada de posto k com espaço base n-dimensional, denotada por

Jn,k = K⊕V = Bk⊕Dn−k. Exibiremos identidades polinomiais (no caso ordinário) para

o caso em que k = n−1. O resultado principal deste capítulo, que pode ser encontrado

em [26], é mostrar que as álgebras de Jordan Jn,n−1 e Bn−1 são PI-equivalentes.



Capítulo 1

Conceitos preliminares

Neste capítulo, apresentaremos conceitos e resultados iniciais que servirão como

base para o desenvolvimento deste trabalho. Assumimos que o leitor tenha conheci-

mento dos conceitos e resultados básicos de álgebra linear, assim como da teoria de

grupos, anéis e corpos. Dividimos este capítulo em sete seções, onde inicialmente,

apresentamos o conceito de álgebras, juntamente com exemplos e resultados que se-

rão importantes para o nosso trabalho. Apresentamos também a construção de uma

álgebra livre de Jordan, as representações dos grupos simétricos e dos grupos gerais

lineares, faremos uma introdução à teoria de invariantes, e ainda, identidades polino-

miais e identidades fracas.

No decorrer de todo texto, K denotará um corpo e, a menos que seja mencionado,

todas as álgebras e espaços vetoriais serão de�nidos sobre K. Além disso, charK

denotará a característica do corpo K.

1.1 Álgebras

Nesta seção, será feita uma breve introdução sobre álgebras, objetos de estudo

neste trabalho.

De�nição 1.1.1 Sejam V,W e U espaços vetoriais sobre o mesmo corpo K. Uma

aplicação b : V ×W → U é bilinear, se valem:

(i) b(λv1 + v2, w) = λb(v1, w) + b(v2, w); e,
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(ii) b(v, λw1 + w2) = λb(v, w1) + b(v, w2),

para quaisquer λ ∈ K, v, v1, v2 ∈ V e w,w1, w2 ∈ W .

De�nição 1.1.2 Seja V um K-espaço vetorial. De�nimos uma forma bilinear sobre

V como sendo uma aplicação bilinear b : V × V → K.

Exemplo 1.1.3 Dado V um espaço vetorial qualquer sobre um corpo K, a aplicação

nula: b0 : V × V → K dada por b0(v, w) = 0V é uma forma bilinear.

Exemplo 1.1.4 Seja V um espaço vetorial sobre os reais. Um produto interno sobre

V , denotado por 〈, 〉 : V × V → R, é uma forma bilinear.

Exemplo 1.1.5 Sejam g1, g2 : V → K duas transformações lineares. Então a aplica-

ção b : V × V → K de�nida por b(u, v) := g1(u) · g2(v), para todo u, v ∈ V , é uma

forma bilinear.

Observação 1.1.6 Seja V um espaço vetorial. Dizemos que um subconjunto de ve-

tores ordenados β = {u1, . . . , un} de V é uma base de V , se ele é linearmente in-

dependente e gera V . Além disso, em todo texto, denotaremos por span(v1, . . . , vk) o

subespaço de V gerado pelos vetores v1,. . . , vk.

De�nição 1.1.7 Seja A um espaço vetorial sobre K. Dizemos que um par (A, ∗) é

uma K-álgebra (ou álgebra sobre K) se �∗� é uma aplicação bilinear de A×A em A.

Na de�nição acima, �∗� chama-se produto ou multiplicação. Em geral, denotare-

mos a ∗ b, com a, b ∈ A, simplesmente por ab. De�nimos a1a2a3 como sendo (a1a2)a3

e, indutivamente, a1a2 . . . an−1an como sendo (a1a2 . . . an−1)an, para a1, . . . , an ∈ A.

Dizemos que um subconjunto β da álgebra A é uma base se β é uma base de A como

espaço vetorial e de�nimos a dimensão de A como sendo a dimensão de A como espaço

vetorial.

De�nição 1.1.8 Seja A uma K-álgebra. Dizemos que A é:

i) Associativa, se (ab)c = a(bc), para quaisquer a, b, c ∈ A;

ii) Comutativa, se ab = ba, para quaisquer a, b ∈ A;

iii) Unitária (ou com unidade), se existe um elemento em A, denotado por 1A, tal

que a1A = 1Aa = a, para todo a ∈ A. O elemento 1A é chamado de unidade da

álgebra A.

iv) de Jordan, se é comutativa e vale (a2b)a = a2(ba) (identidade de Jordan),

∀a, b ∈ A, onde a2 = a · a.
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Exemplo 1.1.9 (Álgebra das matrizes) Sejam K um corpo e n ∈ N. O espaço

vetorial Mn(K) munido de seu produto usual é uma álgebra associativa com unidade

(a matriz identidade In). Destacamos nesta álgebra as matrizes unitárias eij, onde

eij são as matrizes que possuem 1 na entrada da i-ésima linha e j-ésima coluna e 0

nas demais. É fácil veri�car que elas formam uma base para Mn(K). De modo geral,

se A é uma álgebra, consideramos o espaço vetorial Mn(A) de todas as matrizes de

ordem n com entradas em A. O produto de matrizes em Mn(A) é análogo ao produto

de matrizes com entradas em K. Temos então uma estrutura de álgebra em Mn(A).

Exemplo 1.1.10 (Álgebra de Grassmann) Seja V um espaço vetorial de dimensão

in�nita enumerável, com base denotada por {e1, e2, e3, . . .}. A álgebra de Grassmann

E(V ) (ou simplesmente E) de V , é a álgebra associativa com unidade que satisfaz a

seguinte relação:

eiej = −ejei,∀i, j ∈ N∗.

Na álgebra de Grassmann E é importante destacar os seguintes subespaços:

� E0, gerado pelo conjunto {1, ei1ei2 · · · eik | k é par};

� E1, gerado pelo conjunto {ei1ei2 · · · eik | k é ímpar}.

Neste caso, E = E0 ⊕ E1 visto como espaço vetorial. Como informação adicional,

vemos que se char(K) = 2, então a álgebra de Grassmann é comutativa.

Exemplo 1.1.11 (Álgebra de Cli�ord) A construção da álgebra de Cli�ord é ana-

logamente ao anterior. Seja V um espaço vetorial de dimensão in�nita enumerável mu-

nido de uma forma bilinear simétrica f com base ortogonal denotada por {e1, e2, e3, . . .},
podemos de�nir a álgebra de Cli�ord C(V ) de V , que é a álgebra que satisfaz as se-

guintes relações:

eiej = −ejei,∀i 6= j ∈ N∗

e

e2
i = q(ei),

onde q é uma forma quadrática associada a f . Observe que a álgebra de Grassmann é

um exemplo de álgebra de Cli�ord quando q ≡ 0, i.e., a forma quadrática considerada

é a nula.

Sejam a, b e c elementos de uma álgebra A. De�nimos o comutador de a e b,

denotado por [a, b], o produto de Jordan de a e b, a ◦ b e o associador entre a, b e c,

(a, b, c), como sendo as operações:

� [a, b] = ab− ba,
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� a ◦ b = ab+ ba

� (a, b, c) = (ab)c− a(bc),

respectivamente. Indutivamente, de�nimos:

� [a1, a2, . . . , an] = [[a1, a2, . . . , an−1], an],

� (a1 ◦ a2 ◦ . . . ◦ an) = (a1 ◦ a2 ◦ . . . ◦ an−1) ◦ an

� (a1, a2, . . . , a2n+1) = ((a1, a2, . . . , a2n−1), a2n, a2n+1).

Iremos nos referir aos associadores do tipo (a1, a2, . . . , a2n+1) como associadores

próprios.

Observação 1.1.12 A identidade de Jordan em uma álgebra A, pode ser escrita em

termos do associador da seguinte forma (a2, b, a) = 0, para todo a, b ∈ A.

Observação 1.1.13 Para associadores em álgebras comutativas (não necessariamente

associativas), como por exemplo na álgebra de Jordan, vale a seguinte propriedade:

(x, y, z) + (y, z, x) + (z, x, y) = 0, (1.1)

para quaisquer x, y, z na álgebra.

De fato, temos que

� (x, y, z) = (xy)z − x(yz)

� (y, z, x) = (yz)x− y(zx) = x(yz)− (zx)y

� (z, x, y) = (zx)y − z(xy) = (zx)y − (xy)z

Logo, (x, y, z) + (y, z, x) + (z, x, y) = 0.

Observação 1.1.14 Caso charK 6= 2, podemos de�nir, sobre uma álgebra associativa,

o produto de Jordan de a e b da forma: a ◦ b = 1
2
(ab + ba). O artifício de multiplicar

pelo inverso de 2 é usado para que as potências de Jordan coincidam com as potências

do produto associativo dos elementos da álgebra.

Exemplo 1.1.15 Sejam A uma álgebra associativa e charK 6= 2. Para todo a, b ∈ A,
podemos substituir o produto original em A pelo produto de Jordan a ◦ b = 1

2
(ab+ ba),

denotando a nova álgebra por A(+). Observa-se que A(+) é uma álgebra de Jordan.
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Exemplo 1.1.16 Seja A uma álgebra associativa onde charK 6= 2, então a seguinte

equação segue:

1

2
(abc+ cba) = (a ◦ b) ◦ c+ (b ◦ c) ◦ a− (c ◦ a) ◦ b.

A prova consiste em um cálculo direto, o qual iremos omitir.

O próximo resultado nos permite obter uma estrutura de álgebra a partir de um

espaço vetorial.

Proposição 1.1.17 Sejam A um espaço vetorial com base β. Dada f : β × β → A,

existe uma única aplicação bilinear · : A × A → A tal que u1 · u2 = f(u1, u2) para

quaisquer u1, u2 ∈ β.

Demonstração: Veja a prova em [5, pág. 13]. �

Assim, para de�nir uma estrutura de álgebra em A basta de�nir o produto para

os elementos de uma base. Uma vez de�nido o produto, veri�ca-se que A é uma álgebra

associativa se, e somente se, (v1v2)v3 = v1(v2v3), para quaisquer v1, v2, v3 ∈ β, onde

β é uma base de A. Tal veri�cação se dará também para provar a comutatividade e

existência de unidade.

Exemplo 1.1.18 (Produto tensorial de álgebras) Sejam A e B álgebras. Recor-

damos que o produto tensorial dos espaços vetoriais A e B, denotado por A ⊗ B, é o

espaço vetorial gerado por {a ⊗ b | a ∈ A, b ∈ B}. Os elementos da forma a ⊗ b são

chamados de tensores e satisfazem:

(i) (a1 + a2)⊗ b = (a1 ⊗ b) + (a2 ⊗ b);

(ii) a⊗ (b1 + b2) = (a⊗ b1) + (a⊗ b2);

(iii) λ(a⊗ b) = (λa)⊗ b = a⊗ (λb),

para quaisquer a1, a2, a ∈ A, b1, b2, b ∈ B e λ ∈ K.

É um fato bastante conhecido que se β1 e β2 são bases de A e B, respectivamente,

então o conjunto {u⊗v | u ∈ β1, v ∈ β2} é uma base de A⊗B. Se V é um espaço vetorial

e f : A×B → V é uma aplicação bilinear, então existe uma única transformação linear

Tf : A ⊗ B → V satisfazendo Tf (a ⊗ b) = f(a, b) (propriedade universal do produto

tensorial). Para de�nir uma estrutura de álgebra em A ⊗ B, �xemos duas bases β1 e

β2 de A e B, respectivamente, e de�namos (u1 ⊗ v1)(u2 ⊗ v2) = u1u2 ⊗ v1v2, para todo

u1, u2 ∈ β1 e v1, v2 ∈ β2. Se A e B são álgebras associativas, então A ⊗ B, munido

deste produto, é uma álgebra associativa, pela proposição anterior. Além disso, se A e

B são álgebras com unidade, então a unidade da álgebra A⊗B será 1A ⊗ 1B.
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De�nição 1.1.19 Seja A uma álgebra. Um subconjunto B de A é chamado subálge-

bra se, com relação as operações de A, é também uma álgebra, ou seja, B é fechado

com respeito a adição, multiplicação e multiplicação por escalar de A. Além disso,

dizemos que B é um ideal se for uma subálgebra tal que ab, ba ∈ B, para todo b ∈ B
e todo a ∈ A.

Exemplo 1.1.20 Dada uma álgebra A, considere o conjunto

Z(A) = {a ∈ A | ax = xa, ∀x ∈ A},

que é chamado de centro comutativo de A. Claramente Z(A) é um subespaço vetorial

de A. Quando A for associativa temos que Z(A) é uma subálgebra de A.

Voltando ao Exemplo 1.1.10, é fácil veri�car que, na álgebra de Grassmann, se

charK 6= 2, tem-se Z(E) = E0. Já para o Exemplo 1.1.9, Z(Mn(K)) = {λIn | λ ∈ K}.

De�nição 1.1.21 De�nimos o centro associativo de uma álgebra A como sendo:

AC = {a ∈ A | (a, x, y) = (x, a, y) = (x, y, a) = 0,∀x, y ∈ A}.

Neste caso, podemos de�nir o centro da álgebra A, denotado por Z(A), como sendo a

interseção do centro comutativo com o centro associativo, isto é, Z(A) = Z(A) ∩ AC.

Agora, vamos apresentar o conceito de álgebra quociente. Sejam A uma álgebra

e I um ideal de A. Consideremos o espaço vetorial quociente A/I cujos elementos são

da forma a + I = {a + x | x ∈ I}. Para cada a ∈ A, vamos denotar o elemento a + I

por a. As operações de soma e produto por escalar são de�nidas por a + b = a+ b

e λa = λa, para todo a, b ∈ A e λ ∈ K. Consideremos agora em A/I o produto

(a + I)(b + I) = ab + I, para a, b ∈ A. Este produto está bem de�nido, pois não

depende da escolha dos representantes das classes laterais, e torna A/I uma álgebra,

conhecida por álgebra quociente de A por I.

De�nição 1.1.22 Sejam A uma álgebra e S um subconjunto não vazio de A. De�ni-

mos:

(i) Subálgebra de A gerada por S, denotada por [S], como sendo a interseção

de todas as subálgebras de A que contêm S (ou S ∪ 1A, caso A seja unitária).

(ii) Ideal de A gerado por S, denotado por IS, como sendo a interseção de todos

os ideais de A que contêm S.
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Claramente, da de�nição anterior, [S] é a �menor� subálgebra de A que contém

S (ou seja, se existe outra com a mesma propriedade, deve conter ela), enquanto IS é

o �menor� ideal de A contendo S. Sendo A uma álgebra, dizemos que S ⊆ A gera A

como álgebra, ou ainda que é um conjunto gerador para a álgebra A, se [S] = A.

Além disso, A é dita uma álgebra �nitamente gerada se existe S ⊆ A �nito, tal

que [S] = A. Sendo A uma álgebra associativa unitária e S um subconjunto não

vazio de A, não é difícil mostrar que [S] coincide com o subespaço de A gerado por

{1, s1s2 · · · sn | n ∈ N, si ∈ S} e que IS coincide com o subespaço de A gerado por

{asb | a, b ∈ A, s ∈ S}.

Observação 1.1.23 A álgebra de Grassmann E = E(V ) é gerada, como álgebra, pelos

elementos {e1, e2, e3, . . .}. Aqui {e1, e2, e3, . . .} é uma base do espaço V .

De�nição 1.1.24 Dizemos que J é uma álgebra de Jordan especial se existir uma

álgebra associativa A tal que J é subálgebra de A(+). Neste caso, a subálgebra A0 de A

gerada por J é uma álgebra associativa envolvente para J . As álgebras de Jordan

que não são especiais são chamadas excepcionais.

Exemplo 1.1.25 Seja V um espaço vetorial com uma forma bilinear simétrica b de-

�nida em V . Consideramos a soma direta B = K · 1⊕ V com a multiplicação de�nida

por:

(α · 1 + u)(β · 1 + v) = (αβ + b(u, v)) · 1 + (αv + βu) (1.2)

onde α, β ∈ K e u, v ∈ V . Essa álgebra é de Jordan a qual chama-se de álgebra de

Jordan da forma simétrica bilinear b. Essa álgebra é especial, cuja sua álgebra

associativa envolvente é a álgebra de Cli�ord associada a forma bilinear (para maiores

detalhes, ver [16] pág. 74). Denotaremos por B sempre que dimV = ∞ e por Bn

quando dimV = n.

Exemplo 1.1.26 Seja K um corpo de característica diferente de 2. Podemos consi-

derar a transposta de uma matriz a, denotado por at, da seguinte maneira: Troca-se

linha por coluna, isto é a i-ésima linha da matriz a transforma-se na i-ésima coluna

da nova matriz at. Neste caso, o conjunto das matrizes com a propriedade at = a são

denominadas conjunto das matrizes simétricas de ordem n, que denotaremos por Jn.

É fácil veri�car que Jn é um subespaço de Mn(K) que é uma subálgebra da álgebra de

Jordan Mn(K)(+). Segue da de�nição que a álgebra associativa envolvente para Jn é a

álgebra Mn(K).

Exemplo 1.1.27 Podemos considerar a álgebra de Jordan das matrizes simétricas

2 × 2, denotado por J2. Este é um caso particular do exemplo anterior. Uma base
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para J2 é o conjunto {I2, a, b}, onde I2 = e11 + e22, a = e11 − e22, b = e12 + e21, onde

eij são as matrizes unitárias usuais, citadas no Exemplo 1.1.9. De fato, consideremos

A =

(
y x

x z

)
∈ J2. Temos que(

y x

x z

)
=

(
y 0

0 z

)
+ x

(
0 1

1 0

)
e (

y 0

0 z

)
=

(
y+z

2
0

0 y+z
2

)
+

(
y−z

2
0

0 z−y
2

)
.

Daí, (
y x

x z

)
= x

(
0 1

1 0

)
+
y + z

2

(
1 0

0 1

)
+
y − z

2

(
1 0

0 −1

)
.

Logo, {I2, a, b} gera J2, ou seja, J2 = span(I2, a, b). Como {I2, a, b} é linearmente

independente, segue que {I2, a, b} é base de J2.

De�nição 1.1.28 Sejam A e B duas álgebras. Uma transformação linear ϕ : A→ B

é um homomor�smo de álgebras, se ϕ(xy) = ϕ(x)ϕ(y), para quaisquer x, y ∈ A.

Caso tais álgebra sejam unitárias exigiremos que ϕ(1A) = 1B.

Sendo ϕ um homomor�smo de álgebras, dizemos que ϕ é ummonomor�smo se é

injetivo, e é um isomor�smo se é bijetivo. Além disso, de�nimos um endomor�smo

de uma álgebra A como sendo um homomor�smo de A em A, e um automor�smo

um endomor�smo bijetivo.

Quando existe um isomor�smo ϕ : A → B, dizemos que as álgebras A e B são

isomorfas e denotamos por A ' B.

Proposição 1.1.29 Sejam A e B álgebras e S um conjunto gerador de A como espaço

vetorial. Seja ϕ : A → B uma transformação linear (satisfazendo ϕ(1A) = 1B se

A e B têm unidade). Então, ϕ é um homomor�smo de álgebras se, e somente se,

ϕ(xy) = ϕ(x)ϕ(y) para quaisquer x, y ∈ S.

Demonstração: Basta usar o fato de que ϕ é uma transformação linear e usar a

bilinearidade do produto em A e em B. �

Exemplo 1.1.30 Considerando o Exemplo 1.1.25 (com n = 2) e Exemplo 1.1.27,

podemos considerar as álgebras B2 e J2. Já sabemos que uma base de J2 é o conjunto

{I2, a, b}, onde I2 = e11 + e22, a = e11 − e22, b = e12 + e21. Consideremos agora uma

base ortogonal de V2, digamos β = {v1, v2} e de�na a transformação linear ϕ : J2 → B2

induzida por ϕ(I2) = 1, ϕ(a) = v1 e ϕ(b) = v2. Temos que essa aplicação de�ne um

isomor�smo de álgebras de Jordan.
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1.2 Álgebras graduadas

Nesta seção, apresentaremos o conceito de álgebras graduadas, conceito este que

será utilizado em todo nosso texto como ferramenta básica.

De�nição 1.2.1 Sejam V um espaço vetorial qualquer e S um conjunto arbitrário.

Dizemos que V é um espaço vetorial S-graduado se, para cada s ∈ S, existir subes-

paços Vs ⊂ V tal que

V =
⊕
s∈S

Vs.

É claro que na de�nição anterior podemos ter Vs = {0}, para algum s ∈ S. De

modo equivalente, podemos de�nir álgebras S-graduadas, porém para a multiplicação

ser compatível com a graduação, devemos considerar S um grupo. Na verdade é su�-

ciente considerarmos S semigrupo, mas não entraremos em detalhes neste contexto de

graduação. Podemos seguir então com a de�nição abaixo.

De�nição 1.2.2 Sejam A uma álgebra e G um grupo. Dizemos que a álgebra A é

G-graduada, se A tem estrutura de espaço G-graduado tal que

AgAh ⊂ Agh

para quaisquer g, h ∈ G. Neste caso, dizemos que A possui uma G-graduação.

Exemplo 1.2.3 A álgebra de Grassmann E possui uma Z2-graduação natural de�nida

por E = E0 ⊕ E1, onde E0 e E1 são os subespaços dados no Exemplo 1.1.10.

Se a ∈ Ag é não nulo, dizemos que a é homogêneo de grau g e denotamos

por |a| = g. A componente homogênea Aε é denominada componente neutra da

graduação, onde ε denota o elemento neutro de G. Sendo H um subgrupo de G,

podemos ver que a soma
∑

h∈H Ah é uma subálgebra de A. Em particular, fazendo

H = {ε}, decorre que a componente neutra Aε é uma subálgebra de A.

De�nição 1.2.4 Seja A uma álgebra G-graduada. De�nimos o suporte de A, e deno-

tamos por Supp(A), como sendo o conjunto dos elementos g ∈ G tais que a componente

homogênea de grau g é diferente de zero, isto é, Supp (A) = {g ∈ G | Ag 6= 0}.

A G-graduação é chamada trivial, se Supp(A) = {e}, neste caso retornamos as

de�nições no sentido ordinário.
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De�nição 1.2.5 Seja A = ⊕g∈GAg uma álgebra G-graduada. Um subespaço vetorial

B de A é dito ser homogêneo na G-graduação (ou G-graduado) quando B = ⊕g∈GBg,

onde Bg = B ∩ Ag. Um ideal, assim como uma subálgebra, é dito homogêneo se for

homogêneo como subespaço.

Proposição 1.2.6 Se G é um grupo com elemento neutro �ε� e A é uma álgebra G-

graduada com unidade, então 1 ∈ Aε.

Demonstração: Sejam g1, . . . , gn ∈ G \ {ε} tais que:

1 = aε + ag1 + · · ·+ agn ,

com aε ∈ Aε e agi ∈ Agi , i = 1, . . . , n. Seja h ∈ G tal que Ah 6= {0} e considere ah ∈ Ah
não nulo. Então,

ah = ahaε + ahag1 + · · ·+ ahagn .

Neste caso, ahaε ∈ Ah e ahagi ∈ Ah+gi . Além disso, h, h+ g1,. . . , h+ gn são elementos

de G dois a dois distintos. Pela de�nição da decomposição da G-graduação, tem-se que

ahagi = 0, para i = 1, . . . , n e ahaε = ah. Analogamente, mostramos que aεah = ah, e

consequentemente, aε = 1. Logo, 1 ∈ Aε. �

A seguir, enunciaremos dois resultados elementares, mas bastantes úteis. O pri-

meiro é uma caracterização das subálgebras homogêneas e o segundo é sobre a álgebra

quociente por um ideal homogêneo, ambos de uma álgebra G-graduada. Embora se-

jam resultados bem conhecidos, decidimos explorar sua demonstração como forma de

deixar a dissertação independente de outros textos semelhantes.

Lema 1.2.7 Sejam A uma álgebra G-graduada e B uma subálgebra de A. As seguintes

a�rmações são equivalentes:

(i) B é subálgebra G-graduada de A;

(ii) B é álgebra G-graduada tal que Bg ⊆ Ag para todo g ∈ G;

(iii) As componentes homogêneas de cada elemento de B pertencem a B;

(iv) B é gerada, como espaço vetorial, por elementos homogêneos.

Demonstração: (i) ⇒ (ii) Supondo (i), temos que a decomposição B =
⊕

g∈GBg,

com Bg = Ag ∩ B, é uma G-graduação em B tal que Bg ⊆ Ag, para todo g ∈ G, e

portanto, vale (ii).
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(ii)⇒ (iii) Suponhamos agora (ii). Sejam b ∈ B e b =
∑

g∈G ag, com ag ∈ Ag, a

decomposição de b como soma de elementos homogêneos em relação a G-graduação de

A. Como B é G-graduada e Bg ⊂ Ag, temos outra decomposição de b em elementos

homogêneos em relação a G-graduação de B. O item (iii) segue da unicidade da

decomposição.

(iii)⇒ (iv) Supondo agora (iii). O conjunto B∩ (∪g∈GAg) gera B, e isso implica

em (iv). De fato, sejam b ∈ B e b =
∑

g∈G bg, com bg ∈ Ag, a decomposição de b como

soma de elementos homogêneos em relação à G-graduação de A. Segue da hipótese em

(iii) que bg ∈ B, ou seja, bg ∈ B ∩ (∪g∈GAg).

(iv) ⇒ (i) Por �m, suponhamos agora (iv). Consideremos C uma base de B,

C ⊂ (∪g∈GAg) composta de elementos homogêneos e seja Bg = B ∩ Ag. O elemento

b =
∑n

i=1 ci, onde ci ∈ C, é homogêneo de grau g se, e somente se, |ci| = g, 1 ≤ i ≤ n.

Logo, Cg = C ∩ Ag é uma base para Bg. Além disso, C = ∪g∈GCg, e portanto,

B =
⊕

g∈GBg, donde segue o lema. �

Proposição 1.2.8 Se I é um ideal G-graduado de uma álgebra G-graduada A então

A/I é uma álgebra G-graduada considerando (A/I)g = {a+ I | a ∈ Ag}.

Demonstração: Por de�nição A/I =
∑

g∈G(A/I)g e (A/I)g(A/I)h ⊂ (A/I)gh. Logo,

resta mostrarmos que essa soma é direta. Suponhamos que (
∑

g∈G(ag + I)) = 0. Neste

caso, (
∑

g∈G ag) ∈ I. Como I é G-graduado, segue do lema anterior, que ag ∈ I, ou

seja (ag + I) = 0, e portanto, A/I =
⊕

g∈G(A/I)g, donde segue o resultado. �

De�nição 1.2.9 Sejam G um grupo, A = ⊕g∈GAg e A′ = ⊕g∈GA′g duas álgebras

G-graduadas. Um homomor�smo de álgebras ϕ : A → A′ é dito homomor�smo

G-graduado se veri�ca ϕ(Ag) ⊂ A′g, para cada g ∈ G. Analogamente, de�nimos

endomor�smo, isomor�smo e automor�smo G-graduado.

1.3 Álgebras livres

Nesta seção, faremos a construção das álgebras livres, ambiente este, em que

introduzimos o conceito de identidades polinomiais que será utilizado em todo este

trabalho.
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Primeiramente, de�namos a álgebra livre associativa com unidade. Seja X =

{x1, x2, x3, . . .} um conjunto não vazio, in�nito e enumerável, cujos elementos chama-

remos de variáveis não comutativas.

De�nição 1.3.1 Uma palavra em X é uma sequência xi1xi2 . . . xin, onde n ∈ N e

xij ∈ X. Se n = 0, diremos que a palavra é vazia, a qual denotaremos por 1. De�nimos

o tamanho da palavra xi1 . . . xin, como sendo o inteiro não negativo n. Dizemos que

as palavras xi1 . . . xin e xj1 . . . xjm são iguais se n = m e para cada k ∈ {1, 2, . . . , n},
temos ik = jk.

Seja K〈X〉 o espaço vetorial que tem como base o conjunto de todas as palavras

em X. Dessa forma, os elementos de K〈X〉 são somas de termos que são produtos de

um escalar em K por uma palavra em X. Tais termos são chamados monômios. Tal

espaço munido do produto (chamado de concatenação),

(xi1xi2 . . . , xin)(xj1xj2 . . . xjm) := xi1xi2 . . . xinxj1xj2 . . . xjm

é uma álgebra associativa unitária e X gera K〈X〉 como álgebra. Os elementos da

álgebra K〈X〉 são chamados de polinômios.

A seguir, provaremos que a álgebra K〈X〉 tem a propriedade de ser um ambiente

livre na classe das álgebras associativas unitárias, para isto faremos uso da seguinte

de�nição.

De�nição 1.3.2 Seja C uma classe de álgebras e F ∈ C uma álgebra gerada por um

conjunto X ⊆ F . A álgebra F é dita livre na classe C, se ela satisfaz a seguinte

propriedade universal: F possui algum conjunto gerador X tal que para cada álgebra

A ∈ C e cada aplicação h : X −→ A existe um único homomor�smo ϕ : F −→ A

estendendo h. Neste caso, dizemos que F é a álgebra livre na classe C livremente

gerada pelo conjunto X. Além disso, a cardinalidade do conjunto X, denotado por

|X|, será chamada posto de F .

Exemplo 1.3.3 Para qualquer conjunto X, a álgebra de polinômios K[X] é livre na

classe de todas as álgebras associativas com unidade. De fato, consideremos a ál-

gebra K[x1, x2, . . . , xn], gerada pelo conjunto X = {x1, x2, . . . , xn}. Sendo A uma

álgebra e a1,. . . , an ∈ A, podemos considerar a aplicação h : X → A, h(xi) = ai. Te-

mos que o homomor�smo ϕ : K[x1, x2, . . . , xn] → A, dado por ϕ(f(x1, x2, . . . , xn)) =

f(a1, a2, . . . , an) estende h. Portanto, K[x1, x2, . . . , xn] é uma álgebra livre na classe de

todas as álgebras associativas, comutativas e unitárias, livremente gerada pelo conjunto

X = {x1, x2, . . . , xn}. Tal construção pode ser estendida facilmente para o caso em que

o conjunto X é enumerável.
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O próximo resultado demonstra que se considerarmos um conjunto X de variáveis

não comutativas, a álgebra K〈X〉, anteriormente de�nida, é realmente livre na classe

das álgebras associativas unitárias. Mais precisamente, temos o seguinte resultado.

Proposição 1.3.4 A álgebra K〈X〉 é livre na classe das álgebras associativas unitárias
e livremente gerada por X = {x1, x2, . . .}.

Demonstração: Consideremos a álgebra K〈X〉 e tome A uma álgebra associa-

tiva unitária. Dada qualquer aplicação h : X → A, h(xi) = ai ∈ A, o homomor�smo

ϕ : K〈X〉 → A dado por ϕ(f(x1, x2, . . . , xn)) = f(a1, a2, . . . , an), estende h. A unici-

dade segue do fato da extensão se dá pelos elementos de uma base. Portanto, K〈X〉

é uma álgebra livre na classe de todas as álgebras associativas e unitárias, livremente

gerada pelo conjunto X. �

Seja G um grupo. Pode ser construída, como no caso da álgebra associativa livre,

a álgebra associativa G-graduada livre que denotaremos em todo trabalho por K〈XG〉.

Basta considerar, para cada g ∈ G, os conjuntos disjuntos Xg = {xg1, x
g
2, . . .} e consi-

derar XG = ∪g∈GXg. Os elementos da álgebra K〈XG〉 são chamados simplesmente de

polinômios G-graduados, os quais são somas formais de monômios G-graduados

que por sua vez são produtos formais de um escalar por uma palavra formada por

elementos de XG.

Apresentaremos agora uma de�nição para variáveis não associativas.

Consideremos a álgebra associativa livre K〈X〉, com o conjunto de geradores

livre X = {x1, x2, . . .}. Chamaremos a subálgebra gerada pelo conjunto X na álgebra

K〈X〉(+), de álgebra livre de Jordan especial do conjunto dos geradores de X, e a

denotamos por SJ(X). O próximo resultado indicará que a álgebra SJ(X) é realmente

livre na classe das álgebras de Jordan especiais.

Proposição 1.3.5 Seja J uma álgebra especial de Jordan. Então toda aplicação de X

em J pode ser estendida unicamente a um homomor�smo de SJ(X) em J .

Demonstração: Consideremos ϕ : X → J uma aplicação e A uma álgebra associativa

envolvente para J . Então, ϕ pode ser estendida para um homomor�smo ϕ : K〈X〉 → A.

Assim, a restrição de ϕ a SJ(X) é um homomor�smo de SJ(X) em J que estende ϕ,



24

o que prova a proposição. Já a unicidade segue dos homomor�smos coincidirem em X

e suas imagens estarem em J . �

De�nição 1.3.6 Um elemento da álgebra associativa livre K〈X〉 é chamado de po-

linômio de Jordan, se pertencer a SJ(X), ou seja, pode ser expresso a partir dos

elementos do conjunto X por meio das operações + e ◦.

Utilizando o Exemplo 1.1.16 é fácil perceber que o polinômio
1

2
(x1x2x3 +x3x2x1)

é um polinômio de Jordan, mas para um caso geral, ainda não se tem um critério

adequado que nos permita reconhecer, a partir da expressão de um polinômio em

K〈X〉, se este é ou não um polinômio de Jordan.

Observação 1.3.7 É possível construir a álgebra livre nas variedades das álgebras de

Jordan, denotada por J(X), através de um quociente da álgebra livre na variedade

de todas as álgebras (ver [30, Theorem 2, pg. 4]). Os resultados que se encontram

nos capítulos posteriores são obtidos no ambiente de Jordan livre, mas como estamos

trabalhando no ambiente especial de Jordan, não iremos entrar em detalhes nesta cons-

trução.

O próximo resultado, relaciona as álgebras livres J(X) e SJ(X).

Teorema 1.3.8 (Teorema de Cohn) SJ(X) ' J(X) se e somente se | X |≤ 2.

Demonstração: Ver [30, Theorem 3] �

Observação 1.3.9 Caso |X| > 2, o resultado anterior deixa de ser válido, ver [16,

pág. 11]. Portanto as álgebras SJ(X) e J(X), para |X| > 2, não são isomorfas.

Os resultados que serão feitos mais a seguir, valem para J(X), mas decidimos de-

notar por SJ(X), por facilidade de notação e entendimento. Na verdade, os resultados

não modi�cam com a estrutura da álgebra livre escolhida.

Se consideramos o espaço vetorial de uma álgebra de Jordan J com a operação

ternária

(a, b, c) = (a ◦ b) ◦ c− a ◦ (b ◦ c),

onde a, b, c ∈ J , obtemos uma estrutura algébrica conhecida como sistema triplo de Lie

(Lie triple system). Mais precisamente,
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De�nição 1.3.10 Um espaço vetorial V com uma aplicação trilinear (a, b, c)→ [a, b, c]

satisfazendo

(i) [a, b, a] = 0;

(ii) [a, b, c] + [b, c, a] + [c, a, b] = 0;

(iii) [d, [a, b, c], e] = [[d, a, e], b, c] + [a, [d, b, e], c] + [a, b, [d, c, e]],

é chamado de sistema triplo de Lie.

Observação 1.3.11 O item (ii) da de�nição anterior para o caso de Jordan com a

aplicação associador é veri�cada no Observação 1.1.13. Além disso, os itens (i) e (iii)

são também veri�cados diretamente. Note ainda que a linearização do item (i) é

(x, y, z) = −(z, y, x).

Neste sentido, temos o importante lema.

Lema 1.3.12 Todo associador de elementos de X pode ser escrito como combinação

linear de seus associadores próprios.

Demonstração: Seja u um associador de elementos em X. Provemos o resultado por

indução sobre o comprimento de u, denotado aqui por deg(u). Se deg(u) = 3, então u

é da forma (x1, x2, x3), e portanto o resultado segue. Suponhamos que o resultado seja

válido para todo associador de comprimento menor que deg(u) > 3. Por hipótese de

indução, podemos supor, sem perda de generalidade, que u = (u1, u2, u3), onde cada ui

é uma variável ou um associador próprio. Suponha primeiramente que u3 = (u′, x1, x2)

e e pelo item (iii) da De�nição 1.3.10 tem-se

(u1, u2, (u
′, x1, x2)) = (u′, (u1, u2, x1), x2)− (u′, u1, x2, u2, x1)− (u1, (u

′, u2, x2), x1).

(1.3)

Assim, podemos supor, sem perda de generalidade que u3 é uma variável em X. Agora,

suponha que u2 = (u′, x1, x2). Neste caso

(u1, (u
′, x1, x2), x3) = (u1, u

′, x3, x1, x2) + (u′, (u1, x1, x3), x2) + (u′, x1, (u1, x2, x3))

= (u1, u
′, x3, x1, x2)− [((u1, x1, x3), x2, u

′) + (x2, u
′, (u1, x1, x3))]

+ (u′, x1, (u1, x2, x3)).

O resultado segue usando indução e aplicando a Igualdade (1.3). �
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Observação 1.3.13 Seja G um grupo. Novamente pode-se construir, como no caso

da álgebra livre de Jordan especial, a álgebra livre de Jordan especial G-graduada que

denotaremos em todo trabalho por SJ(XG). Para isto, basta trocar X pelo conjunto

XG de�nido anteriormente e tomar alguns cuidados como foi feito para a álgebra livre

G-graduada. Os elementos da álgebra SJ(XG) são chamados simplesmente de polinô-

mios de Jordan G-graduados, e são da forma f(x
(g1)
1 , . . . , x

(gn)
n ), onde tais variáveis

são indicadas para informar que elas participam de algum monômio de f .

De agora em diante o simbolo de multiplicação �◦� em SJ(X), poderá ser omitido

e neste caso, retornaremos a notação da álgebra livre de Jordan. Isso não modi�cará

os resultados posteriores, embora que num contexto geral isso pode ser contornado

usando a álgebra livre de Jordan J(X).

1.4 Identidades polinomiais

Sejam X = {x1, x2, . . .} um conjunto enumerável, f ∈ SJ(X) e J uma álgebra

de Jordan especial. Dizemos que um polinômio f ∈ SJ(X) é uma identidade poli-

nomial para J se f(a1, . . . , an) = 0, para quaisquer a1, a2, . . . , an ∈ J . A álgebra que

possui uma identidade polinomial não trivial é denominada álgebra com identidade

polinomial, ou simplesmente PI-álgebra.

O conjunto de todas as identidades de uma álgebra J , denotado por T (J), é um

ideal da álgebra SJ(X). Observe que esse ideal tem a propriedade de ser invariante

por endomor�smos de SJ(X). Os ideais da álgebra SJ(X) com essa propriedade são

chamados T -ideais de SJ(X).

A interseção de uma família qualquer de T -ideais ainda é um T -ideal. Portanto,

dado um subconjunto S qualquer de SJ(X), podemos de�nir o T -ideal gerado por S,

o qual denotaremos por 〈S〉T , como sendo a interseção de todos os T -ideais de SJ(X)

que contêm S. Assim, 〈S〉T é o menor T -ideal de SJ(X) contendo S (no sentido

que outro T -ideal com a mesma propriedade, contém 〈S〉T ). Seja J uma álgebra de

Jordan especial, dizemos que o T -ideal T (J) é gerado como T -ideal pelo conjunto

{fi | i ∈ I} se, T (J) = 〈fi | i ∈ I〉T , e dizemos que o conjunto {fi | i ∈ I} é uma

base das identidades para J . Por �m, dizemos que g ∈ SJ(X) é consequência

das identidades polinomiais {fi | i ∈ I} se g ∈ 〈fi | i ∈ I〉T .
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De�nição 1.4.1 Duas PI-álgebras A e B são PI-equivalentes se satisfazem as mes-

mas identidades polinomiais, ou seja, T (A) = T (B).

Um outro conceito utilizado para estudar identidades polinomiais bastante útil é

o conceito de identidades fracas.

De�nição 1.4.2 Sejam J uma álgebra de Jordan especial e V um subespaço de J . Um

polinômio f(x1, . . . , xn) é uma identidade fraca para o par (J, V ) se f(v1, . . . , vn) = 0,

para quaisquer v1, . . . , vn ∈ V . O conjunto das identidades fracas para (J, V ) será

denotado por T (J, V ).

Por �m, consideremos agora uma álgebra de Jordan especial graduada. Podemos

de�nir o conceito de substituição admissível e de identidade graduada.

De�nição 1.4.3 Sejam G um grupo e J =
⊕

g∈G Jg uma álgebra de Jordan especial

G-graduada.

(i) Uma substituição admissível para o polinômio f(x
(g1)
1 , . . . , x

(gn)
n ) ∈ SJ(XG)

em J é uma n-upla (j1, . . . , jn) de elementos de J , com ji ∈ Jgi, para i = 1, . . . , n.

(ii) Um polinômio não nulo f(x
(g1)
1 , . . . , x

(gn)
n ) ∈ SJ(XG) é uma identidade poli-

nomial graduada de J se, para toda substituição admissível (j1, . . . , jn) tem-se

que f(j1, . . . , jn) = 0.

Observação 1.4.4 A de�nição de T -ideal graduado, PI-equivalências de álgebras gra-

duadas, T -ideal graduado gerado por um conjunto e variedades de álgebras de Jor-

dan especial G-graduadas segue a mesma ��loso�a� do caso ordinário, só tendo cui-

dado com as substituições admissíveis e colocando o conjunto gerador livre como sendo

XG = ∪g∈GXg.

Terminaremos a seção com a de�nição de álgebra relativamente livre em álgebras

de Jordan. É importante mencionar que as de�nições e resultados que iremos enunciar

são muito similares ao caso associativo, e até mesmo para o caso geral. Por essa razão,

a demonstração do Teorema 1.4.10 será omitida, pois segue palavra por palavra o que

foi feito em [30, Teorema 2, pág. 4], modi�cando apenas detalhes técnicos.

O conjunto das identidades satisfeitas por todas as álgebras de uma certa classe de

álgebras de Jordan especial C também é um ideal de SJ(X). Não é difícil observar que

tal ideal de identidades é invariante por endomor�smos de SJ(X), ou seja, é T -ideal.

Ele é chamado de T -ideal da classe C e é denotado por T (C).
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De�nição 1.4.5 Seja S um subconjunto de SJ(X). A classe C de todas as álgebras

de Jordan especiais que têm todos os polinômios de S como identidades é chamada de

variedade J-S de�nida pelo conjunto S, denotada por V(S).

Exemplo 1.4.6 V(SJ(X)) consiste da álgebra nula chamada variedade trivial.

Exemplo 1.4.7 A classe de todas as álgebras de Jordan especiais associativas é uma

variedade de�nida pelo subconjunto S = {(x1, x2, x3)} de SJ(X).

De�nição 1.4.8 Seja V uma variedade S-J. Dizemos que uma álgebra F ∈ C é uma

álgebra relativamente livre de V se existe um subconjunto Y gerador de F tal que

para toda álgebra J ∈ V e toda aplicação ρ : Y → J existe um único homomor�smo

ϕ : F → J que estende ρ. Nestas condições, F é dita livremente gerada por Y .

Além disso, a cardinalidade de Y é chamada posto de F .

Exemplo 1.4.9 SJ(X) é relativamente livre, livremente gerada por X, na variedade

de todas as álgebras de Jordan especiais.

Se I ⊆ SJ(X) denotamos por I(J) o ideal de uma álgebra de Jordan J gerado

por todos os elementos da forma f(a1, . . . , an), onde f ∈ I e a1, . . . , an ∈ J . O teorema

seguinte caracteriza as álgebras relativamente livres em qualquer variedade de álgebras

de Jordan especiais.

Teorema 1.4.10 Seja V uma variedade J-S não trivial de álgebras de Jordan especiais

determinada por um conjunto I ⊂ SJ(X). Então para qualquer conjunto Y , a restrição

a Y do homomor�smo canônico π : SJ(Y ) → SJ(Y )/I(SJ(Y )) é injetivo e a álgebra

SJV(π(Y )) = SJ(Y )/I(SJ(Y )) é livre na variedade V com conjunto gerador livre π(Y ).

Quaisquer duas álgebras relativamente livres em V com conjuntos geradores livres e de

mesma cardinalidade, são isomorfas.

Demonstração: A demonstração é análoga ao [30, Theorem 2, pág. 4] �

1.5 Identidades multihomogêneas e multilineares

Os polinômios multilineares e multihomogêneos são de grande importância na

busca de bases para as identidades polinomiais sobre determinados corpos. Nesta

seção, apresentaremos condições relacionadas ao corpo e a esses polinômios, que nos

ajudarão a simpli�car as identidades que iremos trabalhar. É importante mencionar

que estamos nos dedicando as álgebras de Jordan especiais pois é o ambiente utilizado
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em toda dissertação, mas os resultados obtidos aqui, podem ser vistos facilmente em

outros ambientes.

Antes de tais resultados, vejamos as seguintes de�nições.

De�nição 1.5.1 Seja um monômio m em SJ(X) nas variáveis {x1, . . . , xn}. Deno-

tamos por degxim, o grau de xi em m, isto é, o número de vezes que xi aparece em m.

A n-upla (degxim, . . . , degxnm) é chamada de multigrau de m.

De�nição 1.5.2 Um polinômio não nulo f(x1, . . . , xn) ∈ SJ(X) é multihomogê-

neo, se todos os seus monômios possuem o mesmo multigrau. Em particular, dizemos

que f(x1, . . . , xn) é multilinear, se é multihomogêneo de multigrau (1, . . . , 1).

Sejam f um polinômio de SJ(X) de grau n e xk uma variável de f . Podemos

escrever f como uma soma, f =
∑n

i=0 fi, onde cada polinômio fi é homogêneo de grau

i na variável xk. Cada polinômio fi é a componente homogênea de grau i em xk do

polinômio f . Além disso, observamos que podemos sempre escrever

f =
∑

i1≥0,...,in≥0

f (i1,...,in),

onde f (i1,...,in) é a soma de todos os monômios em f onde x1, . . . , xn tem grau i1, . . . , in,

respectivamente. Os polinômios f (i1,...,in) não nulos são chamados de componentes

multihomogêneas de f . Assim, todo polinômio pode ser escrito como soma de po-

linômios multihomogêneos.

Exemplo 1.5.3 Consideremos o polinômio

f(x1, x2, x3) = x1x2 + 3x1x3 − 2x2x3 + 4x1x2x3x2 + x2
2x1x3 − x2x1 ∈ SJ(X).

Aqui decidimos omitir os símbolos �◦� a�m de deixar a notação mais �leve�. Note que

temos as seguintes componentes multihomogêneas em f :

� f (1,1,0) = x1x2 − x2x1;

� f (1,0,1) = 3x1x3;

� f (0,1,1) = −2x2x3;

� f (1,2,1) = 4x1x2x3x2 + x2
2x1x3.

E temos

f = f (1,1,0) + f (1,0,1) + f (0,1,1) + f (1,2,1).
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Observação 1.5.4 (Processo de Multilinearização) Dados uma álgebra A e uma

identidade polinômio f para A. Podemos obter um polinômio multilinear que é tam-

bém identidade para A e tem grau menor ou igual do que o grau de f . O algoritmo

para desenvolver tal processo é o seguinte: seja f = f(x1, . . . , xn) um polinômio com

degx1f > 1, consideremos o polinômio

g(y1, y2, x2, . . . , xn) := f(y1 + y2, x2, . . . , xn)− f(y1, x2, . . . , xn)− f(y2, x2, . . . , xn).

Como f é uma identidade para A, segue que g também será e com grau menor ou igual

do que f em x1. Se degy1g = 1 (respectivamente, degy2g = 1) o processo termina para a

variável y1 (respectivamente, para a variável y2). Caso o grau das novas variáveis sejam

maior do que 2 nessa parcela, basta realizar esse processo mais vezes até obter grau

1. Fazendo esse processo em cada variável e parando quando obtermos um polinômio

multilinear, obtemos o desejado.

Vejamos um exemplo (que iremos citar novamente no Capítulo 5) para ilustrar

esse processo.

Exemplo 1.5.5 A linearização do polinômio

f =
∑
σ∈S3

(−1)σ(xσ(1), (xσ(2), x, xσ(3)), x)

é dada por:

g =
∑
σ∈S3

(−1)σ(xσ(1), (xσ(2), y, xσ(3)), z) +
∑
σ∈S3

(−1)σ(xσ(1), (xσ(2), z, xσ(3)), y).

De fato, temos que a linearização é dada por g = fz+y − fz − fy, donde

g =
∑
σ∈S3

(−1)σ(xσ(1), (xσ(2), z + y, xσ(3)), z + y)−
∑
σ∈S3

(−1)σ(xσ(1), (xσ(2), z, xσ(3)), z)

−
∑
σ∈S3

(−1)σ(xσ(1), (xσ(2), y, xσ(3)), y)

=
∑
σ∈S3

(−1)σ(xσ(1), (xσ(2), y, xσ(3)), z) +
∑
σ∈S3

(−1)σ(xσ(1), (xσ(2), z, xσ(3)), y).

Os próximos resultados serão ferramentas importantes para todo o nosso texto.

Lema 1.5.6 Seja f(x1, . . . , xm) =
∑n

i=0 fi(x1, . . . , xm) ∈ SJ(X) onde fi é a compo-

nente homogênea de f com grau i em xk, para algum k = 1, . . . , m �xado.

(i) Se o corpo K contém mais que n elementos, então as componentes homogêneas

fi's são consequências de f , onde i = 1, 2, . . . , n;
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(ii) Se a característica do corpo é zero ou maior que o grau de f , então f é equivalente

a um conjunto de identidades polinomiais multilineares.

Demonstração: (i) Seja I = 〈f〉T o T -ideal de SJ(X) gerado por f . Escolhamos

n + 1 elementos distintos de K, digamos α0, . . . , αn. Como I é um T -ideal, obtemos

que

f(αjx1, x2, . . . xm) =
n∑
i=0

αijfi(x1, x2, . . . xm) ∈ I,

para cada j = 0, 1, . . . , n. Consideremos estas equações como um sistema linear com

incógnitas fi para i = 0, 1, . . . , n. Sendo o determinante de Vandermonde,∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 α0 . . . αn0

1 α1 . . . αn1
...

...
. . .

...

1 αn . . . αnn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=
∏
i<j

(αj − αi)

é diferente de zero, temos que cada fi(x1, x2, . . . xm) ∈ I, ou seja, cada fi é consequência

do polinômio f .

(ii) Pelo item anterior, podemos supor que f é multihomogêneo. Aplicando o

processo de linearização: se degx1f = d > 1, então

h(y1, y2, x2, . . . , xn) = f(y1 + y2, x2, . . . , xn)

E assim, h(x1, x1, x2, . . . , xn) = nf(x1, x2, . . . , xn) e pela hipótese f é consequência de

h. O resultado segue aplicando indução sobre h. �

Tendo esse resultado em mãos, temos o seguinte corolário:

Corolário 1.5.7 Seja A uma álgebra. Então,

(i) Se o corpo K é in�nito, todas identidades polinomiais de A seguem de suas

identidades multihomogêneas.

(ii) Se o corpo K tem característica zero, todas as identidades polinomiais de A se-

guem de suas identidades multilineares.

Exemplo 1.5.8 Sejam A uma álgebra qualquer e C uma álgebra comutativa (na classe

das álgebras associativas). Podemos de�nir a álgebra A ⊗ C. Em geral, algumas das

identidades polinomiais de A podem não ser identidades para A⊗C. Daí, dizemos que



32

f ∈ T (A) é uma identidade estável de A, se para toda álgebra comutativa C (na

classe das álgebras associativas), temos f ∈ T (A⊗ C).

Observe que se charK = 0 e C é uma álgebra comutativa na classe das álgebras

associativas, então toda identidade de A é estável. Com efeito, pelo resultado anterior,

podemos considerar apenas identidades multilineares. Seja f = f(x1, . . . , xn) uma

identidade polinomial de A multilinear. Assim, para provar que f ∈ T (A ⊗ C), é

su�ciente veri�car para elementos geradores de A⊗C. Sejam a1⊗ c1, . . . an⊗ cn, com
a1, . . . , an ∈ A e c1, . . . , cn ∈ C. Como f é multilinear, então

f(a1 ⊗ c1, . . . , an ⊗ cn) = f(a1, . . . , an)⊗ c1 · · · cn = 0.

Implicando o resultado.

Observação 1.5.9 As de�nições e resultados que se encontram nesta seção, com mí-

nimas adaptações, continuam sendo válidas para álgebras de Jordan especiais com uma

G-graduação, onde G é um grupo.

1.6 Representações do grupo simétrico e do grupo ge-

ral linear

Nesta seção, faremos um breve resumo da teoria de representações do grupo

simétrico e do grupo geral linear, com aplicações na teoria de PI-álgebras. Para maior

detalhes, indicamos [17, Capítulo 8].

Em toda seção, assumimos K um corpo de característica 0.

Primeiramente, apresentamos conceitos relacionados a módulos, que serão de

grande importância nesta seção.

De�nição 1.6.1 Seja A uma álgebra unitária. De�nimos um A-módulo à esquerda

sobre A (ou simplesmente A-módulo) como sendo um espaço vetorial M , munido de

um produto:

· : A×M → M

(a,m) 7→ a ·m

que satisfaz:

(i) (a1 + a2) ·m = a1 ·m+ a2 ·m;

(ii) a · (m1 +m2) = a ·m1 + a ·m2;

(iii) (λa) ·m = a · (λm) = λ(a ·m);
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(iv) a1 · (a2 ·m) = (a1a2) ·m;

(v) 1A ·m = m,

para quaisquer a, a1, a2 ∈ A,m,m1,m2 ∈M e λ ∈ K.

Exemplo 1.6.2 Se A é uma álgebra associativa, então A é naturalmente um módulo

sobre si mesma, cujo produto é a multiplicação da álgebra.

Exemplo 1.6.3 Sejam G um grupo, V um espaço vetorial e ϕ : G → GL(V ) um

homomor�smo de grupos, onde ϕ(g) = ϕg. Considere o seguinte aplicação

· : KG× V → V

(
∑
g∈G

λgg, v) →
∑
g∈G

λgg · v =
∑
g∈G

λgϕg(v).

Note que V , munido dessa aplicação, é um KG-módulo (ou simplesmente, G-módulo),

onde as condições da De�nição 1.6.1 seguem do fato de que ϕ é um homomor�smo de

grupos e ϕg é linear, para cada g ∈ G.

Exemplo 1.6.4 Denote por Sn o grupo simétrico nos elementos {1, 2, . . . , n}. Seja Pn
o subespaço dos polinômios multilineares de K〈X〉 nas variáveis x1, x2, . . . , xn. Temos

que β = {xσ(1)xσ(2) · · ·xσ(n) | σ ∈ Sn} é uma base de Pn. Considere a aplicação bilinear

· : KSn × Pn → Pn que satisfaz

σ · (xi1xi2 · · ·xin) = xσ(i1)xσ(i2) · · ·xσ(in)

onde σ ∈ Sn e xi1xi2 · · · xin ∈ β, com {i1, i2, . . . , in} = {1, 2, . . . , n}. Munido desse

produto, temos que Pn é um KSn-módulo, ou simplesmente um Sn-módulo.

Observação 1.6.5 De modo análogo ao que foi feito na de�nição anterior, é possível

de�nir módulo à direita.

De�nição 1.6.6 Sejam A uma álgebra eM um A-módulo. De�nimos um submódulo

(ou A-submódulo) de M como sendo um subespaço vetorial N de M tal que a · n ∈ N ,

para quaisquer a ∈ A e n ∈ N . Se N 6= {0} e não existe nenhum submódulo N1 de M

tal que {0} 6= N1 ( N , dizemos que N é minimal. Se os únicos submódulos de M

são {0} e M , dizemos que M é um A-módulo irredutível (ou simples).

Exemplo 1.6.7 Considerando a estrutura de A-módulo da álgebra A, é fácil ver que

os submódulos de A são exatamente seus ideais à esquerda.

De�nição 1.6.8 Sejam A uma álgebra e, M1 e M2 A-módulos. Dizemos que uma

transformação linear ϕ : M1 → M2 é um homomor�smo de A-módulos se, para quais-

quer a ∈ A e m ∈M1, temos ϕ(a ·m) = a ·ϕ(m). Se ϕ é bijetivo, dizemos que ϕ é um

isomor�smo de A-módulos e que M1 e M2 são A-módulos isomorfos.
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Seja N um A-submódulo deM . É fácil observar queM/N formado por elementos

da forma x+N , herdará uma estrutura de A-módulo de�nida por a(x+N) = ax+N .

Este módulo M/N é chamado o módulo quociente de M por N .

Sejam A uma álgebra unitária e, M e N A-módulos. De�nimos o produto tenso-

rial de N por M igualmente no que foi feito no Exemplo 1.1.18. Aqui o escalar será a

álgebra A.

Neste momento, iremos entrar no assunto de representações propriamente dito.

Assim, consideremos V um espaço vetorial e seja GL(V ) o grupo dos endomor�smos

invertíveis de V .

De�nição 1.6.9 Uma representação de um grupo G em V é um homomor�smo de

grupos ρ : G→ GL(V ).

De�nimos o grau da representação ρ como sendo a dimensão do espaço vetorial

V . Neste caso, se dimV = n é �nita, podemos ver uma representação linear de G em

V como sendo um homomor�smo ρ : G→ GLn(K).

Denotamos por End(V ) a álgebra dos K-endomor�smos de V . Considerando

a álgebra de grupo KG e ρ uma representação de G em V , segue que ρ induz um

homomor�smo de K-álgebras ρ′ : KG→ End(V ) tal que ρ′(1G) = 1.

Observação 1.6.10 Uma representação do grupo G determina um KG-módulo (ou

G-módulo) de modo único, da seguinte forma: se ρ : G→ GL(V ) é uma representação

de G, V torna-se um G-módulo (à esquerda) de�nindo gv = ρ(g)(v), para todo g ∈
G, v ∈ V . Reciprocamente, se M é um G-módulo, então ρ : G → GL(M) tal que

ρ(g)(m) = gm, para g ∈ G, m ∈ M , de�ne uma representação de G em M , por

extensão. Aqui, M está sendo visto com seus escalares sobre K, ou seja, M é um

espaço vetorial.

De�nição 1.6.11 Seja ρ : G→ GL(V ) uma representação do grupo G em V . Dizemos

que ρ é irredutível se V é um G-módulo irredutível. E, ρ é completamente redutível

(ou semissimples) se V é soma direta de submódulos irredutíveis.

Teorema 1.6.12 (Maschke) Sejam G um grupo �nito e K um corpo de modo que

charK = 0 ou charK = p > 0, com p - |G|. Então, toda representação do grupo G

de grau �nito é completamente redutível. Além disso, se K é algebricamente fechado,

KG é semissimples.
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Sejam ρ : G → GL(V ) uma K-representação linear, onde charK não divide |G|,

e o G-módulo V . Como consequência do Teorema de Maschke, segue que V é uma

soma direta de KG-submódulos irredutíveis, ou seja,

V = W1 ⊕W2 ⊕ · · · ⊕Wn.

Um elemento e ∈ KG é idempotente se e2 = e. Dizemos que um idempotente

é minimal se gera um ideal à esquerda (resp. à direita) minimal.

De�nição 1.6.13 Seja ρ : G → GL(V ) uma representação de dimensão �nita e a

função traço tr : End(V )→ K. Então, a função χρ : G→ K em que χρ(g) = tr(ρ(g))

é chamado de caracter da representação ρ e dimV = degχρ é chamado o grau de χρ.

Dizemos que o caracter χρ é irredutível, se ρ é irredutível.

Exemplo 1.6.14 Considere G um grupo. Sendo ϕ0 : G→ GL(V ) uma representação

trivial de grau �nito, segue que χϕ(g) = dimKV para todo g ∈ G.

1.6.1 Representações do grupo simétrico

Nesta seção, apresentamos conceitos e alguns resultados relacionados às representações

do grupo simétrico.

De�nição 1.6.15 Seja n ≥ 1. Uma partição λ de n é uma r-upla λ = (λ1, . . . , λr) de

números naturais, tal que λ1 ≥ . . . ≥ λr > 0 e
∑r

i=1 λi = n. Neste caso, escrevemos

λ ` n ou |λ| = n.

De�nição 1.6.16 Sendo λ = (λ1, λ2, . . . , λr) ` n, de�nimos o diagrama de Young

Dλ da partição λ como sendo o conjunto Dλ = {(i, j) ∈ N×N, 1 ≤ i ≤ r, 1 ≤ j ≤ ni}.

Observação 1.6.17 Para representar Dλ, iremos substituir pontos por células. Nesta

representação, a célula correspondente a (i, j) ∈ Dλ está na i-ésima linha e j-ésima

coluna. O índice das linhas (primeira coordenada i), aumenta de cima para baixo e o

das colunas (segunda coordenada j) aumenta da esquerda para a direita.

Exemplo 1.6.18 Considere λ = (4, 2, 2, 1) uma partição do número 9. Temos então

que o diagrama de Young Dλ é dado por:

Dλ = .
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Teorema 1.6.19 Sejam K um corpo de característica 0 e n ≥ 1. Existe uma corres-

pondência biunívoca entre os Sn-caracteres irredutíveis e as partições de n. Além disso,

se χλ : λ ` n é o conjunto de todos os caracteres irredutíveis de Sn e dλ = χλ(1) é o

grau de χλ, λ ` n, então

KSn =
⊕
λ`n

Iλ ∼=
⊕
λ`n

Mdλ(K),

onde Iλ ∼= Mdλ(K) é o ideal bilateral de KSn associado a λ.

Demonstração: Ver [17, Theorem 3.1.24]. �

De�nição 1.6.20 Seja λ ` n. Uma tabela de Young Tλ do diagrama Dλ consiste em

preencher os quadrados do diagrama com os números 1, . . . , n. Dizemos que Tλ é uma

tabela de forma λ.

De�nição 1.6.21 Uma tabela Tλ de forma λ é Standard, se os inteiros em cada

linha e em cada coluna de Tλ crescem da esquerda para a direita e de cima para baixo,

respectivamente.

Exemplo 1.6.22 Consideremos as seguintes tabelas de Young:

T1 =

1 3 4 5
2 7
6 8
9

e

T2 =

2 3 4 5
1 7
6 8
9

.

Pelo que de�nimos acima, T1 é uma tabela Standard, mas T2 não é.

Para cada partição λ de n, podemos relacionar n! tabelas distintas associadas as

tabelas de Young Dλ. Entre estas, podemos destacar as tabelas standard, que serão

de grande importância em resultados nos próximos capítulos.

Iremos considerar agora os elementos da álgebra de grupos, a�m de de�nir um

elemento �quase� idempotente e uma relação entre estes e os G-módulos irredutíveis.

Para isto, iremos considerar a seguinte de�nição.

De�nição 1.6.23 O estabilizador de linhas RTλ de um dada tabela Tλ é o subgrupo

de Sn que consiste de todas as permutações que �xam, como conjunto, as entradas das

linhas de Tλ. Analogamente, o estabilizador de colunas CTλ é o subgrupo de Sn que �xa

as colunas.
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Como exemplo, considerando a tabela de Young T1, dado no Exemplo 1.6.22,

temos que

RTλ = S{1,3,4,5} × S{2,7} × S{6,8} × S{9}

e

CTλ = S{1,2,6,9} × S{3,7,8} × S{4} × S{5}.

De�nição 1.6.24 Para uma dada tabela Tλ, de�na

eTλ =
∑
σ∈RTλ

∑
τ∈CTλ

(−1)τστ

em que (−1)τ é o sinal da permutação τ .

O teorema a seguir descreve, a menos de isomor�smo, as representações irredutí-

veis de Sn.

Teorema 1.6.25 Para toda tabela Tλ de forma λ ` n, o elemento eTλ é múltiplo

escalar de um idempotente minimal de KSn e KSneTλ é o ideal minimal à esquerda

com caracter χλ. Além disso, se µ ` n é outra partição de n, então

KSneTλ ∼= KSneTµ se, e somente se, λ = µ.

Demonstração: Ver [17, Teorema 3.1.10]. �

1.6.2 Sn-ações no espaço dos polinômios multilineares Pn

Como vimos na Seção 1.5, o estudo das identidades graduadas de uma álgebra A, em

característica zero, pode ser reduzido ao estudo das multilineares. Nesta seção, iremos

apresentar uma ação do grupo simétrico Sn no espaço dos polinômios multilineares,

em n variáveis �xas, na álgebra de Jordan SJ(X). Aqui, estamos considerando SJ(X)

com a graduação trivial.

Seja Pn o espaço dos polinômios multilineares em x1, . . . , xn na álgebra de Jordan

especial livre SJ(X). No Exemplo 1.6.4, com pequenas adaptações técnicas, vimos que

o espaço vetorial Pn tem uma estrutura de Sn-módulo.

Vejamos o caso Z2-graduado deste fato.
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Para cada n+ k ≥ 1 e k ≥ 0, o espaço vetorial Pk,n dos polinômios multilineares

de grau n+ k nas variáveis x1, . . . , xk, y1, . . . , yn é um Sk × Sn-módulo sob a ação

(λ, µ)f(x1, . . . , xk, y1, . . . , yn) = f(xλ(1), . . . , xλ(k), yµ(1), . . . , yµ(n)).

Observe que Pk,n ∩ Id2(A) é um submódulo Z2-graduado. Considerando A uma

álgebra de Jordan especial Z2-graduada, temos que a igualdade anterior, por sua vez,

induz uma estrutura do Sk × Sn-módulo ao espaço:

Pk,n(A) =
Pk,n

(Pk,n ∩ Id2(A))
.

1.6.3 A ação do grupo geral linear GLm

Seja V um espaço vetorial m-dimensional. Identi�camos GLm como o grupo das ma-

trizes invertíveis de ordem m com entradas em K isomorfa à GL(V ).

De�nição 1.6.26 Seja ϕ uma representação do grupo geral linear GLm, digamos

ϕ : GLm → GLs, para algum s. A representação ϕ é dita polinomial se as entra-

das (ϕ(g))pq da matriz ϕ(g) de ordem s são polinômios nas entradas akl de grau g para

g ∈ GLm, k, l = 1, . . . ,m e p, q = 1, . . . , s. Uma representação polinomial ϕ é homo-

gênea de grau d se os polinômios (ϕ(g))pq são homogêneos de grau d. Um GLm-módulo

W é polinomial, se a representação correspondente é polinomial. De forma análoga,

de�nimos módulos polinomiais homogêneos.

Fixemos o espaço vetorial Vm com base {x1, . . . , xm} e com a ação canônica de

GLm. Assumimos que

SJ(Vm) = SJ(x1, . . . , xm)

é a álgebra de Jordan especial livre gerada por {x1, . . . , xm}. O espaço vetorial SJ(Vm)

é um GLm-módulo à esquerda quando munido da ação:

gf(x1, . . . , xm) = f(g(x1), . . . , g(xm)), g ∈ GLm, f(x1, . . . , xm) ∈ SJ(Vm).

Observação 1.6.27 Uma importante questão a observar é que tais estruturas depen-

dem principalmente da estrutura do espaço vetorial, e não do produto da álgebra. As-

sim, o que foi feito para álgebras associativas em [9], para álgebras de Lie em [32] e

para as álgebras de Jordan de uma forma bilinear, embora implícitas, em [8], não tem

nenhuma alteração de resultados.
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Da observação anterior, deduzimos que os resultados que utilizaremos e que foram

enunciados em [9, Capítulo 12, Seção 4] continuam válidos para o ambiente de álgebras

de Jordan especiais livres.

Teorema 1.6.28 (i) Toda representação polinomial de GLm é soma direta de su-

brepresentações polinomiais homogêneas irredutíveis;

(ii) Todo GLm-módulo polinomial homogêneo irredutível de grau n ≥ 0 é isomorfo a

um submódulo de (SJ(Vm))(n).

De forma similar às representações de Sn irredutíveis, as representações polino-

miais homogêneas irredutíveis de grau n de GLm são descritas pelas partições de n

em não mais que m partes e pelos diagramas de Young. Mais precisamente, temos os

seguintes resultados.

Teorema 1.6.29 (i) As GLm-representações irredutíveis de grau n ≥ 0, duas a

duas não isomorfas, estão em correspondência biunívoca com as partições, dada

por λ = (λ1, . . . , λm), de n. Denotamos por Wm(λ) o GLm-módulo irredutível

correspondente à λ;

(ii) Seja λ = (λ1, . . . , λm) uma partição de n. O GLm-módulo Wm(λ) é isomorfo

a um submódulo de (SJ(Vm))(n). Mais ainda,(SJ(Vm))(n) pode ser escrito na

forma:

(SJ(Vm))(n) ∼=
∑

dλWm(λ);

Observação 1.6.30 As representações polinomiais homogêneas irredutíveis de grau

n de GLm, são descritas pelas partições de n (em não mais que m partes) e pelos

diagramas de Young.

De�nição 1.6.31 Uma representação de GLm1 × · · · ×GLms é polinomial, se o é em

cada GLmi, para cada i ∈ {1, . . . , s}.

Agora, podemos observar que existe uma relação entre as representações polino-

miais irredutíveis deGLm1×· · ·×GLms e as representações irredutíveis de Sn1×· · ·×Sns .

Para isso, suponhamos, sem perda de generalidade, s = 1. Estamos interessados em

estabelecer um análogo do Teorema 1.6.25 para GLm-módulos. De�nimos a ação à

direita de Sn em (SJ(Vm)) por

(xi1 · · ·xin)σ−1 = xiσ(1) · · ·xiσ(n) ∈ (SJ(Vm))(n), σ ∈ Sn.
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Por simplicidade, omitimos os parênteses do monômio, já que a ação não interfere na

posição deles.

Note que a ação à esquerda de Sn em Pn é uma ação que permuta os índices das

variáveis, enquanto a ação à direita, troca as posições das variáveis.

Assim, temos a seguinte proposição:

Proposição 1.6.32 Munido da ação acima, (SJ(Vm))(n) é um Sn-módulo à direita.

Sejam λ = (λ1, . . . , λm) uma partição de n, em não mais quem partes, e q1, . . . , qk

as alturas das colunas do diagrama Dλ (i.e., k = λ1 e qj = λ′j). Denotamos por

sλ = sλ(x1, . . . , xq), q = q1, o polinômio de SJ(Vm) de�nido por

sλ(x1, . . . , xq) =
k∏
j=1

sqj(x1, . . . , xqj) (1.4)

em que sp(x1, . . . , xp) é um polinômio do tipo J-Standard. Para maiores detalhes da

construção deste tipo de polinômio, citamos o artigo [31, Section II]. Esse polinômio é

chamado polinômio standard de Jordan.

Teorema 1.6.33 Sejam λ = (λ1, . . . , λm) uma partição de n, em não mais que m

partes, e SJ(Vm)(n) a componente homogênea de grau n em SJ(Vm).

(i) O elemento sλ(x1, . . . , xq), de�nido em (1.4), gera um GLm-submódulo de SJ(Vm)(n)

isomorfo a Wm(λ);

(ii) Todo Wm(λ) ⊆ SJ(Vm)(n) é gerado por um elemento não nulo

wλ(x1, . . . , xq) = sλ(x1, . . . , xq)
∑
σ∈S

ασσ, ασ ∈ K.

Esses resultados serão aplicados fortemente na demonstração do Teorema 4.3.7.

1.7 Teoria de invariantes

Nesta seção, apresentamos alguns resultados sobre teoria de invariantes que serão

utilizados como base para demonstração de alguns resultados nos próximos capítulos.

Para uma abordagem mais aprofundada deste conteúdo, indicamos os trabalhos de

Concini e Procesi em [6].

Consideremos tij, i = 1, 2, . . . , j = 1, 2, . . . , n variáveis comutativas, e sejam

os vetores ti = (ti1, . . . , tin). Seja U o K[tij]-módulo livre, livremente gerado por
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ti, i ∈ {1, 2, . . .}. A forma bilinear simétrica não degenerada em U é de�nida como

ti ◦ tj = ti1tj1 + · · ·+ tintjn.

Consideremos ainda a álgebra R = K[ti ◦ tj], cuja base foi descrita em [6] em

termos de tabelas duplas num contexto bem mais geral.

De�nição 1.7.1 Uma tabela dupla é um arranjo:

T =


p11 p12 . . . p1m1 q11 q12 . . . q1m1

p21 p22 . . . p2m2 q21 q22 . . . q2m2

...
...

. . .
...

...
...

. . .
...

pk1 pk2 . . . pkmk qk1 qk2 . . . qkmk


onde m1 ≥ m2 ≥ . . . ≥ mk ≥ 0 e os pij e qij são inteiros.

Associamos à tabela dupla T = (p1p2 . . . pm | q1q2 . . . qm) o polinômio ϕ̃(T ) ∈ R

dado por:

ϕ̃(T ) =
∑

(−1)σ(tp1 ◦ tqσ(1))(tp2 ◦ tqσ(2)) · · · (tpm ◦ tqσ(m)
). (1.5)

Aqui σ percorre o grupo simétrico Sm e (−1)σ é o sinal de σ.

Observação 1.7.2 Se T (1), T (2), . . . , T (k) denotam as linhas da tabela dupla T associ-

amos a esta tabela o polinômio ϕ̃(T ) = ϕ̃(T (1))ϕ̃(T (2)) · · · ϕ̃(T (k)).

Note que, ϕ̃(T ) = det(tpi ◦ tqj), onde 1 ≤ i, j ≤ m. Então, se pi = pj ou qi = qj

para algum i 6= j então ϕ̃(T ) = 0.

De�nição 1.7.3 A tabela dupla T é duplamente standard se a tabela

T ′ =



p11 p12 . . . p1m1

q11 q12 . . . q1m1

p21 p22 . . . p2m2

q21 q22 . . . q2m2

...
...

. . .
...

pk1 pk2 . . . pkmk
qk1 qk2 . . . qkmk


é uma tabela Standard com respeito à De�nição 1.6.21.

As demonstrações dos resultados a seguir se encontram em [6].

Teorema 1.7.4 ([6], Teorema 5.1) Os polinômios {ϕ̃(T )}, onde T percorre todas

as tabelas duplamente standard cujas entradas são inteiros positivos, com m1 ≤ n,

formam uma base para o espaço vetorial R sobre K.
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Seja

T = (p1 . . . ps r1 . . . rk | rk+1 . . . rn+1 q1 . . . qk−1)

uma tabela de apenas uma linha tal que n+ 1 = s+ k e uma permutação σ de r1, r2,

. . . , rn+1 o elemento

(−1)σϕ̃((p1 . . . ps rσ(1) . . . rσ(k) | rσ(k+1) . . . rσ(n+1) q1 . . . qk−1))

dependendo somente sobre a classe de σ modulo o subgrupo Sk × Sn+1−k �xando o

conjunto {r1, r2, . . . , rn+1}. Denotemos

ϕ(T̃ ) =
∑

(−1)σϕ̃((p1 . . . ps rσ(1) . . . rσ(k) | rσ(k+1) . . . rσ(n+1) q1 . . . qk−1)),

onde σ percorre todo o conjunto dos representantes nas classes laterais de Sk×Sn+1−k

in Sn. Assim,

Lema 1.7.5 ([6], Lema 5.2) ϕ(T̃ ) = 0 em K[(ti ◦ tj)].

Lema 1.7.6 ([6], Theorem 5.7) O ideal de relações entre os ti ◦ tj é gerado pelas

matrizes simétricas menores det(ti ◦ tj) de ordem n+ 1× n+ 1.



Capítulo 2

Classi�cação das graduações das

álgebras de Jordan de uma forma

bilinear

Neste capítulo, estudaremos a classi�cação das graduações da álgebra de Jordan

de uma forma bilinear, sobre a hipótese do corpo ser de característica diferente de 2,

feita por Yuri Bahturin e Ivan Shestakov em [3] e complementada por Fabrizio Martino

em [26].

A�m de deixarmos nosso capítulo o mais independente possível de outras fontes,

decidimos fazer uma breve introdução dos conceitos relacionados a formas bilineares.

Aqui, a menos que seja mencionado, consideraremos todos os espaços vetoriais, assim

como todas as álgebras, sobre um corpo K de característica diferente de 2.

2.1 Formas bilineares

Nesta seção, introduzimos algumas de�nições e resultados sobre formas bilineares

como auxílio para as próximas seções. Para maiores detalhes, indicamos a referência

[29, Chapter 11].

É importante mencionar que já �zemos uso da de�nição de forma bilinear no

Capítulo 1, mas por se tratar de um objeto que será útil em todo nosso trabalho,

decidimos nos aprofundar neste conceito.



44

De�nição 2.1.1 Seja b : V ×V → K uma forma bilinear sobre um espaço vetorial V .

Dizemos que b é simétrica quando b(v, w) = b(w, v), para todo v, w ∈ V . E dizemos

que é antissimétrica quando b(v, w) = −b(w, v), para todo v, w ∈ V .

Um exemplo comum de forma bilinear são os produtos internos reais, os quais

são formas simétricas. Outro exemplo pode ser dado da seguinte forma: Sendo T

um funcional linear sobre R3, a aplicação bilinear hT : R3 × R3 → R, de�nida por

hT (u, v) = T (u×v), onde �×� é o produto vetorial, é uma forma bilinear antissimétrica.

Observação 2.1.2 Se charK = 2, então b é simétrica se, e somente se, é antissimé-

trica. Se charK 6= 2, então a única forma bilinear sobre V que é, simultaneamente,

simétrica e antissimétrica é a forma nula.

De�nição 2.1.3 Seja b uma forma bilinear simétrica ou antissimétrica sobre um es-

paço V .

(i) Dizemos que dois vetores distintos, u e v, em V são ortogonais em relação à

forma b se b(u, v) = 0.

(ii) A forma b é dita ser não degenerada se satisfaz a seguinte condição: se para

todo vetor v ∈ V valer b(v, u) = 0, então u = 0. Dizemos que b é degenerada

caso contrário.

Observação 2.1.4 Sejam b : V × V → K uma forma bilinear simétrica ou anti-

simétrica e S um subconjunto não vazio de V . Nestas condições, é possível de�nir

o conjunto S⊥ = {v ∈ V | b(v, s) = 0,∀s ∈ S}. É de fácil veri�cação que S⊥ é um

subespaço de V chamado de subespaço ortogonal a S em relação a forma b. Ob-

servamos também que se W é um subespaço de V , então a restrição de b à W é não

degenerada se, e somente se, W ∩W⊥ = {0V }.

De�nição 2.1.5 Seja V um espaço vetorial munido de uma forma bilinear simétrica

ou antissimétrica b e, S e T subconjuntos de V .

(i) S é chamado ortogonal à T se b(s, t) = 0, para todos s ∈ S e t ∈ T . Em outras

palavras, T ⊆ S⊥.

(ii) S é chamado base ortogonal se S é base do espaço V e b(u, v) = 0, para todos

u, v elementos distintos em S.

Seja V um espaço vetorial de dimensão �nita e β = {v1, . . . , vn} uma base orde-

nada de V . Sendo b : V × V → K uma forma bilinear, consideremos a matriz
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[b]β =


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

...
... · · · ...

an1 an2 · · · ann

 ,

onde aij = b(vi, vj). Esta matriz é chamada de matriz de b em relação à base β.

O seguinte resultado é clássico na teoria de Álgebra Linear e por tal motivo iremos

omitir sua demonstração a qual pode ser encontrada em [29, Theorem 1.26].

Teorema 2.1.6 (Lei da Inércia de Sylvester) Sejam V um espaço vetorial real de

dimensão �nita, b : V ×V −→ R uma forma bilinear simétrica e β1 e β2 bases de V tais

que [b]β1 e [b]β2 são diagonais. Então as matrizes [b]β1 e [b]β2 têm a mesma quantidade

de entradas positivas e a mesma quantidade de entradas negativas.

Tal resultado informa que sobre um espaço vetorial real de dimensão �nita, o sinal

das entradas da matriz de b em relação à base β, quando essa for diagonal, independe

da escolha da base.

Um pergunta natural é: �Em que condições podemos considerar que um espaço

V tem base ortogonal com relação a forma bilinear b?�

O resto desta subseção será dedicada a provar tal resultado, desde que b seja uma

forma simétrica não degenerada e charK 6= 2.

De�nição 2.1.7 Seja V um espaço vetorial munido de uma forma bilinear simétrica

ou antissimétrica b.

(i) Um elemento v ∈ V não nulo é chamado isotrópico em relação à forma se

b(v, v) = 0; caso contrário ele será não isotrópico.

(ii) V é dito isotrópico se ele contém pelo menos um vetor isotrópico. Caso contrá-

rio, V é anisotrópico. Por �m, V é totalmente isotrópico se todos os seus

vetores são isotrópicos.

Iremos agora �resgatar� a notação �⊥�, dada na Observação 2.1.4, para ilustrar

nossa próxima de�nição.

De�nição 2.1.8 Seja V um espaço vetorial munido de uma forma bilinear simétrica

ou antissimétrica b.
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(i) Um vetor v ∈ V é degenerado em relação à forma se b(v, u) = 0, para todo

u ∈ V . Neste caso, o conjunto V ⊥ será formado por todos os vetores degenerados

de V .

(ii) O espaço V é chamado não degenerado se V ⊥ = {0}. Caso contrário, V é dito

degenerado

(iii) Dizemos que V é uma soma direta ortogonal dos subespaços S e T , denotado

por V = S⊥T , se V = S ⊕ T e T ⊆ S⊥.

Tendo essas notações em mãos, temos os seguintes resultados.

Lema 2.1.9 Sejam b : V × V → K uma forma bilinear simétrica sobre um espaço V

e v ∈ V não isotrópico em relação b. Então V = Kv⊥v⊥. Além disso, se V não é

degenerado, o subespaço v⊥ também não é.

Demonstração: Como b(v, v) 6= 0, todo elemento de K é um múltiplo escalar de

b(v, v). Para qualquer v′ ∈ V , temos que existe c ∈ K tal que b(v′, v) = c · b(v, v).

Então, b(v′ − cv, v) = 0. Logo, v′ − cv ∈ v⊥. Portanto, a igualdade v′ = cv + (v′ − cv)

nos mostra que V = Kv + v⊥. Pela Observação 2.1.4, temos que a soma anterior é

direta, i.e., V = Kv ⊕ v⊥, e é claro que tal soma é uma soma direta ortogonal, uma

vez que v⊥w, para todo w ∈ v⊥. A segunda parte do resultado segue novamente pela

Observação 2.1.4, tomando W = v⊥ e lembrando que (v⊥)⊥ = K · v. �

Observação 2.1.10 Se b é uma forma bilinear simétrica não nula e a característica

de K for diferente de 2, então existe pelo menos um vetor não isotrópico em V , pois

caso contrário, dados v, w em V , teríamos,

0 = b(v + w, v + w) = b(v, v) + 2b(v, w) + b(w,w) = 2b(v, w).

Lema 2.1.11 Sejam K um corpo de característica diferente de 2, V um K-espaço

vetorial de dimensão �nita e b : V × V → K uma forma bilinear simétrica sob V .

Então existe alguma base β = {v1, . . . , vn} de V tal que [b]β é uma matriz diagonal, ou

seja, b(vi, vj) = 0 para i 6= j.

Demonstração: Façamos indução sobre dimensão de V . Se b é nula, o resultado é

imediato. Suponhamos então que b é não nula. Daí, existe v1 ∈ V tal que b(v1, v1) 6= 0.

Consideremos agora W = v⊥1 = {v ∈ V | b(v, v1) = 0}. Do lema anterior, temos que

V = K·v1⊕W . Observe ainda que b é uma forma bilinear simétrica sobreW , denotamos
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tal forma restrita àW por bW . Assim, por dimW = dimV −1, temos, por indução, que

existe base β′ = {v2, . . . , vn} base de W tal que [bW ]β′ é diagonal, ou seja, b(vi, vj) = 0,

sempre que i, j ∈ {2, . . . , n} com i 6= j. Assim, β = {v1} ∪ β′ = {v1, v2, . . . , vn} é uma

base de V tal que [b]β é uma matriz diagonal. �

Sendo charK 6= 2, o lema anterior informa que todo espaço de dimensão �nita,

munido de um forma simétrica, possui uma base ortogonal. Nosso objetivo nesta seção

é estabelecer um resultado análogo para o caso de dimensão in�nita, mas de base

enumerável. Na verdade estamos interessados em encontrar uma base que satisfaça a

seguinte de�nição:

De�nição 2.1.12 Seja V um espaço vetorial munido de uma forma bilinear simétrica

não degenerada b. Uma base β de V é dita ortonormal com relação a forma se

b(u, v) = 0, sempre que u, v ∈ β são distintos e b(u, u) 6= 0, para todo u ∈ β.

Observação 2.1.13 É comum na teoria de Álgebra Linear exigir na de�nição anterior

que b(u, u) = 1, para todo u ∈ β. Aqui decidimos não exigir tal condição para não

modi�car os enunciados dos Teoremas 2.2.1 e 2.3.1, ou seja, �car com a notação

compatível, uma vez que a de�nição anterior não depende do corpo base como pode ser

observado no Teorema da Lei da Inércia de Sylvester.

Exemplo 2.1.14 Seja V o espaço real das matrizes de ordem 2. Considere a forma

bilinear b : V × V → R dada por b(A,B) = tr(AB). Note que,

β =

{
v1 =

(
1 0

0 0

)
; v2 =

(
0 1

−1 0

)
; v3 =

(
0 1

1 0

)
; v4 =

(
0 0

0 1

)}

é uma base ortonormal com relação a forma b, já que b(vi, vj) = 0, para i 6= j e

b(vi, vi) 6= 0, i, j ∈ {1, 2, 3, 4}.

O resultado posterior irá garantir a existência de uma base ortonormal para V

no sentido da De�nição 2.1.12.

Teorema 2.1.15 Sejam K um corpo de característica diferente de 2 e b : V × V → R
uma forma bilinear simétrica e não degenerada sobre um espaço vetorial V , de base

enumerável. Então, existe uma base ortonormal para V .

Demonstração: Consideremos Σ o conjunto formado por todos os subespaços S de

V tais que S tem base ortonormal e a forma b restrita a S é não degenerada. Observe

que Σ 6= ∅, pois existe um vetor u ∈ V tal que b(u, u) 6= 0 e assim tome S0 = span(u).
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É claro que S0 é um espaço com base ortonormal e a forma b restrita a ele é não

degenerada. Agora, munindo Σ da ordem parcial dada pela inclusão de subespaços de

V , podemos garantir que Σ é um conjunto parcialmente ordenado e do Lema de Zorn

temos que Σ possui elemento maximal, digamos V0.

Iremos veri�car que V0 = V . Suponhamos por absurdo que V0 6= V . Observe

que existe u ∈ V \ V0 tal que b(u, u) 6= 0, pois caso contrário, para todo u ∈ V \ V0

implicaria b(u, u) = 0. Então, por b ser não degenerada, existirá v um elemento de uma

base ortonormal de V0 tal que b(u, v) 6= 0. Considere S1 = span(u, v), e assim temos que

a forma b restrita a S1 é simétrica e não degenerada. Tomando w = u−b(u, v)b(v, v)−1v

temos que {w, v} é uma base ortogonal de S1 e, nestas condições w ∈ V \ V0, o que

é uma contradição, pois 0 = b(w,w) = b(w, u) = b(u, v)2b(v, v)−1 e daí, b(u, v) = 0.

Portanto existe tal vetor nas condições requeridas.

De�na V ′ = V0⊕K · u. Pelo Lema 2.1.9 temos que V ′ = K · u+ u⊥. Do teorema

dos isomor�smos para espaços vetoriais, temos que

u⊥ ' u⊥

(K · u) ∩ u⊥
' u⊥ +K · u

K · u
=

V ′

K · u
' V0.

Novamente, pelo Lema 2.1.9, a forma b restrita a V ′ é não degenerada. Além

disso, temos que V ′ = V0⊥K · u, implicando que V ′ tem base ortonormal e V0 ( V ′, o

que contradiz a maximalidade de V0. Portanto, V = V0, como queríamos. �

Observação 2.1.16 Uma outro forma de demonstrar o resultado anterior pode ser

encontrado em [11, Corolário 4.3.7].

Observação 2.1.17 A parte da forma ser bilinear não degenerada serve para garantir

que V tem base ortonormal, no sentido da De�nição 2.1.12. Se retirarmos tal hipótese

do enunciado do teorema anterior, podemos garantir que V tem base ortogonal e possui

um subespaço maximal com a propriedade de ter base ortonormal.

2.2 A álgebra de Jordan de uma forma bilinear simé-

trica não degenerada

Nesta seção descrevemos todas as graduações das álgebras de Jordan de uma

forma bilinear simétrica não degenerada de um espaço vetorial sobre um corpo K de

característica diferente de 2.
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No Exemplo 1.1.25, de�nimos a álgebra de Jordan B(b) = K · 1 ⊕ V com a

multiplicação dada por (α · 1 + u) · (β · 1 + v) = (αβ + b(u, v)) · 1 + (βu + αv), onde

α, β ∈ K e u, v ∈ V . Aqui, permanecemos com a notação B sempre que dimV =∞ e

Bn quando dimV = n. Estamos destacando a forma b na de�nição de B, uma vez que

tal álgebra depende obviamente da forma. É fato conhecido que se b e b′ são duas formas

simétricas não degeneradas sobre V as álgebras Bn(b) e Bn(b′), para n = 2, 3, . . ., são

isomorfos se, e somente se, as formas b e b′ são equivalentes. Por outro lado, no que

diz respeitos as identidades, tais álgebras sempre satisfazem as mesmas identidades, e

isso independe da forma considerada.

Dada uma álgebra A, denotemos por Σ = SuppA e por G um grupo cujo o

elemento neutro é ε.

Teorema 2.2.1 Qualquer graduação J =
⊕

g∈G Jg de J = B(b) = K · 1 ⊕ V por um

grupo G sobre um corpo K de característica diferente de 2 pode ser descrita como se

segue: Existe uma base β de V de elementos homogêneos que pode ser decomposta como

uma união β = E∪E ′∪F e uma bijeção E 3 e↔ e′ ∈ E ′ tal que deg(e) = (deg(e′))−1 6=
ε, para todo e ∈ E e (deg(f))2 = ε, para todo f ∈ F . Os conjuntos E e E ′ são duais

um do outro, a dualidade é estabelecida pela mesma aplicação e↔ e′, F é ortonormal

(sobre si mesmo) e ortogonal sobre E e E ′. Reciprocamente, qualquer escolha de uma

base como descrita acima e qualquer coleção de elementos {ge, hf | e ∈ E, f ∈ F} ⊆ G

tal que (ge)
2 6= ε e (hf )

2 = ε, de�ne uma graduação em J se de�nirmos deg(e) = ge,

deg(e′) = (ge)
−1 e deg(f) = hf , para todo e ∈ E e todo f ∈ F .

Demonstração: Considerando uma base nas condições descritas acima, a saber:

e1e2 = (e1)′(e2)′ = ef = e′f = 0,

e1(e2)′ =

 0, se e1 6= e2

1, caso contrário
,

f1f2 =

 0, se f1 6= f2

λ, caso contrário
,

para e, e1, e2 ∈ E e f, f1, f2 ∈ F e λ = λ(f1) ∈ K não nulo que depende de f1, temos

que as condições de ser graduação sobre J são satisfeitas.

Por outro lado, vamos supor agora uma G-graduação em J . Pela Proposição

1.2.6, já sabemos que 1 ∈ Jε.
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A�rmação 1: Para cada g 6= ε, temos Jg ⊆ V . De fato, seja x = λ + u um

elemento não nulo de Jg, com λ ∈ K, u ∈ V e g 6= ε. Então, u 6= 0 e x2 = (λ+u)2 ∈ Jg2 .

Mas também,

Jg2 3 x2 = λ2 · 1 + b(u, u) · 1 + 2λu

= λ2 · 1 + b(u, u) · 1 + 2λ(x− λ)

= −λ2 · 1 + b(u, u) · 1 + 2λx.

Note que, −λ2 ·1+b(u, u) ·1 ∈ Jε e 2λx ∈ Jg. Por g2 6= g (já que g 6= ε) e Jg∩Jg2 = {0},

devemos obrigatoriamente ter λ = 0, implicando a nossa a�rmação.

Agora, olhemos para Jε. Consideremos a decomposição ortogonal Jε = K ·1⊕ J̃ε,

onde J̃ε ⊆ V .

A�rmação 2: J̃ε é um espaço ortogonal à Jg, para todo g ∈ G \ {ε}. De fato,

suponhamos que λ + u ∈ Jε. Escolhamos g 6= ε e suponhamos que v ∈ Jg não nulo.

Então, uv ∈ Jg. Por outro lado, uv = b(u, v) · 1 ∈ Jε. Assim, b(u, v) = 0, para todo

v ∈ Jg, sempre que g 6= ε. Concluindo tal a�rmação.

Então, temos uma decomposição ortogonal V = J̃ε ⊕ Σg 6=εJg.

A�rmação 3: Se g, h ∈ G\{ε}, com gh 6= ε, então b(Jg, Jh) = 0. Esta a�rmação

segue imediatamente do fato que se u ∈ Jg e v ∈ Jh, temos uv ∈ Jgh e uv = b(u, v) · 1

é um elemento de Jε, implicando que b(u, v) = 0.

Com as A�rmações 1, 2 e 3 em mãos, iremos agora, olhar para o suporte Σ de J .

Considere Σ = Γ∪{ε}∪Ψ, onde os elementos de Γ são elementos cuja a ordem é diferente

de 2, enquanto os elementos de Ψ são todos de ordem 2. Dividimos arbitrariamente Γ

na união disjunta

Γ = Π ∪ Π′,

onde os elementos de Π′ são os inversos dos elementos em Π. Então, se escolhermos,

digamos π ∈ Π, temos que Jπ é ortogonal à J̃ε e Jg, onde g é diferente de π−1. Como

b é não degenerada, devemos ter Jπ−1 6= {0}. Além disso, podemos escolher uma base

Eπ em Jπ e E ′π em Jπ−1 em uma correspondência bijetiva dada por:

E 3 e←→ e′ ∈ E ′

tal que b(e1, (e2)′) = 0 sempre que e1 6= e2 e 1 caso contrário. Agora, de�nimos

E = ∪π∈ΠEπ e E ′ = ∪π∈ΠE
′
π. Portanto, construímos as duas primeiras partes da base
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que queríamos. Para construir F , vamos escolher ψ = ε ou ψ ∈ Ψ. Ou seja, com

ψ2 = ε. Então, a restrição de b em J̃ε ou em Jψ, deve ser não degenerada, pois b é não

degenerada. Escolhamos agora uma base ortonormal dentro de cada Jψ ou J̃ε. Esta

união será a parte restante da base desejada para J , ou seja, teremos F . Portanto,

temos o resultado. �

Observação 2.2.2 Pelo teorema acima, observamos que para descrever as graduações

por um grupo G sobre Bn é su�ciente encontrar uma base de elementos de V que sa-

tisfazem as relações descritas no teorema. Entretanto, a existência de tal base depende

do corpo. Por exemplo, seja J = J2 a álgebra de Jordan das matrizes simétricas de

ordem 2, com G = Z3.

A�rmação: Para existir tal base em J é necessário que
√
−1 ∈ K.

De fato, seja J2 = (J2)0 ⊕ (J2)1 ⊕ (J2)2 uma Z3-graduação não trivial. Como Z3

não tem elementos de ordem 2, temos que dim(J2)1 = dim(J2)2 = 1, e consequente-

mente, (J2)0 = K (pelo Teorema 2.2.1). Por outro lado, (J2)1 = Kw1 e (J2)2 = Kw2,

onde w1 e w2 são matrizes de traço zero tais que:

w2
1 = w2

2 = 0 e w1 ◦ w2 = I2.

Observe que as matrizes w1 e w2 satisfazendo essas relações existem se, e somente se,√
−1 ∈ K. Com efeito, sejam w1 e w2 matrizes simétricas de traço zero que satisfazem

as relações acima. Como w1 e w2 são matrizes simétricas de traço zero, temos que estas

são da forma:

w1 =

(
a1 a2

a2 −a1

)
, w2 =

(
b1 b2

b2 −b1

)
.

Como w2
1 = w2

2 = 0, temos que a2
1 + a2

2 = b2
1 + b2

2 = 0. Daí,
√
−1 =

a1

a2

=
b1

b2

. Recipro-

camente, pelo Teorema de Cayley-Hamilton, temos que w2
1 − (trw1)w1 + det(w1)I2 = 0

e w2
2 − (trw2)w2 + det(w2)I2 = 0. Por w2

1 = 0 e, w1 e I2 terem graus diferentes, segue

que trw1 = det(w1) = 0. Analogamente, trw2 = det(w2) = 0. E sendo w1 e w2 simé-

tricas, temos que w1 ◦w2 = λI2. Para λ = 1, o resultado segue. Podemos escolher, por

exemplo, as seguintes matrizes:

w1 =

(
i 1

1 −i

)
, w2 =

1

2

(
−i 1

1 i

)
.

Concluímos que, sobre o corpo dos reais, por exemplo, J2 tem apenas a Z3-graduação

trivial, já sobre o corpo dos complexos possui Z3-graduação além do trivial (como a

graduação citada).
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2.3 A álgebra de Jordan de uma forma bilinear simé-

trica degenerada

Na seção anterior, foram descritas as graduações para as álgebras de Jordan B

e Bn quando a forma bilinear simétrica é não degenerada. Nesta seção, veremos o

resultado para o caso onde a forma b é degenerada. Mais precisamente,

Teorema 2.3.1 Qualquer graduação J =
⊕

g∈G Jg de J = B(b) = K · 1 ⊕ V por um

grupo G sobre um corpo K de característica diferente de 2 pode ser descrita como se

segue. Existe uma base β de V de elementos homogêneos que pode ser decomposta como

uma união β = E∪E ′∪F e uma bijeção E 3 e↔ e′ ∈ E ′ tal que deg(e) = (deg(e′))−1 6=
ε, para todo e ∈ E e (deg(f))2 = ε ou f é degenerada, para todo f ∈ F . Os conjuntos

E e E ′ são duais um do outro, a dualidade é estabelecida pela mesma aplicação e↔ e′,

F é ortogonal (em si mesmo) e ortogonal também à E e E ′. Reciprocamente, qualquer

escolha de uma base como descrita acima e qualquer coleção {ge, hf | e ∈ E, f ∈ F}
de elementos em G tal que (ge)

2 6= ε e (hf )
2 = ε, de�ne uma graduação em J , se

de�nirmos deg(e) = ge, deg(e′) = (ge)
−1 e deg(f) = hf , para todo e ∈ E e todo f ∈ F .

Demonstração: Seguiremos os mesmos passos da demonstração do Teorema 2.2.1

com apenas algumas adaptações para a parte degenerada. Considerando a base dada

no enunciado do teorema satisfazendo as condições dos elementos do grupo, a saber:

e1e2 = (e1)′(e2)′ = ef = e′f = 0

e1(e2)′ =

 0, se e1 6= e2

1, caso contrário

f1f2 =

 0, se f1 6= f2

λ1, caso contrário

f ′1f
′
2 = 0

para e, e1, e2 ∈ E, f, f1, f2, f
′
1, f

′
2 ∈ F e λ1 ∈ K não nulo dependendo de f1, onde f1 e

f2 são vetores não isotrópicos da parte F , e f ′1 e f ′2 são isotrópicos na base F .

Agora iremos supor que J tenha uma G-graduação. Pela Proposição 1.2.6, já

sabemos que 1 ∈ Jε. Usando os mesmos argumentos que foram usados na demonstração

do Teorema 2.2.1 obtemos as A�rmações 1, 2 e 3 para este caso.

Agora, olhemos um subconjunto Σ′ de G que contém o suporte Σ da G-graduação

de J . Consideremos Σ′ = Γ ∪ {ε} ∪ Ψ, onde os elementos de Γ são os elementos de
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ordem diferente de 2, enquanto os elementos de Ψ são todos de ordem 2. Dividimos Γ

como sendo a união disjunta Γ = Π ∪ Π′, onde os elementos de Π′ são os inversos dos

elementos em Π. Então, se escolhermos, digamos π ∈ Π, temos que Jπ é ortogonal a

J̃ε e Jg, onde g é diferente de π−1. Como b é degenerada, temos duas possibilidades:

Jπ−1 6= {0} ou Jπ−1 = {0}.

Se Jπ−1 6= {0} então podemos fazer o mesmo processo do caso não degenerado (Te-

orema 2.2.1), ou seja, podemos escolher uma base Eπ em Jπ e E ′π em Jπ−1 em uma

correspondência biunívoca dada por:

E 3 e←→ e′ ∈ E ′

tal que b(e1, (e2)′) = 0, no caso em que e1 6= e2 e 1 no caso em que e1 = e2. Resta

considerar o caso em que Jπ−1 = {0}. Neste caso, temos que os elementos de Jπ são

degenerados e então consideraremos o conjunto dos elementos π com essa propriedade,

denotado por ∆. Considerando Π′ = Π\∆, podemos de�nir os conjuntos E = ∪π∈Π′Eπ

e E ′ = ∪π∈Π′E
′
π. Portanto, construímos as duas primeiras partes da base que quería-

mos. Para construir a última parte da base, seja Ψ′ = Ψ ∪ ∆, onde os elementos de

∆ são aqueles obtidos dos π ∈ Σ tais que Jπ−1 = {0}. Escolhamos g ∈ ∆ e uma base

ortogonal de Jg (ver Observação 2.1.17). Vamos escolher ψ = ε ou ψ ∈ Ψ′. Ou seja,

com ψ2 = ε. Então, a restrição de b para J̃ε ou para Jψ é uma forma simétrica dege-

nerada ou não degenerada, em ambos os casos podemos escolher base ortonormal ou

ortogonal dentro de cada Jψ ou J̃ε, e a união destas bases formam F , a parte restante

da base desejada para J , donde segue o resultado. �



Capítulo 3

Identidades graduadas em álgebras de

Jordan

No capítulo anterior, mais exatamente no Teorema 2.2.1, apresentamos a clas-

si�cação de todas as graduações sobre a álgebra de Jordan de uma forma simétrica

não degenerada. Neste capítulo, exibiremos, com mais detalhes que, a menos de iso-

mor�smo, a álgebra das matrizes simétricas de ordem 2, denotada por J2, tem duas

Z2-graduações não triviais, uma em que dim(J2)0 = 1, a qual chamaremos de gradua-

ção escalar, e uma em que dim(J2)0 > 1, a qual chamaremos de graduação não-escalar.

Lembramos que exibimos no Exemplo 1.1.30 um isomor�smo entre as álgebras J2 e B2,

implicando que o comentário anterior é um caso particular de Bn.

Em [24], Koshlukov e Diniz determinaram uma base para as identidades gradua-

das nos dois casos descritos para J2. Além disso, para o caso da graduação escalar, os

autores descreveram um resultado mais geral, exibindo uma base para as identidades

graduadas para as álgebras de Jordan B e Bn. Usando esse texto base, dedicamos este

capítulo ao estudo desses resultados.

Em todo este capítulo, consideramos X = Y ∪ Z, onde Y = {yi | i ∈ N} é o

conjunto das variáveis pares e Z = {zi | i ∈ N} as ímpares, e K, a menos que seja

mencionado, é um corpo in�nito de característica diferente de dois.
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3.1 Graduações na álgebra de Jordan

Nesta seção, mostraremos que a álgebra das matrizes simétricas de ordem 2, pos-

sui, a menos de isomor�smo, duas Z2-graduações não triviais. Antes de trabalharmos

com tal álgebra, iremos demonstrar um resultado técnico sobre as álgebras de Jordan

B e Bn sobre a forma 〈·, ·〉.

Proposição 3.1.1 Toda Z2-graduação nas álgebras de Jordan Bn e B é de�nida por

uma decomposição dos espaços Vn, respectivamente V , como uma soma direta de dois

subespaços ortogonais.

Demonstração: Mostremos que Bn é escrito como soma direta de dois subespaços

ortogonais. Suponhamos que J := Bn tem uma graduação J = J0 ⊕ J1. Como 1

pertence à componente par da graduação, segue que K ⊆ J0. Seja β = {1, v1, . . . , vk}

uma base de J0, onde vi ∈ Vn. Sejam vi ∈ β e α + v ∈ J1, com α ∈ K e v ∈ Vn, então

vi ◦ (α+ v) ∈ J1, pois J0J1 ⊆ J1. Por outro lado, vi ◦ (α+ v) = αvi + 〈vi, v〉 ∈ J0. Logo,

vi ◦ (α+ v) ∈ J0 ∩ J1 = {0}. Então, como vi ∈ β (e portanto, vi 6= 0), segue que α = 0

e 〈vi, v〉 = 0. Assim, J1 ⊆ Vn e é ortogonal ao espaço span(v1, . . . , vk). Concluindo

o resultado para Bn. Aplicando o mesmo processo acima para B o resultado segue

análogo. �

Agora estamos prontos para determinar à Z2-graduação nas álgebras de Jordan

das matrizes simétricas de ordem 2, o qual denotaremos por J2. Denotaremos por

I2 =

 1 0

0 1

 ; a =

 1 0

0 −1

 ; b =

 0 1

1 0


as matrizes que formam uma base de J2, ver Exemplo 1.1.27.

Corolário 3.1.2 A menos de isomor�smos graduados, existem duas Z2-graduações

não triviais na álgebra de Jordan J := J2. Estas são dadas por J = J0 ⊕ J1, onde

J0 = span(I2, a), J1 = span(b) ou J0 = span(I2), J1 = span(a, b).

Observação 3.1.3 (i) O corolário anterior é um caso particular do Teorema 2.2.1.

(ii) A Z2-graduação sobre J2 dada por J0 = span(I2) e J1 = span(a, b) é chamada de

graduação escalar, já a outra será denominada graduação não escalar.

(iii) Observe que a2 = b2 = I2 e a ◦ b = 0. Neste caso, a álgebra Z2-graduada

J̃ = J̃1 ⊕ J̃2, onde J̃0 = span(I2, b) e J̃1 = span(a), é isomorfo, como álgebra

Z2-graduada, à J2 com a graduação não escalar.
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3.2 Identidades para a graduação não escalar

Na seção anterior, mostramos que a álgebra de Jordan das matrizes simétricas de

ordem 2, comumente denotada por J2, tem (a menos de isomor�smo) duas graduações

não triviais pelo grupo Z2. Nesta seção, iremos descrever as identidades graduadas

para essa álgebra com a graduação não escalar.

Denotaremos por T := T2(J2) o ideal das identidades Z2-graduadas de J2, com a

graduação escalar. A concatenação de duas matrizes representará o produto na álgebra

de Jordan M2(K)(+), e “·� representará o produto usual de matrizes. Lembramos que,

|u| é o Z2-grau de um elemento homogêneo na álgebra livre Z2-graduada.

Denotaremos por I o ideal das identidades Z2-graduadas gerado pelos polinômios:

x1(x2x3)− x2(x1x3), se |x1| = |x2| (3.1)

(y1y2, z1, z2)− (y1(y2, z1, z2) + y2(y1, z1, z2)− 2z1(z2, y1, y2)), (3.2)

(y1y2, y3, z1)− (y1(y2, y3, z1) + y2(y1, y3, z1)), (3.3)

(z1z2, x1, x2), (3.4)

(y1, y2, z1, x, y3)− (y1, y3, z1, x, y2). (3.5)

Aqui (a, b, c) denota o associador entre os elementos a, b e c. Nosso objetivo nessa

seção é mostrar que I é igual a T .

Com a �nalidade de facilitar a compreensão do texto, indicamos acima do símbolo

�=� (assim como �≡�, em alguns casos) a identidade ou resultado, da qual a igualdade

(ou equivalência) segue. Por exemplo, M
(3.4)
≡ N indica que a equivalência M ≡ N é

consequência da Identidade (3.4). Outro exemplo, a equivalência M
P. 3.1.1≡ N signi�ca

que N é consequência de M pela Proposição 3.1.1. Neste caso, L., T., P., etc, signi�ca

Lema, Teorema, Proposição, etc., respectivamente.

Lema 3.2.1 Os polinômios (3.1)-(3.5) são identidades graduadas para a álgebra de

Jordan J2. Em outras palavras, I ⊆ T .

Demonstração: Mostremos que os elementos geradores de I se anulam quando subs-

tituídos por elementos da base de J2. Isto é su�ciente para mostrar que I ⊂ T , pois os

polinômios que geram I são todos multilineares. Iremos analisar caso a caso.

O polinômio (3.1): Se algum xi for substituído por I2 o resultado é trivial, já

que I2 ∈ Z(J). Assim, temos dois casos a analisar. Suponha que x1 e x2 possam ser
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substituídos por a. Neste caso,

a(ax̄3)− a(ax̄3) = 0.

Aqui x̄ signi�ca que x foi substituído por algum elemento compatível em J2. O caso

em que x1 e x2 possam ser substituídos por b é análogo. Portanto, tal polinômio está

em T .

Para os próximos polinômios, lembramos que |yi| = 0 e |zi| = 1, para todo i.

O polinômio (3.2): Analisemos as possibilidades de substituição admissível. É

claro que se substituirmos I2 em alguma variável yi temos que tal resultado é zero.

Assim é su�ciente substituir por a nas variáveis y′is e b nas variáveis z′is. Neste caso

temos:

(a2, b, b)− (a(a, b, b) + a(a, b, b)− 2b(b, a, a)) = −(a(a, b, b) + a(a, b, b)− 2b(b, a, a))

= −2a(ab2) + 2b(ba2)

= 0,

pois a2 = b2 = I2. Concluindo que tal polinômio está também em T .

O polinômio (3.3). Novamente analisemos as possibilidades da substituição

admissível. Como no caso anterior, se substituirmos I2 em alguma variável y′is temos

o resultado. Assim é su�ciente substituir para os casos compatíveis com a graduação.

Note que

(a2, a, b)− (a(a, a, b) + a(a, a, b)) = −2a(a, a, b) = −2a(a2b) = 0.

Neste caso, o polinômio (3.3) está em T .

O polinômio (3.4). Este caso é o mais simples de todos, pois b2 = I2, ou seja,

z1z2 ∈ Z(J2). O resultado segue para este caso.

Por �m, o polinômio (3.5). Como de costume se substituirmos I2 em alguma

variável y′is temos o resultado. Assim, as únicas substituições a serem consideradas são

a nas variáveis y′is e b nas variáveis z
′
is. Temos então:

(a, a, b, x̄, a)− (a, a, b, x̄, a) = 0.

E o resultado, neste último caso, também é satisfeito.

Como cobrimos todos os casos, temos que I ⊆ T . �
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Como o corpo é in�nito, a�m de provar a inclusão T ⊆ I, podemos considerar

apenas identidades graduadas multihomogêneas, como vimos na Seção 1.5 do Capítulo

1.

Seja L =
SJ(X)

I
a álgebra relativamente livre Z2-graduada na variedade das

álgebras que satisfazem I. Aqui SJ(X) é a álgebra livre de Jordan especial Z2-graduada

construída na Seção 1.3. Ainda manteremos a notação para as variáveis y e z em L,

onde y (com ou sem índice) representa as variáveis pares e z (com ou sem índice)

representa as ímpares. Note que, a Identidade (3.4), que está em I, implicará que

os elementos zizj estão no centro associativo de L, já que (z1z2, x1, x2) = 0 em L.

Portanto, a subálgebra de L gerada por todos zizj é associativa. Como I é um ideal

graduado, segue da Proposição 1.2.8, que a álgebra L é graduada, sendo sua graduação

induzida pela graduação em SJ(X). Logo, L = L0 ⊕ L1.

Notação 3.2.2 O chapéu sobre qualquer variável signi�cará que ela pode não aparecer,

e neste caso, consideramos 1 em seu lugar.

Proposição 3.2.3 A subálgebra L0 de L é associativa. Além disso, a subálgebra de L

gerada por L1 é associativa.

Demonstração: Primeiramente, note que (y1, y2, y3)
(3.1)
= 0 em L.

De fato,

(y1, y2, y3) = (y1y2)y3 − y1(y2y3) = −(y1(y3y2)− y3(y1y2)) ∈ I.

Logo, L0 é associativa, já que yi's pode ser substituído por qualquer elementos em L0.

Agora, seja w um monômio tal que degw = n em [L1], aqui [L1] denota a subálgebra

de L gerada por L1. Vamos mostrar agora que [L1] é associativa. Primeiramente,

mostremos a seguinte a�rmação

A�rmação 1: w = (u)ẑi, para algum zi e algum monômio u ∈ LC (centro

associativo de L).

De fato, faremos a demonstração por indução em n. Se n = 1, então w = z e

u = 1, e portanto segue o resultado. Suponha que n > 1, e que a a�rmação é verdadeira

para monômios de grau no máximo n − 1. Então w = (w1) · · · (wk), onde wi's estão

em [L1] (aqui pode haver qualquer arranjo de parênteses). Pela hipótese de indução,

podemos assumir que, para cada i, wi = (ui)ẑti , com ui ∈ LC . Como ui está no centro
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associativo, podemos reduzir o caso a w = (u)(w′), onde u ∈ LC e w′ é o produto de

algumas variáveis z, com alguma distribuição de parênteses. Por outro lado, segue da

Identidade (3.4) que o produto de quaisquer duas variáveis z está no centro associativo

de LC , então podemos transferi-la para u. Agora, temos duas possibilidades. Se o grau

de w′ é par, temos que w ∈ LC . E se é ímpar, então w = (u′)z, onde u′ ∈ LC .

Com a a�rmação �em mãos� considere wi = uiẑti , i = 1, 2, 3, três elementos de

[L1]. Pela Identidade (3.1), temos que (z1, z2, z3) = 0 em L. Assim, obtemos:

(w1, w2, w3) = (u1u2u3)(ẑt1 , ẑt2 , ẑt3) = 0 em L.

Se alguma das variáveis ẑti não aparece então em seu lugar aparece 1, e neste caso o

associador se anula trivialmente. Portanto temos o resultado. �

Agora, seja Ω ⊆ L o menor subconjunto de L com a propriedade que se f1, f2, f3

são elementos em Ω ∪ X, então (f1, f2, f3) ∈ Ω. Chamaremos os elementos de Ω de

associadores.

Denotamos por SJ(X)(n1,...,nk) a componente multihomogênea de SJ(X) que con-

siste dos polinômios homogêneos de grau ni na variável xi, 1 ≤ i ≤ k, e de grau 0 nas

demais variáveis. Analogamente, de�nimos L(n1,...,nk). Além disso, escolhemos o sub-

conjunto Ω0 de Ω da seguinte forma: Se Ω ∩ L(n1,...,nk) 6= ∅, então escolhemos um

elemento arbitrário (mas não nulo) de Ω ∩ L(n1,...,nk), de modo que Ω0 não contenha

nenhum outro elemento desta interseção.

Agora de�namos o conjunto A ⊆ L que consiste dos elementos dos quatro tipos

a seguir:

(i) (yi1 · · · yik)(zj1 · · · zjt);

(ii) (yi1 · · · yik)u1;

(iii) (yi1 · · · yik)(zj1u1);

(iv) (yi1 · · · yik)u0.

Aqui, k, t > 0 e ui ∈ Ω0 é um associador e não variáveis com |ui| = i, para i = 0, 1, ou

seja, deg(ui) > 3. A Proposição 3.2.3 permite não nos preocuparmos com os parênteses

nas expressões acima. Seja S = span(A) o subespaço de L gerado por A. Mostraremos
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que L = S, mas, primeiramente, mostraremos que todo elemento de Ω é igual a um

elemento de Ω0, a menos de sinal. Para isto, necessitaremos de ferramentas que serão

demonstrados nos próximos lemas.

Lema 3.2.4 Os polinômios

(i) (x1, x2, x3), se |x1| = |x3|;

(ii) (y1z1, y2, y3)− y1(z1, y2, y3);

(iii) (z1, y1, . . . , y2k) − (z1, yσ(1), . . . , yσ(2k)), para qualquer permutação σ no grupo si-

métrico S2k;

(iv) (z1, y1, . . . , y2k, z2, y2k+1)− (zτ(1), yσ(1), . . . , yσ(2k), zτ(2), yσ(2k+1)), para toda permu-

tação σ ∈ S2k+1 e τ ∈ S2,

estão em I.

Demonstração:

(i) Por hipótese |x1| = |x3|, assim

(x1, x2, x3) = (x1x2)x3 − x1(x2x3) = −x1(x3x2) + x3(x1x2)
(3.1)
= 0 em L ,

donde segue o resultado.

(ii) Para este item, observe que

((y1z1)y2)y3
P.3.2.4.(i)

= ((y2z1)y1)y3 = (y1(y2z1))y3
P.3.2.4.(i)

= ((y2z1)y3)y1

e

(y1z1)(y2y3)
P.3.2.4.(i)

= ((y2y3)z1)y1.

Logo,

(y1z1, y2, y3) = (y1z1y2)y3−y1z1(y2y3) = ((y2z1)y3)y1−((y2y3)z1)y1 = y1(z1, y2, y3).

Daí,

(y1z1, y2, y3)− y1(z1, y2, y3) = 0 em L.

Portanto, (y1z1, y2, y3)− y1(z1, y2, y3) ∈ I, e assim, provamos (ii).
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(iii) Para provar (iii) utilizaremos da Identidade (3.5). Provemos por indução sobre

k. Para k = 1, temos:

(z1, y1, y2)− (z1, y2, y1) = (z1y1)y2 − z1(y1y2)− (z1y2)y1 + z1(y2y1)

= (z1y1)y2 − (z1y2)y1
(3.1)
= 0

em L. Logo, (z1, y1, y2)− (z1, y2, y1) ∈ I. Para k > 1, suponhamos que para k−1

o polinômio em (iii) pertence a I. Considerando σ(1), σ(2) ∈ {1, 2}, temos, pelo

caso k = 1 e da hipótese de indução, que:

((z1, yσ(1), yσ(2)), yσ(3), . . . , yσ(2k)) ≡I (((z1, y1, y2), yσ(3), . . . , yσ(2k)))

≡I (((z1, y1, y2), y3, . . . , y2k)).

Considerando a hipótese de indução para o caso geral. Podemos supor, sem perda

de generalidade, que σ(4) = 1, ou seja,

(z1, yσ(1), yσ(2), yσ(3) . . . , yσ(2k)) ≡I ((yσ(1), yσ(2), z1, yσ(3), y1), yσ(5) . . . , yσ(2k)).

(3.6)

A Identidade (3.5) implica que

(yσ(1), yσ(2), z1, yσ(3), y1) ≡I (yσ(1), y1, z1, yσ(3), yσ(2)).

O resultado segue substituindo a equivalência anterior em (3.6), utilizando o

mesmo processo para a variável y2 e, assim, a Equivalência (3.6) se reduz ao caso

anterior. Logo, (z1, y1, . . . , y2k)− (z1, yσ(1), . . . , yσ(2k)) ∈ I.

(iv) Note que para mostrar este caso, basta considerarmos a permutação identidade,

isto é, σ = 1. Uma vez que se tomarmos

f = (z1, yσ(1), . . . , yσ(2k), z2, yσ(2k+1)) com σ(2k + 1) = i 6= 2k + 1,

então

f
P.3.2.4.(iii)
≡I (z1, y1, . . . , ŷi, . . . , y2k+1, z2, yi)

= ((z1, y1, . . . , ŷi, . . . , y2(k−1)), y2k, y2k+1, z2, yi)

(1.1)
≡I −(y2k, y2k+1, (z1, y1, . . . , ŷi, . . . , y2(k−1)), z2, yi)

(3.5)
= −(y2k, yi, (z1, y1, . . . , ŷi, . . . , y2(k−1)), z2, y2k+1)

(1.1)
≡I ((z1, y1, . . . , ŷi, . . . , y2(k−1)), yi, y2k, z2, y2k+1)

P.3.2.4.(iii)
≡I (z1, y1, . . . , y2k, z2, y2k+1).
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Primeiramente, suponhamos k = 1. Por (3.1), segue que:

((y1y2)z1)z2 = ((y1y2)z2)z1.

e

(y1(y2z1))z2 = (y1z2)(y2z1) = (y2(y1z2))z1 = (y1(y2z2))z1.

Portanto,

(y1, y2, z1)z2 = (y1, y2, z2)z1 (3.7)

Daí,

(y1, y2, z1)(z2y3)
(3.7)
= (y1, y2, z2y3)z1

P.3.2.4.(ii)
= (y3(y1, y2, z2))z1

P.3.2.4.(i)
= (y1, y2, z2)(y3z1). (3.8)

Além disso, temos que (z1, y1, y2, z2, y3) = ((z1, y1, y2)z2)y3 − (z1, y1, y2)(z2y3).

Então, por (3.7) e (3.8), podemos transpor z1 e z2 na primeira e segunda parcela

do lado direito da igualdade, provando assim o caso k = 1. Suponhamos agora

que para todo inteiro menor ou igual a k − 1, o polinômio em (iv) pertence a I.

Mostremos agora que o polinômio em (iv) pertence a I para k > 1. Para isso,

iremos mostrar que as seguintes igualdades:

(z1, y1, . . . , y2k)z2 = (z2, y1, . . . , y2k)z1;

(z1, y1, . . . , y2k)(y2k+1z2) = (z2, y1, . . . , y2k)(y2k+1z1),

são identidades graduadas em L. Note que, pela Identidade (3.7),

(z1, y1, . . . , y2k)z2 = (z2, y2k−1, y2k)(z1, y1, . . . , y2k−2).

Novamente usando indução em k, suponhamos que

(z1, y1, . . . , y2k−2)z2 = (z2, y1, . . . , y2k−2)z1.

Daí, (z2, y2k−1, y2k)(z1, y1, . . . , y2k−2) = z1(z2, y2k−1, y2k, y1, . . . , y2k−2). Pelo item

(iii) segue a primeira igualdade que queríamos.

A segunda igualdade é análoga, para isto observe que

(z1, y1, . . . , y2k)(y2k+1z2)
(3.8)
= (z2, y2k−1, y2k)(y2k+1(z1, y1, . . . , y2k−2))

P.3.2.4.(i)
= ((z2, y2k−1, y2k)y2k+1)(z1, y1, . . . , y2k−2)

H.I.
= (z1y2k+1)(z2, y2k−1, y2k, y1, . . . , y2k−2).
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Aqui �H.I.� signi�ca �hipótese de indução�. Concluindo a igualdade. E, assim

veri�camos que as duas igualdades valem em L. Note que o item (iv) segue das

duas últimas igualdades citadas.

�

Lema 3.2.5 Os polinômios a seguir são identidades em L.

(i) (y1, z2, (y2z1))− (y2(y1, z1, z2) + z1(y1, y2, z2));

(ii) z1(z2, z3, y1);

(iii) (z1z2)(z3, x, y1) + (z1, z2, y1, x, z3);

(iv) (y1, z1, z2)(y2, z3, z4)− z1(y1, z2, z3, y2, z4);

(v) (y1, y2, z1)(y3, y4, z2)− z1(z2, y1, y2, y3, y4).

Em outras palavras, os polinômios acima estão em I.

Demonstração:

(i) Note que (y1, z2, (y2z1)) = (y1z2)(y2z1)− y1(z2(y2z1)), e

y1(z2(y2z1)) = y1(y2(z1z2) + (y2, z1, z2)) = (y1y2)(z1z2) + y1(y2, z1, z2), (3.9)

pois z1z2 está no centro associador de L. Além disso,

(z1, y2, y1z2) = (z1y2)(y1z2)− z1(y2(y1z2)) = (y1z2)(z1y2)− z1((y1z2)y2)

é zero em L, pela Identidade (3.1). Esta última igualdade implica que vale, em

L,

(y1z2)(y2z1) = z1(y2(y1z2))

= z1((y1y2)z2 − (y2, y1, z2))

= (y1y2)(z1z2) + (y1y2, z2, z1)− z1(y1, y2, z2). (3.10)

Destes comentários segue que

(y1, z2, (y2z1))
(3.9)
= (y1z2)(y2z1)− ((y1y2)(z1z2) + y1(y2, z1, z2))

(3.10)
= (y1y2, z2, z1)− z1(y1, y2, z2)− y1(y2, z1, z2)

(3.2)
= y2(y1, z1, z2)− 2z1(z2, y1, y2)− z1(y1, y2, z2)

(1.1)
= y2(y1, z1, z2) + z1(y1, y2, z2),

concluindo o item (i).
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(ii) De modo análogo, (ii) segue das Identidades (3.1) e (3.4) já que

z1((z2z3)y1)
(3.4)
= (z2z3)(z1y1) = ((z2z3)z1)y1

(3.1)
= ((z1z2)z3)y1

e, analogamente, ((z1z2)z3)y1
(3.4)
= (z1z2)(z3y1)

(3.1)
= (z1(z2(z3y1))). Daí,

z1(z2, z3, y1) = z1((z2z3)y1 − z2(z3y1)) = z1((z2z3)y1)− ((z1z2)z3)y1 = 0.

E o item (ii) é obtido.

(iii) Por veri�cação simples, observamos que

(z1z2)(z3, x, y1) = (z1z2)((z3x)y1 − z3(xy1))

e

(z1, z2, y1, x, z3) = ((z1z2)y1x)z3− (z1z2)y1(xz3)− (z1(z2y1)x)z3 + (z1(z2y1)(xz3)).

Somando essas igualdades, temos:

(z1z2)(z3, x, y1) + (z1, z2, y1, x, z3) = (z1z2)((z3x)y1)− (z1z2)(z3(xy1)) +

+ ((z1z2)y1x)z3 − (z1z2)y1(xz3)−

− (z1(z2y1)x)z3 + z1(z2y1)(xz3)

(3.4)
= (z1(z2y1)x)z3 − z1(z2y1)(xz3),

uma vez que z1z2 está no centro associativo de L. Novamente pela Identidade

(3.4) temos que

(z1(z2y1), x, z3) = 0 em L ,

temos que a identidade graduada (iii) é válida.

(iv) Agora mostraremos (iv). Segue das identidades (3.4) e (3.1) que

((y1z1)z2)(y2, z3, z4)
(3.4)
= (y2, z3((y1z1)z2), z4)

(3.1)
= (y2, y1z1(z3z2), z4)

(3.4)
= (y2, y1(z1z3z2), z4)

P.(3.2.3)
= (z1z2)(y2, (y1z3), z4).
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Logo ((y1z1)z2)(y2, z3, z4) = (z1z2)(y2, (y1z3), z4). Pelo item (i) segue que

(y2, (y1z3), z4)
(1.1)
= (y2, z4, (y1z3))

P.3.2.5.(i)
= (y1(y2, z3, z4) + z3(y2, y1, z4)),

implicando

((y1z1)z2)(y2, z3, z4) = (z1z2)(y1(y2, z3, z4) + z3(y2, y1, z4)).

Como z1z2 está no centro associativo de L, temos

((y1z1)z2)(y2, z3, z4) = ((z1z2)y1)(y2, z3, z4) + ((z1z2)z3)(y2, y1, z4).

Portanto,

(y1, z1, z2)(y2, z3, z4) = ((z1z2)z3)(y2, y1, z4).

Da identidade (3.4) segue que z1z2 e (y1z2)z3 estão no centro associativo, e por-

tanto z1(y1, z2, z3, y2, z4) = (z1(z2z3))(y1, y2, z4). Como z1(z2z3) = (z1z2)z3, e

valem as Identidades (1.1) e (3.1), concluímos que

(y1, z1, z2)(y2, z3, z4) = z1(y1, z2, z3, y2, z4).

(v) Mostremos agora (v). Na demonstração da identidade (i) do Lema 3.2.4 já mos-

tramos que ((y1y2)z1)z2 = ((y1y2)z2)z1. Segue que

(y1, y2, z1)(y3, y4, z2)
(3.7)
= (y1, y2, (y3, y4, z2))z1

(1.1)
= −(y3, y4, z2, y1, y2)z1

(1.1)
= (z2, y3, y4, y1, y2)z1.

Agora aplicamos a identidade graduada (iii) do Lema 3.2.4, e assim podemos

ordenar as variáveis y no último associador.

�

A proposição a seguir mostra que a escolha dos elementos de Ω0 pode ser real-

mente arbitrária.

Proposição 3.2.6 Sejam u1 e u2 dois associadores não nulos em L do mesmo multi-

grau. Então, u1 = ±u2.
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Demonstração: Seja u ∈ Ω. Lembremos que a e b foram tomadas como sendo as

matrizes a = e11 − e22 e b = e12 + e21 em J2. Note que as substituições onde o grau da

primeira entrada é igual ao grau da terceira entrada do associador, estão trivialmente

em I por conta do item (i) do Lema 3.2.4.

A�rmação 1: Se substituímos toda variável par de u pela matriz a, e toda

variável ímpar pela matriz b então o resultado desta substituição é : ±a, se |u| = 0

±b, se |u| = 1
.

Esta a�rmação pode ser demonstrada por indução em deg(u). Se deg(u) = 3 então

(a, a, b) = −(b, a, a) = b e (b, b, a) = −(a, b, b) = a. Consideremos u = (u1, u2, u3),

onde os ui, i = 1, 2, 3, são associadores de comprimento menor que o de u, e assim

aplicaremos indução e �nalizamos a prova da A�rmação 1.

Pela Lema 1.3.12, todo associador u ∈ Ω é uma combinação linear de associadores

próprios. Então, provaremos inicialmente a proposição para associadores próprios.

Para isso, mostremos a seguinte a�rmação.

A�rmação 2: Todo associador próprio u pode ser escrito como

u = (zi1 · · · zi2m)ut,

onde t = 0, 1, e u0 = (zi2m+1 , yj1 , . . . , yj2k) e u1 = (zi2m+1 , yj1 , . . . , yj2k , zi2m+2 , yj2k+1
).

Aqui m ≥ 0. Faremos indução no grau total nas variáveis z, denotado por n, em u, e

além disso de�nimos ` dado por deg(u) = 2` + 1 (devido ao fato que um associador é

sempre ímpar e fora temos um número par de variáveis). Se n = 0 então não existem

tais associadores não nulos, pois L0 é associativa pela Proposição 3.2.3. Suponha

que n = 1. Se u = (x1, x2, x3, . . .) então exatamente uma das variáveis x1 ou x3

é ímpar, portanto podemos assumir que (a menos de um sinal) essa variável é x1,

pela Identidade (3.1). Então, aplicamos o Lema 3.2.4 (iii), e assim o resultado vale

para todo `. Suponha que n = 2. Se ` = 1 então u = (z1, z2, y1) = (z2, z1, y1) e

deg(u) = 3. Tome ` ≥ 2. Não podemos ter u = (z1, z2, y1, . . .) já que no lugar das

reticências apareceriam apenas variáveis pares (pelo menos duas), e teríamos u = 0.

Assim temos u = (z1, y1, . . . , yp, z2, yp+1, . . .) com p ≥ 1. (Os índices nas variáveis

podem ser permutados mas usamos essa notação mais simples.) Observe que o inteiro
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p é par, pois caso contrário teríamos u = 0. Além disso, os pontos mais a direita

representam variáveis pares. Como o associador (z1, y1, . . . , yp, z2) é par (na graduação)

e temos n = 2 variáveis ímpares, os pontos mais a direita na verdade não aparecem.

Assim concluímos que u = (z1, y1, . . . , yp, z2, yp+1), onde p é par, e assim terminamos

com esse caso para todo ` utilizando Lema 3.2.4 (iv). Suponha agora que n ≥ 3.

Vamos provar que neste caso u = (zi1 · · · zi2m)u′ onde u′ tem 1 ou 2 variáveis ímpares,

isto é, u′ é da forma desejada. Escrevamos u = (A1, x1, x2) onde A1 é um associador

de grau menor que u. Se A1 contém pelo menos 3 variáveis ímpares, então por indução

(deg(A1) = deg(u)−2) temos A1 = (zi1zi2)A2. Aqui A2 é algum associador próprio (ou

uma combinação linear de associadores próprios). Por outro lado, z1z2 está no centro

associativo e portanto

u = (zi1zi2)(A2, x1, x2).

Assim, podemos aplicar a indução para (A2, x1, x2). Se, por outro lado, A1 tem apenas

uma variável ímpar então |A1| = 1 e |x2| = 0, já que u 6= 0. Assim temos n = 1 ou 2,

mas isso é impossível, pois n ≥ 3. Desse modo, temos que analisar o caso em que A1 tem

exatamente duas variáveis ímpares. Novamente por indução (n = 2) podemos assumir

que A1 = (z1, y1, . . . , y2k−2, z2, y2k−1) a menos de uma permutação nas variáveis pares

e, separadamente, das variáveis ímpares. Então |A1| = 0, e portanto x2 deve ser algum

z, e como n = 3, x1 é algum y. Para simpli�car a notação, escrevemos u = (A1, y, z) e

A1 = (A2, z
′, y′) onde A2 é um associador com |A2| = 1 e A2 contém exatamente uma

variável ímpar. Portanto, u = (A2, z
′, y′, y, z). Agora, aplicamos a Identidade (iii) do

Lema 3.2.5, e em seguida utilizamos o fato que a álgebra gerada por L1 é associativa

(e comutativa) para obter:

u
L.3.2.5−(iii)

= ±(A2z
′)(y′, y, z)

(1.1)
= ±(A2z

′)(z, y′, y)

(3.4)
= ±((A2z

′)z, y′, y)

P. 3.2.3
= ±((z′z)A2, y

′, y)

(3.4)
= ±(z′z)(A2, y

′, y).

Isto é, podemos permutar as variáveis z sem restrições; no caso de permutar as variáveis

y segue do Lema 3.2.4, itens (iii) e (iv). Logo, vale a A�rmação 2.
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Agora, sejam u e w dois associadores (não necessariamente próprios) de mesmo

grau multihomogêneo. Escrevemos cada um deles como uma combinação linear de

associadores próprios, e em seguida aplicamos os resultados provados acima para asso-

ciadores próprios. Desse modo, concluímos que u e w diferem apenas por um múltiplo

escalar. Mas sendo u = αw, e substituindo por a e b as variáveis de u, temos que

α = ±1, já que vale a A�rmação 1 feita no início da demonstração. �

Lembramos que o conjunto A ⊆ L consiste dos elementos dos quatro tipos a

seguir:

(i) (yi1 · · · yik)(zj1 · · · zjt);

(ii) (yi1 · · · yik)u1;

(iii) (yi1 · · · yik)(zj1u1);

(iv) (yi1 · · · yik)u0,

onde k, t > 0 e ui ∈ Ω0 é um associador e não variáveis com |ui| = i, para i = 0, 1, ou

seja, deg(ui) > 3.

O corolário a seguir é uma consequência do Lema 3.2.5 e da A�rmação 2 utilizada

na demonstração da proposição anterior.

Corolário 3.2.7 Seja u ∈ A. Se substituímos qualquer variável x de u por um as-

sociador w tal que |x| = |w|, então obtemos uma combinação linear de elementos de

A.

Demonstração: Pela Proposição 3.2.3, L0 é associativa. Além disso, L é uma álgebra

de Jordan, e portanto, L0 é comutativa. O mesmo vale para [L1]. Como já vimos, zizj

está no centro associativo de L, e portanto, pode ser �absorvido� pelo associador (ou

pelo elemento zj1 · · · zjt no caso de elementos do tipo (i) da De�nição do conjunto A).

Agora, analisemos as possíveis substituições de variáveis de elementos de A por asso-

ciadores. Para isso, devemos utilizar as identidades graduadas do Lema 3.2.5. Caso as

substituições das variáveis sejam em u0 ou u1 temos o resultado, já que todo associador

é combinação linear de associadores próprios. Resta agora considerar substituições nas

variáveis que não estão em associadores. Para o caso (iii) da de�nição do conjunto A,

o item (v) do Lema 3.2.5 garante que se substituímos z por (y3, y4, z2) em (y1, y2, z1)z,
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obtemos z1(z2, y1, y2, y3, y4), e assim aplicando o comentário anterior para associadores

maiores temos o que queremos. Agora consideremos o item (i) para substituições de z

por (y1, y2, z). Segue trivialmente caso tenha no máximo uma variável de grau ímpar

z0 fora dos associadores, caso tenha mais de um usaremos o item (iii) do Lema 3.2.5.

Agora, se substituímos z por (y3, y4, z2) em (y1, y2, z1)z, obtemos, pelo Lema 3.2.5 (v),

que tal elemento é igual a z1(z2, y1, y2, y3, y4). Resta argumentar os casos (i) − (iv)

para as substituições das variáveis y por associadores. Por exemplo, se substituímos y

por (y2, z3, z4) em (y1, z1, z2)y, do item (iv) do Lema 3.2.5 obtemos z1(y1, z2, z3, y2, z4).

Além disso, considerando apenas uma substituição nas variáveis y, temos, pelo item

(i) do Lema 3.2.5 que

y(y1, z1, z2) = (y1, z2, (yz1))− z1(y1, y, z2)

em L. Neste caso, retornamos os estudos para os casos anteriores citados. Assim, o

resultado segue usando as ferramentas dadas até aqui para associadores de comprimen-

tos maiores. �

Lembre que S está denotando o espaço vetorial gerado pelo conjunto A. Os Lemas

a seguir garantem que certos elementos pertencem a S.

Lema 3.2.8 O polinômio N = (y1 · · · yk, y, z) pertence ao subespaço de S gerado por

elementos do tipo (ii) do conjunto A.

Demonstração: Seja S ′′ o conjunto de elementos do tipo (ii) do conjunto A de mesmo

multigrau de N . Mostraremos que N pertence ao subespaço V de S gerado por S ′′ .

Provaremos por indução sobre k. Se k = 1, não há o que provar. Podemos escrever,

usando a Identidade (3.3),

N = (y1 · · · yk−1)(yk, y, z) + yk(y1 · · · yk−1, y, z).

O elemento (y1 · · · yk−1)(yk, y, z) é do tipo (ii). Agora, para mostrar que ykN ′ ∈ V ,

onde N ′ = (y1 · · · yk−1, y, z), devemos aplicar a hipótese de indução ao elemento N ′ e,

neste caso,

ykN
′ =
∑

αjyk((y
(j)
i1
· · · y(j)

il
)u1

j).
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Nestas condições é su�ciente mostrar que todos os elementos da forma

y((y1 · · · yp)(z, yp+1, . . . , yq)), p < k, q − p ≡ 0 mod 2

são combinações lineares de elementos do tipo (ii). Mas este último elemento é igual a

(y(y1 · · · yp))(z, yp+1, . . . , yq)− (y, (y1 · · · yp), (z, yp+1, . . . , yq)).

O primeiro termo da soma anterior é do tipo (ii) e o segundo é igual, a menos de sinal,

a

((y1 · · · yp), y, (z, yp+1, . . . , yq)),

ver Observação 1.1.13. Primeiro consideramos o elemento ((y1 · · · yp), y, z). Aplicando

indução a este último elemento (ou a Identidade (3.3) várias vezes), obtemos uma com-

binação linear de elementos do tipo (ii) do conjunto A. Mas, pelo Corolário 3.2.7, se

substituirmos uma variável por um associador em um elemento de A, obtemos nova-

mente elementos de A desde que o Z2-grau seja preservado. E neste caso ainda pode-se

observar que z está na primeira posição do associador. Concluindo que sua substituição

por um novo associador é um elemento ainda do tipo (ii). Assim, temos o resultado

que queríamos. �

Lema 3.2.9 O polinômio N = (y1 · · · yk, z1, z2) está em S.

Demonstração: Faremos indução sobre k. Devemos mostrar que N está no espaço V

gerado pelos elementos dos tipos (iii) e (iv) da de�nição do conjunto A. Para k = 1,

não há o que demonstrar. Segue da Identidade (3.2) que

N = (y1 · · · yk−1)(yk, z1, z2) + yk(y1 · · · yk−1, z1, z2)− 2z1(z2, y1 · · · yk−1, yk). (3.11)

A primeira parcela do lado direito da igualdade acima é um elemento de S (do tipo

(iv)). Por indução, podemos assumir que ((y1 · · · yk−1), z1, z2) ∈ V é uma combinação

linear de elementos dos tipos (iii) e (iv). Além disso, os elementos dos tipos (iii) e (iv)

são produtos dos elementos pares, e consequentemente, estão na álgebra associativa L0.

Assim, multiplicando estes por yk resulta em elementos do mesmo tipo, já que aqui

não precisamos nos preocupar com os parênteses. Resta mostrar que a última parcela

da Igualdade (3.11) é elemento de V . Aplicando o Lema 3.2.8 em (z2, y1 · · · yk−1, yk),
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podemos escrever este como uma combinação linear de elementos do tipo (ii). Portanto

é su�ciente provar que elementos da forma M = z1((y1 · · · yn)(z2, yn+1, . . . , ym)), n < k

(já que m ≥ 2) e m− n sendo par, estão em V . Mas temos que

M = (y1 · · · yn)(z1(z2, yn+1, . . . , ym))− (z1, (z2, yn+1, . . . , ym), y1 · · · yn).

Aqui a primeira parcela da direita é do tipo (iii). E o segundo também é um elemento

de V devido a hipótese de indução combinado com o Corolário 3.2.7, aqui usa-se as

mesmas ideias da demonstração do lema anterior. �

Lema 3.2.10 Se s ∈ S, então sz ∈ S.

Demonstração: Primeiro notamos que os elementos de A dos tipos (ii), (iii), (iv) po-

dem ser obtidos de elementos do tipo (i) substituindo uma variável x por um associador

u tal que |u| = |x| e lembrando que z1z2 está no centro associativo de L. Então o lema

será consequência do Corolário 3.2.7, se provarmos que

((y1 · · · yk)(z1 · · · zp))z ∈ S.

Se o número p é par, então z1 · · · zp está no centro associativo de L, e assim, �absorve�

a variável z. Desse modo, obtemos um elemento do tipo (i). Então suponha que p é

ímpar. Neste caso, o elemento z2 · · · zp está no centro e basta mostrar que o elemento

R = ((y1 · · · yk)z1)z ∈ S. Podemos observar que

R = ((y1 · · · yk), z1, z) + (y1 · · · yk)(z1z).

Pelo Lema 3.2.9 a primeira parcela a direita está em S, enquanto a segunda já é do

tipo (i). �

Lema 3.2.11 O elemento N = ((y1 · · · yk), (yk+1 · · · yn), z) ∈ S.

Demonstração: Segue diretamente aplicando o Colário 3.2.7 e Lema 3.2.8. �

Lema 3.2.12 O elemento R = (y1 · · · yk)((yk+1 · · · yn)z) pertence à S.
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Demonstração: A demonstração segue do Lema 3.2.11 e do fato de que L0 é associ-

ativa. �

Proposição 3.2.13 O conjunto A gera a álgebra relativamente livre L.

Demonstração: A�rmamos que os elementos

R = ((y1 · · · yp)z1)((yp+1 · · · yq)z2) ∈ S.

De fato, como (z1, y, z2) é uma identidade graduada, temos que R pode ser escrito como

R = z1((y1 · · · yp)((yp+1 · · · yq)z2)). Assim, nossa a�rmação segue do Lema 3.2.12 e do

Lema 3.2.10. Além disso, o produto de um número par de elementos de L1 pertence ao

centro associativo de L. Portanto, o fato que R ∈ S, juntamente com o Corolário 3.2.7

implica que o produto de dois elementos de A pertence a S = span(A). Logo, S é uma

subálgebra de L. Como X ⊆ S por de�nição, e X gera L como álgebra concluímos que

S = L. �

Isto conclui o comentário feito antes do Lema 3.2.4. A partir de agora, iremos

dedicar o resto desta seção para demonstrar que as Identidades (3.1)-(3.5) formam uma

base para o T -ideal das identidades de J2, munido com a graduação não escalar. Para

isto consideremos a seguinte de�nição.

De�nição 3.2.14 Sejam u1, u2 elementos em A. Diremos que u1 e u2 são semelhan-

tes se u1 = (yn1
i1
· · · ynkik )a1 e u2 = (yn1

i1
· · · ynkik )a2. Aqui os a′is, i = 1, 2, são da forma

(zj1 · · · zjp)wi, p ≥ 0, e os wi são associadores.

Na de�nição acima, observe que não exigimos a1 = a2. Em outras palavras, u1

e u2 são semelhantes se, as variáveis pares que aparecem neles fora dos associadores

são as mesmas (contando os graus multihomogêneos). Agora, já temos os resultados

necessários para demonstrar o principal resultado desta seção.

Teorema 3.2.15 Seja K um corpo in�nito, com charK 6= 2. Então o ideal T das

identidades graduadas da álgebra de Jordan J2 das matrizes simétricas 2× 2, munido

com a graduação não escalar, é gerado (como um T -ideal graduado) pelas identidades

de (3.1) a (3.5). Em outras palavras, T = I
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Demonstração: A prova será dividida em três a�rmações.

A�rmação 1: Sejam u1, . . . , un elementos de A de mesmo multigrau. Suponha

que não há dois semelhantes entre eles e que
∑
αiui ∈ T é uma identidade graduada

para J2, onde αi ∈ K. Então para todo i, temos αi = 0.

Seja ui = ciai onde os a′is são como na De�nição 3.2.14, e os c′is são produtos

de variáveis pares. Neste caso, por não ter termos semelhantes no somatório acima,

temos que ci 6= cj, sempre que i 6= j. Como L0 é associativa e comutativa podemos

assumir que as variáveis y em cada ci estão escritas em ordem crescente. Escreva∑
αiui = f(y1, . . . , yp, z1, . . . , zq). Suponha ainda que f 6= 0. De�na

g(y1, . . . , yp, z1, . . . , zq) = f(y1 + 1, . . . , yp, z1, . . . , zq).

Temos que, o polinômio g é uma identidade graduada para a álgebra de Jordan J2 e

ainda, que g não é multihomogêneo. Como o corpo base é in�nito todas suas compo-

nentes multihomogêneas também são identidades graduadas para J2. Uma das suas

componentes multihomogêneas é exatamente f . Seja h a componente homogênea de

g não nula de menor grau em y1. (Isto é, consideramos h o polinômio não nulo ob-

tido de f depois de substituirmos o maior número possível de variáveis y1 por 1). O

polinômio h é obtido de f através do seguinte procedimento: Primeiro consideramos a

soma de todos os αiciai onde o grau de y1 em ci é o maior possível, e descartamos as

parcelas restantes. Então, substituímos nestas parcelas todas as entradas y1 em ci por

1 (e mantemos as variáveis y1 que aparecem em associadores). Desse modo, obtemos

exatamente h já que sempre que 1 aparece em um associador o mesmo se anula. O

polinômio h não tem variáveis y1 que aparecem fora de associadores. Repetindo o ar-

gumento acima para h(y1, y2 + 1, y3, . . . , yp, z1, . . . , zq) obtemos um polinômio não nulo

que não contém y2 fora de associadores, e assim por diante. Finalmente, continuando o

processo descrito acima, obtemos um polinômio não nulo f1 que não contém nenhuma

variável yi fora de associadores. Como f ∈ T , segue que f1 ∈ T . Mas f1 é obtido

de f removendo algumas das parcelas e descartando os ci que são parte das parcelas

restantes. Como os c1, . . . , cn são dois a dois distintos concluímos que existe apenas

um ai em f1. Isto é f1 = αiai para algum i. Por outro lado αiai ∈ T signi�ca que

esta é uma identidade graduada para J2. Mas isto só é possível se αi = 0 e neste caso

f1 = 0, e αiciai não aparece em f . Em seguida repetimos o procedimento acima para
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f (já tendo descartado o termo αiciai) e continuamos por indução.

A�rmação 2: O conjunto A é linearmente independente módulo o ideal T .

Segue da A�rmação 1 que é su�ciente considerar somente os elementos de A onde

todas as variáveis y aparecem em associadores apenas. Neste caso devemos mostrar que

os elementos zj1 · · · zjt , u1, zj1u
1, u0, são linearmente independentes. Lembrando que os

ui são associadores e não variáveis, segue que esses elementos têm multigraus dois a

dois distintos, pela de�nição do conjunto Ω0, e não podem ser linearmente dependentes.

Donde segue nossa a�rmação.

A�rmação 3: A inclusão T ⊆ I é válida.

Como o corpo base é in�nito, basta considerar f ∈ T um polinômio multihomo-

gêneo a�m de provar a a�rmação. Como I ⊆ T , segue da Proposição 3.2.13 que

f ≡
∑

αiui mod I.

Aqui αi ∈ K e ui ∈ A. Caso todos os ui's não sejam semelhantes podemos aplicar a

A�rmação 1, e temos a a�rmação. Caso contrário, podemos argumentar, como foi feito

na A�rmação 2, para cada ui = ciai. Neste caso, eles se diferem pelos elementos ai e

aj (dados na De�nição 3.2.14), e da A�rmação 2 concluímos que estes são linearmente

independentes. Portanto, em todos os casos temos αi = 0, ou seja, f ∈ I. Assim, segue

a a�rmação.

Para terminar a demonstração do teorema é su�ciente lembrar que I ⊆ T e da

A�rmação 3 que T ⊆ I, donde concluímos que T = I.

�

3.3 Identidades para a graduação escalar

Nesta seção, temos como objetivo a descrição das identidades de J2 munida da

graduação escalar. Para este �m, os autores Koshlukov e Diniz descreveram um caso

mais geral. Na verdade, estudaremos a descrição das identidades Z2-graduadas das

álgebras de Jordan B e Bn de uma forma bilinear simétrica não degenerada nos espaços

vetoriais V e Vn (respectivamente), com a graduação escalar. Tal graduação consiste

naquela cuja a componente neutra é o próprio corpo K. Como consequência dessa
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descrição, uma base para as identidades graduadas da álgebra de Jordan J2, com a

graduação requerida, é obtida.

Lembramos que dimV = ∞, dimVn = n. Além disso, temos que B(0) = K, e

B(1) = V , e respectivamente B(0)
n = K, B(1)

n = Vn (utilizaremos os índices superiores

para a graduação para não haver confusão com os casos particulares das álgebras de

Jordan B0 e B1). Aqui, iremos manter a notação para as variáveis na álgebra de Jordan

especial livre, X = Y ∪ Z, onde Y são as variáveis pares e Z são as variáveis ímpares.

Utilizaremos ainda os resultados e de�nições que podem ser encontrados na Seção 1.7

do Capítulo 1.

O polinômio

(y, x1, x2) = 0 (3.12)

é uma identidade graduada em B e Bn. De fato, sua validade em B (e Bn) segue do

fato dos elementos pares em B serem escalares.

Observação 3.3.1 Segue de (3.12) que (z1z2, x1, x2) = 0. Além disso, (x1, y, x2) e

(x1, x2, y) são consequências de (3.12) da seguinte forma: Por associador ser um sis-

tema tripo de Lie sobre qualquer álgebra de Jordan, ver Observação 1.3.11, temos que

(x1, x2, y) = −(y, x2, x1) e

(x1, y, x2)
(1.1)
= −(y, x2, x1)− (x2, x1, y) ≡ −(y, x2, x1) + (y, x1, x2),

e o resultado segue.

Aqui, denotamos I como sendo o ideal das identidades graduadas de�nido pelo

polinômio (3.12), e L =
SJ(X)

I
denotará a álgebra relativamente livre correspondente.

Consideremos f = f(y1, . . . , yp, z1, . . . , zq) um polinômio multihomogêneo. Módulo o

T2-ideal I, podemos escrever f como

f(y1, . . . , yp, z1, . . . , zq) = yn1
1 · · · ynpp g(z1, . . . , zq),

onde g é algum polinômio nas variáveis ímpares. Portanto, f é uma identidade gradu-

ada para B (resp., Bn) se, e somente se, g também for. Como g é um polinômio de

Jordan nas variáveis z's, segue que f é uma identidade graduada para B (resp., Bn)

se, e somente se, g é uma identidade fraca de Jordan para (B, V ) (resp., (Bn, Vn)).

Consideramos M como sendo a subálgebra de L gerada pelas variáveis em Z.
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Lema 3.3.2 A álgebra M = M (0)⊕M (1) é Z2-graduada. E a subálgebra M (0) é gerada

por todos os produtos (zi1zj1) · · · (zikzjk) enquanto o espaço vetorial M (1) é gerado por

todos os zi0(zi1zj1) · · · (zikzjk).

Demonstração: Pela forma que de�nimos anteriormente, a decomposição de M é de

fato uma graduação. As outras duas a�rmações do lema também seguem de imediato

pela de�nição de M uma vez que z1z2 está no centro associativo de L (ver Observação

3.3.1).

�

É importante mencionar que a partir de agora iremos invocar a teoria de invari-

antes. Para este �m é interessante considerar a álgebra de polinômios R = K[(ti ◦ tj)]

dada na Seção 1.7, e observar que os resultados que ali se encontram, continuam va-

lendo se substituímos R por M (isto é, ti por zi), uma vez que as variáveis zi serão

substituída por elementos de Vn. Para o caso de dimensão in�nita, basta fazer n→∞

para justi�car as a�rmações.

Para continuarmos, necessitaremos de algumas de�nições. Vamos chamar a tabela

dupla T , dada na De�nição 1.7.1, simplesmente de tabela se todas suas entradas são

inteiros positivos. Se, somente se, p11 = 0 e todas as entradas restantes da tabela T

são inteiros positivos, chamaremos T de 0-tabela. Neste último caso, associamos à

0-tabela T = (0p2 . . . pm | q1q2 . . . qm) ao polinômio ϕ̃(T ) ∈ R dado por:

ϕ̃(T ) =
∑

(−1)σtqσ(1)(tp2 ◦ tqσ(2)) · · · (tpm ◦ tqσ(m)
). (3.13)

Usando esses comentários, podemos enunciar e provar o seguinte resultado.

Proposição 3.3.3 O espaço vetorial M (0) tem uma base que consiste de todos os po-

linômios associados a tabelas duplamente standard. Além disso, M (1) tem uma base

que consiste de todos os polinômios associados a 0-tabelas duplamente standard.

Demonstração: Dos comentários anteriores, temos que M possui uma base consis-

tindo de polinômios ϕ̃(T ), onde T percorre todas as tabelas duplamente standard cujas

entradas são inteiros positivos tal que m1 ≤ n, ver Teorema 1.7.4. Assim, é su�ciente

considerar polinômios oriundos de tabelas duplamente standard.
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Para mostrar que M (0) tem uma base que consiste de todos os polinômios asso-

ciados a tabelas duplamente standard, basta observar o Teorema 1.7.4.

Para M (1) também segue do Teorema 1.7.4 da seguinte maneira. Lembramos

que nossa forma bilinear é não degenerada. Seja T alguma 0-tabela e consideremos

ϕ̃(T ) =
∑

(−1)σzqσ(1)(zp2zqσ(2)) · · · (zpmzqσ(m)
) como sendo o polinômio associado à T .

Seja z0 uma nova variável. Então z0 ◦ ϕ̃(T ) é representado por uma tabela dupla, e

assim, podemos aplicar o mesmo argumento acima. Pelo Teorema 1.7.4, z0 ◦ ϕ̃(T ) será

uma combinação linear de tabelas standard. Em uma tabela standard a entrada mais

à esquerda da primeira linha deve corresponder a z0, e portanto, temos o resultado. �

Observação 3.3.4 Quando estamos trabalhando com identidades fracas, elas são con-

sideradas dentro da álgebra de Jordan especial livre SJ(X).

Iremos agora provar um resultado auxiliar que nos ajudará na demonstração do

resultado principal desta seção.

Teorema 3.3.5 (i) As identidades fracas de Jordan para o par (B, V ) são con-

sequências do polinômio (x1x2, x3, x4).

(ii) As identidades fracas de Jordan para o par (Bn, Vn) seguem dos polinômios

(x1x2, x3, x4) e fn =
∑

(−1)σxσ(1)(xn+2xσ(2)) · · · (x2n+1xσ(n+1)).

No último somatório, σ percorre o grupo simétrico Sn+1.

Demonstração: A primeira a�rmação segue diretamente do Teorema 1.7.4. O mesmo

vale para a segunda a�rmação, já que o polinômio x0fn é igual ao polinômio dado em

(1.5) e ele se �anula� em todas as tabelas cuja primeira linha tem comprimento maior

ou igual a n+ 1. Neste caso, a primeira entrada não in�uencia na demonstração, uma

vez que a forma é não degenerada. Portanto, temos o resultado.

�

Como consequência imediata o resultado principal, temos:

Corolário 3.3.6 (i) O ideal das identidades graduadas da álgebra de Jordan B (com

a graduação escalar) coincide com o ideal I gerado por (3.12).
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(ii) O ideal das identidades graduadas da álgebra de Jordan Bn com a graduação

escalar é gerado por (3.12) e pela identidade

gn =
∑

(−1)σzσ(1)(zn+2zσ(2)) . . . (z2n+1zσ(n+1)), σ ∈ Sn+1. (3.14)

(iii) As identidades graduadas da álgebra de Jordan das matrizes simétricas 2×2 (com

a graduação escalar) seguem de (3.12) e de
∑

(−1)σzσ(1)(z4zσ(2))(z5zσ(3)), onde

σ percorre S3.

Demonstração: Os itens (i) e (ii) são consequências do Teorema 3.3.5 e dos comen-

tários que precedem o Lema 3.3.2. E o item (iii) é um caso particular de (ii), uma vez

que vale o isomor�smo do Exemplo 1.1.30. E assim, segue o resultado. �

Como havíamos prometido, obtemos como corolário do Teorema 3.3.5 as descri-

ções das identidades graduadas das álgebras B, Bn e J2, munidas com a Z2-graduação

dita escalar. E concluímos esse capítulo com a descrição completa das identidades

Z2-graduadas para a álgebra das matrizes simétricas de ordem 2.



Capítulo 4

Propriedade de Specht para as

identidades 2-graduadas da álgebra de

Jordan de uma forma bilinear

simétrica.

Uma variedade de álgebras Z2-graduadas (algumas vezes chamada de 2-graduadas)

determinada por uma álgebra Z2-graduada A satisfaz a propriedade de Specht se todos

os T2-ideais contendo T2(A) admitem uma base �nita, como T -ideal. Tal de�nição

é uma �adaptação� do caso associativo e ordinário bastante conhecido proposto por

Specht em 1950.

Neste capítulo, mostraremos que a variedade de álgebras de Jordan Z2-graduadas

geradas por Bm = K ⊕ V , com a graduação dita �escalar�, satisfaz tal propriedade.

Este resultado pode ser encontrado no artigo [8], cujo os autores são Diogo Diniz e

Manuela da Silva Souza.

Como no capítulo anterior, permaneceremos com a notação para X = Y ∪ Z,

onde Y é o conjunto das variáveis pares e Z as ímpares. Além disso, embora alguns

resultados continuem valendo em um contexto mais geral, iremos considerarK, a menos

que seja mencionado, um corpo de característica zero.
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4.1 Propriedade de base �nita para conjuntos quase-

ordenados

Nesta seção, apresentaremos algumas de�nições e resultados sobre a propriedade

da base �nita dos conjuntos quaseordenados, ferramenta importante para a obtenção

do resultado principal. Ver [15] para maiores detalhes sobre tal assunto e citeCentrone

Manuela Fabrizio,Giambruno e Manuela para outras aplicações em ambientes distintos.

De�nição 4.1.1 Uma relação �≤� em um conjunto não vazio A é uma quaseordem

se valem:

(i) a ≤ a (re�exividade);

(ii) Se a ≤ b e b ≤ c então a ≤ c (transitividade),

para todo a, b, c ∈ A. Neste caso, dizemos que A é um conjunto quaseordenado e

denotamos (A,≤).

Seja (A,≤) um conjunto quaseordenado. Se para todo a, b ∈ A, toda vez que

a ≤ b e b ≤ a implicar em a = b (antissimetria), a relação é chamada de ordem

parcial e o conjunto A é dito parcialmente ordenado. Se além disso, quaisquer dois

elementos do conjunto são comparáveis, ou seja, a ≤ b ou b ≤ a, dizemos que a ordem

é total e o conjunto é totalmente ordenado.

Exemplo 4.1.2 O conjunto dos números naturais N munido da ordem usual é um

conjunto totalmente ordenado.

De�nição 4.1.3 Sendo B um subconjunto de um conjunto quaseordenado A (digamos

que A está munido de uma quaseordem ≤), de�nimos o fecho de B como sendo o

conjunto B = {a ∈ A | existe b ∈ B tal que b ≤ a}. É claro que B ⊆ B. Dizemos que

B é fechado, se B = B.

Observação 4.1.4 Sejam B e C subconjuntos de um conjunto quaseordenado A tal

que B ⊆ C. Seja a ∈ B, então existe b ∈ B tal que b ≤ a. Por B ⊆ C, temos que

b ∈ C, implicando que a ∈ C. Neste caso, é fato esperado que B ⊆ C.
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De�nição 4.1.5 Dizemos que um conjunto quaseordenado satisfaz a propriedade de

base �nita, se todo subconjunto fechado de A é o fecho de um conjunto �nito.

O teorema a seguir é uma caracterização para tal propriedade. Aqui decidimos

destacar apenas três equivalências, as quais serão importantes nos nossos estudos. Não

poderíamos deixar de informar que o resultado original, que pode ser encontrado em

[15, Theorem 2.1], tem uma lista de cinco equivalências da De�nição 4.1.5.

Teorema 4.1.6 As seguintes condições, em um conjunto quaseordenado (A,≤), são

equivalentes:

(i) (A,≤) satisfaz a propriedade de base �nita;

(ii) Se B é um subconjunto de A, existe um conjunto �nito B0 tal que B0 ⊂ B ⊂ B0;

(iii) Toda sequência in�nita {ai}i≥0 de elementos de A possui uma subsequência

ai1 ≤ ai2 ≤ . . . ≤ aik ≤ . . . ,

com os aij todos distintos.

Demonstração: (i)⇔ (ii) Seja B um subconjunto de A e tome B o fecho de B.

Se B for �nito, o resultado segue trivialmente, tomando B0 = B. Caso seja in�nito,

por A satisfazer a propriedade de base �nita, temos que existe B0 um conjunto �nito

tal que B0 = B. Suponha que B0 6⊆ B, então existem a ∈ B0 \B e b ∈ B tal que b ≤ a.

Neste caso, tome B′0 = (B0 \ {a}) ∪ {b}. Nestas condições, B′0 = B. Repetindo esse

processo um número �nito de etapas podemos considerar

B0 ⊆ B ⊆ B = B0.

A reciproca é trivial pela Observação 4.1.4.

(ii)⇒ (iii) Suponha que não valha (iii). Por valer a re�exividade na relação �≤�,

temos que para cada subsequência

ξ : ai1 ≤ ai2 ≤ . . . ≤ aik ≤ . . . (4.1)

de elementos de B = {ai}i≥0 existe t > 0 tal que ait = ait+r , com r > 0. Neste

caso, dizemos que a sequência ξ tem comprimento �nito de tamanho t. Para cada tal
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subsequência de B, podemos observar que ai1 tem a propriedade que para todo a ∈ B

tal que a ≤ ai1 tem-se ai1 = a. Como B é in�nito e o tamanho das subsequências é

�nito, temos que qualquer conjunto B0 = {b ∈ B | a ≤ b ⇒ a = b} de�nido de modo

que B0 = B, está em correspondência biunívoca com a quantidade de subsequências

da forma (4.1). É claro que a quantidade de tais subsequências é in�nita, concluindo

que não vale o item (ii). E o resultado segue por contra-positiva.

(iii) ⇒ (ii) Suponha que exista um subconjunto B de A de modo que todo

subconjunto B0 de A que satisfaça

B0 ⊂ B ⊂ B0 (4.2)

seja in�nito. Em outras palavras, que não valha (ii) para tal conjunto. Tome a1

elemento de B. Então, B 6⊆ {a1}. Neste caso, existe a2 ∈ B \ {a1}. Novamente, como

B 6⊆ {a1, a2}, existe a3 ∈ B \ {a1, a2}. Continuando este processo, e lembrando que

todo subconjunto B0 satisfazendo (4.2) é in�nito, podemos construir um subconjunto

Si+1 = {a1, . . . , ai, ai+1} de modo que ai+1 ∈ B \ Si. Concluímos, com tal construção,

que a sequência in�nita S∞ = {ai}i>0 não satisfaz a propriedade (iii). E portanto,

temos o resultado por contra-positiva novamente. �

Usando a condição (iii) do teorema anterior temos o seguinte corolário.

Corolário 4.1.7 Se (A1,≤1), . . . , (Ak,≤k) tem a propriedade de base �nita então

(A1 × · · · ×Ak,≤) tem a propriedade de base �nita, onde (a1, . . . , ak) ≤ (b1, . . . , bk) se

e somente se ai ≤i bi, para todo i ∈ {1, . . . , k}.

Exemplo 4.1.8 O conjunto (Nk,�) satisfaz a propriedade da base �nita, onde a quase-

ordem é dada da seguinte maneira: (a1, . . . , ak) � (b1, . . . , bk) se, e somente se, a1 ≤ b1,

. . . , ak ≤ bk (aqui é a relação de �menor ou igual�). Note que apesar de (N,≤) ser um

conjunto totalmente ordenado, não podemos a�rmar o mesmo para (Nk,�), pois por

exemplo, as sequências (1, 0, . . . , 0) e (0, 1, . . . , 0) não são comparáveis.

Exemplo 4.1.9 Seja m ∈ N. De�na a relação ≤m em N como segue:

a1 ≤m a2 se, e somente se, a1 ≤ a2 e a2 − a1 ≡ 0 (mod m).
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(N,≤m) satisfaz a propriedade da base �nita. De fato, seja {ai}i≥0 uma sequência de

elementos de N. Podemos supor, sem perda da generalidade, que essa sequência é não

decrescente, ou seja, a1 ≤ a2 ≤ . . ., uma vez que o conjunto é totalmente ordenado com

relação a ordem �≤�. Se para cada ai associamos um ri, em que ri ∈ {0, 1, 2, . . . ,m−1}

é o resto da divisão de ai por m, é possível determinar ri de modo que exista uma

subsequência {aij}j≥0 tal que ri ≡ ai1 ≡ ai2 ≡ · · · (mod m), e isso conclui a prova do

exemplo.

4.2 Mais ferramentas: Um retorno a teoria de tabelas

Standard

Estamos interessados em provar que a variedade das álgebras Z2-graduadas que

satisfaz as Identidades (3.12) e (3.14) possui a propriedade de Specht. Como citamos

tais polinômios no Capítulo 3, achamos justo lembrar aqui que tais identidades são:

(i) (y, x1, x2)

(ii) gm =
∑

(−1)σzσ(1)(zm+2zσ(2)) · · · (z2m+1zσ(m+1)), σ ∈ Sm+1, para algum m ∈ N,

respectivamente. Como consequência do Teorema 3.3.5, obtemos que (3.12) e (3.14)

formam uma base para o ideal das identidades 2-graduadas da álgebra de Jordan Bm,

com a graduação escalar.

Nesta seção faremos uso novamente das técnicas da Teoria de Invariantes (ver

Seção 1.7, do Capítulo 1) e da teoria da propriedade da base �nita (desenvolvida por

Higman em [15] e dada na seção anterior) para determinar que o T2-ideal das identida-

des graduadas de Bm, com a graduação escalar, satisfaz a propriedade de Specht. Para

nosso texto �car mais ��úido�, iremos dedicar um pouco mais de atenção à teoria das

tabelas standard.
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Seja A uma tabela standard da forma

A =



1 2 3 . . . k1 τ1 . . .

1 2 3 . . . k2 τ2 . . .
...

...
...

...
...

...
...

1 2 3 . . . ks τs . . .

τs+1


,

onde τi > ki + 1, i = 1, . . . , s e τs+1 > 1. Como A é Standard, temos

k1 ≥ k2 ≥ . . . ≥ ks. (4.3)

Tal a�rmação é válida, uma vez que se k1 < k2, e por τ1 > k1+1, então temos elementos

pij > qij, pij na primeira linha e qij na segunda. O que contradiz o fato da tabela ser

Standard. E o resultado segue, uma vez que a quantidade de linhas é um número �nito.

Observação 4.2.1 É claro que k1 > 1, uma vez que a tabela A é standard e com isso

o número 1 aparece, pelo menos, na primeira linha.

Seja hi(A) o número de vezes que o número i − 1 aparece na sequência (4.3),

para i = 2, . . . , n. Por exemplo, pela observação anterior, começaremos a pensar em

h2(A), que é o número de linhas que começam com 1τ , com τ > 2. Já h3(A) é o

número de linhas que começam com 12τ , com τ > 3, etc. Considere a tabela obtida

de A excluindo o 1 em cada uma das linhas h2(A) de A e substituindo-o por 2. Depois

exclui o 1 em cada uma das linhas h3(A) e o substitui por um 3 e assim por diante.

Se reordenarmos os elementos em cada linha, a tabela resultante, que é denotada por

F (A), é standard.

Notação 4.2.2 Seja

T =


p11 p12 . . . p1m1 q11 q12 . . . q1m1

p21 p22 . . . p2m2 q21 q22 . . . q2m2

...
...

. . .
...

...
...

. . .
...

pk1 pk2 . . . pkmk qk1 qk2 . . . qkmk





85

uma tabela dupla. Podemos associa-lá a uma tabela �simples� da forma

T ′ =



p11 p12 . . . p1m1

q11 q12 . . . q1m1

p21 p22 . . . p2m2

q21 q22 . . . q2m2

...
...

. . .
...

pk1 pk2 . . . pkmk

qk1 qk2 . . . qkmk


.

Denotamos por F (T ) a tabela dupla para a qual a tabela �simples� correspondente é

F (T ′).

Sejam λ2, . . . , λn escalares arbitrários em K. Lembrando do Polinômio (1.5),

substituiremos na combinação linear

p =
∑

ciϕ̃(Ti),

onde as T ′is são tabelas duplas standard distintas, a variável z1 por z1 +
∑n

i=2 λizi. O

polinômio resultante em J(Bm) = SJ(X)/T2(Bm) é:∑
λh22 λ

h3
3 · · ·λhnn Ph2...hn . (4.4)

Aqui nós consideramos a ordem lexicográ�ca nas n-uplas (h2, . . . , hn).

Observação 4.2.3 O polinômio em (4.4) correspondente ao máximo (h2, . . . , hn) é

p =
∑
j

εjc
′
jϕ̃(F (Tj))

onde εj = ±1, e a soma é dada pelas tabelas duplas standard Tj na qual a n-upla

(h2(T ′j), h3(T ′j), . . . , hn(T ′j)) é máxima, ver Polinômio (1.5) junto com a Observação

1.7.2. Além disso, a tabela dupla standard F (Tj) são duas a duas distintas.

Antes de provarmos o próximo resultado, façamos algumas observações que serão

úteis na demonstração. Aqui também será útil relembrar as notações estabelecidas

no Lema 3.3.2, isto é, consideraremos a álgebra Z2-graduada M = M (0) ⊕M (1), onde

M (0) é subálgebra gerada por todos os produtos (zi1zj1) · · · (zikzjk) enquanto o espaço

vetorial M (1) é gerado por todos os monômios da forma zi0(zi1zj1) · · · (zikzjk).
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Observação 4.2.4 Sejam h, h′ polinômios em M (1) que não dependem de z1. Como

a forma bilinear na de�nição de Bm é não degenerada, a igualdade hz1 = h′z1 implica

que h = h′.

Observação 4.2.5 Se h(z1, . . . , zm+1) ∈ M (0) é um polinômio de grau 1 em zj então

existe h′ ∈ M (1) tal que h = h′zj. Para provar essa a�rmação, note que, renomeando

as variáveis, podemos assumir que j = 1. Escrevemos h como uma combinação linear

de uma tabela dupla standard. A natureza standard da tabela (esse fato pode ser facil-

mente contornado se considerarmos a Identidade (3.12)) implica que a entrada mais à

esquerda na primeira linha é 1 e isso comprova a a�rmação.

Para dar continuidade ao nosso estudo façamos o uso da seguinte notação:

Notação 4.2.6 Denotamos por Tn e T 0
n os polinômios associados à tabela dada por

(12 . . . n | 12 . . . n) e a 0-tabela (02 . . . n | 12 . . . n), respectivamente.

Observação 4.2.7 A notação anterior foi escolhida para deixar o texto compatível

com o artigo [8].

Proposição 4.2.8 Seja g(z1, . . . , zm) um polinômio multihomogêneo de J(Bm) que

para quaisquer escalares λ2, . . . , λm é invariante sob a substituição do elemento z1 por

z1 +
∑m

i=2 λizi (invariante no seguinte sentido: quando substituímos o z1 pela expres-

são acima, ainda obtemos g(z1, . . . , zm)). Então, existe um polinômio h(z2, . . . , zm) que

satisfaz uma das seguintes igualdades:

(i) g(z1, . . . , zm) = (Tm)kh(z2, . . . , zm);

(ii) g(z1, . . . , zm) = (Tm)k
′
T 0
mh(z2, . . . , zm),

onde k, k′ ≥ 0. Além disso, se g ∈ J(Bm)0, então temos a Igualdade (i).

Demonstração: Primeiro, consideramos o caso em que g ∈ J(Bm)0. Segue da Pro-

posição 3.3.3 que podemos escrever

g =
∑

ciϕ̃(Ti), ci 6= 0 (4.5)

como uma combinação linear de polinômios associados a tabelas duplas standard duas

a duas distintas. Pela invariância de g e pela Observação 4.2.3, obteremos que, para
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cada Ti em (4.5), h2(T ′i ) = h3(T ′i ) = . . . = hn(T ′i ) = 0. Como as variáveis que aparecem

em g são z1, . . . , zm, isto implica que a entrada 1 aparece apenas nas linhas de Ti que são

iguais a (12 . . .m | 12 . . .m), já que cada hi(T ′i ) é zero e cada Ti é duplamente stardard.

Se si é o número de tais linhas, temos que 2si = degz1g. Denote por k os valores si,

para cada i. Para cada Ti que aparece em (4.5), temos que ϕ̃(Ti) = (Tm)kϕ̃(T̂i), onde

T̂i é a tabela obtida de Ti deletando as linhas em que aparece 1 na entrada. Por g ser

multihomogêneo, temos a decomposição de g dado em (i).

Assumimos agora que g ∈ J(Bm)1 e escrevamos gzm+1 como em (4.5). Note que

h2(T ′i ) = h3(T ′i ) = . . . = hm(T ′i ) = 0 para cada Ti aparecendo em gzm+1. Consequen-

temente, a entrada 1 aparece apenas nas linhas de Ti iguais a (12 . . .m | 12 . . .m)

ou (12 . . .m | 23 . . .m + 1). Esta última linha só aparece no polinômio, no máximo

uma vez, se degz1g é ímpar e não aparece, caso contrário. Seja si o número de li-

nhas em Ti que são iguais a (12 . . .m | 12 . . .m). Se (12 . . .m | 23 . . .m + 1) não

aparece em Ti, temos que 2si = degz1g. Portanto, neste caso para cada Ti que apa-

rece em gzm+1, temos ϕ̃(Ti) = (Tm)kϕ̃(T̂i), onde k = degz1g/2. Consequentemente,

gzm+1 = (Tm)kh(z2, . . . , zm+1) e segue das Observações 4.2.4 e 4.2.5 que g é como em (i).

Se (12 . . .m | 23 . . .m+1) aparece em alguma Ti, temos 2ki+1 = degz1g e assim, tal li-

nha deve aparecer em cada Ti, pois g é multihomogêneo. O polinômio associado à tabela

(12 . . .m | 23 . . .m+ 1) é ±T 0
mzm+1. Neste caso, gzm+1 = ((Tm)kT 0

mh(z2, . . . , zm)zm+1),

onde k = (degz1g − 1)/2. Desta última igualdade e da Observação 4.2.4, concluímos

que g é como em (ii). �

4.3 Resultado principal: A propriedade de Specht

Denotamos por Mm a subálgebra de J(Bm) = SJ(X)/T2(Bm) gerada por m

variáveis de grau 1, ou seja, gerado por z1, . . . , zm. Seja W o subespaço de J(Bm)

gerado por z1, . . . , zm e GLm o grupo de transformações lineares invertíveis de W . A

ação canônica de GLm em Mm transforma esta subálgebra em GLm-módulo.

Utilizaremos o próximo lema e a Proposição 4.2.8 para determinar geradores de

submódulos irredutíveis de Mm.
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Lema 4.3.1 Seja g(z1, . . . , zm) um polinômio multihomogêneo deMm. O GLm-módulo

gerado por g(z1, . . . , zm) é um módulo irredutível se, e somente se, para quaisquer

escalares λij, 1 ≤ i < j ≤ m, é invariante sob a substituição de zj por

λ1jz1 + · · ·+ λj−1jzj−1 + zj, j = 1, . . . ,m. (4.6)

Demonstração: Ver [10, Theorem 2.2.11 (i) e (iv), pág. 30]. �

A seguinte notação será utilizada.

Notação 4.3.2 Dado um polinômio g(z1, . . . , zm) emMm denotamos por ĝ(z1, . . . , zm)

o polinômio g(zm, . . . , z1), isto é, aquele que surge renomeando as variáveis de g de

forma reversa. Denotamos o polinômio correspondente à tabela (012 . . .m−1 | 12 . . .m)

por Sm. Deste modo, é fácil observar que T̂m0 = ±Sm, onde Tm0 é o polinômio obtido

na Notação 4.2.6.

Note que o polinômio g(z1, . . . , zm) em Mm é invariante sob a substituição de zm

por λ1z1 + · · · + λm−1zm−1 + zm, para qualquer λi ∈ K, se e somente se o polinômio

ĝ(z1, . . . , zm) = g(zm, . . . , z1) é invariante sob a substituição de z1 por

z1 +
m∑
i=2

λizi, (4.7)

para quaisquer λi ∈ K.

Corolário 4.3.3 O polinômio g(z1, . . . , zm) ∈Mm gera um GLm-módulo irredutível de

Mm se, e somente se, ele é, a menos de multiplicação por escalar, um dos polinômios:

(Sm)δm · · · (S1)δ1(Tm)km · · · (T1)k1 , (4.8)

onde k1, . . . , km ≥ 0, δ` ∈ {0, 1} e δ` 6= 0 para no máximo um índice ` ∈ {1, . . . ,m}.

Demonstração: Provaremos por indução sobre m.

Param = 1 segue de imediato. Agora, seja g(z1, . . . , zm) ∈Mm um gerador de um

submódulo irredutível. Segue do Lema 4.3.1 e do comentário anterior que ĝ é invariante

sob a substituição (4.7). Segue da Proposição 4.2.8 que temos duas possibilidades:

ĝ = (Tm)kh(z2, . . . , zm) ou ĝ = (Tm)k
′
T 0
mh(z2, . . . , zm). No primeiro caso, obtemos

g = (Tm)kh′(z1, . . . , zm−1). Note que, h′ é invariante sob a substituição em (4.6), o
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que implica no resultado. No segundo caso, g = ±(Tm)k
′
Smh

′(z1, . . . , zm−1), com h′

invariante sob a substituição em (4.6). Note que isso ocorre apenas se g ∈ J(Bm)1,

e neste caso, h′ está em J(Bm)0. Caso tivéssemos mais de um índice ` ∈ {1, . . . ,m}

com δ` 6= 0 teríamos, por hipótese de indução, apenas mais um e este estaria em

h′, implicando que h′ estaria em J(Bm)1, contradizendo o último fato. Aplicando a

hipótese de indução sobre h′ temos que, a menos de multiplicação por escalar, h′ é da

forma (Tm−1)km−1 · · · (T1)k1 . �

Exemplo 4.3.4 Seja B2 a álgebra das matrizes simétricas 2×2 sobre K com o produto

de Jordan a ◦ b = (ab+ba)
2

. Sabemos que B2 é uma álgebra de Jordan de uma forma

bilinear simétrica sobre um espaço vetorial de dimensão 2. Neste caso, pelo corolário

acima, g(z1, z2) ∈ M2 gera um GL2-submódulo irredutível de M2 se, e somente se,

g(z1, z2) é a menos de um múltiplo escalar, um dos polinômios:

� Se g ∈ J(B2)0, temos

(T1)k1 = (z2
1)k1

(T2)k2 = (z2
1z

2
2 − (z1z2)2)k2

e portanto temos a menos de um múltiplo escalar:

(z2
1z

2
2 − (z1z2)2)k2z2k1

1 ;

� Se g ∈ J(B2)1, temos

(T1)k1 = (z2
1)k1

(S1)δ1 = (z1)δ1

(S2)δ2 = (
∑
σ∈Sn

zσ(1)(z1zσ(2)))
δ2 = (z1(z1z2)− z2(z1z1))δ2

(T2)k2 = (z2
1z

2
2 − (z1z2)2)k2

e portanto, temos a menos de um múltiplo escalar:

(z2
1z

2
2 − (z1z2)2)k2z2k1+1

1 ou (z2
1z

2
2 − (z1z2)2)k2(z1z1z2)z2k1

1 ,

onde z1 = (S2)δ2 e z2 = (S1)δ1.
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Agora, para provarmos que Bm tem a propriedade de Specht, precisamos do

seguinte lema:

Lema 4.3.5 Sejam T̃k, S̃k, k = 1, 2, . . . polinômios em SJ(X) tais que a imagem

de T̃k e S̃k, sob o homomor�smo canônico, são os polinômios Tk e Sk em J(Bm),

respectivamente. O conjunto de polinômios

yk01 (S̃m)δm · · · (S̃1)δ1(T̃m)km · · · (T̃1)k1 , (4.9)

onde k0, . . . , km ≥ 0, δl ∈ {0, 1} e δ` 6= 0 para no máximo um índice ` ∈ {1, . . . ,m}, tem

a seguinte propriedade: dado qualquer subconjunto S existe um subconjunto �nito Ŝ ⊆ S

tal que qualquer polinômio em S é a consequência de um polinômio em Ŝ ∪ T2(Bm).

Demonstração: Para provar esse lema, de�nimos em N2m+1 a ordem parcial �≤� da

seguinte forma: (δ1, . . . , δm, k0, . . . , km) ≤ (δ′1, . . . , δ
′
m, k

′
0, . . . , k

′
m) se δi ≤ δ′i, kj ≤ k′j

para todo i, j, compatível. A desigualdade anterior implicará que

y
k′0
1 (Sm)δ

′
m · · · (S1)δ

′
1(Tm)k

′
m · · · (T1)k

′
1

é obtida de yk01 (Sm)δm · · · (S1)δ1(Tm)km · · · (T1)k1 pela multiplicação por um elemento

adequado de J(Bm). Pelo Corolário 4.1.7, o conjunto N2m+1, com a ordem parcial

descrita acima, tem a propriedade de base �nita. Assim, para cada subconjunto S de

tais polinômios, é possível obter um Ŝ0 em SJ(X) com Ŝ0 ⊆ S̄ em J(Bm), onde Ŝ0 e S̄

é a imagem de Ŝ0 e S, respectivamente, pelo homomor�smo canônico, tal que qualquer

elemento de S é consequência de elementos de Ŝ0 ∪ T2(Bm), o que implica o resultado.

�

De�nição 4.3.6 Dizemos que dois conjuntos de polinômios S e S ′ em SJ(X) são

equivalentes se S ∪ T2(Bm) e S ′ ∪ T2(Bm) geram o mesmo T2-ideal.

Teorema 4.3.7 O ideal T2(Bm) das identidades Z2-graduadas de Bm = K ⊕ V tem a

propriedade de Specht.

Demonstração: Seja I um T2-ideal contendo T2(Bm). Devemos provar que I é �ni-

tamente gerado.
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A�rmação: Para cada polinômio multilinear g em I existe um conjunto de

polinômios Sg ⊆ I de polinômios da forma (4.9) tais que g é consequência de Sg,

módulo T2(Bm).

De fato, seja g(y1, . . . , yk, z1, . . . , zn) um elemento multilinear em I. Trabalhamos

na álgebra relativamente livre J(Bm) e denotamos por ϕ : SJ(X) → J(Bm) o homo-

mor�smo canônico. O grupo simétrico Sn atua nas variáveis ímpares de ϕ(g). Considere

M o Sn-módulo gerado por ϕ(g). Pelo Teorema de Maschke, podemos decompor este

módulo em uma soma direta de Sn-módulos irredutíveis, digamos

M = M1 ⊕ · · · ⊕Mq.

Aqui, consideraremos, para cada i = 1, . . . , q, o elemento pi como sendo um gerador do

Sn-módulo Mi. Daí, o T2-ideal gerado por um conjunto de q polinômios {P1, . . . , Pq},

tal que ϕ(Pi) = pi, junto com T2(Bm), gera o T2-ideal que contém o polinômio g. Como

Mi é submódulo deM e I é um T2-ideal, temos que cada Pi está em I. Resta provar que

cada Pi é consequência de um conjunto de polinômios da forma (4.9), módulo T2(Bm).

Pela Identidade (3.12) podemos considerar pi = y1 · · · ykp′i(z1, . . . , zn) e note que

o Sn-módulo gerado por p′i é isomorfo aMi, como Sn-módulo. Seja λi ` n a partição de

n correspondente ao módulo irredutível Mi, para cada i, ver Teorema 1.6.25. Assim,

podemos considerar o GLm-módulo gerado por p′i, denotado por Ni. Como o espaço

V possui dimensão m, concluímos que λm+1 = 0, pelo item (i) do Teorema 1.6.29. O

Teorema 1.6.28 (i), garante que Ni é soma direta de GLm-módulos irredutíveis e deno-

temos por q1
i , . . . , q

r
i os geradores de suas componentes irredutíveis. O Teorema 1.6.33

(i) informa que cada gerador irredutível é um polinômio simétrico em m conjuntos

disjuntos de variáveis e podemos identi�car as variáveis em cada conjunto para obter

um polinômio multihomogêneo qi(y1, . . . , ym) cuja completa linearização é p′i.

De mão destes comentários, o Corolário 4.3.3 implica que cada qji é, a menos de

escalar, um polinômio da forma (4.8) e, portanto, yk1q
j
i é a imagem sob o homomor�smo

canônico de um polinômio Qj
i da forma (4.9). A linearização do polinômio yk1q

j
i é, a

menos de multiplicação por escalar, pi. Neste caso, para cada i = 1, . . . , q, o polinô-

mio Pi é consequência de polinômios no conjunto Si = {Q1
i , . . . , Q

r
i} ⊆ I. Portanto,

podemos considerar Sg = S1 ∪ · · · ∪ Sq. Nestas condições, é claro que g é consequência

de elementos de Sg e Sg ⊆ I.
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Consideremos S = ∪Sg, onde a união está sobre todos os polinômios multilineares

g em I. Como o corpo é de característica zero, segue da a�rmação que I é equivalente

a S ∪ T2(Bm). Portanto, o lema anterior, junto com o Corolário 3.3.6 implica o nosso

resultado. �



Capítulo 5

Identidades polinomiais para álgebras

de Jordan de forma bilinear

degenerada

No Capítulo 2, estudamos as classi�cações das graduações em álgebras de Jordan

de uma forma bilinear. Em particular, o Teorema 2.3.1 classi�ca tais graduações para

o caso da forma ser simétrica degenerada.

Denotaremos por Jn,k = K ⊕ V = Bk ⊕Dn−k a álgebra de Jordan de uma forma

bilinear simétrica degenerada b de posto k sobre um corpo K, onde Bk é a álgebra de

Jordan em que a restrição da forma b ao subespaço vetorial V ′ (de dimensão n− 1) é

não degenerada e Dn−k é o espaço vetorial gerado pelos elementos degenerados de uma

base de V . Note que

dimKJn,k = dimKBk + dimKDn−k = n+ 1.

Neste capítulo, sobre um corpo de característica zero, exibiremos identidades

polinomiais (no caso ordinário) para tais álgebras no caso em que k = n − 1. Tais

resultados podem ser encontrados no artigo [26] de autoria de Fabrizio Martino.
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5.1 Identidades polinomiais para Jn,n−1

Seja SJ(X) a álgebra livre especial de Jordan livremente gerada pelo conjunto

X sobre K. É claro que SJ(X) é a subálgebra de K〈X〉+ (a álgebra associativa livre

gerada por X com a multiplicação de Jordan a ◦ b = ab+ba
2

). A�m de continuarmos

nossos estudos, e com objetivo de deixar o texto �autocontido�, iremos enunciar resul-

tados importantes e clássicos na teoria das identidades das álgebras de Jordan Bk e B,

sem entrar em detalhes de suas demonstrações.

Em [33], Vasilovsky informa que A.V.II'tyakov, em 1985, provou que a variedade

de Bk satisfaz a propriedade de Specht, no sentido ordinário. Considerando a álgebra

de Jordan de uma forma bilinear simétrica degenerada de posto n − k, denotado por

Jn,k = Bk ⊕ Dn−k, sobre um corpo de característica zero. Caso k < ∞, temos que

T (Jn,k) está contido em T (Bk), ou seja, faz sentido se perguntar se a variedade gerada

por Jn,k também possui a propriedade de Specht, no sentido ordinário.

Consideramos de agora em diante, por economia de notação, Jn,n−1 = Jn. Vamos

mostrar que a álgebra de Jordan Jn = K ⊕ V de uma forma degenerada b de posto

1 é PI-equivalente à álgebra Bn−1 munida da forma b restrita ao espaço vetorial não

degenerado. E para alcançar esse objetivo, precisamos primeiramente conhecer os

geradores do T -ideal das identidades de Bk, obtidos por Vasilovsky em [33]. Ele provou

os seguintes resultados:

Teorema 5.1.1 [33, Theorem 0.1] Seja B = K ⊕ V , com dimKV = ∞, a álgebra de

Jordan de uma forma bilinear simétrica b. As identidades

([x, y]2, z, t) ≡ 0 (5.1)∑
σ∈S3

(−1)σ(xσ(1), (xσ(2), x, xσ(3)), x) ≡ 0 (5.2)

formam uma base para as identidades polinomiais da variedade var(B), das álgebras

de Jordan sobre um corpo in�nito, onde charK 6= 2, 3, 5, 7.

Teorema 5.1.2 [33, Theorem 0.2] Seja Bk = K⊕V , com dimKV = k <∞, a álgebra
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de Jordan de uma forma bilinear simétrica b. As identidades

([x, y]2, z, t) ≡ 0 (5.3)∑
σ∈S3

(−1)σ(xσ(1), (xσ(2), x, xσ(3)), x) ≡ 0 (5.4)∑
σ∈Sk+1

(−1)σ(xσ(1), y1, xσ(2), . . . , yk, xσ(k+1)) ≡ 0 (5.5)

∑
σ∈Sk+1

(−1)σ(xσ(1), y1, xσ(2), . . . , yk−1, xσ(k))(yk, xσ(k+1), yk+1) ≡ 0 , (5.6)

formam uma base para as identidades polinomiais da variedade var(Bk), k < ∞, das

álgebras de Jordan sobre um corpo in�nito sobre, onde charK 6= 2, 3, 5, 7.

O polinômio em (5.3) é escrito com a multiplicação associativa (em K〈X〉), mas

podemos escrevê-lo em termos do produto de Jordan, já que [x, y]2 (aqui o comutador

não é com o produto de Jordan) satisfaz a hipótese do Teorema 1.3.8.

Vasilovsky em [33], encaminha uma linearização de [x, y]2. Koshlukov e Martino,

reescreveram o mesmo usando a multiplicação de Jordan, obtendo:

(x1x2, x3, x4)− x1(x2, x3, x4)− x2(x1, x3, x4).

Aqui a multiplicação é a de Jordan. Daí, (5.3) se torna

((x1x2, x3, x4)− x1(x2, x3, x4)− x2(x1, x3, x4), z, t) (5.7)

um polinômio em SJ(X).

Podemos supor que K é algebricamente fechado, considerando K, o fecho algé-

brico de K (ver Exemplo 1.5.8), e observando que os polinômios (5.3)-(5.6) tem coe�ci-

entes emK. Fixemos uma base ortonormal, no sentido que b(ei, ei) = 1 para todo ei ele-

mento de alguma base adequada de V com respeito a b, digamos β = {e1, . . . , en−1, d}.

Esta base juntamente com a unidade 1, forma uma base para Jn. Utilizando o produto

da álgebra de Jordan, podemos considerar ei ◦ ej = δij, d ◦ ei = d2 = 0, para todo

i, j = 1, . . . , n, onde δij é o delta de Kronecker. Além disso, a notação acima implica

que Bn−1 = spanK{1, e1, . . . , en−1} e D1 = spanK{d}.

O próximo lema relaciona as identidades de Jn com as de Bn−1. Aqui, denotamos

por xi a avaliação da variável xi em um elemento da álgebra.
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Lema 5.1.3 Seja Jn = Bn−1 ⊕ D1 a decomposição de Jn em soma direta da parte

não-degenerada da álgebra com a sua parte degenerada. Um polinômio f ∈ SJ(X) é

uma identidade polinomial para Jn, isto é, f ∈ T (Jn), se e somente se

f ∈ T (Bn−1) (5.8)

e
degf∑
i=1

f(y1, . . . , yi−1, zi, yi+1, . . . , ydegf ) ≡ 0. (5.9)

onde os yi′s são avaliados em Bn−1, enquanto os zi′s são avaliados em D1.

Demonstração: Como charK = 0, basta considerarmos os polinômios multilineares.

Por Bn−1 ser uma subálgebra de Jn, segue que T (Jn) ⊆ T (Bn−1), e consequentemente,

a condição (5.8) é satisfeita. Provemos agora a condição (5.9). Seja f ∈ Pr, isto é,

f = f(x1, . . . , xr) é multilinear. Como cada xi ∈ Jn podemos então decompor como

soma de elementos da forma yi + zi, onde yi ∈ Bn−1 e zi ∈ D1. Por f ser multilinear,

temos que

f(x1, . . . , xr) = f(y1 + z1, . . . , yr + zr)

= f(y1, . . . , yr) + f(z1, . . . , zr) +
∑

ξi∈{yi,zi}

f(ξ1, . . . , ξr). (5.10)

Como D1 é um ideal de Jn e D2
1 = 0 (já que D1 = spanK{d}), então se um monô-

mio de f conter mais de um z, este se anula sob qualquer substituição dos elementos

de Bn−1 e D1. Isto implica que (5.10) se torna:

f(x1, . . . , xr) = f(y1, . . . , yr) +
r∑
i=0

f(y1, . . . , yi−1, zi, yi+1, . . . , yr).

No segundo membro da igualdade anterior, temos que a primeira parte da equação

acima leva valores apenas em Bn−1 enquanto a segunda parte leva valores em D1, pois

contém uma variável z em cada monômio. Logo, essas somas são linearmente indepen-

dente, e daí, f é uma identidade polinomial de Jn se, e somente se: f(y1, . . . , yr) = 0 e∑r
i=0 f(y1, . . . , yi−1, zi, yi+1, . . . , yr) = 0. Assim estas duas condições são equivalentes

a (5.8) e (5.9), e portanto, o resultado segue. �

O lema anterior caracteriza uma condição para que as identidades de T (Bn−1)

estejam em T (Jn). Assim, o nosso objetivo é veri�car que os polinômios (5.3)-(5.6)
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satisfazem a Condição (5.9) do lema. Linearizando os polinômios (5.3) e (5.4), é su�ci-

ente provar o resultado principal deste capítulo, avaliando os polinômios multilineares

obtidos dos polinômios (5.3)-(5.6) por elementos da base β de Jn descrita antes do

Lema 5.1.3.

Proposição 5.1.4 Para cada a1, a2, a3 ∈ Jn e c ∈ D1 seguem as igualdades:

(i) (a1, c, a2) = 0

(ii) c · (a1, a2, a3) = 0

Demonstração: Sejam ai = αi + vi + βid e c = γd, onde αi, βi, γ ∈ K e vi ∈ V , para

todo i ∈ {1, 2, 3}. Note que:

(a1, c, a2) = (α1 + v1 + β1d, γd, α2 + v2 + β2d)

= ((α1 + v1 + β1d)γd)(α2 + v2 + β2d)− (α1 + v1 + β1d)(γd(α2 + v2 + β2d))

= α1γdα2 + α1γdv2 + α1γdβ2d− (α1γdα2 + v1γdv2 + β1dγdβ2d)

= α1γd(α2 + v2 + β2d)− (α1 + v1 + β1d)α2γd

= α1α2γd− α1α2γd = 0,

o que implica o item (i). Além disso, para mostrar o item (ii), podemos observar que

c · u = 0, para todo u ∈ V ⊕D1. Disto, é su�ciente mostrar que (a1, a2, a3) ∈ V ⊕D1,

isto é, a componente escalar é igual a zero. Com efeito,

(a1, a2, a3) = (α1 + v1 + β1d, α2 + v2 + β2d, α3 + v3 + β3d)

= ((α1 + v1 + β1d)(α2 + v2 + β2d))(α3 + v3 + β3d)

− (α1 + v1 + β1d)((α2 + v2 + β2d))(α3 + v3 + β3d)

= (α1α2 + b(v1, v2) + α2v1 + α1v2 + (α1β2 + α2β1)d)(α3 + v3 + β3d)

− (α1 + v1 + β1d)(α2α3 + b(v2, v3) + α3v2 + α2v3 + (α2β3 + α3β2)d).

Calculando a componente escalar, temos que tal expressão é nula. Logo, a componente

escalar do elemento (a1, a2, a3) em Jn é zero, donde segue o resultado. �

Observação 5.1.5 É de fácil veri�cação que para todo ai = αi + vi ∈ Bn−1 em Jn,

para i = 1, 2, 3 e d ∈ D1 temos
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(I) (a1, a2, a3) = (v1, a2, a3). Mais geralmente, (a1, a2, a3) = (v1, v2, v3);

(II) (d, a1, a2) = −(a1, a2, d) = −b(v1, v2)d;

(III) (a1a2, a3, d) = α1(v2, v3, d) + α2(v1, v3, d).

Com este comentário em mente, tem-se o seguinte resultado.

Lema 5.1.6 O polinômio em (5.3) ainda é identidade para Jn.

Demonstração: Seja f o polinômio (5.3). Como o corpo é de característica zero,

podemos supor, sem perda de generalidade, que f é o polinômio multilinear dado em

(5.7), uma vez que (5.7) é identidade para Jn se, e somente se, (5.3) é também. Além

disso, considere fξ, onde ξ ∈ {x1, x2, x3, x4, z, t}, a avaliação de f em que a variável ξ

assume valor em D1. Vamos mostrar que
∑

ξ fξ = 0, isto é, que f satisfaz a condição

(5.9), onde ξ percorre o conjunto de variáveis {x1, x2, x3, x4, z, t}. Além disso, como f

é multilinear, basta avaliar cada variável somente nos elementos da base de Jn. Pela

primeira equação da Proposição 5.1.4, se x3 ou z pertencer a D1, isso resulta em 0, isto

é, fx3 = fz = 0. Analisemos agora

fx1 = ((dx2, x3, x4)− d(x2, x3, x4)− x2(d, x3, x4), z, t).

Pela Proposição 5.1.4, o fato de d · a = 0, para todo a ∈ Jn \F · 1 e a Observação 5.1.5,

temos que fx1 é igual a zero. Como f é simétrica com respeito as variáveis x1 e x2,

segue que fx2 = 0. Seja agora x4 = d, ou seja,

fx4 = ((x1x2, x3, d)− x1(x2, x3, d)− x2(x1, x3, d), z, t).

Neste caso podemos utilizar os itens (II) e (III) da Observação 5.1.5. Isto implicará

fx4 = 0. Resta agora analisar o caso ft = d. Temos que:

ft = ((x1x2, x3, x4)− x1(x2, x3, x4)− x2(x1, x3, x4), z, d)

= [(x1x2, x3, x4)− x1(x2, x3, x4)− x2(x1, x3, x4)z]d.

Mas (x1x2, x3, x4)−x1(x2, x3, x4)−x2(x1, x3, x4) tem grau 4 e suas variáveis são avalia-

das em V ′, ver item (I). Então, como e2
i = 1, para todo i = 1, . . . , n− 1, essa avaliação

é um escalar α ∈ F . Isto implica que ft = αzd = 0, já que podemos considerar

z ∈ Jn \ F · 1. E assim, completamos a demonstração. �
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Para simpli�car a notação, escrevemos o produto de quaisquer duas variáveis x e

y avaliadas em V ′ como segue:

x · y = δ(x, y).

Lema 5.1.7 O polinômio em (5.4) é ainda uma identidade de Jn.

Demonstração: A linearização do polinômio (5.4) é

g =
∑
σ∈S3

(−1)σ(xσ(1), (xσ(2), y, xσ(3)), z) +
∑
σ∈S3

(−1)σ(xσ(1), (xσ(2), z, xσ(3)), y) (5.11)

ver Exemplo 1.5.5. Usando a mesma notação do lema anterior e pela primeira igualdade

da Proposição (5.1.4), temos que

gy =
∑
σ∈S3

(−1)σ(xσ(1), (xσ(2), z, xσ(3)), d)

=
∑
σ∈S3

(−1)σ(xσ(1)(xσ(2), z, xσ(3)))d−
∑
σ∈S3

(−1)σxσ(1)((xσ(2), z, xσ(3))d).

De acordo com a segunda equação da Proposição 5.1.4, a segunda soma é igual a zero.

Além disso, como (a, b, c) = −(c, b, a), podemos denotar por G a primeira soma. Neste

caso, podemos expressar G da seguinte forma: Estendendo a expressão de G temos

G = [x1(x2, z, x3)−x2(x1, z, x3)−x3(x2, z, x1)−x1(x3, z, x2)+x2(x3, z, x1)+x3(x1, z, x2)]·d.

Neste caso,

G = 2[x1(x2, z, x3) + x2(x3, z, x1) + x3(x1, z, x2)] · d

= 2[δ(x2, z)δ(x1, x3)− δ(x1, x2)δ(x3, z) + δ(x1, z)δ(x2, x3)

− δ(x2, z)δ(x1, x3) + δ(x3, z)δ(x1, x2)− δ(x1, z)δ(x2, x3)] · d = 0.

Isso implica que gy = 0 e como o polinômio em (5.11) é simétrico com respeito as

variáveis y e z, temos que gz = 0. Observamos que em gxi sempre que a variável

xi aparece no associador interno, obtemos zero. Consequentemente, em gxi aparecem

apenas os associadores relacionados às permutações de S3 que �xam o número inteiro

i, para todo i = 1, 2, 3. Devido à simetria de g em relação às variáveis x1, x2 e x3, basta
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calcularmos gx1 . Temos então,

gx1 = (d, (x2, y, x3), z)− (d, (x3, y, x2), z) + (d, (x2, z, x3), y)− (d, (x3, z, x2), y)

= 2[(d, (x2, y, x3), z) + (d, (x2, z, x3), y)]

= 2[(d(x2, y, x3))z − d((x2, y, x3)z) + (d(x2, z, x3))y − d((x2, z, x3)y)]

= −2d[(x2, y, x3)z + (x2, z, x3)y]

= −2d[(δ(x2, y)x3 − δ(x3, y)x2)z + (δ(x2, z)x3 − δ(x3, z)x2)y]

− 2d[δ(x2, y)δ(x3, z)− δ(x3, y)δ(x2, z) + δ(x2, z)δ(x3, y)− δ(x3, z)δ(x2, y)] = 0.

Lembramos que o terceiro símbolo de igualdade segue do fato que d · a = 0, para todo

a ∈ Jn \ F · 1, donde segue a demonstração. �

Lema 5.1.8 O polinômio em (5.6) é ainda uma identidade de Jn.

Demonstração: Como cada monômio desse polinômio é um produto de dois associ-

adores, a prova segue de imediato pelo item (ii) da Proposição 5.1.4. �

Iremos agora veri�car a condição para o Polinômio (5.5). O exemplo a seguir irá

ilustrar nossos comentários e próximos resultados.

Exemplo 5.1.9 Consideremos n = 3 e k = 2. O Polinômio (5.5) é igual à

h = (x1, y1, x2, y2, x3)− (x2, y1, x1, y2, x3)− (x3, y1, x2, y2, x1)

− (x1, y1, x3, y2, x2) + (x2, y1, x3, y2, x1) + (x3, y1, x1, y2, x2)

= 2((x3, y1, x1, y2, x2) + (x2, y1, x3, y2, x1) + (x1, y1, x2, y2, x3)).

Recordamos que a base canônica B∪{1} de J3 é {1, e1, e2, d}. Considerando a avaliação

dado por ϕ(x1) = ϕ(y1) = e1, ϕ(x2) = ϕ(y2) = e2 e ϕ(x3) = d temos que

ϕ(h) = 2((d, e1, e1, e2, e2) + (e1, e1, e2, e2, d)) = 4d 6= 0.

Isto implica que h não está em T (J3).

O exemplo anterior sugere que o polinômio dado em (5.5) não é identidade para

a álgebra de Jordan Jn.

Em resumo, obtemos implicitamente, o resultado principal desse capítulo.
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Teorema 5.1.10 A álgebra de Jordan Jn = K ⊕ V de uma forma bilinear simétrica

degenerada b de posto n−1 é PI-equivalente à álgebra Bn−1 munida da forma b restrita

ao espaço vetorial não degenerado de V , módulo as identidades gerada por (5.5).

Recentemente, se tem conhecimento de outra maneira de escrever o resultado

acima, iremos explicitar o resultado principal obtido por Fidelis, Martino e Shestakov.

Aqui não iremos entrar em detalhes no resultado, mas indicamos [12]. Mais precisa-

mente, os autores obtiveram o seguinte resultado.

Teorema 5.1.11 Seja Jn = Bn−1 ⊕ D1, a álgebra de Jordan de uma forma bilinear

simétrica e degenerada b. As identidades

([x, y]2, z, t) ≡ 0∑
σ∈S3

(−1)σ(xσ(1), (xσ(2), x, xσ(3)), x) ≡ 0∑
σ∈Sn

(−1)σ(xσ(1), y1, xσ(2), . . . , yn−1, xσ(n), yn, xσ(n+1)) ≡ 0∑
σ∈Sn

(−1)σ(xσ(1), y1, xσ(2), . . . , yn−2, xσ(n−1))(yn−1, xσ(n), yn) ≡ 0,

formam uma base para as identidades polinomiais da variedade var(Jn), n < ∞, das

álgebras de Jordan sobre um corpo de característica 0.

Um fato interessante, é que o critério estabelecido no Lema 5.1.3 não faz uso da

dimensão de Jn ser �nita, mas sim o fato dela ter posto 1. Assim, considerando o caso

em que J∞ = B∞ ⊕D1, temos a descrição completa de suas identidades polinomiais.

Mais precisamente,

Teorema 5.1.12 Seja J∞ = B∞ ⊕ D1, a álgebra de Jordan de uma forma bilinear

simétrica e degenerada b de posto 1. As identidades

([x, y]2, z, t) ≡ 0∑
σ∈S3

(−1)σ(xσ(1), (xσ(2), x, xσ(3)), x) ≡ 0

formam uma base para as identidades polinomiais da variedade var(J∞) das álgebras

de Jordan sobre um corpo de característica 0.
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Terminamos este capítulo combinando o teorema anterior com os resultados prin-

cipais contidos nos artigos [22] e [33] para deduzir o seguinte resultado:

Teorema 5.1.13 O T -ideal das identidades de J∞ satisfaz a propriedade de Specht.
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