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Resumo

Sobre um corpo K de caracteristica zero, estudamos nesta dissertacao a algebra
das matrizes, M, (K), sob dois pontos de vista: primeiramente as suas identidades com
traco (usando por base a teoria de invariantes) e, em um segundo momento, vemos
condigoes para a realizacao de mergulhos nesta algebra, vendo-a como um anel. Sendo
mais especificos, estudamos a natureza do anel das invariantes de M, (K), sob a acdo
diagonal do grupo geral linear, bem como, a caracterizagao deste anel como aplicagoes
que dependem do traco. Por conseguinte, provaremos que todas as identidades com
traco para M, (K) podem ser obtidas de um polinémio denominado “polindémio de
Cayley-Hamilton de grau n”, além do mesmo satisfazer a propriedade de Specht. Por
fim, utilizando uma certa aplicacao universal, estabelecemos uma condicao de existéncia
de mergulho sobre o anel de matrizes de ordem n. Com esses estudos concluidos,
obtemos que toda algebra nil de indice limitado n é subanel de M, (C), para algum
anel comutativo C.

Palavras-chave: Algebra com traco, identidades polinomiais com traco, mergu-

lho, invariantes de matrizes, polinémio de Cayley-Hamilton.



Abstract

Over a field K of characteristic zero, we study in this dissertation the matrix
algebras, M, (K), from two points of view: firstly its trace identities - using the Inva-
riant Theory as a basis - and, secondly, we provide the conditions for the realization
of embeddings in this algebra, seeing it as a ring. Being more specific, we study the
nature of the invariants of M, (K), under the diagonal action of the general linear
group, as well as the characterization of this ring as applications that depend of trace
maps. Furthermore, we prove that all trace identities can be obtained by one called the
“Cayley-Hamilton polynomial of degree n”, and also we prove that this ideal satisfies
the Specht property. Lastly, using certain universal maps, we establish a condition
for the existence of embeddings on the ring matrix of order n. With these results, we
conclude that every nil algebra of bounded index n is a subring of M, (C), for some
commutative ring C.

Keywords: Trace algebras, trace identities, trace preserving embedding, invari-

ants of matrices, Cayley-Hamilton polynomial.
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Introducao

O estudo das Pl-algebras, ou algebras com identidades polinomiais, ¢ bastante

amplo e de rapida expansido na mateméatica. Um polinémio f(z1,...,,), nas variaveis
nao comutativas xi,..., T, e com coeficientes num corpo K, é uma identidade para
a K-élgebra A se para quaisquer as,..., a, € A, tem-se f(a,...,a,) = 0. Se existir

um polinémio f nao nulo com esta propriedade, entao A é chamada Pl-algebra, e
f é uma identidade polinomial para A. A classe das Pl-dlgebras é ampla e engloba
as algebras comutativas, as de dimensao finita, as algebras nil e as nilpotentes, entre
outras. Além disso, o produto tensorial entre duas Pl-algebras, as subalgebras, as
imagens homomorficas e o produto direto finito entre PI-algebras sao também algebras
com identidades polinomiais.

O estudo das PI-dlgebras foi iniciado por volta de 1930 com os trabalhos de
Dehn [IT] e Wagner [41]. Nestes, embora implicito, aparecem identidades polinomiais
para algebras das matrizes de ordem 2. O termo “identidade polinomial” foi escrito
de modo explicito no trabalho de Kaplansky [24] em 1948. Neste trabalho, Kaplansky
demonstrou que qualquer PI-algebra primitiva ¢ central simples e de dimensao finita
sobre seu centro, tal resultado ficou conhecido como “O Teorema de Kaplansky”. Em
1950, Amitsur e Levitzki [3] provaram que o polindémio dito “Standard” de grau 2n é
uma identidade de grau minimo para a algebra de matrizes de ordem n. No mesmo
ano Specht [38] levantou um problema que viria a ser conhecido como “O problema
de Specht”, questionando se toda algebra associativa, sobre um corpo de caracteristica
zero, possui base finita para o ideal de suas identidades polinomiais. O problema de
Specht pode ser enunciado de outras maneiras equivalentes, como por exemplo: todo

ideal de identidades polinomiais na algebra associativa livre é finitamente gerado como
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ideal de identidades, ou, de forma equivalente, se toda cadeia ascendente de ideais de
identidades estabiliza. Observamos que tal forma do problema de Specht se assemelha
a propriedade Noetheriana da algebra dos polinomios comutativos nas variaveis i,
..., T,. Este passou a ser um problema central na teoria, motivando boa parte do seu
desenvolvimento.

Em [26], 25], Kemer apresentou uma solugao positiva para o problema proposto
por Specht para as algebras associativas em caracteristica 0. Contudo, nao foi mos-
trado como determinar tal base finita para cada PI algebra, e, portanto, o problema da
descricao das identidades de uma dada algebra associativa sobre um corpo de carac-
teristica zero ainda estid em aberto. Este ultimo problema tem sido resolvido apenas
para alguns casos particulares até o momento. Por este motivo, se vé nas tltimas déca-
das que varias generalizagoes do conceito de identidade polinomial tém sido estudadas
tais como: identidades polinomiais graduadas, com involucao, com involucao gradu-
ada, entre outras. Uma dessas ramificacoes que merece destaque neste trabalho sao as
identidades polinomiais com trago por sua intima interligacao com a Teoria de Inva-
riantes. Tais identidades foram estudadas com detalhes por Procesi [29] e Razmyslov
[32] de forma independente, embora quase simultaneamente; como consequéncia dos
resultados obtidos, Razmyslov deu uma nova demonstracao do Teorema de Amitsur e
Levitzki.

Iremos agora comentar as relacoes entre a teoria de invariantes e as identidades
com trago. Em 1969, Artin conjecturou um problema sobre a natureza das invarian-
tes em algebra de matrizes de ordem n sobre um corpo de caracteristica zero. Mais
precisamente, considerando o grupo geral linear, Artin conjecturou que o anel dos in-
variantes das Matrizes, sob a acao diagonal deste grupo, sao aplicacoes polinomiais que
dependem da aplicagdo traco usual [4]. Para n = 2, tal resultado ¢ classico ([19]); e,
Spencer e Rivlin ( [35] 36, B7]) provaram tal resultado para invariantes ortogonais de
matrizes simétricas de ordem 3. No caso geral, Procesi [29] d4 uma resposta afirmativa
para tal conjectura e tal resultado é um dos objetos de estudo desta dissertacao.

Assim, as identidades com traco nas algebras matriciais foram estudadas e descri-
tas independentemente por Procesi [29] e Razmyslov [32]. Esses estudos foram marcan-
tes, pois os métodos desenvolvidos por Procesi e por Razmyslov em suas abordagens

ao problema sao de grande importancia na teoria de anéis. Neste contexto, Procesi co-
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megou 0 uso sistematico da teoria de invariantes em PI-algebras, enquanto Razmyslov
utilizou o conceito de identidades fracas, bem como aprofundou as varias aplicacoes das
representacoes do grupo simétrico. A respeito do uso da teoria de invariantes podemos
citar o uso dessas técnicas pelos autores: Berele [0, Bl [7, 8]; o proprio Procesi em [29]
e [30], citamos novamente [29] por se tratar da descrigao das invariantes e identidades
com traco para algebra de matrizes com involugao; e no artigo recente [15] dos autores
Fidelis, Diniz e Koshlukov.

Além dos ja citados problemas que envolvem teoria de anel e invariantes, temos
questoes que envolvem caracterizacoes de subanéis de um anel dado. Uma importante
questao que vem intrigando muitos matematicos é a caracterizacao de subanéis de
anéis de matrizes. Mais precisamente: “Qual condicao é necessaria para que um anel
seja subanel de M, (C), a algebra das matrizes de ordem n sobre um anel comutativo
C, para algum n € N?”, Sabe-se ha muito tempo que as PIl-algebras nao precisam ser
imersas em M, (C'), no entanto surgiram varias questoes sobre se certas classes especiais
de 4lgebras poderiam ser mergulhadas em algebras de matrizes. Uma condigao 6bvia é
que tais algebras precisam satisfazer todas as identidades de M,,(K'), mas esta condigao
nao ¢ suficiente. Em 1970-1971, Amitsur [I] e Small [34] produziram contra-exemplos
para a ultima afirmacao.

Uma resposta completa para o problema de mergulho anterior nao é conhecida,
porém Procesi [30] demonstrou que o mergulho é vélido na variedade das algebras com
traco que satisfazem a identidade de Cayley-Hamilton de grau n. Em 1990, Berele [6]
obteve um resultado andlogo ao de Procesi para o caso das algebras das matrizes com
involugao do primeiro tipo, ou seja, se uma &algebra com traco e involucao satisfaz as
mesmas *-identidades com traco das algebras das matrizes de ordem n com involugao
(simplética ou transposta), entdo existe um mergulho preservando a aplicacao trago e
involugao sobre a algebra das matrizes com entradas em uma algebra comutativa.

Recentemente Fidelis, Diniz e Koshlukov [I5] generalizaram os resultados de Be-
rele e Procesi e os ampliaram para as algebras de Jordan de uma forma bilinear nao
degenerada. Tais resultados estao relacionados a teoria dos grupos algébricos lineares
e, portanto, considerar o corpo base sendo de caracteristica zero é essencial.

Esta dissertacao contém trés capitulos. No primeiro capitulo serao introduzidos

conceitos base para toda a leitura do nosso trabalho. Iniciamos com a defini¢ao de



9

Algebra e Modulo e, posteriormente, incluimos as definicdes basicas da PI teoria. Tendo
em vista que o capitulo dois utiliza a Teoria de Invariantes, trazemos alguns conceitos
basicos dessa teoria como o processo de polarizacao e restituicao, acao de grupo e a
definicao de func¢oes polinomiais invariantes.

No capitulo dois, tomando por base o artigo [29] de autoria de C. Procesi intitu-
lado “The Invariant theory of n x n Matrices”, estudamos a natureza das invariantes
das matrizes de ordem n. Além disso, estabeleceremos uma relacao entre as invariantes
e as concomitantes de matrizes de ordem n sobre um corpo de caracteristica zero. b,
ao final deste capitulo, mostraremos que todas as identidades com traco da algebra
das matrizes de ordem n sao consequéncia do polinémio chamado “Cayley-Hamilton”,
e consequentemente obtemos tais relacoes entre invariantes e concomitantes.

No ultimo capitulo deste trabalho de dissertagao, tendo por base os artigos [2] e
[30], estudaremos com mais detalhes o problema de mergulhos de algebras em M, (C),
onde C' é um anel comutativo. Aqui iremos considerar a classe das algebras associativas
com traco. Como consequéncia do capitulo dois, obteremos que uma condi¢ao suficiente
para que haja o mergulho é que tal anel satisfaca a identidade de Cayley-Hamilton de
grau n. Um resultado que responde, de maneira parcial, o caso geral é que toda algebra
nil de indice limitado n é subalgebra de algebra de matrizes de ordem n sobre algum anel
comutativo. Nao podemos esquecer de mencionar que, baseado no artigo [I5], obtemos
que todo T-ideal que preserva traco formal que possui a identidade de Cayley-Hamilton
possui base finita. Esse resultado é um analogo do problema de Specht para o ideal de
todas as identidades com traco para M, (K).

Por fim, é importante mencionar novamente que os resultados obtidos nos Capitu-
los [2| e [3| sao sobre um corpo de caracteristica zero, e tal condicao é necesséria para que
os resultados da teoria funcionem de modo satisfatéorio. Embora tais resultados sejam
da década de 70, podemos informar que esses ainda trazem ferramentas importantes
fortemente utilizadas em ambas teorias. Com isso, acreditamos que este trabalho sera

uma, forte fonte de consulta para estudos futuros na area.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo estabeleceremos a linguagem que serd adotada no decorrer deste
trabalho e, para isso, apresentaremos conceitos basicos e resultados que serao a base
do mesmo. Em vista de uma melhor organizacao do texto, assumiremos que o leitor
conheca os conceitos e resultados basicos de Algebra Linear, bem como da teoria de
grupos, anéis e corpos. Para um leitor interessado em um estudo mais detalhado desses
conceitos e resultados, indicamos as referéncias [16], [20] e [21].

Neste capitulo teremos nove secoes, as quais podemos dividir em duas partes,
onde a primeira serd uma espécie de preliminar geral para toda dissertagao e a segunda
uma introdug¢ao a teoria de invariantes, sendo base especialmente para o Capitulo

Inicialmente estudaremos o conceito de algebras e de modulos sobre algebras,
vendo seus exemplos e resultados mais importantes para o nosso texto. Posteriormente,
faremos uma pequena exposicao da teoria de Young, onde definiremos o simetrizador
de Young e ainda apresentaremos os conceitos de algebra livre, identidades polinomiais
e algebra com traco. Além disso, estudaremos as identidades de Newton, tomando por
base o livro [1§].

Da se¢do seis a se¢do nove, teremos como texto base o livro [31] e nelas recordare-
mos a defini¢ao de agao de grupos, dando exemplos de acoes que irao ser utilizadas aqui,
e definiremos o conceito de fun¢oes invariantes. Ainda, utilizando tal material, faremos
um rapido aprofundamento de métodos bastante usados na teoria de invariantes, que

sao: a polarizacao e a restituicao.
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No decorrer de todo texto, K denotara um corpo e, a menos que seja mencionado
o contrario, todas as algebras e espacos vetoriais serao definidos sobre K. Além disso,

char K denotaré a caracteristica do corpo K.

1.1 Algebras

Nosso objetivo nesta secao serd definir uma estrutura chamada de algebra e
estudar suas propriedades basicas, uma vez que nela construiremos o ambiente base de
nosso trabalho.

Defini¢ao 1.1.1 Dado A um espago vetorial, dizemos que o par (A, *) € uma dlgebra

(ou K-dlgebra) se x é uma forma bilinear, ou seja, x : A x A — A satisfaz:
i) ax(b+c)=(axb)+ (ax*c)
ii) (a+b)xc=(ax*xc)+ (bxc)

iii) (Aa) *b=ax (\b) = A(ax*b)

“y
*

para quaisquer a,b,c € A e X € K. Neste caso, ¢ uma operacao em A.

Observacao 1.1.2 A fim de simplificar as nossas notacoes, denotaremos a dlgebra
(A, x) simplesmente por A, o produlo a x b, para a,b € A, por ab e, por fim, iremos

utilizar simplesmente o termo dlgebra ao invés de K -dlgebra.

A operacao * definida acima é chamada multiplicacao e definimos a multiplica-
¢ao de trés elementos como ajasaz = (ajag)ag e, indutivamente, o produto de n + 1

elementos de A da seguinte maneira:
a1as -+ Appi1 = (a1ag -+ - ay)anyy, para a; € A.

Neste momento é natural indagarmos se todo espaco vetorial pode ser visto como
uma &algebra. Podemos responder de modo afirmativo, bastando muni-lo do “produto
trivial”, isto é, se ab = 0 para quaisquer a,b € A. Ademais, todo corpo K pode ser visto
como uma algebra, munido da soma e a multiplicagao que o definimos como corpo, dai
segue que os conjuntos numéricos Q, R e C podem ser vistos como algebras sobre si
proprios.

Definicao 1.1.3 Um subconjunto [ da dlgebra A € dito base se B € uma base de A

como espaco vetorial, e definimos a dimensao de A como sendo sua dimensdo como

espaco vetorial.
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Definicao 1.1.4 Dizemos que uma dlgebra A é:

a) assoctativa se o produto de A é associativo, isto é, se (ab)e = a(bc), para todo
a,bece A;

b) comutativa se o produto de A é comutativo, isto é, se ab = ba, para todo a,b € A;

¢) unitdria (ou com unidade) se o produto de A possui elemento neutro, isto é,

se existe 14 € A, tal que 14a = aly = a, para todo a € A;

d) nil se todo elemento a € A é nilpotente, isto é, para cada a € A existe um nimero
natural n (que pode depender de a), tal que a™ = 0. O menor natural com tal
propriedade é chamado de grau ou indice de nilpoténcia do elemento a. Uma
dlgebra é nil de grau limitado se existe um numero natural n fizo, tal que a™ = 0,

para todo a € A;

e) nilpotente se existe um nimero natural n fizo, tal que o produto de quaisquer
n elemento de A € igual a zero, isto €, A" = 0. O menor nimero n com esta

propriedade € chamado grau ou indice de nilpoténcia da dlgebra A.

Se A é uma algebra com unidade, identificamos cada escalar A no corpo K por
Al de A, e, consequentemente, o corpo K seré denotado pelo conjunto {Al4 | A € K}

(o subespago de A gerado por 1,4).

Observacao 1.1.5 Por simplicidade de notacao, denotaremos por 1 a unidade da dl-
gebra, em vez de 14, quando A for unitdria. Tal opcao nao permite confusdo com a

unidade do corpo K, pois ambas serao a mesma.

Exemplo 1.1.6 (Algebra das Matrizes de ordem n) Fizado n € N, o espaco ve-
torial M, (K) de todas as matrizes de ordem n com entradas em K, munido do produto
usual de matrizes, é uma dlgebra associativa com unidade de dimensdo n*. Uma base
desta dlgebra € o conjunto formado pelas matrizes elementares E;j, para 1 <1i,7 < n,
onde Ey; € a malriz cuja entrada na i-ésima linha e j-ésima coluna € 1 e as demais
sao nulas. De modo geral, se A é uma dlgebra, ao munir o espaco vetorial M, (A) com

o produto andlogo ao de M,(K) temos uma estrutura de dlgebra em M, (A).

Exemplo 1.1.7 Dado V' um espago vetorial, o espago vetorial End(V) munido da

operacao de composicao € uma dlgebra assoctativa e unitdria.

Exemplo 1.1.8 (Algeb’ra de Grassmann) Seja V um espaco vetorial de dimensdo

infinita enumerdvel, com base {e1,eq,e3,...}. A dlgebra de Grassmann E = E(V) de V
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¢ a dlgebra associativa e unitdria gerada por {1,e;e;,---€;, |11 <is < ... <ipk>1}

que satisfaz a sequinte relacdo:
eie; = —eje;, Vi, j € N,
Na dlgebra de Grassmann E € importante destacar os sequintes subespacos:
e Ey, gerado pelo conjunto {1,e;, €, ---¢€; | k € par};
e Ey, gerado pelo conjunto {e;e;,---e; | k € impar}.

Neste caso E = Ey @ E, visto como espago vetorial, e Ey U Ey € a base candénica de
E. Nestas condigies ab = (—1)*Pba, para todo a € E, e b € Ej.

Na teoria de algebra linear vemos a importancia da base de um dado espago veto-
rial, por exemplo, quando desejamos ver se uma determinada aplicacao é ou nao uma
transformacao linear, ji que uma transformacao linear fica completamente determi-
nada por sua restricao a uma base. De modo similar, a base torna-se uma ferramenta
importante para a construcao de algebras, uma vez que definindo um produto para os
seus elementos da base é possivel obter uma estrutura de algebra a partir dele. Isso
é garantido pelo proximo resultado, o qual é canonico no estudo das algebras. Sua

demonstracao pode ser encontrada em [9, pag. 13].

Proposicao 1.1.9 Seja A um espaco vetorial com base 3. A aplicacao f: fx 3 — A
pode ser estendida a uma unica aplicacao bilinear x : A x A — A tal que

uy * ug = f(ug,ug),

Para qQuaLsquer uy, us € .

Um exemplo cléssico de uma algebra obtida através da proposicao acima é a

algebra de grupo. Vejamos no exemplo a seguir.

Exemplo 1.1.10 Seja S um conjunto nao-vazio. Consideremos o conjunto KS de

todas as somas formais
Z)\ss ,onde \s € K e {s € S, \; # 0} € finito.
seS

Dados dois elementos Y o Ass € Y . .g7s5 em KS, dizemos que sio iguais se para

cada s € S, tem-se \; = ~v,. Definimos as operacoes soma e produto escalar da sequinte

Z AgS + Z’VSS = Z(As + '75)5

seS seS seS

forma:
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v Z NS = Z(’y)\s)s

seS sES
respectivamente. Munidos destas operagoes, vemos facilmente que KS é um K-espaco
vetorial, chamado de K-espaco vetorial de base S.

Se “«” ¢ uma operacao em S, pela Proposicao podemos estender a uma
unica operagdo bilinear em KS, a qual denotaremos também por x. Assim, (K .S, )
tem uma estrutura de Algebra. Em particular, tomando um grupo G, em vez de um
conjunto S qualquer e x a operacdo de G, obtemos a dlgebra KG, chamada de Algebra
de Grupo. Como a operacao de G € associativa e possui elemento neutro, facilmente
se mostra que KG ¢ associativa e possui unidade. E, caso G seja abeliano, a dlgebra

de grupo KG serd comutativa.

Outras duas algebras que tem grande importancia no decorrer deste trabalho sao

a algebra de polindmios e a tensorial.

Exemplo 1.1.11 Seja K|x| o espaco dos polinémios na indeterminada x. Esse espago
munido do produto usual de polinomios € uma dlgebra. De maneira geral, se X € um
conjunto (nao necessariamente finito, mas enumerdvel) de indeterminadas comutativas,

entao o anel de polinomios K[X|, munido de suas operagoes usuais, é uma dlgebra.

Observacao 1.1.12 Na verdade, todo anel sobre um corpo K é um dlgebra. O inverso

ndao é verdade, basta considerar o espaco R® munido do produto vetorial.

Exemplo 1.1.13 Sejam V e W espagos vetoriais. Consideremos o espago vetorial

K(V x W) com base V- x W e o subespago U gerado pelos elementos dos tipos

(v1 + v, w) — (v1, w) — (vg, W)
(v, w1 + ws) — (v,w1) — (v, ws)
(Av,w) — Av, w)
(v, \w) — A(v, w),
onde v,v1,v9 € V, w,wy,wy € W e X € K. Dai, obtemos um espaco vetorial quoci-
K(V x W)
U

tensorial entre os espagos Ve W. Os elementos (v,w) sao chamados de tensores (ou

ente , denotado por denotado por V& W, o qual é chamado de produto

tensores decomponiveis) e sao denotados por v ® w.
Considerando os elementos que geram U, obtemos que dados A € K, v,vy,v9 € V

e w,wy,wy € W, valem:
(i) (1 +v2) @W=v; @ W+ vy @ W;

(11) v ® (w; +wy) = v @ wy + v ® wy;
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(1it) Mv@w) = (M) @w=1v® (A\w).

Enunciaremos agora uma propriedade muito importante e que serd muito usada

no Capitulo @ e cuja demonstragao pode ser encontrada em [10, pdg. 61]

Teorema 1.1.14 (Propriedade Universal) Sejam V., W e U espagos vetoriais so-
bre um corpo K e f:V x W — U uma aplicacao linear. Entao existe uma tinica
transformagao linear Tp: V@ W — U, tal que Tr(v ® w) = f(v,w), para quaisquer
veVewel.

Observagao 1.1.15 (Tensor nao nulo) Sejam V e W espagos vetoriais, vy € V e
wo € W wvetores nao nulos. Entdo vy Qg wo € um vetor nao nulo em V Qg W. A

demonstracao desse resultado € obtida como aplicacao direta do teorema anterior.

Um fato importante a considerar € que se Sy e Sy sdao conjuntos geradores de V'
e W, respectivamente, entao {u; @ ug | uy € S,uy € So} € um conjunto gerador de
V @ W. Nestas condigoes € ficil perceber que dim(V @ W) = dimV - dimW . Ademais,

considerando V e W como dlgebras, podemos definir a aplicacao

CVeW)x(VeW) » VoW

(v; @Wj, v @ Wy,) > VU @ VjUpy.

Tal aplicacao € uma operacao em VW . Dessa forma, VRW é uma dlgebra, conhecida

como Algebra tensorial.

Existem algumas estruturas comumente utilizadas dentro do estudo das algebras,

e dentre elas destacamos aqui as subalgebras e os ideais.

Definicao 1.1.16 Dada A uma dlgebra, dizemos que um subespacgo vetorial B de A é
uma subdlgebra se B ¢ multiplicativamente fechado, isto é, biby € B para quaisquer
bi,by € B. Caso A seja unitdria, exrigimos que 14 € B. Ademais, dizemos que um
subespago vetorial I de A é um ideal (bilateral) de A se AI C I elA C I, isto é,

ax,ra € I para quaisquer x € I e a € A.

Exemplo 1.1.17 Dada A uma dlgebra, definimos o centro Z(A) da dlgebra A como
sendo o conjunto dos elementos que comutam, com rela¢cao ao produto, com todos os

elementos da dlgebra. Isto €, o centro é dado em simbolos por:
Z(A)={a€ A|ab=ba,Vbe A}.

E claro que Z(A) é uma subdlgebra de A que nao €, em geral, um ideal. No caso da
dlgebra das matrizes M, (K), temos que Z(M,(K)) é formado pelas matrizes multiplas
escalares da identidade. Além disso, para uma dlgebra qualquer A € possivel provar de
forma similar ao caso da dlgebra M, (K) que Z(M,(A)) ={al, | a € Z(A)}.
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Exemplo 1.1.18 A dlgebra M, ,(E) possui uma subdlgebra, denotada por M, ,(E),

(7)

onde A € M,(Ey), D € My(Ey) e B, C sao blocos com entradas em E.

que consiste de matrizes da forma

Definigao 1.1.19 Definimos o radical de Jacobson de uma dlgebra A, denotado por

r(A), como a interse¢io de todos os ideais mazimais de A.

Definigao 1.1.20 Uma dlgebra A de dimensao finita é chamada de semissimples se

r(A) =0.

Definiremos uma estrutura muito ttil denominada “Algebra quociente”. Seja A
uma algebra, I um ideal de A e consideremos o espago vetorial quociente A/I. Dai,
temos uma classe de equivaléncia dada por: para todo a,b € A, a é dito congruente
a b moédulo I, se a — b € I e denotaremos por a = b(mod[).

Consideremos agora o produto no espago A/I dado por:

AT AJT — AJT

(a,b) +— a.b= ab.

Um exercicio padrao é verificar que este produto estd bem definido. Além disso, esse
produto é bilinear, logo A/I munido dele é uma algebra chamada de algebra quoci-

ente de A por L

Definicao 1.1.21 Sejam A e B duas dlgebras. Uma transformacao linear ¢ : A — B
é dita um homomorfismo de dlgebras se p(xy) = o(x)p(y), para quaisquer x,y € A.

Além disso, se as dlgebras sao unitdrias, exigiremos que o(14) = 1p.

Temos alguns tipos especiais de homomorfismos de algebras, os quais recebem

nomes especificos. Chamamos de:
e mergulho (ou monomorfismo) um homomorfismo injetivo;
e epimorfismo um homomorfismo sobrejetivo;
e isomorfismo um homomorfismo bijetivo;

e endomorfismo um homomorfismo de A em A;
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e automorfismo um endomorfismo bijetivo.

Denotamos por EndA e AutA os conjuntos dos endomorfismos e automorfismos,
respectivamente, da algebra A. Além disso, dizemos que duas algebras A e B sao
isomorfas, e denotamos por A ~ B quando existe um isomorfismo entre elas. O
proximo resultado determina um critério para a existéncia de um homomorfismo de

algebra.

Proposigao 1.1.22 Sejam A e B dlgebras e S um conjunto gerador de A como espaco
vetorial. Seja ¢ : A — B uma transformacao linear (satisfazendo o(14) = 1p se

A e B tém unidade). Entdo, ¢ € um homomorfismo de dlgebras se, e somente se,

o(zy) = o(x)p(y) para quaisquer z,y € S.

Demonstragao: Basta usar o fato de que ¢ ¢ uma transformacao linear e também

usar a bilinearidade do produto em A e em B. [ |

Exemplo 1.1.23 Sejam A uma dlgebra e I um ideal de A. A aplicacao

p: A — AJI

a — a=a+1
¢ chamada de projecao candnica. Nao € dificil ver que ela € um epimorfismo de dlgebras.

Exemplo 1.1.24 Seja A uma dlgebra e unitdria. Dizemos que um elemento a € A

1

é invertivel se existe a=* € A tal que aa™' = a~'a = 1. Vamos denotar por U(A) o

conjunto dos elementos invertiveis de A. Tomando r € U(A), podemos considerar a
aplicacao
p:A —- A
v o plr)=r"tor

Facilmente verifica-se que @ € um automorfismo de A, chamado de automorfismo

interno determinado por r.

No decorrer de nosso trabalho, muitas das vezes serd conveniente trabalhar com
produto tensorial. No exemplo abaixo, temos uma identificacdo entre a algebra de

matrizes com a algebra tensorial que iremos no Capitulo [3| usar frequentemente.

Exemplo 1.1.25 Dada A uma K-dlgebra e M, (K) a dlgebra de matrizes, facilmente
vemos que M, (K)®A ~ M,(A). Considere a aplica¢do linear f : M, (K)®A — M, (A)
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induzida por (Ei;,a) — aE;;. Verifica-se que f
fato, notemos que {aE;; | 1 < i,j < n,a € B}

€ um isomorfismo de dlgebras. De
¢ uma base de M,(A) como espaco
vetorial, onde B € uma base de A. Consideremos a transformacao linear definida por
abij — B @ a. E claro que a iltima aplicacdo € a inversa de f, ou seja, f € bijetiva.
Resta mostrar que f ¢ um homomorfismo de dlgebra. Ora, como [ € linear, basta
verificarmos para os elementos da base de M, (K) ® A. Antes disso, observemos que

Ei;E.s = Eis, se j =1 e 0 caso contrdrio. Daf,
o Sej#r, temos:

f((EZ] X a)(Ers X b)) = f(EijE’r‘s (24 ab) = f(O & ab) =
= 0= CLEijbErs = f(Ez X a)f(Ers ® b)

e Sej=r, temos:

f((By ® a)(Ers @) = f(Ej;Ers @ ab) = abEyjEy,
= aEZ-jbErs = f(EU X CL)f(ETS X b)

Deste modo, f é um homomorfismo bijetor, ou seja, M, (K) ® A ~ M,(A).

Dado um homomorfismo, definimos dois conjuntos muito importantes no estudo

de morfismos e que ja sao conhecidos no estudo de outras estruturas.

Definicao 1.1.26 Dado um homomorfismo p: A — B, definimos o nicleo de v, de-
notado por kery, como o conjunto kerp = {a € A | p(a) = 0g} e a imagem de o,

denotada por Imp, como o conjunto Ime = {p(a) | a € A}.

Da definicao acima, nao é dificil ver que kery é um ideal de A e também pode-se
mostrar que um homomorfismo é injetor se, e somente se, seu nucleo é o trivial, isto
é, o nicleo ¢é constituido apenas pelo zero. E é claro que I'm¢p é uma subalgebra de B,
podendo nao ser um ideal de B.

Como ¢ de praxe, é natural estudar o chamado “Teorema Fundamental dos Iso-
morfismos” sempre que vemos uma nova estrutura algébrica. A seguir iremos enunciar
o teorema padrao, porém iremos omitir sua demonstracao por ser idéntica a demons-

tracao da teoria de anéis.

Teorema 1.1.27 (Teorema fundamental dos Isomorfismos) Seja ¢ um homomorfismo
entre A e B. Entao (A/kery) ~ Imep.
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Exemplo 1.1.28 Sendo A um dlgebra unitdria, consideremos a aplicacao
v K — A
A= P(A) =21

E facil ver que ¥ é um mergulho de K em A e assim, pelo teorema fundamental dos
isomorfismos, temos que K € isomorfo a Imip = {\1 | A\ € K}, donde Imi) é um

corpo. Disso seque a identifica¢io natural entre K e {\1 | A € K}.

Observacao 1.1.29 Pelos comentdrios feitos nos FExemplos|1.1.17 e|1.1.28, temos que
Z(M,(K)) ~ K (por abuso de notagio, Z(M,(K)) = K). Tal identificacio serd itil

mais a frente.

Uma classe de algebras muito importante é a das algebras cujos tnicos ideais sao
os triviais, estas recebem um nome especial, como esta descrito na definicao a seguir.
Definigao 1.1.30 Seja A uma dlgebra tal que A®> # {0}. Dizemos que A é simples,

se {0} e A sao seus unicos ideais. Além disso, dizemos que A é central simples se A €
simples e Z(A) = K.

Exemplo 1.1.31 O anel das matrizes M, (K) é uma dlgebra central simples sobre K.
Basta lembrar dos comentdrios anteriores que Z(M,(K)) = K e, com alguns cdlculos,

mostrar que os unicos ideais de M, (K) sao os triviais.

Munidos da defini¢ao acima, enunciaremos o Teorema de Skolem-Noether o qual
caracteriza os automorfismos de uma algebra central simples. Tendo em vista a quan-
tidade de pré-requisitos para sua demonstracao, esta serd omitida, porém pode ser
encontrada em [40, pag. 68].

Teorema 1.1.32 (Skolem-Noether) Sejam A uma dlgebra central simples sobre K

e B uma K-dlgebra simples. Sejam o,7 : B — A homomorfismos de dlgebras. Entao,

existe um automorfismo interno ¢ de A tal que T = po.

Como consequéncia imediata temos o seguinte corolario.

Corolario 1.1.33 Se A € uma dlgebra central simples de dimensao finita, entdo todo

automorfismo ¢ de A € interno.

Iremos finalizar a secao enunciando o “Teorema do Centralizador Duplo”, para
isto, necessitaremos de certas definicoes. Seja S um subconjunto de uma algebra A,

podemos definir o conjunto

Ca(S) ={a € A|as = sa para todo s € S}.



20

O conjunto C4(S) é uma subalgebra de A chamado de centralizador de S em A. Além
disso, S C Cu(Ca(S)) e Ca(A) = Z(A). Consideremos uma caso particular, seja
A = EndV a algebra dos endomofirsmos de V' e considere S uma subélgebra de A,

observe que

Ends(V)={f € Al|af = fa,Ya € S} = Cx(95).

Assim, podemos considerar, neste caso particular, a notacao de centralizador dado
anteriormente.
Estamos prontos para enunciar o resultado, sua prova pode ser encontrado em

[14, Teorema 5.18.1.].

Teorema 1.1.34 (Centralizador Duplo) Seja A, B duas subdlgebras da dlgebra End(V'),
onde V' é um espago de dimensdo finita, tal que A € semissimples e B = Enda(V).

Entao A = Endg(V), isto é, o centralizador do centralizador de A € o proprio A.

1.2 Mobdulos sobre algebras

Além da estrutura de Algebra, outra estrutura que sera utilizada em nosso estudo
¢ a de Moédulo. Tal estrutura ¢ uma generalizacao do espago vetorial, uma vez que
a diferenca estd no fato que no espaco vetorial os escalares estao num corpo, aqui
os escalares estdo sobre um anel (modulos sobre anéis). Nesta se¢do, para evitarmos

repeticoes, todas as algebras consideradas serao associativas com unidade.

Definigao 1.2.1 Seja A uma dlgebra. Definimos um A-mddulo (ou mddulo sobre A)

como sendo um espaco vetorial M, munido de um produto por escalar

G AXM — M

(a,m) — a-m
que satisfaz:
i) (a1 4 as) - m = (a; - m) + (ag - m);
i) a-(mp+ma) = (a-mq)+ (a -ms);
iii) (Aa)-m=a-(Am) = Aa-m);
i) ay - (ay-m) = (aras) - m;

v) 14-m=m,
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Para qQUOISqUEr a,ay,as € A, m,mi,mgs € M e X\ € K.
Observe que os trés primeiros itens na definicao acima exigem que o produto “-”

seja uma aplicacao bilinear.

Exemplo 1.2.2 Dada A uma dlgebra, entio A € naturalmente um modulo sobre si

mesma, cujo produto € a multiplicacao da dlgebra A.

Exemplo 1.2.3 Sejam G um grupo, V. um K-espaco vetorial e ¢ : G — GL(V) um

homomorfismo de grupos onde ©(g) = @,. Consideremos o produto

- KGxV — V
((Z)‘gg)’v) = (ZA99)~U=Z)\9¢9(0).

Como ¢ € um homomorfismo e p, € linear, seque que V munido desse produto é um
KG-mddulo (ou, simplesmente, G-mddulo).

Definicao 1.2.4 Dada A uma dlgebra e M um A-mddulo, dizemos que um subespaco
vetorial N de M ¢ um submddulo (ou A-submddulo) de M se a-n € N, para quaisquer
a€ Aen€N.

Exemplo 1.2.5 (Mo6dulos quocientes) Dados A uma dlgebra, M um A-mddulo e
N um submodulo de M, consideremos em M a relacao de congruéncia modulo N,

definida da sequinte forma
my = ma(modN) se my —mgy € N.

Essa relagao € de equivaléncia. Denotanto por M/N o conjunto quociente da relagdo
modulo N (M/N = {m + N |m e N}), definimos:

+:M/Nx M/N — M/N

(hy,m3) +— Ty + Ty = my + my

.t Ax M/N — MJ/N

(a,mM) — a-m=am.

Tais operagoes estao bem definidas e facilmente se vé que M/N munido delas é um
A-mddulo.

Exemplo 1.2.6 Sejam Klz| o anel de polinémios, V um K-espago vetorial e uma
transformagao linear T : V. — V. O espaco V é um Klz|-mddulo com a aplicacio
Klz] x V em V dada por

(ap + a1z + -+ + apa™) -v = (agl + 1T + -+ a,T")(v).
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Definicao 1.2.7 Sejam A uma dlgebra e M, e My dois A-mddulos. Dizemos que
uma transformacao linear ¢ : My — My € um homomorfismo de A-mddulos quando
o(am) = ap(m), para quaisquer a € A e m € My. Se ¢ for uma bije¢ao, diremos que

este homomorfismo € um isomorfismo de A-mddulos.

Exemplo 1.2.8 Sejam M um A-mddulo e v € K. Consideremos a aplicacao

T,:M — M

m —  ym.
Tome a € A e m € M arbitrdrios, entdo
T\(a-m) =~(a-m)=a-(ym) = a-(T,(m)).

Assim, T, € um homomorfismo de A-mddulos.

Assim como visto para algebras, também temos a nogao de simplicidade para

modulos.

Definicao 1.2.9 Um A-mddulo M ¢é simples se M # {0} e M nao tem submddulos
proprios nao nulos, ou seja, 0s unicos submddulos de M sao {0} e M. Além disso,

dizemos que M € semissimples se ele € soma direta de modulos simples.

Nas condigoes da definigao anterior, uma algebra A é semissimples (simples) se é

semissimples (simples) como A-modulo.

Exemplo 1.2.10 Todo A-mddulo de dimensao 1 (sobre K) é simples. Além disso,

todo modulo simples € semissimples.

Munidos da definicao de semissimplicidade, enunciaremos o importante Teorema

de Maschke o qual estabelece condi¢oes para que um anel de grupo seja semissimples.

Teorema 1.2.11 (Maschke) Seja G um grupo finito e K um corpo cuja caracteristica
nao divide |G|. Entao todo KG-mddulo (ou simplesmente G-modulo) é semissimples.

Em particular, KG ¢ um anel semissimples.

Demonstragao: Ver [22, Se¢ao 5.2, pag. 219]. |

Exemplo 1.2.12 Sendo K um corpo de caracteristica zero, do Teorema de Maschke

concluimos que K S, com n € N é semissimples, uma vez que S, € finito.
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Conforme comentado no inicio desta se¢ao, modulos sao generalizagao da nocao
de espacos vetoriais. Uma pergunta natural é se conseguimos obter uma ideia similar
de base para modulos. A resposta é sim e a veremos de forma mais formal na definicao

abaixo.

Defini¢ao 1.2.13 Dizemos que um A-mddulo M (nao-nulo) € livre se existe um sub-

conjunto B de M satisfazendo:
i) B € um conjunto gerador de M;

ii) Paratodoay,...,a, € A etodomy,...,m, € B, tais que aymy+- - -+a,m, = Oy,

tem-se a; = ... =a, =0, ou seja, B ¢ linearmente independente (LI) sobre A.

Um subconjunto B de M satisfazendo as condigoes i) e i) da defini¢do acima é
chamado de base de M. Assim, um moédulo é dito livre se possui alguma base. Aqui
é importante comentarmos que, diferente dos espacos vetoriais, nem todo médulo tem

base. Por exemplo, Q nao é um Z-mo6dulo livre.
Exemplo 1.2.14 Todo espaco vetorial nao nulo é um modulo livre sobre K.

Exemplo 1.2.15 Sendo A uma dlgebra qualquer e n € N. Temos que o A-mddulo A™
¢ livre. De fato, para cada i = 1,...,n, considere o elemento e; € A" que possui 1 na

i-ésima entrada e 0 nas demais. Nao é dificil ver que {e1,...,e,} é uma base de A™.

1.3 Algebra livre e identidades polinomiais

No Exemplo vimos a algebra dos polinomios em varias indeterminadas,
onde estas eram comutativas. Com célculos simples podemos ver que se as indeter-
minadas forem nao comutativas ainda continuamos com um exemplo de K-algebra,
sendo esta agora denotada por K(X), onde X serd um conjunto de indeterminadas
que comutam com os escalares em K.

Nesta secao definiremos as algebras livres e veremos, por exemplo, que K(X) é
um exemplo de tal estrutura. Tal conceito é extremamente importante no estudo das
identidades polinomiais (PI's), uma vez que a algebra livre é o “ambiente” em que as

PI’s sdo definidas.
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1.3.1 Algebra livre, identidades polinomiais e T-ideais

Definicao 1.3.1 Seja C uma classe de dlgebras e F € C uma dlgebra gerada por um
conjunto X C F. A dlgebra F € dita livre na classe C, se ela satisfaz a sequinte
propriedade universal: para cada dlgebra A € C e cada aplicagao h : X — A existe um
unico homomorfismo ' — A estendendo h. Neste caso, dizemos que F é a dlgebra
livre na classe C livremente gerada pelo conjunto X. Além disso, a cardinalidade

do conjunto X, denotado por |X|, serd chamada posto de F'.

Exemplo 1.3.2 Consideremos a dlgebra unitdria K|xy, ..., z,] dos polindmios asso-
ciativos e comutativos nas varidveis Ty, ..., Ty, o qual como ja vimos € gerada pelo
conjunto X = {x1,...,2,}. Note que ela é uma dlgebra livremente gerada pelo con-
junto X na classe das dlgebras associativas, comutativas e unitdrias.

De fato, dada uma dlgebra associativa, comutativa e unitdria A, e elementos

ai,...,a, em A consideremos a aplicacao

pv: X — A

z; = o) = a;.
Dai, podemos construir o homomorfismo

¢ Klry,...,z,] — A
flxy,...oxy) — fla,...,ap)

0 qual estende @ e € o unico que o estende, jd que podemos considerar primeiramente
nos monomios e depois aplicar a Proposi¢ao |1.1.22

Nosso objetivo agora é construir uma algebra livre na classe de todas as algebras
associativas unitarias e, para isso, consideremos X = {x1, s, ...} um conjunto infinito
e enumeravel de variaveis nao comutativas. Uma palavra em X sera entendida como
uma sequéncia x;, x;, - - - 15, onde n € NU{0} e x;, € X e denotaremos por 1 a palavra
vazia, isto é, quando n = 0. Dizemos que duas palavras x; z;, - -, € T;,T;, - - Z;

n m

Sa0 iguais se N =m € i1 = J1, b2 = J2, «+«y In = Jn-

Seja K (X)) o espaco vetorial que tem por base o conjunto de todas as palavras em
X. Assim, seus elementos, os quais chamaremos de polindmios, sdo somas (formais)
finitas de termos (ou monémios) que sdo produtos (formais) de um escalar por uma

palavra em X. Em simbolos,

K(X) = {Z)\nan | A\ € K, a, ¢ uma palavra em X e {)\, # 0} ¢é finito}.
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Definamos em K (X) a seguinte multiplica¢ao
(xh T xik)<xj1 e le) = Tiy vt T Ly -0 Ly onde Ty, Tj, € X.

E estendemos o resultado pela Proposicao Facilmente notamos que o espaco
K (X)) munido deste produto é uma éalgebra associativa com unidade (a palavra vazia)

gerada pelo conjunto X.

Proposicao 1.3.3 A dlgebra K(X) ¢ livre na classe das dlgebras associativas com

unidade, livremente gerada pelo conjunto X.

Demonstracao: Sejam A uma algebra associativa com unidade e h : X — A
uma aplicagdo qualquer com h(z;) = a;, para i € N. Entdo existe uma aplicacdo
linear ¢, : K(X) — A, tal que @p(1) = 14 e @p(i,xiy -+ 24,) = ayya;, -+ -a;,. Pela
Proposicao temos que @y € um homomorfismo de algebras e a unicidade segue
do fato de estender elementos da base e satisfazer ¢y, |x= h. |

Munido das estruturas aqui definidas, definiremos agora o conceito de identidades

polinomiais para uma &algebra dada.

Definigao 1.3.4 Seja A uma dlgebra. Dizemos que um polinoémio f(x1,...,x,) em
K(X) ¢ uma identidade polinomial da dlgebra A, se f(a,...,a,) =0 para quaisquer
ai,...,a, € A. Neste caso, denotamos por f =0 em A.

Observe que f = f(x1,...,x,) é uma identidade polinomial de A se, e somente

se, [ pertence ao nicleo de cada homomorfismo de K(X) em A. Com efeito, basta
tomarmos ¢y, : K(X) — A o homomorfismo de algebras obtido da defini¢ao de algebra

livre o qual estende uma aplicacao h : X — A, dai

(bh(f(xla ce >xn)) = f(¢h(x1)a ce >¢h(xn)) = f(h(xl)? R h(xn))>

seguindo o desejado.
Denotando por T(A) o conjunto de todas as identidades polinomiais de A, temos

a seguinte definicao:

Definicao 1.3.5 Dizemos que A ¢ uma dlgebra com identidade polinomial, ou uma
Pl-dlgebra, se T(A) # {0}, isto €, se a dlgebra admite uma identidade polinomial ndo

nula.
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Vejamos agora alguns exemplos de PI-algebras.

Exemplo 1.3.6 Seja A um dlgebra, entao f(x1,22) = [21, %] = 2129 — X221 € uma
identidade polinomial para A se, e somente se, A € comutativa. Em particular, con-

cluimos que toda dlgebra comutativa é uma Pl-dlgebra.

Exemplo 1.3.7 O polinémio f(x1, e, x3) = [[x1, 22]?, 23], conhecido como polindmio
de Hall, é uma identidade polinomial para My(K). Com efeito, se A = [X,Y], com
X, Y € My(K) quaisquer, temos da propriedade ciclica do traco, e por ele ser linear,

que tr(A) = 0. Por outro lado, o polindmio caracteristico € tal que
2% —tr(A)z + det(A) I, = 0.
Substituindo x por A, temos
A2 = —d€t(A)Ig

Assim, A% € uma matriz escalar, logo comuta com qualquer outra matriz. Ou seja,
(A% Z] = 0= [[X,Y]* Z] =0,

para todo Z € My(K). Em particular, concluimos que My(K) € uma Pl-dlgebra.

Dada uma &lgebra A, T'(A) é claramente uma ideal de K(X). Além disso, note
que dados f = f(x1,2z9,...,2,) € T(A), ¥ : K(X) - A um homomorfismo qualquer e
¢ € End(K (X)), entdo ¢ o p : K(X) — A & um homomorfismo de dlgebras. Assim,
como f=0em A, temos f € ker(y o ). Deste modo,

V(p(f)) = @ op)(f) =0= o(f) € kery.

Portanto, da arbitrariedade de 1, segue que ¢(f) € T(A). Ou seja, T(A) é fechado

(ou invariante) por endomorfismos de K(X). Isto motiva a definicao a seguir.

Definicao 1.3.8 Um ideal I de K(X) € dito ser um T-ideal se para todo endomorfismo
¢ de K(X), temos que ¢(I) C I, ou, equivalentemente, se f(g1,...,9,) € I para
quaisquer f(x1,...,x,) €1 e g1,...,9, € K(X).

Pelo que comentamos antes da defini¢ao, T'(A) é um T-ideal de K (X). Por outro
lado, é facil mostrar que todos os T-ideais de K (X) sao deste tipo, ou seja, é conjunto

K(X
de identidades para uma certa algebra. Com efeito, basta tomar B = L Dado

I
f=flx,...,2z,) € T(B), temos

flo, o) = f(@,.., ) =0,
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Assim, f € I e, consequentemente, T'(B) C I. Agora, considerando g(xy,...,z,) € I

e qgi,---,0n € B. Como I é um T-ideal, temos g(g1,...,9,) € I e, assim,

Dai, g € T(B) e I C T(B). Temos entao a igualdade desejada.

A intersecao de uma familia qualquer de T-ideais ainda é um T-ideal. Portanto,
dado um subconjunto S qualquer de K(X), podemos definir o T-ideal gerado por
S, o qual denotaremos por (S)r, como sendo a intersecio de todos os T-ideias de
K(X) que contém S. Assim, (S)r é o menor T-ideal de K(X) contendo S. Seja A
uma élgebra, dizemos que o T-ideal T(A) é gerado como T-ideal pelo conjunto
{fi|i€l}seT(A) = (f;|ié€ I)r, edizemos que o conjunto {f; | ¢ € I} é um
base das identidades para A. Por fim, dizemos que g € K(X) é consequéncia

das identidades polinomiais {f; |i € I} se g€ (fi |i € I)r.

1.3.2 Variedades de algebras

Sabemos que cada algebra A determina um T-ideal em K (X), mas por outro lado
muitas dlgebras tém os mesmos T-ideais (como o ideal de suas identidades). E de facil
verificacao que se considerarmos K um corpo qualquer de caracteristica zero e C' uma
algebra comutativa, tem-se T'(C') = ([x1, x2])r. Em particular, T(R) = T'(C), mesmo
R e C sendo R-algebras nao-isomorfas. Para deixar tal conexao mais clara, precisamos
ter a nocao de uma variedade de algebras.

Para motivar a nomenclatura usada, vamos compreender um conceito de geo-
metria algébrica. Dados K um corpo algebricamente fechado, K[z, xs, ..., 2, o anel
de polinémios em K com n varidveis e {f;}i—12, ., uma familia de polinémios em
K[zy,xs,...,2,], um subconjunto de K™ formado por pontos que anulam todos os
polinomios de {f;}i=12.. ., ¢ dito, no estudo de geometria algébrica, uma variedade

algébrica. Em simbolos:
V={(z1,22,...,2p) | filx1,20,...,2,) =0,Vi=1,2,...,n} T K",

Baseado neste conceito, podemos imaginar agora o conceito de variedades de algebras,

vendo agora dentro do estudo de PI-teoria.
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Defini¢ao 1.3.9 Dado um conjunto ndao-vazio S C K(X), a classe de todas as dlge-
bras A tais que f = 0 em A, para todo f € S, é chamada de variedade V = V(5)

determinada por S.

Uma variedade V é chamada nao trivial se S # 0. Além disso, ) é prépria se é nao-
trivial e contém uma algebra nao-nula. Diante da defini¢ao, temos V(S) = V(T(.9))
e, dai, V é uma variedade gerada pelo T-ideal. Se V é uma variedade de algebra,
definimos o T-ideal da variedade V, denotado por T'(V), como sendo a interse¢ao de
todos os T-ideais T(A) com A € V. A variedade de algebras definida por T'(V) é
chamada de variedade gerada por V, a qual é a propria V, e denotada por var(V).
Se V = {A}, entao denotamos var(}V) simplesmente por var(A), esta é a variedade
gerada por T'(A). Observe que a variedade definida por S ¢ igual & variedade definida
por (S)r.

Exemplo 1.3.10 A classe de todas as dlgebras comutativas formam uma variedade

propria com S = {[z, y|}.

Exemplo 1.3.11 Se S = {z"}, entdo V(S) € a variedade de todas as dlgebras que sao

nil de indice limitado por n.

Veremos agora o conceito de algebra relativamente livre, o qual nasce do nosso

desejo em generalizar o conceito de algebra livre.

Definigao 1.3.12 Seja V uma variedade, A € V uma dlgebra e Y C A um subconjunto
de A. Dizemos que A € uma dlgebra relativamente livre de V' (com respeito ao conjunto
Y), se para qualquer dlgebra B € V e para cada aplicacdo o =Y — B, existe um unico

homomorfismo B : A — B estendendo a. A cardinalidade de Y € chamada de posto de
A.

Quando V ¢ a variedade obtida pelo polinémio nulo, temos, justamente, a defini-
cao de uma algebra livre, livremente gerada pelo conjunto Y.

Veremos agora um resultado que serd muito utilizado na Secao [1.3.4

Teorema 1.3.13 Sejam X wm conjunto nao vazio, K(X) uma dlgebra livre em X e
V uma variedade com ideal correspondente T(V) C K(X). Entio K(X)/T(V) € uma
dlgebra relativamente livre no conjunto X = {x +T(V) | x € X}. Ademais, qualquer

duas dlgebras relativamente livres com respeito a V' de mesmo posto sao isomorfas.
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Demonstracao:  Da definicdo de algebra relativamente livre, queremos mostrar
que dados B € V e a : X — B uma aplicacio, existe um tinico homomorfismo de
K(X)/T(V) em B estendendo A. Com efeito, para construir tal homomorfismo, inici-

emos definindo a aplicacao (3, onde

3:X — B
r = B)=alz+TV)).

Como K (X) é a algebra livre em X, 8 pode ser estendido para um tnico homomorfismo
B:K(X)— B.

Agora, note que se f € T(V), entdo f é uma identidade de B. Dai, 5(f) = 0, ou seja,

T(V) C kerf e a estende para um tinico homomorfismo dado por

~ K(X)
: B
Bo: = )
[ bo(f) = B(f).
Portanto, Té])j)) & um 4algebra relativamente livre em X.

Por fim, consideremos Fy, F5 € V duas algebras relativamente livres com o mesmo
posto em X = {x; | i € I} eY = {y; | i € I}, respectivamente. Como F; e F, sdo
algebras relativamente livres com respeito a V, existem a; : F} — Fy e ag @ Fy — F)

homomorfismos, tais que
o (z;) =y e ao(y;) = 2, Vi € 1.

Deste modo, oy o e ap 0 g sao as aplicacoes identidades em Y e X, respectivamente.

Logo, a; e as sao isomorfismos, e, portanto, F e F; sao isomorfas. |

Teorema 1.3.14 Eziste uma correspondéncia biunivoca 7 entre os T-ideais de K{X)
e as variedades de dlgebras. Ademais, para cada dois T-ideais Vi e Vs, temos Vi C Vy

se, e somente se, m(Vy) 2 w(V3).

Demonstragdo: Dado um T-ideal V, defina V = 7(V) como sendo a variedade
determinada por todos os polindmios pertencentes a V. Essa correspondéncia é so-
brejetora, uma vez que podemos considerar V como o T-ideal associado a variedade.

Ademais, sejam V; e V5 T-ideais, tais que V; # V5 e w(V;) = V;, para i = 1,2. Entao,
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existe um polinémio f(xy,...,z,) € Vi\V, (ou em Vo\V}). Dai, f(z1,...,2,) =0 em

K<X> € V2. Dai

V;, mas nao é identidade para a algebra relativamente livre F'(V,) =
V1 # Vo e m é uma bijecao.
Claramente, V; D Vs se, e 86 se, toda identidade polinomial para V; é satisfeita
também por Vs, isto &, T'(V;) C T (Vy). [
Também nos referimos a K(X)/T(V) como a algebra relativamente livre da va-

riedade V de posto | X|.

1.3.3 Polin6mios homogéneos e multilineares

Estudaremos agora alguns tipos de polinémios que serao utilizados no decorrer
deste trabalho. Como veremos nesta subsecao, dado qualquer polindémio f € K(X),
podemos escrevé-lo como soma de outros polindémios especificos. Tal fato é importante
uma vez que, sobre um corpo infinito, o estudo das identidades de uma dada algebra
pode ser reduzido ao estudo de polinémios homogéneos. Inicialmente, definiremos o
grau de um mondmio e de um poliné6mio com respeito a uma indeterminada.

Defini¢ao 1.3.15 Dado m € K(X) um monémio, f € K(X) um polinomio e x; € X.
Definimos o grau de m em x;, denotado por deg,,m, como sendo o nimero de vezes
em que x; aparece em m e definimos o grau de f em x;, e denotamos por deg,,f,

como sendo o maior grau em x; dos mondmios que formam f.

Munidos da defini¢gdo acima, podemos agora definir os tipos de polinomios que
trabalharemos.
Definicao 1.3.16  a) Um polinémio f(xq,...,x,) € K(X) é dito homogéneo em

uma tndeterminada ; quando todos os seus mondémios tém o mesmo grau em

Ti.;

b) Um polinomio f é dito multihomogéneo se é homogéneo em todas as suas in-

determinadas;

¢) Um polinomio [ é dito multilinear quando for linear em todas as suas indeter-

minadas, 1sto €, quando cada indeterminada tiver grau 1 em cada mondmio de

f.

Denotando por S,, o grupo das permutacoes de {1,2,...,n}, se f é multilinear,

entao podemos escrevé-lo da forma

f= Z OoTo(1)To(2) " * To(n); COM Ay € K.
Uesn
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Exemplo 1.3.17 O polinémio f(x1, T, x3,T4) = T103 + ToT3T274T1 + T3T17375 € ho-

mogéneo em Ty € em x1, mas nao é multihomogéneo, nem também multilinear.

Exemplo 1.3.18 O polinémio f(x1,x3) = [x1, 2] = 129 — 2221 € multilinear.

Agora, definiremos um tipo especial de polindmio que serd utilizado em nosso

trabalho.

Definicao 1.3.19 Seja f(xy1,...,Tn,Y1,...,y:) um polindmio linear nas n primeiras
varidveis. Dizemos que f € alternante nas n primeiras varidveis se para quaisquer
1 <1< j <nopolinomio f se anula quando substituimos x; por x;. Dizemos que f

é alternante se ele € alternante em todas as varidveis.

Exemplo 1.3.20 O polinémio
Stp(xq,. .., x,) = Z (=1)7To)To(2) * * Tom)
oESH

onde (—1)7 denota o sinal da permuta¢io o € S, € um polinémio multilinear e alter-
nante, chamado de Polinébmio Standard de grau n. Em [18, pdg. 18], encontramos
a demonstracao do Teorema de Amitsur-Levitzki o qual nos garante que para cada

n € N, o polinomio standard Sts, é a identidade de menor grau para a dlgebra M, (K).

O proximo resultado nos dard um critério para verificar se um dado polinémio

multilinear é identidade ou nao para um determinada algebra.

Proposicao 1.3.21 Considere A uma dlgebra gerada por [, como espaco vetorial.

Se f(uy,us,...,u,) =0, com f multilinear, para quaisquer ui,us,...,u, € [, entdo
feT(A).
Demonstracao: Com efeito, dados aq,...,a, € A, podemos escrever

a; = E QiU Uy € ﬂ

Assim, como f = f(x1,...,x,) é linear em cada variavel, segue que

f(al, C.e ,Cbn) = 20411‘1 . 'ozm»nf(uil, C. ,Uin) = 0

|
Concluimos que para verificar que um polinomio multilinear é uma identidade po-

linomial para uma determinada algebra, basta que o mesmo se anule para os elementos
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de um conjunto gerador da mesma, como espago vetorial. Em particular, podemos

considerar a sua base.

Dado f(z1,...,x,) € K(X), facilmente vemos que podemos sempre escrever
f= E f(i17---7in)
1120,...,in>0
onde (1) & 3 soma de todos os monomios em f onde x1, ..., x, tem grau iy, ..., i,

respectivamente. Os polinémios f(1+) que sao ndo-nulos sido chamados de compo-
nentes multihomogéneas de f. Assim, todo polinémio pode ser escrito como soma

de polindomios multihomogéneos.
Exemplo 1.3.22 Consideremos o polinémio
f(z1, 10, 03) = 2179 + 32123 — 20023 + 4T ToT3T1 + T5T1 T3 — ToTy.

Note que temos as sequintes componentes multihomogéneas em f:

o fLL0) — pigo — womy;

o fULOD) — g ay:

o fOLY = 2350y

o fU2Y) — 4y wowaw) + w125,

E, temos:
f _ f(l,l,O) + f(l,O,l) + f(O,l,l) + f(1,2,1).

Teorema 1.3.23 Seja K um corpo infinito. Se f = 0 € uma identidade polinomial
para a dlgebra A, entao toda componente multihomogénea de f € também um identidade

polinomial para A.

Demonstracao: Veja [18| pag 6, Theorem 1.3.2].
|

Teorema 1.3.24 Se charK = 0, todo polinémio nao nulo f € K(X) € equivalente ao

conjunto finito de polindomios multilineares.

Demonstracao: Veja [18| pag 7, Theorem 1.3.8|.
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Observacao 1.3.25 (Processo de Multilinearizacao) Dados uma dlgebra A e um
polinomio f que € identidade para A, podemos obter um polindmio multilinear que é
também identidade para A e tem grau menor ou igual do que o grau de f.

Com efeito, sendo f = f(x1,...,x,), consideremos o polindmio

91, Y2, T2, -5 ) = (Y1 + Y2, T2, ) = f(Y1, B2, 20) = (Y2, 22,05 Tn).

Como f € uma identidade para A, seque que g também ¢é uma identidade para A com
o grau total igual, mas o grau em y, e yo menor igual do que f em x1. Note que se em
g o grau de x1 € 1, nao hd mais o que fazer. Caso o grau de x1 seja maior ou igual
que 2 nessa parcela, basta realizar esse processo mais vezes até obter grau 1. Fazendo
esse processo em cada varidvel e parando quando obtermos um polindémio multilinear,
obtemos o desejado. Tal algoritmo € eficiente para encontrar um polindomio multilinear

que € consequéncia de f.

Vejamos um exemplo para ilustrar esse processo.

Exemplo 1.3.26 Consideremos o polinémio f(x1,72) = x3x9 + 127172, 0 qual seja

uma identidade para uma dlgebra A. Aplicando o processo de multilinearizacao, temos:

g+ Y2, 22) = flyn +y2,22) — f(yr,22) — f(y2, 22)
= (yn+ y2)2x2 + 29(y1 + Y2)xe — ?foz — ToY1T2 — yg% — ToY2T2
= Y1Y2T2 + YoY1X2.

Dai, g é uma identidade multilinear para essa dlgebra.

1.3.4 Elementos genéricos e matrizes genéricas

Se A é uma algebra sobre um corpo K, nés obtemos uma nova algebra sobre K
ao estendermos os escalares, a qual tem suas identidades satisfeitas por A. Em geral,
essa algebra “maior” tem um T-ideal de identidades diferente, no entanto, veremos que
isso ocorre essencialmente quando K é finito.

Seja C' uma algebra comutativa com unidade sobre K e consideremos a algebra
A ® C. Algumas das identidades polinomiais de A ainda podem permanecer sendo

identidades em A ® C. Neste caso, tais identidades recebem um nome especial.

Definicao 1.3.27 Seja f uma identidade para a dlgebra A. Nés dizemos que f €
uma identidade estdvel para A se, para toda dlgebra comutativa C, f € também uma
identidade de A ® C.
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E claro que se K é um corpo finito, nem toda identidade de K é estavel, basta
vermos que se |K| = n, entdo 2" —x = 0 é uma identidade para K, mas nao ¢ identidade
em qualquer corpo que seja extensao propria de K. Basta tomar C' uma extensao do
corpo K com ordem maior do que K, logo ¢" # ¢, para todo ¢ € C. e observar que

para a € A nao nulo,
fla®e)=(a®@c)"—(a®c)=a"Q " —a®c=aR " —a®@c=a® (" —c).

Portanto, f nao é estavel.
Vamos agora mostrar que para algebras sobre corpos infinitos, todas as identida-
des sao estaveis.

Lema 1.3.28 Se K ¢é um corpo infinito e A é uma K-dlgebra, entao toda identidade

polinomial de A € estdvel.

Demonstragao: Ver [I8, Lemma 1.4.2, pag. 10] [ |

Seja A um Aalgebra de dimensao n sobre um corpo infinito K. Considerando
{u1,...,u,} uma base de A sobre K, tomemos &', com i > 1,1 < a < n, indetermi-
nadas comutativas e considere K[! |7 > 1,1 < o < n] a algebra dos polindémios sobre

K nessas indeterminadas. Dai, tome B = A ® K[! ].
Definicao 1.3.29 Os elementos
E=> w0, i=12...
a=1
sdo chamados elementos genéricos de A. A subdlgebra A de B gerada por e ...

sobre K € chamada de dlgebra dos elementos genéricos de A.

Teorema 1.3.30 Se K ¢ infinito, a dlgebra A é uma dlgebra relativamente livre de

posto enumerdvel na variedade var(A), isto é, A ~ K(X)/T(A), onde X ¢ enumerdvel.

Demonstracio: Sejam X = {z1,2,,...} e 1) : K(X) — A 0 homomorfismo induzido
pela aplicagao x; — &0 = 1,2,.... Devemos provar que keryp = T(A). Ora, mas
pelo Lema T(A® K[£}]) = T(A), donde T(A) C kerty. Suponhamos agora
que g = g(x1,...,x,) € kery, ou seja, g(€L,...,&") =0 em A e sejam ay,...,a, € A

arbitrarios. Como {us, ..., u,} é base de A, podemos escrever cada a; da forma

m
2 i

a; = )\ju]‘,
=1
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onde \i,...,\! € K. Como K [5;] ¢ a algebra comutativa livre de posto enumeravel,
a aplicagao & — X’ é estendida a um homomorfismo K[¢j] — K. Dai, devido a
propriedade universal para produto tensorial, a aplicacao induzida por & — X, com
1 <i <1 <5 <m, pode ser estendida a um homomorfismo ¢ : A ® K[f;'-] — A dado

por p(¢Y) = a;, com 1 < i < n. Dali,

0=(g(&,....") = gle(€),...,0(€") = g(ar, ..., an).

Como ay, . ..,a, sdo elementos arbitrarios de A, g(x1,...,z,) é uma identidade para
A e, portanto, keriy = Id(A). [ |

Um caso especial é quando A = M,,(K) é a algebra das matrizes de ordem n sobre
K. Neste caso, tomando as matrizes unitarias E,s como uma base de M, (K), nos
temos a algebra polinomial A = K¢/ 5] nas variaveis &5, 7 > 1, 1 < o, f < n. Entao
M, (K)®A ~ My(A)e Xy = 30 5 & 5 Eap ¢ a matriz com entradas &, 5. Os elementos
X; sao chamados de matrizes genéricas de ordem n e, sendo X = { X3, Xo, ...}, temos
a algebra K(X') chamada da algebra das matrizes genéricas sobre K. Utilizando isso

e aplicando o Teorema [1.3.30] temos o seguinte:

Corolario 1.3.31 A dlgebra K(X) das malrizes genéricas de ordem n sobre um corpo

infinito K € a dlgebra relativamente livre de posto enumerdvel na variedade gerada por
M,(K).

Dai, concluimos que para verificar se uma dada identidade é satisfeita pela algebra
de matrizes, basta verificar para as matrizes genéricas (isto ¢, utilizar variaveis em suas

entradas). Isto justifica o uso das matrizes genéricas no Capitulo 3.

1.4 Identidades de Newton

Nesta secao, mostraremos que o polindomio caracteristico de uma matriz pode ser

escrito em funcao do seu traco. Para isto, iremos provar as conhecidas Identidades de

Newton.
Consideremos K|[t] = K[ti,...,t,] a algebra dos polinomios nas indeterminadas
comutativas tq,...,%,. Neste caso, cada permutacao o € S,,, determina um automor-

fismo, denotado por o, dado por o(t;) = t,(;), para cada 1 <i < n.
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Definicao 1.4.1 Os polinémios

er=crlti,.. ., t) = Y ety

1<t1<..<tp<n

com 1 <k <n sao chamados polindmios stmétricos elementares. Além disso,
pe=pr(te, .. ty) =th+ -tk

serao chamados polinémios poténcia simétricos.

A pergunta natural que podemos fazer diante destes dois tipos polinémios acima
definidos é se existe relacao entre eles. A resposta é positiva e é isto que nos diz as

Identidades de Newton.

Proposicao 1.4.2 (Identidades de Newton) Para cada k =1,...,n temos

k

key = Z(_lyilprekfra

r=1

com eg = 1.

Demonstracao: Seja x uma variavel qualquer e assim calcularemos a série de po-

téncia formal

Z(_l)rflprmrfl _ iZ(_l)rlt;”xrl
r>1 i=1 r>1

t;

=1

" d
= —log(1l +t;
; o 0g(1+ t;x)

= %zog(gu + t;z))

d - 3
= %log (kz:; eLT >

(g Rerz* ™)
(ko ert®)

Assim,
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! em ambos os membros, para k = 1,...,n, temos

Comparando os coeficientes de z¥~
o resultado. ]

Considere C' uma é&lgebra comutativa e M, (C) ~ M,(K) ® C' a &algebra das
matrizes de ordem n com entradas em C. Podemos considerar em M, (C) a funcao
trago usual tr : M,(C) — C, ou seja, somando os elementos da diagonal principal.

Obtemos, da proposi¢ao anterior, o seguinte corolario:

Corolario 1.4.3 Seja C' uma dlgebra comutativa sobre K, onde K é uma corpo de

caracteristica zero, e A € M,(C). Se

fa(zx) = det(xl, — A) = Z ™
i=0

€ o polindomio caracteristico da matriz A, entdao para quaisquer N =1,...,n, temos
ay = Z Qtr(AM) - tr(AM),
AEN

onde g € K sao escalares que nao dependem da escolha da matriz A.

Demonstracao:  Suponhamos inicialmente que C' é um dominio de integridade.
Entao, sendo A € M, (F), onde F é o corpo de fracoes de C, tome €1, ..., €, 08 seus

autovalores em alguma extensao de F', temos que

n

falx)=(z—¢€) - (x—€,) = Z(—l)iei(el, )T

i=0
onde ¢;(€q, . .., €,) é a funcdo simétrica elementar avaliada em €, . .., €,. Também, para
todo j = 1,...,n, onde €],..., € sdo os autovalores de A7, p;(e,...,€,) = tr(A7), é
a soma p; avaliada em €;,...,€,. A conclusao do corolario para este caso segue das

identidades de Newton, aplicando-as uma quantidade finita de vezes.
Consideremos agora B = K[Y] a algebra relativamente livre na variedade das
algebras comutativas sobre K em um conjunto enumeréavel Y, a qual é um dominio.

Assim, considerando a aplicacao

a:Y — C
yi — a(y) =D

segue da definicao da algebra relativamente livre que existe um tinico homomorfismo
p de B em C, o qual ¢ um epimorfismo que estende «. Disto, ¢ induz um epimorfismo
®: M, (B) = M,(C) dado por p(a;;) = (¢(ai;)) para (a;;) € M,(B). Dai, para cada
A" € M, (B), tr(@(A") = ¢(tr(A")), a conclusao também segue neste caso. [
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1.5 Algebra com traco

Neste trabalho a algebra que sera objeto principal de estudo é a M, (K). Como
veremos a seguir, ela faz parte de uma classe de algebras que sao conhecidas como
algebras com traco. Nesta se¢do, iremos definir tais dlgebras, assim como as identidades

com trago, e construir a algebra livre nas classes das algebras associativas com tracgos.

Definicao 1.5.1 Dadas uma dlgebra associativa A, dizemos que uma aplicacdo linear

tr: A — A € uma aplicacao traco na dlgebra A se, para todos a,b € A, valem:

(i) tr(a)b = btr(a);

(ii) tr(tr(a)b) = tr(a)tr(b);
(1ii) tr(ab) = tr(ba).
O par (A,tr) é chamada dlgebra com trago.

Exemplo 1.5.2 A dlgebra M,(K) das matrizes de ordem n munida da funcdio traco
usual de matrizes tr, ou seja, tr(A) € a soma de todos os elementos da diagonal da
matriz A, é uma dlgebra com traco. Mais geralmente, seja C' uma dlgebra comutativa
C, a aplicagao trago definido antes do Coroldrio [1.4.5 € um exemplo de trago sobre
M, (C).

Exemplo 1.5.3 Defina sobre a dlgebra M, (E), dlgebra das matrizes de ordem n sobre
a dlgebra de Grassmann E, uma aplicacao dada por qtr: M,(F) — E obtida somando
apenas as componentes de Ey nas entradas de sua diagonal. Nao € dificil observar que
essa aplicagao satisfaz as propriedades (ii) e (iit) da definicao de traco. Porém, ndo
satisfaz a condigao qtr(M,(E)) C Z(M,(E)), uma vez que pelo item (i) a imagem do
traco deve estar no centro. Concluindo que (M, (E),qtr) nao é um dlgebra com traco.
Por este motivo, a aplicacao “qtr” é chamada de quase traco, e uma conversa detalhada

sobre tal assunto pode ser encontrada em [8].

Exemplo 1.5.4 Seja “tr” a aplicacao trago dada antes do Coroldrio[l.4.5. Considere
a subdlgebra M, (E) da dlgebra M,(E) dada no Ezemplo |1.1.18 Podemos definir
sobre M,,(E) a aplicagdao ptr: M, (E) — Ey dada por

ptr < é f) > = tr(A) +tr(D).

Nao é dificil observar que essa aplicacao satisfaz quase todas as propriedades da defini-
¢ao de trago, exceto a propriedade ciclica, isto €, tr(AB) = tr(BA). Porém, verifica-se
que a aplicagao mtr: M,,(E) — Ey dada por

A B
mitr ( oD ) =tr(A) —tr(D)
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satisfaz todas as propriedades da definicao anterior. Assim (M, ,(E), ptr) ndo é uma
dlgebra com trago, mas (M,,(E), mtr) é. Para maiores detalhes sobre a dlgebra com

traco (M, p(E), mtr) mencionamos a referéncia [5].

Considerando (A, tr) uma éalgebra com trago chamaremos de algebra de tragos
puro a imagem de A por tr, denotado por tr(A). Segue da defini¢ao da aplicagao trago
que tr(A) é uma subdlgebra de Z(A). Um ideal (resp. subalgebra) em uma algebra
com traco é um ideal com trago (resp. subalgebra com traco) se é um ideal (resp.

subélgebra) tr-invariante.

Defini¢ao 1.5.5 Sejam (A, 1) e (B,0) dlgebras com traco, onde A e B sao dlgebras
com unidade. Uma aplicacao ¢: A — B serd chamada um homomorfismo entre
dlgebras com trago, se ¢ é um homomorfismo de dlgebras e o(7(a)) = 0(p(a)), para
todo a € A.

Pode-se construir a algebra associativa livre com trago sobre o conjunto X da se-
guinte forma: Denotando por M o conjunto de todos os monomios em K (X), podemos
definir um simbolo formal Tr(v) para todo v elemento em M. Assim, K(X UTr(M))
denotara a algebra associativa livre livremente gerada pelo conjunto X junto com os
simbolos Tr(v), para todo v € M. Note que a existéncia da algebra relativamente li-

vre em K (X UTr((M)) com trago, denotada por KT R(X), é construida pelo Teorema
1.3.13| tomando o ideal I gerado por:

(i) Tr(aa) — aTr(a), para todo o € K;
(ii) Tr(a+b) — Tr(a) — Tr(b);
(iii) Tr(aTr(b)) — Tr(a)Tr(b);
(iv) Tr([a,b]); e,
v) [Tr(a), 0],

para todo a, b, c € M. O simbolo formal T'r sera chamado de trago formal sobre
K(X).
Seja (A, tr) uma algebra unitéria na classe das algebras com trago. Pela defini¢ao

da &lgebra livre K(X), uma aplicacdo u: X — A dada por u(x;) = a; pode ser
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estendida para um homomorfismo ¢: K(X) — A. Segue que, na élgebra relativamente

livite KT R(X), obtemos um homomorfismo ¢ : KT R(X) — A, tal que

@(T/’ﬂ(xil o xin)) = tr(a/il e a’in)7

para toda palavra x;, - - - x; em M. Considerando a linearidade da aplicagao T'r, temos
que KTR(X) ¢é a algebra livre com traco na classe das algebras unitarias com
traco livremente gerada pelo conjunto enumeravel X.

Em uma expressao f(x1,...,Z;,...,2T,), 0 “chapéu” sobre a variavel (ou expres-
sdo) significa a omissdo dessa varidvel (ou expressdo) no lugar indicado em f. A

subalgebra G(X) em KTR(X) gerada pelo conjunto

{9(x1,...,2,), Tr(g(z1,...,2,)) | g(x1,...,2,) € K(X)}

é chamada algebra de polin6mios generalizados e seus elementos serao chamados
de polinémios com trago. Claramente, G(X) é gerado como espago vetorial pelos

mondmios generalizados da forma
agTr(ar)---Tr(as), (1.1)

onde o0s a;’s sao palavras em M e a4, ..., as s20 nao vazias. Note que a representacao de
elementos da forma nao é inica, mas é facil contornar esse problema, basta tomar
como representante de uma classe de elementos congruentes da forma o elemento
tal que a palavra aga; - - - a; € méxima no sentido de uma ordem dada (a; > ... > a,).
Além disso, cada elemento de G(X) é chamado de polindmio com trago e se um
elemento de G(X) for um combinagao linear de elementos dada na expressao ([1.1)
o qual o termo ag, em cada parcela, nao ocorrer, dizemos que tal elemento ¢ um
polinémio com trago puro. O conjunto de todos os polind6mios com trago puro sera
denotado por TG(X). E claro que TG(X) é uma subalgebra de G(X). E bem verdade
que G(X) tem estrutura de TG (X )-modulo.

Definigao 1.5.6 Seja (A, tr) uma dlgebra com trago. Dizemos que wm polindémio com
trago f(x1,...,2,) € G(X) é uma tdentidade com trago para (A, tr), se substituindo

Tr por tr, obteremos f(ay,...,a,) =0 para qualquer ay, ..., a, € A.

Tendo essa estrutura em G(X), noés podemos definir a no¢ao de um T-ideal com

traco.
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Definicao 1.5.7 a) Um T-ideal com traco I de G(X) é um ideal que € fechado
sobre T'r e sobre todas as substituicoes.

b) Um T-ideal com trago J de TG(X) é um ideal fechado sobre as substituicoes.

Facilmente se verifica que dado qualquer A C G(X), existe um T-ideal com traco
minimal de G(X) contendo A e ele é o ideal gerado pelos elementos obtidos de A ao
fazer todas as possiveis substituicoes e assumindo os valores Tr. Similarmente para
B C TG(X). Referiremos a esse ideal como o T-ideal com trago gerado por A em
G(X) (respectivamente, por B em TG(X)).

Observe que para qualquer algebra com traco (A,tr), o ideal de todas as suas
identidades com trago é um T-ideal com traco, denotado por Tr,.(A, tr) ou simplesmente
por Tr,.(A), quando nao houver duvida sobre qual aplicagio trago estamos trabalhando.
Diremos que uma identidade com traco f = 0 segue das identidades com traco g; = 0,
i € A, se f pertence ao menor T-ideal com traco contendo todos os g; = 0,7 € A.

Consideremos a algebra das matrizes de ordem n com o trago usual (M, (K),tr).

Dada A € M,(K) podemos considerar o seu polinémio caracteristico dado por
Xa(V) = det(A = ML) = (<1)" (V" + Y- X',
=1

onde seus coeficiente dependem de ¢r(A7), para j = 1, ..., n (ver Corolério [1.4.3).
Pelo famoso Teorema de Cayley-Hamilton, temos x4(A) = 0, além disso, temos que
degxa(A) = n. Assim, considerando z uma indeterminada qualquer em X, podemos

chamar f,(z) = x.(z) € G(X) de polinomio de Cayley-Hamilton de grau n.

Exemplo 1.5.8 Seja A = M,(K) a dlgebra das matrizes de ordem n sobre K munida
da aplicacao traco usual “tr”. A identidade de Cayley-Hamilton de grau n é uma

identidade com trago pra a dlgebra (A, tr).

No proximo capitulo estudaremos de forma mais detalhada as identidades com
traco, onde nosso objetivo serd mostrar que, sobre um corpo de caracteristica zero,
toda identidade com trago para (M, (K),tr) segue da identidade de Cayley-Hamilton

de grau n.

Observagao 1.5.9 As definicoes e resultados que se encontram na Secdo com

minimas adaplacoes, continuam sendo validas para dlgebras com traco.
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1.6 Representacao de grupos

Uma vez que a Teoria de Invariantes tem a acdo de grupo como assunto base,
decidimos revisar a definicao de acao e exemplificar com as acoes que serao usadas no

decorrer do trabalho. Ademais, definiremos estabilizador e 6rbita.

Definicao 1.6.1 Seja G um grupo e X um conjunto nao vazio. Dizemos que uma

aplicacao

T:GxX — X
(9,7) — w(g,x)=g- o

¢ uma acao de G em X se satisfaz as sequintes condicoes:
1) 1-x ==z, para todo x € X (1 denota o elemento neutro do grupo G);
2) h-(k-x)=(hk)-x, para todo h,k € G.

Exemplo 1.6.2 Tomando X = G e ™ como a operacao do grupo temos uma a¢ao

como definido acima.
Exemplo 1.6.3 Se G ¢ um grupo, a aplicacdo

pr:GxG — G
(9,2) = g-z=grg™

€ uma acdo de G em si mesmo chamada de a¢cdo por conjugacao.
Exemplo 1.6.4 Dado G = GL(V), a aplicagao

P GxV® & V&
(A,’Ul®1)2®"'®1}i) — A'(U1®U2®"'®Ui):AU1®AU2®"'®A’UZ‘

¢ uma agio de G em V' chamada de acdo diagonal. Neste caso G C End(V®").

Exemplo 1.6.5 A aplicacao

pa: Sy x End(V®) — End(V®)
(U,U1®’U2®"‘®Ui) = O (01®Ug®"'®’0i) :Uo—1(1)®’05—1(2) ®"-®UU—1(Z-)

¢ uma agdo de S, em End(V®") chamada de a¢do simétrica.
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Exemplo 1.6.6 Seja P, o subespago dos polindomios multilineares de K(X) nas va-
ridueis T1,xa, ..., Tn. Temos que = {X;1)To2) * Towm) | 0 € Su} € uma base de P,.

Considere a aplicagao bilinear -: KS, x P, — P, que satisfaz
0 (Tiy @iy T4,) = Lo(in)To(iz) =" To(in)

onde 0 € S, e x;y T, -,

n

€ B, com {iy,ia,...,in} = {1,2,...,n}. Munido desse
W

produto, “” é uma acao de S, em P,.

Definicao 1.6.7 Sejam 7 : G x X — X uma agao de G em X e x € X. Definimos a
orbita de x por m (ou w-drbita de x) e o estabilizador de x em rela¢io a w , denotados

respectivamente por Or(z) e St.(z), como sendo
O(x)={g9g-2|geG} eSt(z)={9g€G|g-z=u}.

Exemplo 1.6.8 Considerando S, o grupo das permutacoes de n elementos e acao
por conjugagio (vamos denotd-la por p), temos St,(m) = Cg, (7) e a orbita de x €
O,(r) ={omo™ | 0 € S,}. (Este dltimo conjunto é chamado de classe de conjugagio
de ™ em S,)

Exemplo 1.6.9 Um fato conhecido da Teoria de grupos é que

aliriy...ix)at = (a(iy)a(iy) ... aiy))

para todo k € N e todo o € S,,. Assim, duas permutacoes o e 0 de S,, de mesmo tipo

se, e somente se, estao na mesma orbita.

Daremos continuidade ao assunto titulo desta subsecao.

Defini¢ao 1.6.10 Definimos uma K -representagao (ou simplesmente represen-
tacdo) linear de G em um espacgo vetorial V como sendo um homomorfismo de

grupos
: G — GL(V)
g — ¢lg) =,

Além disso, definimos o grau da representacdo linear @ como sendo a dimensdo do

espaco vetorial V.

Definicao 1.6.11 Sejam G um grupo, Ve W espacos vetoriais e @ e 1 representagoes
de G em V e W, respectivamente. Dizemos que p e 1) sao equivalentes se existe uma

transformagao linear T': V. — W bijetora tal que ¥ 1T = T'p,, para todo g € G.



44

Exemplo 1.6.12 A representacdao linear de um grupo G em um espaco vetorial V
pode ser vista como a agdo de grupo G x 'V — V dada por p(g,v) = p4(v), para todo
geGevel.

Caso dimV = n, com n € N, os grupos GL(V) e GL,(K) sao isomorfos. Re-
cordamos que End(V) denotara a élgebra dos K-endomorfismos de V. Considerando
a algebra de grupo KG e p uma representacdo de G em V, segue que p induz um

homomorfismo de K-algebras p': KG — End(V) tal que p/'(1g) = 1.

Observagao 1.6.13 Uma representag¢iao do grupo G determina KG-mddulo (ou G-
mddulo) de modo unico, da sequinte forma: Se p: G — GL(V) é uma representa¢io
de G, V torna-se um G-mddulo (a esquerda) definindo gv = p(g)(v), para quaisquer
g € G, v € V. Reciprocamente, se M é um G-mddulo, entio p: G — GL(M) tal que
p(g)(m) = gm, para g € G, m € M, é possivel definir uma representa¢io de G em M,
por extensao. Aqui M estd sendo visto com seus escalares sobre K, ou seja, M € um

espaco vetorial.

Da Defini¢ao [I.6.10] e pela observacao anterior, podemos considerar que V' é um
G-modulo e consequentemente dizemos que ¢ é uma representagao simples (semis-
simples) se V' & um G-modulo simples (semissimples). Neste contexto, o Teorema de
Maschke (ver Teorema pode ser reescrito para a versao de representacao. Além
disso, é possivel demonstrar que a quantidade de representacoes simples de um grupo
finito G sobre um corpo K, a menos de equivaléncia, é finito, e este ntimero é menor ou
igual ao nimero de classes de conjugagao de G (para maiores detalhes veja [22] Sec¢ao
5.3, pag. 261] ).

A demonstracao do resultado principal do Capitulo [3] faz uso dos G-modulos
semissimples sobre um corpo de caracteristica zero. Caso G seja finito o resultado
segue do Teorema de Maschke, porém para o caso em que G é infinito nao é tao 6bvio.
Nosso objetivo no decorrer desta secao, é conhecer o conceito de representagao racional
do grupo GL,(K) e sua aplicacdo em modulos.

Seja V' um espago vetorial m-dimensional. Denotamos como GL,,(K) = GL,, o

grupo das matrizes invertiveis de ordem m com entradas em K isomorfo a GL(V').

Definicao 1.6.14 Uma representacao do grupo GL,, de grau s, digamos a aplicacao
¢: GL,, — GLs, € dita racional (ou polinomial) se as entradas (©(g))p, da matriz

©(g) de ordem s sao polinémios nas entradas ag;, para g € GLy; k, l=1,...,m e p,
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q=1,...,s. Uma representacao racional p é homogénea de grau d se os polindmios
(p(g))pqg sG0 homogéneos de grau d. Um GL,,-médulo W ¢ racional (ou polinomial),
se a representacao correspondente € polinomial. De forma andloga, definimos mddulos

polinomiais homogéneos.

Fixemos o espago vetorial V,, com base {z1,...,2,} e com a ac¢do canonica de
GL,,. Assumimos que

K{V,,) = K{(x1,...,2)

¢ a algebra livre gerada por {z1,...,x,}. O espaco vetorial K(V,,) é um GL,,-mo6dulo

a esquerda quando munido da acao:

gf(xy,...,xm) = flg(x1),...,9(xn)),9 € GLy, f(21,...,2m) € K(V,,).

Observacao 1.6.15 Uma importante questao a observar é que tais estruturas depen-

dem mais da estrutura do espago vetorial, do que da multiplicacao da dlgebra.

Teorema 1.6.16 [13, Secao 12.4] Toda representagao racional de GL,, é soma direta

de subrepresentacoes polinomiais homogéneas irredutiveis.

Este resultado é suficiente para ser aplicado no resultado principal do Capitulo

1.7 O grupo simétrico e teoria de Young

Nesta secao K denotard um corpo de caracteristica zero.

Definicao 1.7.1 Dado n € N, definimos uma particao X de n como sendo uma k-upla
A=A, ), com N EN  tal que \y > XM > . ..> X e A+ Ao+ + A\ =n.

Usaremos a notacao A = (A1, Ag, ..., A\x) b n para dizer que A é uma partigao de

Observacao 1.7.2 (Ordem Lexicografica) Sendo \; e \y parti¢oes do mesmo nii-
mero natural n, escreva A\y = (ny,ng,...,n,.,0,0,...) € Ao = (mq,mg,...,mg,0,0,...).
Dizemos que N\ > Ag se ny > my, para k = min{i € N | n; # m;} (ordem lexicogrifica).

E facil verificar que essa € uma relagcao de ordem total sobre as particoes do niimero n.

Definigao 1.7.3 Sendo A = (ny,na,...,n;) F n, definimos o diagrama de Young D,
da particao X como sendo o conjunto Dy = {(i,7) E NX N |1 <i<k,1<j<my}.
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Representamos D, por n quadrados (células) dispostas em k filas horizontais,
chamadas de linhas, onde a i-ésima linha é composta por n; células. Da esquerda para
a direita os primeiros quadrados de cada linha aparecem em uma mesma fila vertical, a
qual é chamada de coluna. Deste modo, a célula correspondente ao elemento (7, j) € D,
estd na i-ésima linha e j-ésima coluna. No decorrer do texto, vamos identificar o
elemento (7, j) com a correspondente célula.

Exemplo 1.7.4 Considerando \ = (4,4, 3,1) uma particio do nimero 12, o diagrama

de Young D) é:

D, =

Da teoria de grupos, ja sabemos que o nimero de classes de conjugacao de .S,
coincide com o niimero de particoes de n, deste modo podemos associar uma particao
A = (A, ..., A\) as classes de conjugacao de uma permutacao constituindo dos ciclos

disjuntos de tamanhos Ay, ..., Ag.

Definicao 1.7.5 Seja A uma particio de n e Dy o seu diagrama. Definimos o di-
agrama conjugado de Dy (ou, o diagrama dual de \), como sendo o diagrama Dy
obtido trocando-se as linhas de Dy por suas colunas, e as suas colunas por suas linhas.

A particao conjugada de \ serd a particao N do diagrama Dy
Exemplo 1.7.6 Sendo A = (4,4,3,1) uma particao de 12, temos N = (4,3,3,2) e

D)\/ -

Defini¢ao 1.7.7 Sejamn € N, I,, = {1,2,...,n} e A = (A, Ag,..., \g) F n. Defini-
mos uma tabela de Young como sendo uma bijecao Ty : Dy — I,. Dizemos que T é
Standard se

(i) T(i,j) <T(i,j+1) paral <i<kel<j<M\;
(i) T(i,j) <T(@+1,j)paral <i<kel<j<N\i.
Em outras palavras, dada A\ uma particao de n, uma tabela de Young 7T) sera o
diagrama D, preenchido com o valor T'(i, j) € I,, na posicao (i, j), para cada (7,j) € D,

e uma tabela Standard T serd uma tabela onde os valores crescem da esquerda para

a direita, em cada linha, e de cima para baixo, em cada coluna.
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Exemplo 1.7.8 Sendo A\ = (3,1,1,1) F 6, consideremos a sequinte Tabela de Young
associada a essa particao

314

T\ =

Pelo que foi definido acima, Ty € uma tabela Standard. Por outro lado, considerando

esta mesma particao, vemos que a sequinte tabela de Young

513

Ty =

SEINE

nao € Standard.

Observacao 1.7.9 Dado o € S, definimos o' como sendo a composicao o« o T.
Assim, dadas duas tabelas Ty, Ty associadas ao mesmo diagrama, existe o € S, tal que
T2 == OéTl.

Exemplo 1.7.10 Dada a tabela de Young

W

713

T, =

0|

‘@O‘![\D»—l

e a permutacdo o = (1342)(65)(78) € Sy, temos

2[8]4]
5
7

O'Tl =

‘@CDHOJ

Definicao 1.7.11 Dada uma tabela de Young T : Dy — I, para A = n, definimos os

sequintes subgrupos de S, :

Pr={0c€S,|o(L)=L, para toda linha L de T}

Qr ={c €S, |a(C)=C, para toda coluna C de T},

onde Pr € o estabilizador linha e Qr € o estabilizador coluna.
Exemplo 1.7.12 Considerando a tabela Ty do exemplo anterior, temos

Pr, = Sp1a73) X Sq26) X Sgs8y X {9} = S 47,3y X Sq26) X Sts.8)

QT1 = 5{1,2,5,9} X 5{4,6,8} X {7} X {3} = 5{1,2,5,9} X 5{4,6,8}-
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Observe que diferentes tabelas de Young para a mesma particao A definem dife-
rentes subgrupos Pr e Q7. Usando esses subgrupos, para cada tabela de Young T de

uma particdo A de n, definimos os seguintes elementos da Algebra de Grupo K S,

ar = Z o,br = Z sgn(o)o e cr = ap.br,

oE€Pr TEQT

onde o ultimo elemento, ¢y, é chamado Simetrizador de Young.

Observe que PrNQr = {Id} e entdo cada elemento de S, pode ser escrito em mais
de uma maneira como produto de p € Pr e ¢ € Q7. Em particular, o simetrizador de
Young pode ser escrito como ¢ = Y £0 com ¢ = p.q para Gnicos p e ¢, e o coeficiente
+1 = sgn(q).

Veremos algumas propriedades e resultados dos objetos até aqui definidos nesta
secao. Iremos omitir tais demonstragoes por se tratar de serem classicos na teoria, mas

todas elas podem se encontradas em [I7, Subsecao 4.2, pag. 52|.

Lema 1.7.13 Sejam n € N e T uma tabela de Young do diagrama de uma particao A

de n. Valem:
(i) Se 01,09 € Pr, i1, j12 € Qr € O1pt1 = Oafla, entio o1 = 03 € i1 = [is.
(ii) Py = oPro~ e Qo = 0Qro™", para todo o € S,,.
(iii) ayr = capo™ by = obro™! e cor = ocro™!, para todo o € S,,.
(iv) aro = oar = ar e ocr = cr, para todo o € Pr.
(v) bro = oby = sgn(o)br e cro = sgn(o)cr, para todo o € Q.

(vi) p.cr.sgn(q)q = cr, onde cr é o unico elemento em KS,, a menos de escalar,

satisfazendo essa propriedade, p € Pr e g € Qr.

Demonstracdo: Os itens (i) - (iii) sao obtidos diretamente. Ja a demonstragao dos

outros itens pode ser encontrados em [17, Lemma 4.21]. [ |

Lema 1.7.14 Sejam A1, Ay particoes de uma nimero natural d e Ty e Ty tabelas de
Young dos diagramas Dy, e D,,, respectivamente. Se ezistem dois elementos perten-
centes simultaneamente a uma mesma linha de Ty e a uma mesma coluna de T, entao

br,ar, € zero e, consequentemente, cp,cp, = 0.
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Demonstracao: Sejam ¢,; € I; elementos pertencentes a uma mesma linha de T5 e

a uma mesma coluna de Tj. Entdo, § = (ij) € Py, N Q,, e, assim, pelo Lema [1.7.13]

br, = —bp, B e Bap, = arp,. Desta forma,
leaTg = _bT16BaT2 = _bT1aT2 = bT1aT2 = 0.
A segunda afirmagao segue do fato que cp, ¢, = ag, by an,by, = 0. [ |

Proposicao 1.7.15 Sejam a € S,,, A\, A1 e Ao particies den e T, Ty e Ty tabelas de

Young dos diagramas Dy, Dy, e D,,, respectivamente. FEntao, valem:
a) Existe v € K tal que cracr = ~yer.

b) Se \1 > Ay, entdo cracr, = 0.

Demonstracao: Ver [17, Lemma 4.23] [
Para cada a € K, consideremos o operador linear F : K.S, — K, definido
por Fo(z) = za. Sendo a = 3 ¢ 7,p, teremos que Fo = > o 7,F, €, nestas
condicoes, trF, = ZpESn YptrF,. Nao ¢ dificil observar que trF, = 0, para todo
p €S, \{Id}, e também que trF;; = dimgKS,, = nl.
Sendo 7" uma tabela de Young, temos
trFe, = Z (—=1)%trF,, =n!
pEPT gEQT

uma vez que pq = Id se, e somente se, p = q = Id. (Ver Lema [1.7.13)). Além disso, do

lema anterior temos que ¢ = acy, para algum a € K. Caso a = 0, teriamos ¢ = 0 e
2 2
‘Fc%(x) = ICp = (xCT)CT = ‘FCT<x)7

consequentemente, .7:3T = 0, implicando que F, é nilpotente e dai trF.,. = 0, o que

seria uma contradicdo. Devemos entdo ter a # 0. Assim, tomando e = a~'cp, temos
2 -2 R
er =a "¢y =a “(acr) =a cp = er.
Considerando agora

Vi = KSpcr = {acr | a € KS,} = KS,er.
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Observe que Vp é um ideal a esquerda de K .S, e, é portanto, um submoédulo de K S,,.
Sabemos que vIdy, € Endgs,Vr, para todo v € K. Tomando agora ¢ € Endgg, Vr,

observe que ¢(er) = aer, para algum o € K.S,, temos agora, entao

pler) = p(erer) = erp(er) = eraer = vyer,

para alguma v € K. Assim, para todo x € Vp, temos que x = fer, para algum

6 e KS,, Vr visto com S,, modulo, e dai

o(r) = p(Ber) = Bpler) = Byer = y.

Concluimos que ¢ = ~Idy, e consequentemente Endggs, Vi = {aldy,. | a € K}.

Portanto, Endgg, Vi é isomorfo ao corpo K.

Teorema 1.7.16 Seja d € N, A\, Ay e Ay particoes de d e T, Ty e Ty tabelas de Young

associadas aos diagramas Dy, Dy, e D,,, respectivamente. Entdo:

a) Vp € uma S,-mddulo simples;

b) Vi, e Vi, sao S,-mddulos simples isomorfos se, e somente se, \y = Aa.

Demonstracao: a) Seja Wr um submddulo de V. Como toda S,-representacao é
completamente redutivel (pelo Teorema de Maschke), entao deve existir W; submodulo

de Vi tal que Vi = Wpr @ W;. Tomando a aplicacao

p:Vp = Vp

a+pB =  pla+p)=a,

para a € Wr e 8 € Wy, temos que p € Endgs, Vr e ¢* = p. Como Endgs, Vr €
isomorfo ao corpo, temos ¢ = 0 ou ¢ = Id, e assim, W = {0} ou Wy = Vp. Logo, Vr
é simples.

b) Sendo A; # Ay, suponhamos sem perda de generalidade que \; > Xo. Segue
do ultimo lema que epaep, = 0, para todo a € KS,. Seja ¢: Vp, — Vp, um homo-
morfismo de S,-modulos. Neste caso, existe a € K .S, tal que ¢(er,) = aer,. Nestas
condicoes,

QO(GTl) = Qo(eTl eTl) - eTlQO(eTl) = eén e, = 0

e consequentemente ¢ = 0. Assim, Vp, e Vp, nao sao isomorfos.
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Reciprocamente, suponha que A\; = A\y. Temos entao que T} = pT5, para algum

p € S,. Do Lema [1.7.13| temos que ey, = aper,p !, para algum a € K. Logo,
VT1 = Vszil = VT27

como queriamos demonstrar. |

1.8 Funcoes polinomiais e funcoes invariantes

Consideremos o anel de polinomios K|[ty,...,t,] com coeficientes em K, po-
demos ver cada t; como fungbes coordenadas em K™, isto é, t;(z) = x;, quando
r = (21,...,x,). Isso sugere o seguinte: dado um espago vetorial V' de dimensao

finita, denotamos por K|[V] a K-algebra comutativa gerada pelo espago dual V*. Fi-
xando uma base para V' e denotando por ¢; o i-ésimo elemento da base dual & base
canodnica de V = K™, K[V] consiste dos polindmios em ¢;. Tal anel ¢ chamado de anel
das funcoes polinomiais e seus elementos sao fungoes polinomiais.

Um tipo importante de fungoes polinomiais sao as funcoes invariantes, as quais
sao definidas como segue.
Definicao 1.8.1 Seja G o grupo das transformacoes invertiveis de um espaco V. Uma
funcao f € K[V] é chamada G-invariante, ou invariante, se f(gv) = f(v) para todo

g € G ev e V. Os invariantes formam uma subdlgebra de K[V| chamada de anel

invariante e é denotada por K[V]%.

Como a 6rbita de v € V ¢ definida pelo subconjunto Gy :={¢gV |ge G} C V, ¢
claro que uma funcao é G-invariante se, e somente se, é constante em todas as orbitas
de G em V.

Um outro caminho para descrever o anel invariante é considerar a agao linear de

G no anel K[V],

(9,f) > gf,gf(v) == f(g7"v) para g € G, f € K[V],v € V.

Como afirmado em [27], esta descri¢io é comumente chamada de representagao regular
de G no anel das fungoes polinomiais. (A inversa g—', nesta defini¢do, ¢ necessaria a
fim de obtermos uma a¢do a esquerda no espago das fun¢oes). Claramente uma fungao
f € invariante, se e somente se, ¢ um ponto fixo sobre esta acao, isto é, gf = f para

todo g € G. Isso explica a notagao K|[V]¢ para o anel dos invariantes.
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Exemplo 1.8.2 Considerando SL,(K) o grupo das matrizes com determinante igual
a 1, temos a agao de SL,(K) em GL,(K) dada por (A,B) — A-B = AB. Pelo
Teorema de Binet, o qual nos afirma que o determinante é um morfismo com relagao a
multiplicagdo, obtermos que a funcdo f dada por A — detA € invariante com respeito

a €ssa acao.

Definicao 1.8.3 Considerando a acao simétrica de S, em V = K", obtemos que as
fungoes f € Klxy,...,x,), tais que f(To@), .- Tom)) = f(x1,...,2,) que sio invari-

antes com respeito a essa acao, sao chamadas de funcoes simétricas.

Exemplo 1.8.4 Considerando a a¢do por conjugacio em G = GL,(K), temos que a

funcao traco € invariante, uma vez que o trago possui a propriedade ciclica, ou seja,
tr(AB) = tr(BA).

1.9 Polarizacao e restituicao

A importancia do uso dos operadores de polarizacao e restituicao para a teoria
de invariantes é indiscutivel. Com o objetivo de estudar as invariantes e concomitantes
em algebras de matrizes podemos reduzir (em caracteristica zero) ao estudos do casos
multilineares. Esse texto foi baseado em [27]. Nesta se¢do, ainda iremos considerar K

um corpo cuja a caracteristica é zero.

Defini¢ao 1.9.1 Dada f € KI[V] nas varidveis (z1,...,x,), dizemos que f € uma

funcdo simétrica se f € invariante sobre permutacoes dessas varidveis.

Seja f € K[V] uma fun¢ao homogénea de grau d. Sendo v = Zle tivi, t; € K e

v; € V, obtemos

d
f(U) = f(z ti”i) = Z til o 'tzdfﬂmsd(vla S 7vd) (1'2)
i=1

s1+-tsg=d
onde os polinoémios f;,...s, € K[V] estao bem definidos e sao multihomogéneos de grau
(S1,.-+,8q)-

Os polinémios multilineares fi;..; € K[V] sdo chamados de polariza¢io (com-
pleta) de f e consideremos a aplicagdo P que associa a cada fungdo homogénea de grau
d a sua polarizacao. Dai, faz sentido denotarmos a polarizacao completa de f por Pf.
Note que Pf é multilinear. Ademais, Pf é simétrica, uma vez que se o € S; é uma

permutacdo, entao f(x1 + -+ xq) = f(2oq) + - + To(a))-
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Proposicao 1.9.2 Nas condicoes acima estabelecidas, vale a sequinte igualdade:
Pf(u,...,v)=dlf(v)

Demonstracao: Note que se substituirmos em ([1.2]) os v;’s por v, temos no lado

esquerdo da igualdade:

f(tlv+"'+tdv) —

= (4 ditaty ) f(0),

onde a tltima igualdade segue do binomio de newton. Comparando com o lado direito

de (1.2)), temos na parcela obtida quando s; = ss = ... = s4 = 1 a seguinte igualdade:

ty- - tafia(v,...,v) =dltite - taf(v).

Assim, temos o desejado. |

Para um polinémio g(vy,...,v4) em d variaveis vetoriais, o operador linear

1
R:g(vy,...,v4) — ag(v,...,v)
¢ chamado de restituicao.
O proximo resultado ird relacionar os operadores polarizacao e restituicao.
Teorema 1.9.3 As aplicacoes P e R sao isomorfismos inversos entre o espaco das

formas homogéneas de grau d e o espaco das funcoes multilineares simétricas em d

varidvess.

Demonstracao: Da forma como foi definido o operador R, segue que RPf = f.
Assim, basta mostrarmos que PRg = ¢. Para isso, seja g(vy,...,v4) uma fungao

multilinear simétrica. Entao,

1
PRg = Pag(v, Co, ).

1
Diante disso, basta analisarmos a parte multilinear de Eg(v, ...,v). Ora, defina o vetor

v =Y v;. Da multilinearidade de ¢ tem-se

g(v,...,v) = Zg(vil,viQ,...,vid),
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onde o somatorio é sobre todas as possiveis sequéncias de indices iy, is, ..., iq € {1,...,d}
(com possiveis repeti¢des). Ora, mas a parte multilinear é exatamente a soma sobre

todas as sequéncias sem repeticoes, isto é, as permutacdes. Assim,

1
PRg = — Z 9(Vo(1) Vo(2)s -+ Vo(d))

o€ESy

e como ¢ é simétrico, PRg = g. Assim, temos o desejado. |
Nos podemos generalizar o processo de polarizacao, para uma fun¢ao multihomo-
génea. Para isso, basta realizar o processo de polarizacao em cada uma das varidveis
v;, de modo isolado. A polarizacao completa serd multilinear e simétrica em cada v;
correspondente a variavel que foi substituida. E a funcao inicial é obtida da forma
polarizada por uma sequéncia de restituicoes.
Neste contexto, considere V =V & --- @V, um espaco de dimensao finita. Uma

fungdo f € KI[V| é chamada multihomogénea de grau h = (hy,...,h,) se f &

homogéneo de grau h; em V;, ou seja, para todo vy,...,v, € V, t1,...,t. € K temos
f(tlvl, tQUQ, e ,tr’l}T) == t;”tgw cee tfrf(vl, Vo, ... ,UT). (13)
Em particular se h = (1,...,1) dizemos que f é uma multilinear.

E claro que toda funcao polinomial f é escrita de modo tinico como soma de
fungoes multihomogéneos: f = > f;, onde fj, sdo chamados componentes multiho-

mogéneos de f.

Observacao 1.9.4 Para a notagao nao ficar tao “pesada”, em alguns resultados pode-
remos nos concentrar nos polinémios de uma sd varidvel para exemplificar o Eq. (1.3)),
e assumir que os resultados aqui apresentados valem para polindémios com um niumero

mator de varidveis.

Definigao 1.9.5 Seja S um subespaco de K[V|. Dizemos que S € um espago estavel
se para cada f € S temos que suas componente multihomogenea ainda estd contida em

S.

Seja S um subespaco de K[V]. Denotemos por S um subespaco de S como
sendo o espaco gerado por todas as fun¢oes polinomiais multilineares em S. Munidos
dessa notagao, provaremos o teorema conhecido como Método de Aronhold (ver |31,

Secao 2.4, pag. 44]).
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Teorema 1.9.6 Seja S, R subespaco estdveis de K[V tais que S™ C R™ entdo
S CR.

Demonstracao: Seja f € S. Podemos supor que f é uma funcao multihomogénea.

Devemos provar que f € R. No6s sabemos que f pode ser obtido por restituicao da

forma polarizada completa f = RPf. As hipoteses implicam que Pf € S e dai

Pf € R™. Como R é um espaco fechado sobre polarizacio e restituicio, temos

f=RPfeR. u
Como consequéncia direta temos o seguinte resultado.

Corolario 1.9.7 Se dois espagos S, R de K[V] sio estdveis e ST = R™  entio
S = R.

Este corolario sera utilizado em nossos calculos com invariantes, da seguinte ma-
neira: Iremos calcular o espaco W dos invariantes em A sobre o grupo G das trans-
formacoes lineares em um espaco n-dimensional. Noés iremos encontrar uma lista de
invariantes formando um subespago V' fechado sobre polarizacao. Dai, nosso objetivo
serd de encontrar todos os invariantes e provar que V' = W. Ora, mas para isso, sobre
um corpo de caracteristica zero, bastara mostrar para os multilineares, uma vez que se
f € uma invariante, entao todas as suas componentes multihomogenenas sao também

invariantes.

Observacao 1.9.8 De modo informal, podemos dizer que o processo de multilineariza-
cao estd para identidades polinomiais, assim como o processo de polarizac¢ao estd para
muvariantes.



Capitulo 2

Invariantes algébricos e identidades

com Traco

Neste capitulo temos como objetivo inicial estudar a solucao da conjectura pro-
posta por Artin, em [4], dada por Procesi em seu trabalho intitulado “The Invariant
theory of n x n matrices”, ver (|29]). Tal conjectura, diz que a natureza das invariantes
de m matrizes de ordem n, digamos X1, ..., X,,, sao polindmios em elementos da forma
Tr(X,Xi, - Xi,), isto é, que dependem do trago.

Além do que ja foi mencionado, estabeleceremos uma relacao entre os invariantes
e as concomitantes de matrizes de ordem n sobre um corpo de caracteristica zero. Tal
relacao entre invariantes e concomitantes é impressionante, pois afirma que toda relacao
entre estes é consequéncia do polinémio de Cayley-Hamilton. Munido deste resultado
poderemos concluir que se uma algebra sobre um corpo de caracteristica zero satisfaz
a identidade x™, entao ela satisfaz todas as identidades de matrizes de ordem n.

Para evitar repeticoes neste capitulo, K denotara um corpo de caracteristica zero,
V ~ K" um espago vetorial de dimensao n, M,(K) ~ End(V) o anel das matrizes
nxn, V*oespaco dualde Ve G = GL(V) ~ GL,(K) o grupo das matrizes inversiveis.
Além disso, dados U e V espagos vetoriais, denotaremos por L(U,V) o conjunto de
todas as transformacoes lineares de U em V.

Por fim, mencionamos que além do texto sob autoria de C. Procesi, o livro [23]

foi de grande ajuda para o entendimento de todo este capitulo.
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2.1 Invariantes das matrizes de ordem n

Nesta secao, temos como objetivo mostrar o teorema conhecido no estudo da
teoria de invariantes por “Primeiro Teorema Fundamental” para a dlgebra das matrizes.
Tal teorema afirma que toda funcao polinomial invariante em matrizes, sobre a acao
de G, & um polinémio que depende de uma certa aplicagao trago (aqui pode ser muitas
vezes confundida com o trago usual de matrizes).

No que segue, dada uma forma linear ¢ € VV* e um vetor v € V, denotaremos por
(p,v) := ¢(v) o escalar ¢(v).

Utilizando a propriedade universal, podemos realizar o produto tensorial entre
operadores. Para isso, consideremos U;, Uy, Vi e V5 espacos vetoriais e f: U — Vi e
g : Uy — V5 duas aplicagoes lineares. A aplicagao definida por

VU xUy — ViV
(u,v) = flu) ®g(v)

é bilinear. Da propriedade universal de produto tensorial obtemos uma tinica aplicagao

linear denotada por f®¢g: Uy ® Uy — Vi ® V5 a qual é caracterizada pela propriedade

(f@g)(u@v) = flu)®@g(v). (2.1)

Observacao 2.1.1 Em wvista do que serd estudado, € util escrever o emparelhamento
dual no nivel de vetores decomponiveis (¢ @ P, u @ v) = (p,u){,v). Tal possibilidade

surge de (2.1) e considerando Vi e Vi espagos isomorfos ao corpo.

Agora, identifiquemos a dlgebra M, (K)®" com End(V®'), e disto obteremos pro-
priedades para a algebra de matrizes a partir das que conhecemos da algebra dos

endomorfismos.

Lema 2.1.2 Os espacos M,(K)®" e End(V®") sao isomorfos como dlgebras.

Demonstracao: Inicialmente, consideremos a aplicacao

©:  My(K) — End(V®)
(Ala'--aAi) i—>90(A17,AZ)

onde QO(Al, Ce ,AZ’>(’U1 X Ui) = A1U1 K- & Aﬂ)z
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Note que ¢ estd bem definida e, das propriedades do produto tensorial, é linear
em cada entrada. Logo, pela propriedade universal do produto tensorial, existe uma

tnica transformacao linear T, : M, (K)® — End(V®") dada por
(A1®@ @A) T (A @ ®A) =p(Ar,..., Ai).

Para finalizar basta que verifiquemos que 7, ¢ um isomorfismo de dlgebras. Com efeito,
dados A = A1®...®Ai7 B=B®---® B, € Mn(K)@)z eV =1 Q - Qu; € V@i

arbitrarios, temos:

To(A-B)(v) = T,(Ai@ @A) (Bi®@ - @ B))(n1 @ @)
= T,(A1B1® - @AB)(v1 @ @)
= o(A1By, ..., AB) (11 ® - Q@)
= A1Biv ® - ® A;Biv;
= o(A1,...,A)(Biy ® - @ Bwy)

= (¢(Ay,...,A)0p(By,...,B)) (v ® - ®;)

ou seja,

T,(A- B)(v) = T,(A) o T,(B)(v).

Da arbitrariedade dos elementos tomados, T, ¢ um homomorfismo de algebras.
Por fim, observamos que T, é uma bije¢do. Da definicao de T, junto com a

aplicacao dada em (2.1), podemos ver T,, como sendo a transformacao linear dada por

T,(A1® - ®A)=4 R - ®A,. (2.2)

Observe que M, (K)® tem base formada por tensores cuja as entradas sdo elementos
da base canonica de M, (K), ou seja, M, (K)®" tem base formada por elementos da
forma

E= E’I”151 & ETQSQ Q- ® Erisﬂ (23)

onde cada F, ,, sdo matrizes elementares. A interpretacao da Aplicacao (2.2)) pode
ser feita de modo natural, a imagem da matriz £ ¢ um homomorfismo de modo que
cada entrada do tensor T,,(E) é dado por E,s(v;) = 65v,, onde 6y é o chamado delta de

Kronecker. Agora, tome um elemento de M, (K)®'NkerT,, digamos A. Pelo comentario
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anterior, podemos escrever o elemento A como combinagao linear de elementos da forma

(2.3), digamos
I
A=) 0B @E 0 @ Ey,
j=1

de modo que o conjunto {ET{S{ ® Er;s; R ® ETstg | 7 = 1,...,1} seja linearmente
independente. Por T, ser linear temos que

l
T(A)=) ojE;;®E,; ,® - ©E,

ry

J
Si

7=1
¢ o endomorfismo, sobre V®, nulo. Fixemos um elemento da base B = {vy,...,v,} de
V e tome o tensor basico v = v, @ -+ ® v, de V¥ Considerando a Igualdade (2.3)),

temos

Ej(U) = Er151<Ull> & Er%s%(vb) ®R---QE Zsz(vlz) =9 FARRE (ssgli(vr{ R ® Urg)

T Sl
Assim, F;(v) # 0 se, e somente se, s/ = l,, para cada v = 1, ..., i. Além disso, se
E;(v) e E,(v) sdo nao nulos para algum v fixado em V®, entao E;(v) = E,(v) se, e

somente se, F; = E,. Em resumo, ¢ possivel determinar alguns v’s em V" de modo

que
!
DBy @By @ @ By )(v) =02 a; =0,
]_1 11
para cada j = 1, ..., . Concluindo que A = 0, ou seja, T, ¢ injetiva. Ademais,

como M, (K)® e End(V®") tem a mesma dimensdo, segue do Teorema do Nicleo e da
Imagem que T}, ¢ um isomorfismo de 4lgebras. |

Considerando agora a acio diagonal de G em V%, a qual, como visto no Exemplo

[1.6.4] ¢ dada por

A (@1 - Qu)=4A-110A 1,® QA v,
vamos construir um G-isomorfismo entre os espacos V*®' @ V& e End(V®").
Proposigdo 2.1.3 Os espagos V*®' @ V¥ e End(V®") sio G-isomorfos.

Demonstracao: Por simplicidade de notacao, consideremos inicialmente U e V' dois

espacos de dimensao finita e a aplicacao definida por

T,:UxV = LUV)

(u,v) — To(u,v).
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onde Ty(u,v)(uf) = (ug, u)v (aqui deixamos claro que L(U*, V) denota o conjunto de
todas as transformagoes lineares de U* em V). Desse modo, para todo uj,us € U,

veVele K, temos:

TO()\ul + U2, U) (US) = <US, )\Ul + UQ>1}

= US()\Ul + UQ)’U

= Aug(ug)v + ug(uz)v

= ANo(Aug,v)(uy) + To(uz, v)(ug)-
Assim, a aplicacao Ty é linear na primeira entrada. Utilizando as propriedades de
produto escalar num espago vetorial, facilmente vemos que Tj é linear na segunda
entrada. Dai, a aplicacao Ty ¢ bilinear, e, portanto, existe uma tnica aplicacao linear
T, tal que

T:UV — LUV)
u®v — T(u®wv)=TH(u,v).

Deste modo, para mostrarmos que U ® V e L(U*,V) sao isomorfos como espagos
vetoriais, basta verificarmos que T' é uma bijecao. Com efeito, considere {uy, ..., u,} e

{v1,..., vy} bases dos espacos U e V, respectivamente. Seja k € kerT', assim podemos

escrever ele da forma

k=) Y aylui®u) =) ay(u®u;).
i

i=1 j=1
Considere, agora, {f1,..., f,} a base dual do espaco U*, neste caso,
O:T Zaz] uz®vj fr Zar] fr>ur Zarjvja
7-]
para cada r =1, ..., n. Deste comentario temos que k = 0, ou seja, T' é injetiva. Por

fim, a bijecao de T segue do fato que
dim(U @ V) = dimU.dimV = dimU”*.dimV = dim(L(U*,V)).

Podemos entdo considerar o caso em que U e V sdo V*® e V& respectiva-
mente. Nestas condi¢oes L(U*, V) = End(V®"). Assim resta mostrar que T é um

G-isomorfismo. Ora, dados g € G, a acao diagonal de G em V', dada por
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onde p =PI VPV -+ VY;, T =71 QT2 ® - X x; e considerando a agao de G sobre
V& dadaporg- 2 =9 - 11 Q0¢g - 22® - @g-x;, comp; EViex; €V, j=1,...14,

teremos
T({g,p@a)y) = Tlp®g-2)(y)
= (W.pg-x
= 9-((y,9))
= g-T(p®z)(y), para todo y € V**.
Assim, temos o desejado. [

Assim, usando o fato de que um espaco vetorial de dimensao finita é isomorfo ao
seu dual, concluimos que o espago vetorial G-invariante (V*® ® V®)* que é o espago
das aplicacoes lineares

VE RV 5 K (2.5)
invariantes sobre (G, é identificado pela aplicagao T" como sendo o espago dos endomor-
fismos G-lineares de V®.

Antes de darmos continuidade a resolucao de nosso problema, faremos uma pausa
para fazer uma observacao importante. Tal observacao, a principio, pode parecer que

nao tem relacao com nosso contexto, mas veremos que isto nao é verdade.

Observacao 2.1.4 A topologia de Zariski € uma topologia adequada para o estudo de
variedades algébricas, os principais objetos de estudo em geometria algébrica. Como
em qualquer espacgo topologico, € importante saber como € a descricao de seus conjuntos
fechados, pois sabemos que o complementar desses conjuntos serdao 0s nossos abertos.
Para isto, temos: Um conjunto X C K™ € dito ser fechado na topologia de Zariski se

ele ¢ da forma
V(S)=A{(x1,...,z,) € K" | f(z1,...,2,) =0,Vf € S}

para algum S C Klty, ..., t,].

E fato conhecido que G = {A € M,(K) | detA # 0}. Por outro lado, a aplicagdo
determinante det: M, (K) — K ¢é polinomial com entradas em ty, ..., t,2. Neste caso
V({det}) é um fechado em M,(K) ~ K" na topologia de Zariski, implicando que
G =V ({det})¢ é um aberto nessa topologia.

Observe que além da agao diagonal de G sobre o espaco V® temos uma acao do

grupo simétrico S; sobre o mesmo espago V' dado por

o (V1 ® - ®V) = Vo1) @+ @ Vg (i)
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Essas duas agoes comutam entre si e nos da imersoes de G e S; em End(V®"). De-
notando por (G) o subespago de End(V®') gerado pela imagem de G e por (S;) o

subespaco gerado pela imagem de S;, temos o seguinte resultado:
Teorema 2.1.5 (i) (G) = Ends, (V®);

(ii) (S)) = Ende(V®).

Demonstragdo: Se identificarmos End(V®") com End(V)®', um elemento g € G é
aplicado para o tensor simétrico g ® - - - ® g. Por outro lado, a imagem de Endg, (V)
sao todos os elementos de End(V)®* que sdo invariantes pela agdo de conjugacao (em
cada entrada do tensor) do grupo simétrico. Aqui a acao no tensor é sempre a agao
diagonal como dado no Exemplo Em outras palavras, a imagem de Endg, (V")
em End(V)® é o subespago de todos os tensores simétricos em End(V)®". Desta

forma, seja By = {e1,...,e,2} uma base de End(V), entdao o conjunto
B={en @ - @em, | em, € By, 1 <j<i}

forma uma base para End(V)® que ¢ estavel sobre a S;-acao, isto é, o - B C B, para

todo o € S;. Assim, qualquer S;-O6rbita contém um tnico representante da forma

®h, 2
n2

h
M- ®e

com hy + -+ h,2 = i. Se denotarmos por r(hy, ..., h,2) a soma de todos os elementos
na correspondente S;-0rbita, entao esses vetores forma uma base dos tensores simétricos
em End(V)®.

A afirmacao segue, entao, se pudermos mostrar que toda aplicacao linear A\ sobre
os tensores simétricos, que é nulo sobre todo g ®---® g com g € GG, é a aplicacao nula.

Ora, se escrevermos e = y  x;e; (um vetor genérico), entao
Me@-@e) = alt o al @ Nr(h,... hye)) (2.6)

é uma funcao polinomial sobre End(V) nula. Pela Observacao G é um sub-
conjunto aberto de Zariski de End(V). Assim o tnico polindomio que se anula sobre
ele é o nulo. Portanto, A(r(hi,...,h,2)) = 0, para todo (hq,...,h,2), terminando a

demonstracao do item (i).
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J& para o segundo item, observe, inicialmente, que a algebra de grupo K.JS; é
semissimples, ver Teorema de Maschke. Assim, qualquer imagem por uma aplicacao
sobrejetiva de algebra semissimples é semissimples. Portanto, (S;) é também uma
subélgebra semissimples de End(V®"). Além disso, usando a defini¢ao de centralizador,

é facil observar que
Endg(V®) = {X € End(V®") | X 0 g = go X,Vg € G} = Chruven((G)).
Ja pela primeira parte desta demonstragao,
(G) = Ends,(V®") = {a € End(V®") | ac = oa para todo o € S;} = Cpyavei((S:)).
Destes comentarios, podemos aplicar o Teorema [1.1.34] e teremos

Crnaveny(Ends,(VE)) = Cpuaven (Craaei ((Si)) = ().

Em resumo, temos Endg(V®") = (S;). Como queriamos demonstrar. [
Pelo item (ii) do teorema anterior, concluimos que a algebra das transformagoes
G-lineares de V®? ¢ gerada, como espaco vetorial, pelos endomorfismos \,, onde o € S,

definido por
)\U(Ul RV X+ R Ui) = Uafl(l) X 1)071(2) XX 'Uafl(i)- (27)

Inferimos que para encontrar uma expressao explicita para os invariantes da forma

(2.5), basta encontrarmos para A,. Ora, pela Observagao [2.1.1} temos

A1 ® - ®Pi®X1®--®X;) = (1@ @i, Xo11) ® -+ ® Xp-1(3))
= [I¢es Xor0))

J

= (o, X5).

J

Aqui estamos considerando a a¢ao dada em (2.4). Em resumo, temos uma parte do

Primeiro Teorema Fundamental:

Teorema 2.1.6 Qualquer invariante multilinear v : V¢ @ V¢ — K ¢é uma combi-

nacao linear dos invariantes

Ho(P1® - Q9 @ X1 @+ ® X) = | [(or), X)-
J
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Vamos interpretar os \,’s de forma diferente. Recordaremos o isomorfismo cand-

nico entre End(V) e V* ® V, argumentado anteriormente, dado pela formula:

(p @v)(u) = (p,u)v.

Isto é um G-isomorfismo e usaremos isto para identificar sistematicamente os dois
espacos.
As seguintes expressoes serao chamadas de multiplicacao dos endomorfismos e a

aplicacao trago, respectivamente:

PYRU-YRu = e (P, v)u (2.8)

tr(p@uv) = (p,0v). (2.9)

Observe que o produto dado em (2.8) é obtido da seguinte maneira: Dado ¢ € V* e

v € V, podemos considerar a aplicacao
oo VXV 2V QV,

dada por f,,(¢¥,u) = ¢ ® (¢,v)u. Observe que f,, ¢ bilinear. Pela propriedade

universal do produto tensorial, deve existir uma transformacao linear
Tow VIQV =2V RV,
tal que T, ,(¢ ® u) = f,0(1,u). Observando agora que a aplicacao

T:V*xV — EndV)

(p,v) = T,y

¢ bilinear, concluimos que existe uma tnica transformacao linear F' de V* ® V em

End(V) tal que F(p ® v) =1T,,. Logo o produto

(VTR V)x(VFRV) - (V'eV)

(p@v,YQu) — V- YPQu=F(pRv)(y®u)

é bilinear e satisfaz

(70®U¢®UZF(¢®U)('¢®U):Tw,v(¢®u):90®<¢7U>u7

para quaisquer u,v € V e o, € V*,
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Além disso, por contas diretas, usando a multiplicacao definida acima e lembrando
que (p,v) = p(v) € K, para todo ¢ € V* e v € V, temos que a expressdo obtida em
(2.9) satisfaz as condicoes da defini¢do de traco.

Observacao 2.1.7 Seja * = {¢1,...,0n} a base dual do espaco V* relativa a base
B = {v1,...,v,}. Podemos definir a aplicacio V: V* @V — M,(K) induzida por
U(p; @ v;) = Ey;. Note que,

U(pi @ v; - pr @ vs) = V(i @ (pr, v5) @ vs) = O Eis

e U(p; @ vj) - V(o ®us) = Eyj - Eps = 6,E;. Pela Proposi¢ao U é um
homomorfismo de dlgebras, e nao € dificil observar que tal homomorfismo é na verdade
um isomorfismo de dlgebras. Concluimos que o produto dado em (@ torna V'@V e

M, (K) dlgebras isomorfas.

Nos podemos usar os isomorfismos anteriores para obter um outro isomorfismo

entre G-espacos, da seguinte forma:
(V* @ V)® ~ (EndV)® ~ M,(K)* ~ End(V®) ~ V*® @ V&, (2.10)

Dai, a descricao de um invariante linear de V*®® VV®? obtido no teorema anterior
¢, portanto, uma descrigao para os invariantes multilineares de M, (K)®'. Entéo, esco-
lhendo um o € S, e considerando um invariante linear u, : M,(K)® — K, obteremos

um nova féormula explicita para u, em termo de matrizes genéricas.
Teorema 2.1.8 Seja 0 € S; e suponhamos que
o = (iyig - ig)(Jrj2 - Jn) - (Lita -+ 1)

é a decomposicio de o em ciclos disjuntos. Entdo, dadas Ay, As, ..., A; € M,(K),

temos:

Ho(Ay® Ay @ - @ A) = tr( Ay Ay -+ A tr(Ay Ajy - Ay,) o tr(Ay Ay - Ay).
Demonstracao: Como os dois lados da igualdade sao aplicacdes multilineares, é
suficiente provar quando Ay, ..., A; sdo decomponiveis, isto é, A; = ¢; ® z; (uma vez

que esses vetores geram o espaco), onde ¢; € V* e x; € V. Dai, pelo isomorfismo

obtido em (2.10) podemos supor, sem perda de generalidade, que

Po(A1® - Q@A) =1 @2 Qi QRT1 ® -+ ® ;).
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Nesta caso,

Po(A1® - @A) = pe(p1 @2 @i @T1 Q- @ ;)

(2

= H<900(i)7 $z>

j=1
- <<pi2> xi1><90i37 xi2> T <90ik7 xik71><g0i17xik>

<()0j27xj1> T <(10,j17xjn> T <90t17xt1>~

Consideremos, por exemplo, o produto

M= <(10i27 Ii1><(pi3> Ii2> T <90i1c7 xik71><gpil7l‘ik>'

Usando a multiplicacdo de endomorfismo dado em (2.8)), segue que:

§0i1®xi1'¢i2®xi2""'¢ik®xik - Qoi1®<(pi2’xi1>mi2""'(pik@)xik
= <90i2=xi1>902'1 Q Tiy v Piy, ®xik

- <90i27 xi1><90i37 xiz) T <<10ik7xik—1>90i1 & Ly, -
Logo, aplicando o trago obtido em (2.9)), obtemos:

t'f’(AilAiQ cee Alk) = tT(gOil X Ly * Pig X Ly * v oot Piy, &® SCZk>
= tr(<90i27 xi1><90i3>xi2> e <90ika xik—l)@h ® xlk)
= (Pins Tir)(Pigs Tin) *** {Pi Tiry 1 )T (00, ® T4y,
<90i27 xi1><90i37 Ii2> T <§0ik7 ‘rik—1> <90i17 xik)’
ou seja,

Assim, fazendo o mesmo processo para os demais produtos, obtemos o desejado. W

Como ja encontramos uma descricao para as invariantes multilineares, o Corolario

estabelece o seguinte teorema:

Teorema 2.1.9 (Primeiro Teorema Fundamental) Cada polinémio invariante em
matrizes Ay, ..., Ay € My(K) é um polindmio em invariantes tr(A; A, --- Aj;), onde

Tjy - Ty, percorre todos 0s monémios em varidveis nao comutativos.
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2.2 Matrizes concomitantes

Nesta secao queremos trabalhar com um tipo especial de aplicacoes polinomiais
chamadas de matrizes concomitantes. Tal nome se d& pois elas estao associadas ao

anel de matrizes. Para isso, devemos considerar a seguinte defini¢ao:

Definicao 2.2.1 Dados conjuntos X eY munidos de uma acao de G, dizemos que uma
aplicacao f é G-concomaitante, ou um morfismo, se € uma aplicagcao f: X — 'Y, tal

que f(g-x)=g- f(x).

Nesta secao, nosso objetivo é descrever as aplicagoes concomitantes f: V — W
no seguinte caso: V = M,(K)!, W = M,(K) e G = GL,(K) com as a¢des usais sendo
em V' a acao diagonal e em cada coordenada a acao por conjugacao. Denotaremos tal
conjunto por S; .

Inicialmente notemos que 5; ,, € um anel nao comutativo sobre a soma e o produto
pontuais. Além disso, S;,, é o subanel do anel das aplicagdes polinomiais de M, (K)*
para M, (K), denotado por P, ,,, formado pelos elementos fixados a esquerda pelo grupo

G, onde GG age em P;,, da seguinte maneira:

':GXP/L'7n % Pi’n
(g,0) = g-¢

1

onde (g - ¢)(u) = g(p(g~"' - u)) e a segunda agdo é a agao diagonal. Com efeito,

primeiramente, considere que ¢ seja fixado a esquerda pelo grupo G, temos

-1

e(g-v) =gp(g-v) =glelg™ - g-v)) =g(e((g7 g) - v) = gp(v).

Logo, ¢ ¢ uma concomitante. Reciprocamente, supondo ¢ uma concomitante,

(gt v)=g7"0w) = gle(g™"v))=glg  e))
= (9-9)(v) = (99 e(v)

= (9-9)() = ¢(v),
ou seja, ¢ é fixado a esquerda pelo grupo G.

Notemos ainda que P, é isomorfo, como anel, ao anel das matrizes de ordem

n sobre o anel das fun¢oes polinomiais em M, (K)’, isto ¢, um anel de polinomios em
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i - n? variaveis. Se identificarmos os escalares K como o centro de M, (K), vemos que
o anel dos invariantes de M, (K)" — K, denotado por T} ,, ¢ um subanel do centro de
Sin. B, portanto, S;,, ¢ uma T; ,-algebra.

Além disso, note que, entre as matrizes concomitantes, podemos considerar as

chamadas j-projecoes concomitantes, indicadas por X; e dadas por:
le (A17A27 S ,Al) — Aj.

Formulemos agora o Primeiro Teorema Fundamental das Matrizes Concomitan-
tes.

Teorema 2.2.2 O anel S;,, € gerado, como uma dlgebra sobre T, ,,, pelos elementos

X;. Em particular, S;, € finitamente gerado.

Demonstragdo: Dada uma concomitante f : M, (K)" — M,(K) construamos um

invariante sobre a acao diagonal

o MK S K
(Ala--'aAi—‘rl) l-)tT(f(Al,,Al) 'Ai—I—l)-

Note ainda que f é linear em X; 1.

Afirmacao 1: A aplicacao trago é ndo degenerada, isto ¢, dada A € M, (K), se
tr(AB) = 0, para toda B € M,(K), entdao A = 0.

De fato, seja A = 2375:1 anplap. Da propriedade ciclica da aplicacao trago
temos que

0 = t’l"(AET]) = tT(AE”EU) = tT(E”AEM) = Cljr,

para quaisquer ¢, j, 7 em {1,2,...,n}. E assim temos o desejado.

Afirmacgdo 2: Dadas f,g : M,(K)" — M,(K) duas concomitantes, se f = g,
entao f = g.

De fato, dadas quaisquer A;, ..., A;11 € M, (K). Tal afirmacao segue aplicando
a Afirmacdo 1 junto da arbitrariedade do elemento A;y;.

De mao dessas duas afirmacoes, o Teorema [2.1.9| para os invariantes, implica que
se f é uma concomitante, entdo f ¢ um polinémio nos elementos tr(A; A, - - -Ayj),

sendo linear em A; ;. Dai,

F= Mgy tr(Ap Ay - Ay Ayy)
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com Ajyiyi; € Tip € 11,02, ..., 15 # i+ 1. (Se A;41 aparecem no meio do mondémio,

podemos mudar ele para o fim por uma permutagao ciclica). Temos, entao

F(Ar . Ay Av) = tr ((Z Niviges, Aiy Ay -+ Aij) . AM) .

Portanto, pela Afirmacdo 2, f = > Ajipei Xiy Xip - X [ |

J J

2.3 Teorema da finitude para algebras graduadas

Iniciemos essa secao definindo algebras graduadas. Para um maior aprofunda-

mento, indicamos a referéncia [I8], mais especificamente o seu Capitulo 3, Secoes 1-3.

Definicao 2.3.1 Sejam A um dlgebra e G um grupo. Definimos uma G-graduacao em

A como sendo uma familia {A, | g € G} de subespagos vetoriais de A, tais que

A=EPA, e AgA, C Ag,

geG

para quaisquer g,h € G. Dizemos que uma dlgebra é G-graduada caso ela tenha uma

G-graduacao.

Neste caso, o subespaco A, ¢ chamado de componente homogénea de grau g e os
seus elementos nao nulos de elementos homogéneos de grau g. Um subespaco V de A

é graduado se
V= n4,).
geG

Uma subalgebra (respectivamente, um ideal) é chamado de graduado se ele como

subespaco ¢ graduado.

Exemplo 2.3.2 Toda dlgebra A admite uma G-graduacao, basta considerar Ac = A e
A, = {0}, para todo g € G\ {e}. Aquie denota o elemento neutro de G. Tal graduagdo

¢ chamada de trivial.

Exemplo 2.3.3 Considere a dlgebra de polinomios A = Klxy, ..., x,]| sobre um corpo

K em varidveis comutativas. Considerando a soma direta

A:@K[I’l,.--yxn]d7

deZ

onde K[zy,...,x,]a =0 sed <0 e Kxy,...,z,|a é 0 K-espago vetorial gerado pelos
monomios x{' x5’ - - x5 de grau d = ey + -+ + e, para d > 0. Temos que A admite

uma graduacao natural pelo grupo dos niumeros inteiros.
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Observacao 2.3.4 Quando as varidveis do polinémio forem ndo comutativas, pode-se
obter uma graduacdo natural pelos inteiros de forma andloga, onde as componentes
homogéneas de grau d serao o K-espacos vetoriais gerados pelos mondmios de grau d.

Tal graduacao serd chamada usual.

Também é possivel definir uma gradugao em modulos.

Definicao 2.3.5 Sejam G um grupo e A uma dlgebra G-graduada. Dizemos que um

A-mddulo M ¢é graduado, se existe uma familia de grupos {M,},ecc tais que
M = @QGG Mg € Ath g Mgh;

para todo g, h € G.

Como no caso de &lgebras, um elemento nao nulo x € M ¢é dito homogéneo se
xr € My, para algum g € G. Além disso, cada M, ¢ um A-moédulo e todo elemento de
M serda uma soma finita de elementos homogéneos.

Aqui uma pergunta natural é: “se dado um A-mo6dulo M G-graduado e N um
submodulo, entdo M/N é G-graduado?”. De fato isto ocorre de maneira natural para
o caso em que N é também G-graduado, uma vez que

M EB M,
N e NN M,
Dizemos que essa graduacao do médulo quociente é herdada da graduacao de M.

Nesta secao analisaremos a finitude necessaria para os geradores de S;, e T; p,
ou seja, estudaremos o comprimento dos monoémios que os geram. Dado f € .S;,, uma

matriz com entradas polinomiais, podemos considerar seu polinémio caracteristico
m
XsA) =AY a(HNT
i=1

onde o1(f) = —tr(f) e os outros sao obtidos pelas fun¢des de Newton ja discutidas
na Secao . Claramente, temos pelo Teorema de Cayley-Hamilton que x;(f) = 0.
Além disso, note que podemos considerar em S;,, e T}, uma graduagao herdada pelos
polinémios que os definem. Assim, S;,, como também 7;,, admitem uma graduacao
usual pelo grupo abeliano Z, onde o grau sera o usual de uma aplicagao polinomial e
(Sin)o = (Tin)o = K. Dai, se f € S;,, ¢ homogéneo de grau h, entao o;(f) ¢ homogéneo

de grau h.



71

Baseado nas observacoes anteriores e tendo em mente os Teoremas e2.2.2
no6s desenvolveremos aqui uma abordagem geral do teorema da finitude que vamos
aplicar para as algebras T, e S;,. Para isto, considere A = @@;°, A; uma algebra
Z-graduada comutativa sobre um corpo Ag = K, A" = > A; e Ay = {0}, sempre
que d < 0.

Lema 2.3.6 (Nakayama - versao graduada) Sejam M = @;°, M, um A-mddulo

Z-Graduado e N um submddulo de M que seja graduado. Se M = N + AT M, entdo
M =N.

Demonstracao: Suponhamos que N = 0 e que exista m € M homogéneo nao nulo

de menor grau possivel. Como m € At M, temos
m = Z a;v;,
com a; € A homogéneo de grau positivo e v; € M homogéneo. Dali,
deg(a;) + deg(v;) = deg(m) e deg(a;) > 0,
para algum ¢ € Z, nao nulo, temos:
deg(v;) < deg(m),

o que contradiz a minimalidade de deg(m). Caso N # 0, basta considerarmos o
modulo M/N. Dai, vemos que M/N = AT(M/N). Assim, pelo que ja foi feito acima,
M/N =0, e consequentemente M = N. [ |

Antes de prosseguirmos, enunciaremos um conhecido resultado de Pl-algebra o

qual a demonstragdo pode ser encontrada em [12], pag. 79].

Teorema 2.3.7 (Teorema de Nagata-Higman) Seja R é uma dlgebra associativa
satisfazendo o identidade x™ = 0, para algum n € N. Se char K = 0 ou maior que n,

entdo RN =0 para N < 2" — 1, ou seja,
T1Xg -+ Xogn_1 =0
€ uma identidade para R.

Observacao 2.3.8 Razmyslov, em [32], melhorou o indice de nilpoténcia dado no te-
orema anterior. Mais precisamente, nas notacoes do teorema anterior, Razmyslov

argumentou que N < n2.
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Consideremos agora uma &algebra associativa Z-graduada R e um subconjunto X

de R tal que:

(i) AC Z(R), onde Z(R) é o centro da algebra R; e,
(iii) R é gerado como uma A-algebra por 1 e X.

Teorema 2.3.9 Se cada clemento r € R satisfaz um polindmio monico de grau n
(onde o polinémio depende de r, mas o n € firo) ™ + > ¢ az" " =0, com a; € AT,
e charK =0 ou char K > n, entao R € gerada sobre A pelos mondmios nos elementos

de X de grau menor ou igual a 2" — 2.

Demonstracdo: Consideremos a algebra U = RT/ATR™. Pelo Lema basta
mostrar que os mondmios com elementos em X de grau menor ou igual a 2" — 1 (com
n > 1) geram U, como espago vetorial sobre K. Com efeito, dado z € R*, temos

r =) .a;m; coma; € A e cada m; é um monomio de elementos de X. Assim,
0
T = Zal(. )mi + Zajmj,
i J
onde aEO) € Ay = K e a; € A*. Deste modo, em U, temos:

T = Z aEO)mi + Z a;m; = Z ago)m.
i j i

Segue entdo, da arbitrariedade de z, que U & gerado por X, como algebra.
Resta mostrar que U é uma algebra nilpotente de indice menor ou igual do que
2" — 1. Mas isto ¢ imediato do fato que dado r € R™, temos ™ + > a;r" ™" = 0, com
a; € A;. Disto, segue que qualquer 7 € U satisfaz a identidade ™ = 0. O resultado
segue aplicando o Teorema de Nagata-Higman. |
Assumiremos agora R como uma algebra munida com uma aplicagdo A-linear
t : R — A preservando graus. Ademais, assumiremos que, se 1" denota a algebra

gerada por um conjunto X, os elementos t(7") geram A", como ideal.

Proposicao 2.3.10 Sobre as hipdteses do Teorema[2.3.9 e R satisfazendo também as
hipdteses do comentdrio do pardgrafo anterior, A € gerada como dlgebra por elementos

t(r), onde r percorre todos os mondmio de elementos em X de grau < 2" — 1.
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Demonstracao: Pelo teorema anterior, R é gerado como uma A-algebra pelos mono-
mios nos elementos de X de grau menor ou igual a 2" — 2, tal conjunto de mondémios
serd denotado por S. Além disso, considere B a subalgebra de A gerada pelos elementos
t(r), onde r corre no conjunto S’ dos monémios nos elementos de X de grau menor ou
igual do que 2" — 1. Assim, basta mostrar que B = A. Ora, mas como B é uma algebra
graduada e A é um B-moédulo graduado, entao pelo Lema [2.3.6] é suficiente mostrar
que A = B+ BTA. Dai, como A" é gerado por ¢t(T) como ideal sobre a algebra A
evale R = ASeTt C T.X, segue que T* C ASX, jaque T = (X) C (1,X) = R.
Dai, pela defini¢ao do conjunto S’ e como a aplica¢do trago preserva graus (e, por isso,

inclusdes também), segue que:
t(TH) CHt(ASX) = t(TT) C At(SX) = AB*

onde SX é o conjunto dos monémios com grau positivo menor ou igual 2" — 1 nos

elementos de X. Consequentemente,
AT =A-H((T")CABt' = A=Ay + At C B+ BTA.

Dai, como B e AB™ sao subconjuntos da algebra A, temos A = B + BT A. E assim,
segue o desejado. |

Nos podemos aplicar essa proposicao no caso em que ja sabemos que A é gerada,
como uma algebra, pelos elementos ¢(r), com r € T. Em particular, n6s podemos apli-
car a ultima proposicao para obter o Teorema da Finitude para os anéis de invariantes.

Teorema 2.3.11  a) O anel Ty, € gerado, sobre K, pelos elementos tr(Xy, --- X, ),
com j < 2" —1.

b) Sin € gerado, como T, -dlgebra, pelos elementos X; Xy, - -+ Xy, com j < 2" — 2.

Demonstracao: Basta tomar ¢t =tr, X = {Xy,...,X;},A=1T,, e R = 5,,. Dai,
aplicando a Proposicao [2.3.10| temos o item a). Ademais, como todo elemento de S,

satisfaz seu polindmio caracteristico, o item b) segue aplicando o Teorema[2.3.9 W

2.4 Identidades com traco

Consideremos agora o problema de encontrar, em uma forma sistematica, todas

as relacoes acerca dos elementos tr(M) e M, onde M é um monémio nas variaveis
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concomitantes X;, onde j = 1,2,...,00. Indicaremos por T, € Se, 0 anel dos
invariantes e concomitantes de uma quantidade infinita de matrizes, respectivamente.

Teorema 2.4.1 S, € a dlgebra relativamente livre com trago na variedades das dl-
gebras que satisfazem Tr. (M, (K),tr)

Demonstracao: Considerando o traco de matrizes, existe uma aplicacao natural

trp: Seomn — T tal que para todo f € S, temos que
(trpo f(X1, ..., X)) (A1, ..., Ap) =tr(f(Ag, ..., AR)), (2.11)

para todo Ai,..., A, € M,(K). Claramente, (S ,trp) é uma algebra com trago.

Utilizando uma variacao do Teorema [1.3.13| é suficiente mostrar que
Soon = (G(X)/Tr (M (), 1)),

onde G(X) é a algebra de polinomios generalizados dada na Secéo . Para este fim,
considere a aplicagdo canodnica 9: G(X) — Sy, dada por ¢(z;) = X;, para todo
i = 1,2, .... Nestas condigoes, Tr,.(M,(K),tr) C keriy. Por outro lado, seja f um
elemento de kery, entao para quaisquer projegoes concomitantes Xy, ..., X,, em Sy ,,
temos que f(Xq,...,X,) =0, e assim para toda n-upla (Ay,..., A,) de elementos em
M, (K), temos que 0 = (f(Xy,..., X)) (A1,..., An) = f(A4,..., A,). Concluimos que
f € Tr.(M,(K),tr) e, consequentemente, keryo = Tp.(M,(K),tr). [

Utilizando G(X) e TG(X), notagoes utilizadas na Sec¢ao temos duas aplica-

¢oes sobrejetoras
7T TG(X) > Twn € 7:G(X)— Seon.

Nosso objetivo consiste em encontrar relagoes entre invariantes e concomitantes
e, para isto, descreveremos os nicleos das aplicacdes m e 7. O teorema anterior fica
migrando entre as estruturas de matrizes genéricas e concomitantes, de forma mais
conveniente, dependo da situacao, e assim podemos tentar determinar tais relacoes.
Inicialmente, observemos que temos a compatibilidade de 7 e m com as aplicacoes
traco, isto ¢, o diagrama
GX) — Sa

TTL lw

TG(X) —>Twn

™
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é comutativo, onde T'r é o trago formal em G(X) herdado pelo de KT R(X), e trp é o
traco construido a partir do trago usual de matrizes, ver aplicacao . Finalmente, 7
é compativel com a substituicao, isto &, 7(f (g1, ..., gi,...)) = () (7(g1), ..., 7(g:),--.),
para todo f,g1,...,9,... € G(X).

Dos comentarios acima, a proxima proposicao segue imediatamente:

Proposicao 2.4.2 Os ideais kerw e kert sao T-ideais com trago.

Iremos nos referir aos elementos de kerm como identidades com traco puro de
matrizes de ordem n e aos elementos do kert como identidades com traco de matrizes
de ordem n.

Dada uma permutacao o € S,,, onde o tem a seguinte decomposi¢ao em ciclos

disjuntos

definiremos um elemento ¢, € TG(X) da seguinte forma
Vo = Po(T1, .. ) =Tr(zsy -2 )T (g, - g, )Ty, - xy,).

Veja que ¢, define uma funcao polinomial de grau m e usando a notacao dos

Teoremas e noés temos que, se Ay,..., A, € M,(K), entdo
T(¢J)(X1, e ,Xm)(Al, . ,Am) = ,UU(Al ® AQ ® s ® Am) (212)

O seguinte resultado segue como consequéncia da teoria do Diagrama de Young.

Teorema 2.4.3  a) Um elemento ) g o0, € uma identidade com trago para
malrizes de ordem n se, e somente se, o elemento desm a,0 pertence ao ideal
da dlgebra de grupo de S,, gerada pelos simetrizadores de Young relativos aos

diagramas com pelos menos n + 1 linhas.

b) Em particular nés temos a identidade fundamental com trago

F(xla"'7xn+l): Z 3971(0')(]50,

O'esn+1

correspondendo ao diagrama de Young com uma coluna e n+ 1 linhas.

Demonstracdo: a) Da Igualdade [2.12] > a,¢, ¢ uma identidade com trago se, e

somente se, a aplicacdo Y a, /i, € identicamente nula. Ora, mas isso é equivalente aos
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endomorfismos Y a, A, em V™ induzido por > a,0 serem zero. Dai, usando a Teoria
de Young e representagao do S, desenvolvida na Se¢ao temos o desejado, pois com
elas conseguimos entender a acao do simetrizados ¢, € K S,, sobre V¥ Vejamos em
detalhes.

Seja A = (A1, ..., \x) uma parti¢do de m e munamos o correspondente diagrama
de Young com a tabela Standard. O subgrupo Pr de S,, que preserva cada linha torna-
se, em seguida, Pp = Sy, X -+ X Sy, = S,,. Com ar = ZpePT P, Vemos que a imagem

da acao de ar sobre V®™ ¢ o subespaco
Im(ar) = Sym™V @ - -+ @ Sym™MV — V&,

aqui, Sym‘V denota o subespaco de tensores simétricos em V®.
Equivalentemente, dados os diagramas de Young correspondente a particao dual

de A, ou seja, \* = (u1,- -+, ), o subgrupo @, de S,, que preserva cada linha de \ é
Qn = Sy X - X S < Sa.

Com by = quQ,\ sqn(q)q, vemos que a imagem da ac¢ao de by sobre V®™ & o

subespaco
11 ik
Imbr) = \V®.. .0 \V Ve,

aqui, /\z denota o subespaco de todos os tensores antissimétricos em V®'. Note que
AV =0, sempre que i é maior que dimV = n, pois os tensores sdo antissimétricos, ou
seja, a imagem da acao de by sobre V®™ é zero sempre que a particao dual \* contém
uma linha de comprimento maior que n + 1, ou equivalentemente, \ tendo mais que

n + 1 linhas. Dai, como ¢ = arbr, temos o desejado.

b) Considerando a partigao A = (1,1,...,1) de n + 1, obtemos que
PT = {]d} e QT = Sn+1'

Dai, ar = 1,b7 = Zaesnﬂ sgn(o)o. Logo, o simetrizador de Young é dado por

cr = Z sgn(o)o

UESn+1

e como o ideal descrito por ele é justamente os multiplos escalares de > sgn(o)o,

cESh+1

segue do item a) o desejado.
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|
Como F(z1,...,%,s1) € multilinear em todas as variaveis, podemos aplicar um
procedimento semelhante ao usado na prova do Teorema para escrevé-lo formal-

mente como

F(xy,...sxng) =Tr(G(ze, ..., 20)Tni1), (2.13)

onde G(z1,...,x,) € G(X) e

n

G(x1,...,x,) = Z(—l)kJrl Z Tiy Tiy - Ty, Z sgn(o) ¢y,

k=0 i1 FlFE Ay 0ESn—k
com S,y agindo sobre {1,...,m} — {iy,...,ix}.
Uma consequéncia do Teorema é o seguinte:

Corolario 2.4.4  a) Uma identidade com trago puro multilinear de grau n + 1 em

n + 1 varidveis é miltipla escalar de F(x1,...,Tpy1).

b) Uma identidade multilinear com trago de graun em n varidveis é mailtipla escalar

de G(x1,...,Ty).

c) G(x1,...,x,) € obtido por linearizacao completa do polindmio de Cayley-Hamilton

de grau n, vezes (—1)"*1,

Demonstracdo: a) Tomado m = n+ 1 no Teorema , item a), o ideal ai descrito

serd um multiplo escalar de > sgn(o)o. Assim, teremos o desejado.

oESn+1

b) Pela relagao estabelecida no Teorema [2.2.2] temos que f(z1,...,2,) € kert se,
e somente se, Tr(f(xy,...,2,)x,11) € kerm. Assim, segue do item (a) e pela Igualdade
o desejado.

¢) Das formulas de Newton (veja Segao , vimos que o polindomio caracteris-
tico xa(A) de uma matriz A é um polindmio com coeficientes podendo ser escrito via
elementos ¢r(A"). Isso nos permite construir um polindémio formal Cayley-Hamilton
xx(X), sendo X uma matriz genérica, substituindo no seu polinémio caracteristico o
termo tr(A*) com trp(X*) e Al com X',

Se X é uma proje¢ao concomitante, entao x x(X) ¢ um elemento de So ,, homoge-
neo de grau n. Além disso, pelo Teorema de Cayley-Hamilton, temos x,.(x) € kerr, ou
seja, ¢ uma identidade com trago. Assim, polarizando completamente x x (X) obtemos

uma identidade multilinear com trago de grau n. Segue entdo, pelo item b), que ele

¢ um multiplo escalar de G(z1,...,x,). Mas como seu termo lider (o termo de maior
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grau com coeficiente em TG(X)) é > o To(1)" " To(n), a0 cOmpararmos com a forma
explicita de G(z1,...,x,), segue o desejado. [ |

Nos estamos agora prontos para provar o segundo teorema fundamental.

Teorema 2.4.5 (Segundo Teorema Fundamental) «a) O ideal kern é gerado pe-
los elementos F(My, ..., M,1), onde os M/s variam sobre todos os possiveis

monomios em K(X).

b) O ideal kert é gerado por todos os elementos F(My, ..., M,11) e G(Ny,...,Ny),
onde 0os M;’s e N;’s variam sobre todos os possiveis mondmios em K(X).

Demonstracao: a) Primeiramente, nés queremos reduzir a andlise para identidades
multilineares, uma vez que esse ideal é fechado para polarizacao e podemos aplicar o
Corolario Seja [ € kerm multilinear e de grau m. A priori f pode depender de
mais de m variaveis, mas podemos separar f como um soma de polinémios f; cada um
dependendo de m varidveis, tais que f; e f; nao dependem das mesmas varidveis, se
it # 7. Definindo algumas variaveis iguais a zero, vemos que cada f; é uma identidade

com traco. Portanto, nés podemos assumir que f é multilinear de grau m e depende

das concomitantes Xi, Xo,...,X,,, entao
f= E Ay Gy
cESm

e, pelo Teorema , o elemento ) a,0 da algebra de grupo pertence ao ideal gerado
pelos simetrizadores de Young relativo ao diagrama com pelo menos n + 1 linhas.

Afirmacao 1: Este ideal é gerado pelo simetrizador de Young relativo a particao
(1,1,...,1) de n + 1 sobre a imersdo natural de S,.; em S,,, onde m > n + 1.

Seja T um diagrama de Young tendo £ > n + 1 células na primeira coluna
e ¢y um simetrizador dessa tabela. Consideremos que as células na primeira coluna
sao preenchidas por I = {ij,...,ix}. Denotando por S; o grupo das permutagoes de
elementos de I e como @\ = S; X @', para algum Q' subgrupo de S,, que estabilize as

outras colunas do diagrama, vemos que
by = (Z sgn(a)o> Y, Ve KQ.
oEST

Dai, ¢y pertence ao ideal bilateral gerado por C; = > s sgn(o)o. Considere a

permutacao w em S, dada por w(i,) = r, para todo r € {1,...,k}, e os demais
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sendo fixados. Neste caso, podemos interpretar que o ¢, pertence ao ideal gerado por
Cr=wCw™ =3 g sgn(o)o. E suficiente provar que o Cj, esta no ideal gerado por
Cha1, para todo n + 1 < k < m. Mas isso segue do fato de definirmos @(i,) = r, para
todor € {1,...,n+1} (iremos considerar a mesma notagao ja usada acima, por abuso
de notagdo) e fixa os demais. Concluindo a Afirmagao 1.

Da Afirmacao 1,

Zagaz Z QT Z sgn(o)o | ;.

oESm Ti,T]'ESm O’ESn,+1

Pelo item b) do Teorema temos que cada parcela do elemento descrito acima esta
associado a um polindmio que é identidade com traco para matrizes. Assim, basta

analisarmos a forma das identidades com trago associadas aos elementos:

T Z sgn(o)o | &, (2.14)

cE€ESh+1

onde 7,£ € S,,.

Ora, mas analisar as identidades da forma acima, é suficiente estudar as da forma
> ves,., Sgn(o)o-&T. Com efeito, observe que se ), g aA corresponde ao polindmio
com trago H(Xy,...,Xy,) e € Sy, entao (3, g axA)f~! corresponde ao polinomio

com traco H(Xp),. .., Xgam)). Assim, como

T(Z sgn(o)o)é = T(Z sgn(o)o)er - 7L,

Portanto, as identidades associadas ao elemento sao iguais as identidades asso-
ciadas a () sgn(o)o)éT, a menos de posicao de variaveis.

No que segue em nossa demonstracao, chamaremos 7 = 7).

Afirmacgao 2: Existe v € 5, contendo, em cada ciclo, no maximo um elemento

1,2,...,n+ 1, tal que

Z sgn(o)o -n ==+ Z sgn(o)o - 7.

0ESn+1 0ESH+1

Para provar esta afirmacao, basta mostrarmos que podemos escrever n = \v,
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para algum \ € S, e v do tipo desejado, pois tomando g = o\, temos

Z sgn(o)oX = Z sgn(BAHBATIA

o 8

— sgn(n) Y sgn(8)8

B

= sgn(A) Z sgn(o)o.

o

Esta ultima igualdade segue simplesmente renomeando as permutacoes. Assim, fazendo
~ agir (a direita) em ambos os lados da igualdade anterior, obteremos o resultado.
Assuma que 7 contém no primeiro ciclo mais que um elemento de {1,...,n + 1},
digamos 1 e 2, pois os ciclos sao disjuntos. Diante deste comentario, podemos escrever

1 da seguinte maneira:

n = (1217,2 .. -ir2jlj2 .. ]s)(kl . ka) cee (21 .. Zc)

Dai, obtemos

(12)7] = (1@122 Ce ZT)(lejg - ];)(k’l . ka) cee (Zl e Zc).

Neste caso, tomando

v = (Livig...1,)(251d2 - Js) (k1. ko) -+ (21...2¢) e A= (12)7! = (12)

temos o desejado para este caso particular. No caso em que 7 tiver um ciclo con-
tendo mais que um elemento, realizamos o procedimento no méximo n vezes. Assim,
provamos a nossa afirmacao.

Por fim, se o € S,,11 e v sao do tipo acima, o ciclo de o7 é obtido formalmente
através da seguinte substituicao: em cada ciclo de o, no lugar de um elemento 1
a sequéncia liyiy .. .17, no lugar do 2, a sequéncia 27, ...7; e, seguindo desse modo,
substituindo n + 1, pela sequéncia (n+ 1)ty - - - t5 € terminando com ciclos de 7 em que
os elementos 1,2,...,n + 1 nao aparecem. Para ficar mais claro esse procedimento,
vejamos um exemplo: Sendo o = (12)(34) e v = (141)(24172)(3k1)(4l112) (mymams),

com ~ formado por ciclos disjuntos, temos

g7y = (1%12]1]2) (3k14l1l2)(m1m2m3).
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podemos escrever o polinémio com traco correspondente a (> sgn(o)o) -y como

U'ESn+1

('F<x1xi1 Ly Loyt Ly e ey T 1Ty w00 xtk)) T?“(.CL’,\l T x>\7‘) T T’f’(ﬂ?ul T xﬂz)'

Portanto, repetindo esse processo para todas parcelas de f, o teorema segue.
b) Seja H(z1,...,%,) € kert uma identidade com trago das matrizes de ordem
n. Entdo o polinémio com trago Tr(H (z1,...,%m) * Tmy1) estd em kerm, o qual, pelo

item a), tem a forma
Z A’L'1.‘.’L'n_~_1*F.(]\4—i17 crty Min+1)7

com A € TG(X) e é linear em z,,.;. Portanto, podemos assumir que z,, 1

11,0041

aparece linearmente em cada termo da soma. Consideremos, entao, o termo
AF(My, ..., M),

onde x,, .1 aparece em A ou em um dos monoémios M;’s. Se z,,,1 aparece em A\, podemos
escrever A = Tr(Nxp,41), onde X € G(X). Caso contrario, permutando os monomios
se necessario, podemos assumir que M, 1 = A-x,,41 - B, onde A, B sao mono6mios em

K(X). Entao, por linearidade e da propriedade ciclica do traco formal,

/\F(Mla"an-i-l) = /\TT(Q(M17,Mn)AZEm+1B)
— Tr(\-B-G(My,. .. M) A-zmin).

Assim,

Tr(H(zy, .. 2n)Tmer) = Tr([D Ny oo F(Mi, . M)

+ Z /\j1~-~jn+1 . Bjn_,'_lg(le, Ce 7Njn)Ajn+1i| . .I'm+1).

Como a aplicacao traco é nao degenerada, segue o resultado. |

Podemos expressar o teorema anterior de uma forma mais conveniente usando
os analogos nao homogéneos de F e G. J& sabemos que G é obtido a menos de sinal,
pelo polinémio caracteristico por meio da polarizacao completa. Quanto a F temos
um resultado similar, ja& que F(xy,...,Tmy1) = Tr(G(21, ..., Tm)Tme1). O andlogo
do polinomio caracteristico, em TG(X), é a expressao de tr(A"") em termos dos
elementos tr(A"), com ¢ < n, obtido pela equacgao trp(xa(X) - X) que na substitui¢ao
de X por A é zero. Denotaremos a expressao formal associada a x,(z) e a tr(x.(z)- ),
de G(x) e F(x), respectivamente. Assim, G(x) é o “polindémio de Cayley Hamilton de

grau n” e F(z) é a expressao de Tr(z"™) em termos de Tr(z"), e i < n. Entao, temos:
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Teorema 2.4.6  a) kerm é o T-ideal com traco puro de TG(X) gerado por F(x).

b) kert é o T-ideal com trago de G{X) gerado pelo polinomio caracteristico G(x).

Aqui X € uma j-concomitante

Demonstragdo: Observe que (a) e (b) seguem do Teorema[2.4.5|junto com a definigao
dos T-ideais com trago de T'G(X) e G(X), uma vez que provamos que a completa
polarizacao das formas F(X) e G(X), aqui X é um proje¢do concomitante, encontram-
se no T-ideal que eles geram, uma vez que podemos substituir o processo de polarizacao
pelo processo de multilinearizagao.

Pela Observacao[1.9.8] o resultado final da multilinearizacao é a mesma que a da
polarizacao completa e entao a afirmacao segue, uma vez que claramente, multilinea-
rizando cada gerador de um 7-ideal, continuamos com o mesmo 7-ideal.

|

Agora podemos deduzir um intrigante corolario que “amarra” completamente o
Teorema [2.3.11| ao Teorema de Nagata-Higman, para isto iremos resgatar a notacao
dada antes do Lema Mais explicitamente iremos considerar K°(xy, ..., z;) sendo
a algebra livre sem unidade em ¢ indeterminadas nao comutativas (a qual pode também
ser denotado por KT (xy,..., ;) a fim de ser compativel com a notagao) e TfnSm éo
ideal com trago da algebra das matrizes genéricas cujos coeficientes estdao em T, , isto

é, a algebra dos elementos que sao tragos nao constantes.

Corolario 2.4.7 O anel S, /T, Sin € isomorfo a dlgebra livre sem unidade K°(xy, . .., x;)

iwn

em i varidveis, modulo o T-ideal definido pela identidade polinomial f(z) = x™.

Demonstragao: E claro que S}, /T S;, satisfaz a identidade f(z) e ele é gerado,

in

modulo TJ,LS@-,”, pelas aplicagoes n coordenadas X;,j = 1,...,7 sobre K, como K-

algebra (ver Teorema [2.3.11)).

Portanto, a aplicagao canonica
U K%wy, . x) = SE /T Sin

onde ¥(z;) = X; e os polinémios do dominio sdo vistos como polinémios ordinarios
sem traco, ¢ sobrejetiva. Além disso, ker¥ contém o T-ideal J gerado pela identidade

polinomial f(z). Temos que mostrar que a aplica¢gdo induzida

U K%wy, .. x) )] — ST Sim
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é um isomorfismo, ou seja, ker¥ C J.

Mostremos que as unicas relagdes entre os elementos X; em S; /T S, sdo
dedutiveis da identidade polinomial f(x).

Temos uma apresentacdo de S;, e T;7, dada pelo Teorema A fim de dar
uma apresentacao para S;;L ﬂﬁLSi,n, temos que adicionar a relagao dada nesse teorema,
a relacao Tr(M) = 0 para todo monoémio M de grau positivo. Se comegarmos dessas
relagdes, isto é, se construirmos Sy, /T;7,Sin, Pegamos justamente a algebra livre sem
unidade sobre K, ja que Tm/Tfn ~ K. Logo nao ha mais nenhum polinémio que se
anula em S} /T;" S;, além do polinomio caracteristico. Ou seja, h € kerWV significa
que a concomitante associada a ela ¢ nula, médulo Ti}bsm Porém, h é um polinémio
sem coeficientes que sejam traco, com isto podemos interpretar A como sendo uma
identidade com traco.

Agora, se lermos nesta algebra a relacao dada, por exemplo, pelo Teorema [2.4.6
vemos que o polindmio caracteristico G(x) torna-se 2", a aplicacao traco agora é 0 (bem
como F(z)), e entdo o T-ideal gerado por G(x) torna-se, médulo T;',, exatamente o
T-ideal gerado pela identidade f(z). Concluindo que ker¥ C J.

|

H4 uma outra maneira de formular o corolario anterior, que enunciamos por

completude.

Corolario 2.4.8 Se R ¢ uma dlgebra associativa sobre um corpo de caracteristica
e R satisfaz a identidade polinomial f(x) = 2", entdo R satisfaz todas as identidades

polinomiais da dlgebra das matrizes de ordem n.

Demonstragio: E facil observar que T'(M,(K)) = kert N K (1, s,...). Além disso,

considere a aplicacao

¥ K%xy,20,...) — ST /T;ngoo’n

oo,n

Flar, . an) > f(Xy o X)) + T Seon

Dadoum f € T(M,(K)), temos que seu termo constante ¢ nulo, logo f € K%z, zs,...),
observe ainda que f(Xi,...,X,) = f(Xi,...,X,), paratodo f € S, com coeficientes

que nao dependem da aplicacao traco. Consequentemente,

T(M,(K)) € T(S;,n/Tot,nSoo,n) = (2")
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a ultima igualdade segue do corolario anterior. Temos entao, que dada uma Aalgebra

associativa R que satisfaz a identidade (z"), isto é,
(") CT(R) = T(M,(K)) CT(R).

Portanto, R satisfaz todas as identidades da algebra das matrizes de ordem n. |

Terminamos esse capitulo observando que se R é uma algebra nilpotente com
indice de nilpoténcia n sobre um corpo de caracteristica zero, entao ela satisfaz todas
as identidades da algebra das matrizes de ordem n, em particular satisfaz todas as
identidades com traco dessa algebra, considerando a aplicacao traco de ¢t : R — R
sendo nula.

No préximo capitulo, iremos mostrar que R, nas condi¢oes do paragrafo anterior,
¢ uma subalgebra das algebras das matrizes sobre um anel comutativo, motivando a
pesquisa de determinar subalgebras do anel de matrizes. Nesta linha de raciocinio, sera
que é suficiente verificar que um anel que satisfaz o polinémio de Cayley-Hamilton é

subélgebra da &lgebra de matrizes sobre um anel comutativo?



Capitulo 3

Mergulhos em anéis de matrizes

Uma questao interessante na teoria de anéis é identificar subanéis dos anéis de
matrizes. Neste caminho, surge uma pergunta natural: “Qual seria uma condicao ne-
cessaria para existir um mergulho de um anel numa algebra de matrizes (possivelmente
com coeficientes em algum anel comutativo)?”. Como é relatado no artigo “An example
in Pl-ring” ([34]), varias conjecturas ja foram feitas sobre condigdes para permitir tais
mergulhos. Por exemplo, na teoria das PI-algebras, uma condigao necessaria para a
existéncia de tal mergulho ¢ que o anel satisfaca todas as identidades polinomiais do
anel de matrizes. Porém, como é visto em [1] e em [34], tal condi¢do nao é suficiente.
Assim, em geral, tal questao é um problema em aberto até o presente momento.

Procesi, em [30], respondeu parcialmente a pergunta acima, considerando essa
questao sobre um corpo de caracteristica zero, no sentido de que, para a existéncia
de tal mergulho, uma condicao necessaria e suficiente é que o anel satisfaca todas as
identidades com traco da algebra de matrizes e, pelo Teorema [2.4.6] é suficiente que
satisfaca a identidade de Cayley-Hamilton de grau n. Neste resultado, Procesi fez uso
de uma certa aplica¢io universal que pode ser encontrada no artigo |2].

Neste capitulo estudaremos com detalhes os resultados mencionados acima. Aqui
iremos estabelecer um resultado mais geral do que o Corolario[2.4.§] no seguinte sentido:
Iremos provar que toda algebra nil de indice limitado n, sobre um corpo de caracteristica

zero, ¢ subdalgebra da algebra de matrizes de ordem n, sobre algum anel comutativo.
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3.1 Notacoes e resultados iniciais

Consideremos R um anel e M,,(R) o anel das matrizes de ordem n sobre R. Dado
A € M, (R), denotaremos, como de costume, por a;; (€ R) a entrada da matriz A que
estd na i-ésima linha e j-ésima coluna. Além disso, quando k for um subanel de Z(R),
veremos R como uma k-algebra e, diante disso, pode ser conveniente identificar M,,(R)
com M, (k) @ R.

Seja n : R — S um homomorfismo de anéis. Das propriedades de matrizes,

podemos obter um homomorfismo entre M, (R) e M,(S) induzido por n dado por:

M,(n): M,(R) — M,(5)
(rij)nxn = Mn(n)((rij)nxn) = (n(rij))nxn-

Notacao 3.1.1 No decorrer do texto, o homomorfismo acima serd sempre denotado

por My(n), onde n serd o homomorfismo que o induz.

Observacao 3.1.2 A fim de deizar os resultados os mais independentes de outras fon-
tes, utilizaremos alguns resultados da teoria de anéis, os quais sao comumente vistos
em cursos de graduacao. Devido a serem resultados bdsicos, omitiremos as suas de-
monstracoes, mas oS enunciaremos para auziliar na compreensao do trabalho e serao
citados no decorrer do texto como parte integrante desta observacao juntamente com o

algarismo correspondente informado abaixo.

i) Se R é um anel com unidade e J é um ideal de M, (R), entao existe algum ideal

I de R tal que J = M, (I).
ii) Se R é um anel e I é um ideal de R, entdo M,(R)/M,(I)~ M,(R/I).

iii) Se I € um ideal de um anel R e S C I, entao (S) C I (onde (S) € o ideal de R
gerado por S).

Com o intuito de evitar repeticoes no decorrer do capitulo, fixemos mais algumas
notacoes: Aqui k£ serd um anel comutativo com unidade e assumiremos que todos os
anéis daqui por diante serao k-algebras, onde 1 € k age como a unidade, e todos os
homomorfismos serao k-homomorfismos, a menos que seja dito o contrério.

Sendo X = {x; | i > 0} um conjunto de indeterminadas ndo comutativas sobre
k, denotaremos por k(X) = k(... ,x;,...) o anel livremente gerado sobre k, com k
comutando com os z;’s, e por k°(X) o subanel de k(X) contendo todos os polindmios

com termo independente zero.
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Usando a notacao de matrizes genéricas dada na Secao podemos considerar
X; = (fgﬁ), com o, =1,2,...,n, as matrizes genéricas de ordem n sobre o anel de
polinémios comutativo A = k| 3/3 |+ < 1,1 < a,f < n] nas indeterminadas {’s sobre

k. Assim, considerando X = { X1, Xs, ...}, podemos ver
F(X) C k() C My(A)

onde k(X) é a k-dlgebra gerada por 1 e todos os X;’s e k°(X) é a k-algebra gerada
pelos X;’s (sem a unidade). Por fim, pela propriedade universal da k-algebra livre

k(X), temos o seguinte resultado:

Proposigao 3.1.3 Existe um homomorfismo candnico entre k(X) e k(X).

Demonstracao: O resultado é imediato, basta considerar o homomorfismo canonico
que associa cada indeterminada z; a sua correspondente matriz genérica X;. |

Por economia de notagao, decidimos exibir o homomorfismo mais adiante. Além
disso, a construcdo do anel k£({X') segue passos analogos a construcao feita na Proposi¢ao
1.3.3] e por tal motivo decidimos nao construir este tipo de k-algebra livre. Aqui
precisamos ter cuidado apenas em escolher um homomorfismo de k-modulos no lugar
de uma transformagao linear, e observar que k(X) é um modulo livre sobre k, livremente

gerado por pelos mon6mios em X.

3.2 Aplicagao M, (k)-universal

Os resultados que se encontram nesta secao independem da caracteristica do
corpo, embora iremos aplicd-los em algebras sobre um corpo de caracteristica zero.

O objetivo desta secao é obter uma ferramenta que nos auxilie na construgao de
mergulhos em algebras de matrizes sobre anéis comutativos. Com isso em mente, iremos
mostrar que existe uma k-algebra comutativa S e um homomorfismo p : R — M, (5),
tais que todo homomorfismo o de R em M, (B), onde B é um anel comutativo, satisfaz
a relagdo M, (n)p = o, onde M,(n) serd um homomorfismo contruido a seguir. Além
disso, tal algebra comutativa S é unicamente determinada. Em resumo, desejamos

provar o seguinte resultado:

Teorema 3.2.1 Seja R uma k-dlgebra. Entdao existe uma k-dlgebra comutativa S e

um homomorfismo p: R — M, (S) tal que:
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1) As entradas {[p(1)]ap | 7 € R} geram, junto com 1, o anel S;

2) Para cada homomorfismo o : R — M,(B), onde B é uma k-dlgebra comutativa
com unidade, existe um homomorfismo n : S — B de modo que a aplicag¢do
induzida M, (n) : M,(S) — M,(B) satisfaca a rela¢ao M,(n)p =o.

Além disso, S € unico a menos de isomorfismo, p € unico a menos de um mailtiplo
wsomorfo e se S, p e o sao dados, entao n € unicamente determinado.

Notacao 3.2.2 O par (S, p) serd chamado de aplicagao M, (k)-universal para R.

Observacao 3.2.3 Quando o anel R for unitdrio e p for um homomorfismo unitdrio,
¢ possivel concluir que existe uma k-dlgebra comutativa S, com unidade e um homo-
morfismo unitdrio p, : R — M,(S,) que satisfaz o Teorema quando restrito
apenas ao homomorfismo unitdrio o, : R — M,(B). Tal conclusio é obtida fazendo

0s devidos ajustes na demonstracao do Teoremal3.2.1| que serd feita adiante.

Iremos nos dedicar nesta se¢ao a prova do Teorema [3.2.1] e a algumas consequén-
cias interessantes, mas antes disto iremos exibir o par (S, p) para a k-algebra livre
k(X). Aqui iremos resgatar algumas notacoes consideradas antes da Secao

Seja X; = Y0 51 &bgBap = (§lg), com i € N, uma matriz genérica de M, (k)
sobre k, ou seja, os elementos de {ﬁfm | 1 < a,8 < nei> 0} sio indeterminadas
comutativas sobre k. Eles sao os coeficientes do elemento X; sobre a k-algebra de
polindmios nas variaveis &, 5, denotado por A = k[¢]. Considerando k(X) a algebra
gerada pelos X’s, é facil observar que k(X) C M, (A), ver notagdo antes da Proposicao
B.1.3] Exibiremos, explicitamente, o0 homomorfismo canénico pretendido na Proposi¢ao

3.1.3 ou seja, considere ¥: k(X) — k(X) dado por

Y(x;) = X (3.1)

E claro que o par (A1) satisfaz a condi¢do 1) do Teorema [3.2.1} restando verificar
o item 2). Tome F uma k-algebra comutativa qualquer e o: k(X) — M, (F) um
homomorfismo dado por o(z;) = (fiz). Como A é a k-algebra livre na classe das

k-algebras comutativas, temos a existéncia de um k-homomorfismo n: A — F tal que

[0}

dada por M, (n)((€.5)) = (flz). Note que:

My () () = Ma(n)(X;) = (&) = o(x;).

n(€.s) = fiz- O k-homomorfismo anterior induz a aplicagdo M, (n): M,(A) = M,(F)

Em resumo, temos o seguinte resultado:
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Proposicao 3.2.4 O par (A,v) é a M, (k)-aplica¢io universal para k(X).

Antes de provar a existéncia do par (S, p) para uma algebra R em geral, iremos

estabelecer a sua unicidade. Tal prova é comumente utilizada na literatura.

Proposicao 3.2.5 Sejam (S, p) e (So, po) pares satisfazendo as condi¢oes 1) e 2) do
Teorema [3.2.1 Entao existe um isomorfismo n: S — Sy tal que py = M,(n)p. Além
disso a aplicagdo n € unicamente determinada quando (S, p) e o sao firados. Em parti-

cular, (S, p) € unicamente determinado, a menos de isomorfismo descrito no enunciado.

Demonstracdo: Unicidade de (S,p): Seja p: R — M,(S) e po: R — M, (S).
Ao aplicar a condigdo 2) nestes homomorfismos, segue que existem 7 : S — Sy e
no 1 So — S, tais que M,(n)p = po e My(no)po = p. Dai, substituindo a primeira
igualdade na segunda,

My, (n0) Mn(n)p = p. (3.2)

Afirmacgao 1: M, (no)M,(n) = M,(non)-

Com efeito, dada (a;j)nxn € M,(S), temos

My (10) My () (i) nxn) = Mu(n0)((0(@i5))nxn)
= (non(aij))nxn

M (non) (aij)nxn‘

A afirmacdo segue da arbitrariedade do elemento em M, (S) considerado.

Munidos da afirmacgao e da Igualdade , segue que, para cada r € R, obtemos
p(r) = M, (non)p(r). O que implica em p(7)as = (o) p(1)as. Portanto, nyn é a aplica-
¢ao identidade nas entradas das matrizes de p(R). Como a aplicagao nyn é também um
k-homomorfismo e essas entradas geram S (pela condigao 1)), segue que 77 é a identi-
dade em S. Fazendo procedimento analogo, obtemos que nny é a identidade sobre .Sy.
Dai, 7 e 1 sao isomorfismos. Em particular, temos py = [M,,(n9)]!p. Concluindo que
S é Ginico a menos de isomorfismo e p é Ginico a menos de miltiplo por um isomorfismo
de S.

Unicidade de n: Se o : R — M, (B) ¢ dado e existem n, 7’ : S — B satisfazendo
2), isto é, M,,(n)p = M, (n')p = o, entdo para todo r € R,
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Dai, para toda entrada p(r).s temos n[p(r)as] = 17'[p(1)as] €, como todos os p(r)as
geram S, temos 1 = 1. [ |

Observacgao 3.2.6 Como consequéncia direta da proposicao acima, M,(n) é também

unicamente determinado, sempre que (S, p) e o sao fizados.

Agora iremos provar o Teorema [3.2.1] e a fim de auxiliar a compreensao da de-

monstragao, iremos apresentar sua demonstracao em dois lemas.

Lema 3.2.7 Seja R uma k-dlgebra. Existe uma k-dlgebra comutativa S e um homo-
morfismo p : R — M,(S) tal que as entradas {[p(r)]ap | 7 € R} geram, junto com 1, o
anel S.

Demonstracao: Definiremos o homomorfismo p e o anel S desejado da seguinte ma-

neira: sendo {r;};c; um conjunto de k-geradores de R, consideremos o homomorfismo

wo: KY(X) — R

zi = po(Ti) =1

e denotemos por p o seu nucleo (caso R seja unitario e a unidade seja um dos geradores
de R, entdao podemos considerar k(X) em vez de k°(X) e a demonstra¢ao sera anéloga).
Como, por construcao, g é sobrejetivo, o Teorema Fundamental dos Isomorfismos nos
da um isomorfismo ¢ entre k°(X)/p e R.

Sendo

ot KUX) — EY(X) (3.3)
i = Yolzi) = Xi

P = 1y(p) e como, por construgao, 1y € um homomorfismo sobrejetor, segue que P é
ideal de k°(X). Nestas condi¢oes, podemos obter um homomorfismo, denotado por 1,
entre k°(X)/p e K°(X)/P.

Usando a notagao ja comentada no inicio deste capitulo e considerando A = k[¢],
o anel £%(X’) uma subalgebra de M, (A) e (P) o ideal gerado por P em M, (A), tem-se,
pelo resultado i) da Observacao[3.1.2] que existe um ideal I de A tal que (P) = M, (I).
Como A contém a unidade, podemos interpretar que I é o ideal de A gerado por todas

as entradas das matrizes de (P).
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A
Utilizando essa notacao, tomemos S = 7 e definimos p como a seguinte compo-

sicao:
I KUX) w KNX) L, M,(A)
p p (P)

R L M, (A/) (3.4)

onde p é o isomorfismo natural dado no resultado i7) da Observagao e a aplicagao
KXY Ma(A)
P (P)

definida, uma vez que dados X; + P = X, + P, segue que X; — X; € P. Dai, como

P C (P), temos X; — X; € (P). Logo, v(X;) = X; + (P) = X; + (P) = v(X}).

¢ induzida pela inclusdao k°(X) C M, (A). Veja que v esta bem

Usando o fato de A ser gerado por 5&5 e 1, segue que A/I = S & gerado por 1 e

‘s + 1, sendo o ultimo as («, 3)-entradas das matrizes p(r;). De fato,

ot r)=xi+p = Yo t(r)=X;+P
= v () =v(X; + P) = X; + (P).

E como p = pvbe™t, segue que p(r;)aps = 5;/3 + I, como desejavamos provar. |
Neste proximo lema, utilizaremos as notacoes empregadas na demonstracao acima.

Lema 3.2.8 Sendo vdlida a condi¢ao 1) do Teorema temos que para cada homo-

morfismo o : R — M,(B), com B uma k-dlgebra comutativa com unidade, existe um
homomorfismo n : S — B tal que, para a aplicagdo induzida M, (n) : M, (S) — M,(B),
a relagio My(n)p = o € vdlida.

Demonstragdo: Considere 0 : R — M, (B) um homomorfismo fixado, dado por
o(r;) = (bg) € Mn(B). Novamente, por A ser a k-algebra livre na classe de todas
as k-algebras comutativas, livremente gerada pelo conjunto £, podemos considerar a

especializacao
Sap > bup
Iremos construir n a partir de 1y da seguinte forma: verificaremos que 7, aplica I

(I ideal de A encontrado na demonstragao anterior) em zero e, disto, 1 sera a aplicagdo

induzida por S = A/I em B. Para isso, consideremos o diagrama

FO(X) 2 KO(X)

sool l (D)

R M, (B)

o
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onde a aplicacao da segunda coluna é a composi¢ao:
KXY — M,(A) — M,(B), (3.5)

sendo, nesta sequéncia de homomorfismos, a primeira aplicacao é a inclusao e a segunda

M,,(no). Por abuso de notacdo, a composicao dada em (3.5 serd denotada também
por M, (no).

Note que o Diagrama (I) é comutativo, uma vez que o@o(z;) = o(r;) = (bl,5) e

My (o) o () = My (10)(Xs) = (n0(Elg)) = (bls)-

Como opy = M,(no)ty vale para os geradores, segue por k-linearidade que vale
para todo k°(X). Logo, o diagrama ¢ de fato comutativo. Em particular, dado

f=flzy,...,z) € k%X), temos que f € p = kerypg, entao

0 =o0po(f) = My(n0)Yo(f)

o que mostra que P = 1y(p) C ker M, (no).

Consequentemente, do diagrama anterior, obtemos o diagrama comutativo:

K(X)/p—2= K2(X) /P
{1
R M, (B)

Seja 77 : k°(X)/P — M, (B) o homomorfismo da segunda coluna do diagrama anterior,
o qual é induzido por M, (no). Na teoria de anéis, tal aplicagdo é comumente denotada
por m, porém aqui decidimos denotar por 7 para estabelecer um notacao mais
econdmica, mas deixamos claro que nao tem nada a ver com aplicagao n dada no item

2) do Teorema Continuando com o Diagrama (II), temos que tal diagrama é de

fato comutativo, uma vez que

N(Xi+ P) = ny(x; + p) = op(r; +p) = o(r;).

Para obter o estégio final da nossa aplicagcao p consideremos o diagrama:

Ao

K0 —2e M, (A)
| [ (111)
K(X) /P —— M, (B)
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onde )\ é a injecdo (ou seja, a aplicacdo induzida pela inclusao) e r é a projecao. Esse

diagrama é também comutativo, uma vez que nr(x;) = 7(X; + P) = o(r;) e

M, (n0) Mo (Xi) = My () (Xi) = (770(535)) = (biz,8> = o(r;).

Como ¢ valido para os geradores, segue que M, (n,)\g = 7.

Agora, como r(P) = 0, entao M, (o) o(P) = 7ir(P) = 0 e, como \o(P) = P (por
ser uma injegdo), segue que P C kerM,(ny). Como kerM,(ny) ¢ um ideal de M,(A),
do resultado iii) da Observagao [3.1.2] (P) C kerM,(n,). Consequentemente, M, (1)
induz um homomorfismo 7 : M, (A)/(P) — M,(B) e obtemos o seguinte diagrama
comutativo:

/{?0

(X)/P . M, (A)/(P) ,
S )
M, (B)

onde v é uma aplicagao induzida pela injegao \g : k°(X) — M, (A). Veja que v esta

bem definida ja que v(P) C (P). O diagrama anterior é comutativo, pois

Tu(Xi + P) = 0(X; + (P)) = My(n0)(X) = (10(&,5)) = (kig) = o (1)

e 7(X; + P) = o(r;) como mostrado acima.

Outra consequéncia da existéncia de 7 é o fato de que se (P) = M,(I), en-
tao no(I) = 0. De fato, como foi mostrado (P) C kerM,(n), assim segue que
M, (n0)({(P)) = M,(no(I)) = 0. Portanto, 179 : A — B induz um homomorfismo
n:A/I — B e, dai, o homomorfismo M, (n) : M,(A/I) — M,(B). Assim, temos o

diagrama comutativo:

Mo (A)/(P) - M, (A/I)
n Mn(n)
M, (B)

onde p é o isomorfismo M, (A)/(P) = M,(A)/M,(I) ~ M,(A/I). Esse diagrama é
também comutativo, ja que 7(X; + P) = M, (n)(X;) = o(r;) como visto ja antes e,
My (m)u(Xi + P) = Mo () (€65 + 1)) = (0(&65 + 1)) = (n0(Sp)) = o (ra).

Dos Diagramas (II), (IV) e (V), e por ¢ ser um homomorfismo, utilizando a

notacao compativel com o lema anterior, podemos considerar

p=pop !, (3.6)
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obtemos assim:

M, (n)p = (Mu(mp)vve™ = (fu)ve ! = () = opp™' = 0.

E, deste modo, temos o desejado. |
Dai, pelos dois lemas demonstrados, temos o Teorema [3.2.1] ja enunciado no
inicio desta subsecao.
Munidos destes resultados e sendo S = A/, se R é finitamente gerado, entao
podemos escolher o conjunto {x;} sendo finito e, portanto, A é um anel polinomial,
sobre k, com um numero finito de indeterminadas comutativas. Dai, S é um anel

finitamente gerado. Em resumo podemos concluir que:

Corolario 3.2.9 Assumindo as condigoes do Teorema se R ¢é finitamente ge-
rado, como k-dlgebra entao S = A/I também é. Assim, k sendo noetheriano, implica

que S também serd noetheriano.

A seguir listaremos outras consequéncias que seguem do Teorema [3.2.1

Corolario 3.2.10 O anel R pode ser mergulhado no anel das matrizes M,(B) sobre

algum anel comutativo B se, e somente se, o morfismo p : R — M,(S) do Teorema

€ um monomorfismo.

Demonstracao: Se p é um monomorfismo, entao claramente R pode ser mergulhado
no anel de matrizes sobre algum anel comutativo, neste caso, em M,(S). Reciproca-
mente, consideremos a existéncia de um mergulho o : R — M, (B), com B um anel
comutativo. Pelo Teorema [3.2.1] temos o = M,,(n)p. Segue que p é um monomorfismo,

pois do contrario existiria z,y € R, com z # y, tais que p(z) = p(y), implicando que

My, (n)p(x) = Mn(n)p(y) = o(z) = o(y),

o que é uma contradi¢ao, ja que o é um mergulho. |

Corolario 3.2.11 Uma condicao necessdaria e suficiente para valer o Coroldriol|5.2.10
¢ que exista um epimorfismo g de k°(X) em R, e que se P = kerg, entio a igualdade
(PYNKYX) = P ¢ vdlida. Se isso vale para tal representacio de R, entio vale para

todos.

Demonstragdo: Por aplicagio definida em (3.6)), temos p = pviyp=!, onde u e

¢! sdo isomorfismos e v é um epimorfismo. Segue que p é um monomorfismo se,
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e somente se, ¢ é um isomorfismo e v ¢ um monomorfismo. O fato de ¢ ser um

isomorfismo significa que
K{X) KX
P p
Considere g = 9, onde ¢ denotaré, por economia de notacao, a composicao dada

em (3.7) e r a proje¢ao de k°(X) em k°(X)/P. Temos o seguinte diagrama:

~ R. (3.7)

K (x)y/ P
e TS
k(X)) — R > Mo (A)/(P)

Tendo como hipotese que v é um monomorfismo, queremos mostrar a igualdade
(PYNkY(X) = P. E claro que P C (P)Nk°(X). Devemos agora nos dedicar a inclusdo
contraria. Tomando y € (P) N k%(X), temos v(g(y)) = vir(y) = 0, pois y € (P).
Assim, como v ¢ monomorfismo, segue que g(y) = 0 em k°(X)/P. Deste modo, y € P.
Com isso, segue a primeira parte.

Reciprocamente, suponha que existe um epimorfismo g de k°(X’) em R, de modo
que P = kerg e (P)Nk%°X) = P. Podemos identificar R como sendo k°(X)/I,
para algum ideal I de k°(X), e do Teorema Fundamental dos Tsomorfismos temos que
KO(X)/P ~ k°(X)/I. Como P ¢ o niicleo de g e (P)NEk*(X) = P, segue que podemos
mergulhar a algebra R em M,(S), onde S = A/J para algum ideal J de A tal que
M, (J) = (P).

Além disso, se a condigdo do nosso teorema vale para uma representacao de R
como quociente k°{X), segue da unicidade de (S, p), a M, (k)-aplica¢ao universal de R,
e da equivaléncia do Corolario que esse resultado continua valido para qualquer

outra representacao de R. |

Observacao 3.2.12 0Os Coroldrios|3.2.100 e|3.2.11| também sao vdlidos para mergulhos

unitdrios, sendo tal prova baseada nos mesmos arqumentos.

Corolario 3.2.13 Toda k-dlgebra R contém um inico ideal Q) tal que R/Q pode ser
mergulhado em um anel de matrizes M, (B), B anel comutativo. Além disso, se R/Qy
pode ser mergulhado em M, (B), entdo Q C Q.

Demonstragao: Seja p: R — M,(S) e seja Q = kerp. Entao p induz um monomor-

fismo de R/Q em M,(S). Caso exista um outro ideal Qg de R, tal que R/Q, possa
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ser mergulhado em um anel de matrizes sobre um anel comutativo, digamos M,,(B),
pode-se construir um homomorfismo o: R — M, (B) tal que kero = Q)y. Do Teorema
temos que M, (n)p = 0. Deste modo kero D kerp = . Dai, obtemos o desejado.

|

A partir de agora, consideraremos k£ como sendo um corpo de caracteristica zero
e nos concentraremos em definir uma representagao do grupo de automorfismos de
M, (k). Ademais, afim de nao haver duvida de notagao, iremos trocar a notac¢ao de k
por K.

Recordando o fato de que M, (S) ~ M, (K) ® S, iremos analisar uma estrutura
extra associada a p, utilizando produto tensorial. Para isso, seja G o grupo dos au-
tomorfismos de M, (K), que, pelo Teorema de Skolem-Noether (ver Teorema ,
é o grupo geral linear de ordem n denotado por G = GL,(K). Para cada g € G,

consideremos a aplicacao
Yg: Mp(K) @S — My(K)®S
a®s = YPla®s)=(g-a)®s.

Por outro lado, por toda teoria ja desenvolvida até o momento, sabemos que existe

uma aplica¢do estendendo 7, dada por (agora em linguagem de tensores)

My (n?) (Z a; & Sz') =Y ai@n(s),

i=1 i=1
de modo que ¢, - p = M, (n9) - p. E importante notarmos que como g e M, (n?) fixam
os elementos de S e M, (K), respectivamente. E facil observar que tais aplicacdes

comutam entre si. Ademais, para todo g, h € GG, temos:

My™)-p = Ugn-p=1bg-Un-p
= Uy Mu(n") - p
= M,(1" )by - p
= M,(n") - Mu(n®) - p
= M,(n"1) - p.
Da unicidade do Teorema [3.2.1] no"* = 9.

Portanto, dos comentarios feitos acima e definindo ¢, = ¢, o (M, (n9))~", temos

a seguinte proposicao:
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Proposicao 3.2.14 G age, via a representacao (4, como um grupo de automorfismos

de M,(S) e p(R) estd contido no anel dos invariantes.

Corolario 3.2.15 Seja (S, p) a M, (K)-aplicacdo universal de alguma dlgebra R. Para
todo ideal J de S, a aplica¢io projecao my : My (S) — M,(S/J) é G-concomitante.

Demonstragao: Usaremos a notagao com tensorial em nossa demonstracao. Neste
caso, consideraremos M, (S) ~ M,(K)® S e M,(S/J) ~ M,(K) ® (S/J). Seja I um
ideal de R tal que (p(I)) = M,(K) ® J. Por abuso de notagao, usaremos o mesmo

simbolo 1, para denotar a aplicacao
by My (K) @ (5/) = Myn(K) @ (S/J)

dada por 1,(a®5) = (9-a)®3, para todo g € G. Para demonstrar que a aplicacao ()
é G-concomitante é suficiente provar que Yy M,(n9)~" = M, (79) 7y, onde
79 = pyond. Aqui p; é a aplicacao projecao de S em S/J. Primeiramente, considere
{ri}i>o um conjunto gerador de R e defina 7,y : M,(K)® S — M,(K)® (S/J) dado
por Ty (p(ri)) = 324 5ot Bap ® (sgg + J), aqui sis = p(ri)ag. Por I C kermymp,
definamos p' : R/I — M,(K)®(S/J), onde p/(r;+1) =3, a;® (s,5+J). Observemos

que o diagrama

M, (K)® S v My (K)® S
p Mp(n9)
R e M,(K)® S
T 7TP<I>
R/I Y M(K)® (S)J)
P/ Mn(ﬁg)
thg

M, (K) @ (5/J) M, (K) ® (5/J)
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é comutativo. Dai,

7Tp(I)Qﬁg]wn(ng)ilP = Wp(I)Mn(Ug)ilwgp

= (Mn(ﬁg»ilqﬁgplﬂ'l
= (Mn(7)) " gmpyp

= Yy(M, (ﬁg))_lﬂp(I)P‘

O resultado segue aplicando a Proposicao |3.2.5] |

3.3 Aplicacao da Identidade de Cayley-Hamilton

Neste capitulo, até o presente momento, estudamos ferramentas para que um
dado anel fosse mergulhado em uma anel de matrizes. Diante de tudo isso, nosso
objetivo agora é estabelecer condigoes para que possamos mergulhar um anel R como
subanel do anel M, (A) das matrizes sobre um anel comutativo A. Tal estudo sera
realizado tendo por base o artigo “A Formal Inverse to the Cayley-Hamilton Theorem”
de C. Procesi ([30]).

Consideremos, nesta secao, K um corpo de caracteristica zero. Além disso, con-
sideremos a categoria das &dlgebras com traco que satisfaz a Identidade de Cayley-

Hamilton de grau n. Desejamos provar o seguinte resultado:

Teorema 3.3.1 Uma dlgebra com traco pode ser mergulhada em M, (A), sendo A uma
dlgebra comutativa, se, e somente se, satisfaz a identidade de Cayley-Hamilton de grau

n.

Como ja sabemos, dada uma &algebra R existe uma M, (K )-aplica¢gdo universal
de R dada por p : R — M,(S), com S anel comutativo, onde o par (S,p) satis-
faz as condigoes do Teorema Além disso, em preparacao para a demonstragao
do Teorema faremos alguns comentérios que serdo importantes, como também
demonstraremos alguns resultados que serao utilizados na demonstragao.

Dada a € M,(K), podemos definir seu polinémio caracteristico pela formula

i (t) = det(a—tI). Pelo Corolario , o polindmio caracteristico pode ser calculado
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usando os elementos tr(a’), i = 1,2,...,n, e também segue que Yq(a) = 0. Por

exemplo, como ja comentando no capitulo anterior, quando n = 2 temos
(2) 2 1 2 5
Xo(t) = t* —tr(a)t + §(tr(a) — tr(a?)).

Definicao 3.3.2 Uma dlgebra A com traco 7: A — A é uma dlgebra de Cayley-

Hamilton de grau n se as sequintes propriedades sao satisfeitas:

(i) (1) = n;
(i) Para todo a € A temos que A (a) =0 em A.

Denotaremos tal conjunto por algQ,.

A partir de agora veremos as algebras com traco como uma categoria e seus
morfismos serdo os homomorfismos de dlgebras que preservam o trago. O anel M,,(A)
de matrizes sobre um anel comutativo é considerado com seu trago natural, aquele
que é definido como a soma dos elementos de sua diagonal principal. Assim, para o
problema do mergulho teremos uma nova restricao: o mergulho deve preservar o traco.

Munidos dos comentérios acima, provaremos uma versao mais geral do Teorema
B.3.1] Mais precisamente, provaremos o seguinte resultado:

Teorema 3.3.3 Seja (S,p) o par da M, (K)-aplicagio universal de uma dlgebra com

traco R. Se R satisfaz todas as identidades da dlgebra M, (K), entdo p : R — M, (S)¢

€ um isomorfismo.

Observacao 3.3.4 O resultado mais importante desta se¢ao serd obtido como con-

sequéncia do teorema anterior.

Observacgao 3.3.5 Note que no Teorema nés nao temos apenas uma solug¢ao
para o problema do mergulho, mas também temos explicitamente quem serd o anel

comutativo e qual € o subanel das matrizes sobre esse anel que € isomorfa a dlgebra R.

Na Proposicao [3.2.4), observamos que o par (S, p) ¢ dado da seguinte forma: S
¢ um anel de polinomios nas variaveis £, denotado por A, e p(z;) é a matriz genérica
cujas as entradas (o, 3) s@o as variaveis fé% Um caso importante a considerar na
construgao realizada no final da se¢do anterior (mais precisamente, antes da Propo-
sicao ¢ quando R = K(X) ¢ a algebra livre, livrtemente gerada pelo conjunto

enumeravel X = {x1,z,...}. Com o intuito de interpretar a acado do grupo G, dada
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na Proposicao [3.2.14] de modo diferente, recordaremos a nogao de matrizes concomi-
tantes dada na Secao Usando essa notagao identifiquemos M, (A) com o anel das
aplicagoes polinomiais f: M, (C)> — M, (C) definido sobre uma algebra comutativa
C' qualquer, onde M, (C)> é o espago de sequéncias quase todas nulas (Aq,..., A,,...)
de elementos de M, (C). Além disso, denotaremos por X; as proje¢des concomitantes
(A1, As,...) — A;. Na se¢ao antes mencionada, temos que a ac¢ao de grupo é dada de
maneira natural f9((x;)icr) = g+ f((g71 - x4)ier), onde f = f9 significa que f ¢ uma
aplicac@o concomitante. Diante disso, denotando por T" a subalgebra de M, (A) gerada
pelas aplicagoes concomitantes, isto é, T' = (M, (A))“, obtemos que X; € T, para todo
1€ I

O principal fato sobre T' é o primeiro teorema fundamental, ja provado no Capi-

tulo [2| (ver Teorema [2.1.9)), e o seguinte resultado:

Teorema 3.3.6 A dlgebra T ¢ a dlgebra livre na variedade das dlgebras com traco

satisfazendo todas as identidades com trago da dlgebra M, (K).

Demonstragdo: Devemos mostrar que T ~ G(X)/Tr.(M,(K)), onde G(X) é a
algebra livre na variedade das algebras com trago. Inicialmente, mostremos a seguinte
afirmacao:

Afirmacgao: Tr.(M,(A)) = Tp.(M,(K)).

E claro que Tr,.(M,(A)) C Tp.(M,(K)). Para mostrarmos a inclusdo oposta,
tomemos f € Trp.(M,(K)), e como K tem caracteristica zero, podemos supor que

f = f(z1,...,x,) é multilinear. Dali,

f(pl; C.e ,pn)(al,ag, .. ) = f(pl((ll, asg, .. .)7 Ce ,pn(al,ag, .. )) = O,

para toda substituicao por elementos (pi,...,p,) de M,(A) e quaisquer elementos a;
em M, (K), para todo j. Logo, f € Tp.(M,(A)).

Munidos da afirmacao acima, se considerarmos o epimorfismo com traco ¢ de
G(X) em T dado por ¢(z;) = X;, e lembrando que 7' é uma subélgebra de M,(A),
temos que Tr,.(M,(K)) = Tr,(M,(A)) C kere.

Por outro lado, seja f € kery. Para quaisquer projecoes concomitantes Xy, ..., X,

em M, (K), temos que para toda n-upla (ai,...,a,) de elementos em M, (K) vale

0= (f(X1,...,Xn))(a1,...,a,) = flag,...,a,).
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Assim, obtemos que f é uma identidade com traco para M, (K) e consequente-
mente kery = Tp,.(M,(K)). Ademais, concluimos pelo Teorema dos Isomorfismos que

T ~ G(X) /T (M (K)). u

Observacao 3.3.7 Lembramos que o T-ideal com trago da dlgebra de matrizes € ge-

rado apenas pela identidade de Cayley-Hamilton, ver Teorema |2.4.0.

Utilizaremos na demonstracao o operador de Reynold, denotado aqui por r, o
qual é a projecdo canonica de B para B®. Este operador é uma importante ferramenta
no estudo de G-modulos racionais, além de ser um funtor para tal categoria (isto ¢, é
um homomorfismo entre categorias).

Usando o fato de toda representagao racional sobre G = G L, (K) ser semissimples
(ver Teorema para garantir a boa definicao do operador. Dados dois G-mo6dulos

racionais M, N e uma G-aplicagao f : M — N, temos o diagrama comutativo:

Mt N

T T
MG fl]wG NG
Em particular, para uma algebra com trago B (que é um G-moédulo racional)

valem as seguintes identidades:
(i) Se a € B e b € B, entao r(ab) = ar(b) e r(ba) = r(b)a;
(ii) r(tr(a)) = tr(r(a)).

Estamos preparados para a demonstracao do Teorema |3.3.3
Demonstracao: Como por hipotese R satisfaz todas as identidades com trago de
M, (K), segue do Teorema que podemos identificar R por T'/I, onde I é algum
ideal com trago de 7. Além disso, considerando B = M,,(A), temos 7' C B, uma vez
que T = BY subalgebra de B.

Assumiremos, por razoes técnicas, que 1" tem infinitas indeterminadas, mas isso
ndo é uma restrigdo, e consideremos o ideal (I) sendo o ideal gerado por I, como
conjunto, de B. Pelo item i) da Observacao existe J um ideal G-invariante de
A tal que (I) = M,,(J) (onde J & visto como um conjunto de matrizes escalares com

entradas em J).



102

A aplica¢do induzida R = T/I — B/{I) = M,(A/J), a qual sera denotada
por ¥, é a aplicacdo do par da M, (K)-aplicagdo universal de R (veja sequéncia de
homomorfismos em |3.4]).

O Corolario implica que a projecio p; : M,(A) — M,(A/J) & uma
aplicacdo G-concomitante. Dai, temos que p; leva invariantes de M, (A) em in-
variantes de M, (A/J), isto &, T — (M,(A/J))Y é um epimorfismo (lembre que
M,(A) e M,(A/J) sao G-mobdulos racionais). Mas (I) é o nuacleo de py, entdo te-
mos Yr(R) = (M,(A/J))Y. Entdo nés precisamos apenas mostrar que g é injetivo,
isto é, (I) NT = I (ver Corolario 3.2.11)). Como I é um ideal, segue que I C (I)NT.
Para provar a inclusao contraria, utilizaremos o operador de Reynold.

Seja a = > aub; € (I) NT,u; € I,a;,b; € B. Sendo x uma variavel algébrica-

mente independente com respeito as variaveis das parcelas de a, temos

tr(az) = tr((z a;ub;)x) = tr(z bixa;u;).

Aplicando o operador de Reynold obtemos,

tr(ax) = tr(z r(bjra;)u;).

Agora, para cada i, r(b;xa;) é uma invariante e linear em x, entdao pelo Teorema

temos
r(bjxra;) = Z SijTli; + Z tr(mgx)n
j k

com s;j, tija Mik, ik € T. Assim,

tr(ax) = tr( Z (Z sijrti; + Z tr(mlkx)nlk)u,)
ij j k

= tr(z tijuisija: + Z tr(nzkul)mzkm)

= tr((z tij’LLiSij + Z tr(nlku,)mzk)z),

donde, pela nao degeneralidade do trago,

a = Z tl-jul-sij + Z tr(nzkul)mlk

Como I é fechado sobre a operacao trago, segue que a € I. Isto completa a demons-
tracao do teorema. [ ]

Podemos reescrever o enunciado do Teorema da seguinte maneira:
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Teorema 3.3.8 Se R é uma dlgebra em alg@,,, entdo existe uma dlgebra comutativa
C, tal que R pode ser mergulhada em M, (C'), como K-dlgebra. Além disso, se (S, p) €
a aplicagio M, (K)-universal para R, entio R~ (M, (S))%, onde G = GL,(K).

A seguir demonstraremos o resultado que desejavamos, o qual motivou este capi-
tulo. Tal resultado é a resposta da pergunta inicial sobre a classe das algebras nil de

indice limitado. Mais precisamente,

Corolario 3.3.9 Se R ¢ uma F-dlgebra na qual ™ =0, para todor € R e umn € N
fixado, entdo R pode ser mergulhada nas matrizes de ordem n sobre um anel comutativo.
Demonstragdo: Considerando R como uma algebra com trago, onde tr(r) = 0, para
todo r € R. Segue que a equagao r"™ = 0 é agora a n-ésima identidade de Cayley-
Hamilton. Assim, aplicando o Teorema temos o desejado. |

O nosso proximo objetivo, e ultimo, é mostrar que o ideal das identidades com
traco para (M, (K),tr) satisfaz um analogo a propriedade de Specht para algebras
com trago. O problema classico foi proposto por Specht [38] em 1950 e provado por
Kemer [26] em 1987, no caso associativo. Mais precisamente, iremos provar que todo
T-ideal com traco contendo Tr,. (M, (K),tr) admite uma base finita, como T-ideal com
traco. Com esse objetivo em mente iremos considerar alguns comentarios adicionais
para demonstrar esse resultado.

Mas antes de prosseguir ¢ importante notar a importancia de tal propriedade ser
satisfeita. Tendo a base finita, a mesma é, em particular, finitamente gerada, logo
dada uma algebra A que possa ser mergulhada na algebra das matrizes, como esta
ultima satisfaz a propriedade de Specht, segue que A tem base para suas identidades

finitamente gerada também.

Defini¢ao 3.3.10 Um polindmio em G(X) € dito do tipo-Capelli de ordem k se ele é
linear e alternante em k varidveis.

O conjunto dos polindmios do tipo-Capelli de ordem k serd denotado por Cj.
Além disso, é claro que f € C} se anula sempre num conjunto de variaveis alternates
quando é substituido por elementos linearmente dependente. Portanto, se (A, 7) é uma
algebra com trago de dimensao n, entao C, 1 C Tr.(A, 7).

Lema 3.3.11 Sejam I e J dois Tr.-ideais em G(X). Entdo I e J sao iguais, mddulo

0s polinomios do tipo-Capelli de ordem (k + 1) se, e somente se, I*) = J®)onde
I®) = INGlzy,...,25) e JB =TNG(ay,...,x1).
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Demonstragao: A prova é anéloga a [33, Proposi¢ao 37.1, pag. 176] com pequenas
modificacoes. L

Estamos prontos para provar o nosso teorema. Achamos importante mencionar
que tal resultado ja era estabelecido por Razmyslov em [32, Teorema 4] desde 1974, po-
rém decidimos fazer um adaptacao do resultado apresentado recentemente por Fidelis,

Diniz e Koshlukov em [I5].

Teorema 3.3.12 Sobre um corpo de caracteristica zero, o Tr.-ideal das identidades

com trago para M, (K) satisfaz a propriedade de Specht.

Demonstracao: Como Tr,.(M,(K)) é gerado pela identidade de Cayley-Hamilton
de grau n, como Tr,-ideal, é suficiente provar que, em G(X), cada cadeia acedente de

Tr,-ideais que contém T, (M, (K)) se estabiliza. Seja
L CLC...CLC... (3.8)

uma cadeia de Tp,.-ideais onde Iy = T, (M, (K)).
Os comentarios anteriores informa que a Cadeia (3.8)) se estabiliza se, e somente

se, a cadeia

IMcr™c. . cr™c. .. (3.9)

onde Ii(nz) = I, NG(z1,...,z,2), também se estabiliza. Considere a base de matrizes
unitarias em matrizes e denote por X, = ZZ]':1 & By a matriz genérica sobre K. Os
elementos {£f; | 1 <i,5 < n,r > 0} sdo varidveis comutativas independentes sobre K.
Seja A,2 0 anel de polindmios sobre essas variaveis. Denotemos, como de costume, por
Kr.(X) asubalgebra com traco de M, (K)®k A,2 gerada pelas matrizes genéricas X,
r=1, ..., n?sobre K, com o traco herdado pela soma dos elementos de sua diagonal

principal. Além disso, defina o homomorfismo
v G(xy,. .., x2) = Kp.(X)

dado por ¥(z,) = X,, r =1, ..., n? (ver Lema|3.2.4)). Denote Pi("z) = w([i("z)), para

i > 0. Entao PZ-("Q) ¢ um ideal com trago de Kr,.(X). Como kery = I(()"Q), concluimos

que a Cadeia (3.9) se estabiliza se, e somente se, a cadeia

PMcp™c. . cp™c.. (3.10)
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também se estabiliza. Seja (PZ-(”2)) o ideal em M, (K)® A,2 gerado pelo conjunto Pl-(nz).
A Observacao m, item (ii), implica que (P-("Q)) = M, (K) ®x J" para algum ideal

2

2 . .
J" em A,2. Assim, obtemos a cadeia ascendente

Jrcurc...carc...

em A,2. Note que o anel A, é noetheriano, portanto existe ng tal que J{‘Q C Jﬁj
para todo i > ng. Isto implica que (Pi(”2)) = (P,§§2)), sempre que i > ng. Segue da
prova do Teorema com T = Krp,.(X), que (I)NT = I, para todo ideal com trago
I de 7. Em particular, PZ.(nQ) = Pé{}z’. Assim a Cadeia , e consequentemente a
Cadeia (3.8), se estabiliza. [

Terminamos esta secao enfatizando a importancia do resultado anterior. A pro-
priedade de Specht para algebras com traco é uma maneira rapida de verificar se uma
dada algebra com trago possui ideal de suas identidades com trago finitamente gerado.
Mais precisamente se tal algebra satisfaz a identidade de Cayley-Hamilton entao pode-

mos garantir que o ideal de suas identidades com traco tem base finita, como T7r,.-ideal.

E claro que ndo podemos afirmar nada se tal dlgebra ndo satisfaz a dita identidade.
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