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Resumo

Neste trabalho de dissertacao usamos métodos variacionais para estudar a exis-
téncia de solugoes heteroclinicas para algumas classes de problemas elipticos em faixas
infinitas do R? ou cilindros infinitos do RY com N maior do que ou igual a 3.

Palavras Chave: Solucoes Heteroclinicas, Métodos Variacionais, Espacos de Sobolev.
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Abstract

In this dissertation work, we use variational methods to study the existence of
heteroclinic solutions for some classes of elliptic problem in infinite strip of R? or infinite
cylinders of RY with N greater than or equal to 3.

Keywords: Heteroclinic Solutions, Variational Methods, Sobolev Spaces.
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Notacos e Simbologias

e N, 7Z, e R denotam o conjunto dos ntimeros naturais, inteiros e rais, respectiva-

mente;
e RY denota o espaco euclidiano N-dimensional usual;
o |A| sugere a medida de Lebesgue do conjunto mensuravel A C RY;
ou ou )
e Vu=|—,...,—— | retrata o gradiente de u;
81'1 81‘]\[
i HVU||L2(Q) = H|VU|HL2(Q);
e (.t.p significa em quase toda parte;
N 92u
e Au= —— denota o laplaciano de u;
Z ox? P
=1
e — simboliza a convergéncia forte em espacos vetoriais normados;
e — simboliza a convergéncia fraca em espacos vetoriais normados;
ou

° o designa a derivada normal exterior de v na direcao 7;
Ul

e 0,(1) representa uma sequéncia de nimeros reais que converge para 0 quando

n — oo;
e F' & o espaco dual do espaco normado F;
e g, ¢ a derivada da funcdo g(z,y,u) com relagdo a variavel u;

e supt p designa o suporte da fungao ¢;

— simboliza imersao continua;
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2N

2" =
N -2

denota o expoente critico de Sobolev;
CH(X,R) é o espaco das fungoes continuamente diferenciaveis em X;
C*°(X) & o espago das fungdes infinitamente diferenciaveis em X;

C°(X) designa o espago das fungoes infinitamente diferenciaveis com suporte

compacto em X;

B significa o fim de uma demonstragao;

(E,|| - ||rg) representa o espago vetorial £ munido da norma || - || g;
0f) denota a fronteira do conjunto {2;

C™*(€2) é o espaco de todas as fungoes reais m vezes diferencidveis cujas as

derivadas de ordem m sao Hoélder continuas com expoente 0 < o < 1;
K CcC Q) significa que K estd compactamente contido em €2;

L. (Q) = {u : Q — R mensuravel; /

lu|?dx < oo para qualquer K CC Q};
K

L2 () = {u: Q@ — R mensuravel; u ¢ limitada q.t.p em K para todo K CC Q};

la] = ag + ...+ a, sempre que a = (aq,...,q,) € N

olal

aalxlaCQxQ .o aanxn,

DO&

Hl

loc

0l (u)
d(v)

Q) ={ue L3 .(Q); D e L .(Q) para 0 < |a| < m};

loc loc

denota a derivada de Gateaux de I em u na diregao v.
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Introducao

Equacoes diferenciais talvez seja o ramo da matemética que tem maior proximi-
dade e interagoes com outras areas das ciéncias, desde sua origem. O desenvolvimento
desta teoria constitui-se em um dos melhores exemplos da interagao bem-sucedida en-
tre a Matematica e a Ciéncia em geral, o que tem se confirmado progressivamente
com a Fisica, Quimica, Biologia, Economia e Engenharia. Esta interacao surge natu-
ralmente através dos modelos mateméticos que consiste na interpretacao simplificada
de um fenémeno fisico segundo uma estrutura de conceitos mentais ou experimentais.
Para leitores interessados na leitura de Equacoes Diferenciais sob um ponto de vista
da Fisica Matematica, recomendamos a leitura Rodney e Wilson [8].

Problemas envolvendo o célculo de maximos e minimos tém uma historia antiga
em Matemaética e o seu estudo através dos tempos resultou em uma extensa teoria
com implicacoes em diversas areas do conhecimento. A origem do principio fisico de
minimo energia para situacoes de equilibrio data pelo menos do século XV I1 pois, nos
trabalhos de E. Torricelli ja esta presente o postulado de que um sistema de corpos
sob acao da gravidade sera estavel se o seu centro de gravidade ocupar a posicao mais
baixa possivel. Neste caso, o que se requer é a minimizacao da energia potencial do
sistema. Inspirado no trabalho de Joseph Louis Lagrange sobre Mecanica de Particulas,
o matematico Lejeune Dirichlet desenvolveu um método de grande generalidade para o
estudo das equacoes diferenciais parciais que foi denominado por Principio de Dirichlet.

O Principio de Dirichlet deu origem a uma parte indispensavel da teoria contem-
poranea das equacoes diferenciais parciais e influenciou decisivamente os caminhos da
Matematica, do final do século XIX até hoje. Este principio, causou umas das grandes

polémicas da Matematica no século XIX e foi consagrado pelo mateméatico David Hil-
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bert em 1899 ao utilizar esse método para provar a existéncia de solucao do problema
de Dirichlet. Para maiores detalhes sobre o aspecto historico consulte Courant [13].
Para uma interpretacao fisica deste principio veja [8, Segao 7.3].

Durante todo o texto usaremos técnicas de Métodos Variacionais como a prin-
cipal ferramenta para determinar solucao heteroclinica. Figueiredo [15] menciona que
Métodos Variacionais sao, hoje em dia, uma das principais ferramentas utilizadas para
atacar problemas na Teoria das Equacoes Diferenciais. A ideia central desta ferramenta
consiste na obten¢ao de pontos criticos para um funcional (fungdo tomando valores re-
ais) que sao equivalentes, em um certo sentido, a solugdes de uma equagao diferencial.
Em particular, investigamos a obtencao de pontos minimos globais para funcionais as-
sociados a problemas elipticos semilineares. Para uma primeira leitura, na referéncia
[15] o leitor pode encontrar uma motivagao do estudo de método variacional junta-
mente com algumas técnicas para obtencao de pontos criticos. Ja para uma leitura
aprofundada recomendamos as referéncias [12], [20], [27] e [32]. Sugerimos também a
leitura da obra [31] devido a Struwe, pois a mesma apresenta uma introdugao concisa
aos métodos variacionais e apresenta uma visao geral das areas de pesquisa atual no
campo. Além dessas consideracoes mais significativas, o livro possui uma valiosa bibli-
ografia que contém 500 referéncias. Um outro fator importante é que o mesmo contém
muitos resultados importantes que, de certa forma, seriam dificeis de encontrar em
um tnico local. Na literatura, também existem trabalhos sobre existéncia de solugao
heteroclinica usando outras ferramentas. Por exemplo, em [24|, Marcelli e Papalini
empregam técnicas de Métodos de Ponto Fixo.

A presente dissertagao estuda a existéncia de solucao classica do tipo heteroclinica
para certas classes de equagoes diferenciais parciais (EDP) elipticas semilineares da

forma

Au= f(z,yu) em © (1)
satisfazendo a condicao de contorno de Neumann

g—z(x,y)zo sobre 0%

ou a condicao de fronteira de Dirichlet

u(z,y) =0 sobre 0f,
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onde Q = R x D, D ¢ um dominio limitado com fronteira suave em RV~! ¢ f uma
funciio de R x D x R em R de classe C! com certas propriedades. Essencialmente,
uma solugao do tipo heteroclinica é da seguinte forma: suponhamos que a equagao (1)
possua no minimo duas solugoes classicas distintas u e v satisfazendo uma determinada
condigao de contorno. Uma solugao classica U da equagdo (1) satisfazendo a mesma

condicao de fronteira é dita Heteroclinica que conecta duas funcoes u e v se

U(z,:) > u quando = — —oo uniformemente em y € D

U(xz,-) v quando = — 400 uniformemente em y € D.

A existéncia de solucao heteroclinica recebeu uma atencao especial nos tultimos
anos, porque esse tipo de solugao aparece em muitos modelos matematicos associados
a problemas que aparecem em Mecanica, Quimica e Biologia. Marcelli e Papalini em
[24] mencionam que o estudo sobre solucao heteroclinica é motivada em véarios aspectos
biologicos, fisicos e modelos quimicos, como transicao de fase, processos fisicos nos quais
a variavel transita de um equilibrio instavel para um estével, ou propagacao frontal em
equacoes de reacao-difusao.

Embora o foco do nosso trabalho seja dissertar sobre a existéncia de solucoes
heteroclinicas para algumas classes de equagoes diferenciais parciais, também existem
trabalhos sobre o mesmo tema em equagoes diferenciais ordinarias. Por exemplo, ao

considerar equagoes do tipo
2" = f(t,x), (2)

é de grande importancia investigar trajetorias (solucoes de (2)) que conectam equili-
brios (solugdes constantes de (2)) desta equagdo. Quando a trajetoria x conecta dois
equilibrios distintos p e ¢ de (2), a mesma é chamada de trajetoria heteroclinica (ou
solugdo heteroclinica). Neste caso, pode-se ter

lim z(t)=p e lim z(t) =gq.

t——o00 t—+o00

Alves em |3| usa Método Variacional para provar a existéncia de solugao heteroclinica

para uma equacao diferencial de segunda ordem da forma

2"(t) = a(et)V'(z(t)), tE€R, (3)
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z(t) - —1 quando t — —oo, z(t) - 1 quando t— o0, (4)
onde € > 0 é um parametro positivo e V' : R — R é uma funcao verificando:
(V1) V € C*(R,R);
(Vz) V(t) >0 para todot € Re V(£1l) =0;
(V3) V(t) > 0 para todo t € (—1,1);
(Vi) V"(£1) > 0,
e a: R — R é uma funcao continua limitada satisfazendo algumas condigoes. Por
exemplo, a pode ser uma func¢do pertencente a L*(R) e

liminf a(t) = ax > infa(t) = a(0) > 0.
}t‘rrig(l)a() a >%2Ra() a(0) >

Gavioli [17] estudou a existéncia de solucao heteroclinica de (3) e (4) supondo que

existem 0 < [ < L cumprindo
I<a(t)<L, VteR,

a(t) = L quando [t| — oo,

e L/l é adequadamente limitada por cima. Rabinowitz [25] estabeleceu a existéncia
de solucoes heteroclinicas para um par de 6rbitas periddicas para a seguinte classe de

sistemas Hamiltonianos
u(t) + Wt u(t)) = f(1),

onde f € C(R,RY), f é 1-periodica em = € R,

/] = / F(t)ydt =0,

W e C?(R x RY R) e 1 periodica em R x RY. Para o leitor interessado em dimensao
1 também recomendamos outras referéncias [18], [24] e [26].

Um dos trabalhos pioneiro sobre a existéncia de solu¢ao heteroclinica para equa-
¢oes diferenciais parciais usando Métodos Variacionais é devido a Rabinowitz, em [29],
o qual foi motivado por alguns trabalhos sobre solucoes heteroclinicas de sistemas
hamiltonianos reversiveis no caso em dimensao 1. Especificamente, o mesmo foi inspi-

rado pelos trabalhos [25] e [26]. Byeon, Montechiari e Rabinowitz [11] estabeleceram a
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existéncia de solucoes heteroclinicas para uma classe de sistemas elipticos semilineares

sobre dominio cilindrico. O sistema considerado é da forma
Au+ Vy(z,y,u) =0 em (5)

cumprindo a condi¢ao de contorno

g_:; =0 sobre ©, (6)

onde Q@ = R x D, D um conjunto aberto limitado do R¥~! com fronteira suave,

u: ) — R™ e com as seguintes condig¢oes no potencial V:
(V1) Ve O (QxR™) e V(z,y,u) é l-perivdica em x;

(V3) Existem pontos a~ # a™ tais que V(z,y, a*) = 0 para todo (z,y) € Qe V(x,y) >

0 caso contrario;

(V3) Existe uma constante V > 0 tal que

liminf V(z,y,u) >V uniformemente em z € Q;
|u|—>+o00

(Vi) Para N > 2, existem constantes A, B > 0 tais que

Vul(a, y, )| < A+ Blul?,

NH2

v sempre que N > 3 e nao ha restricao de crescimento

noqual 1 < p <

superior em p se N = 2.

Nessas condi¢oes, os autores provaram a existéncia de uma solucao classica U de (5) e
(6) tal que

lim U(z,y) = a® unifomemente para y € D
r—+00

lim U(z,y) =a  unifomemente para y € D.
T——00

Um trabalho bastante interessante de existéncia de solucdo heteroclinica no R? todo é
encontrado Alessio, Gui e Montecchiari [2], pois 0 mesmo mostram a existéncia e o com-

portamento assintotico de uma solucao do tipo sela. Mais precisamente, determinam
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a existéncia de solucao classica v do problema

—Au+ a(z,y)W'(u) =0 em RZ?
u(z,y) =ulr,y+1) (z,y) € R

lirf u(z,y) = £1, uniformemente em y € R,
T—>rL00

onde W : R — R é um potencial de Ginzburg-Landau. Os potenciais de Ginzburg-
Landau aparece frequentemente em modelos fisicos. Por exemplo, os mesmos sao mo-
delos mais simples que correspondem a uma mostra de supercondutividade. Para a
funcdo a : R? — R pedimos que seja continua, par, periédica e estritamente posi-
tiva. Posto isto, os autores determinam uma solucao classica U do tipo sela, isto é,
estabelecem uma fungao U(x,y) que é estritamente positiva no primeiro quadrante de
R2?,
Ulr,y) = ~U(-2,y) = Uz, ~y), Ulz,y) =U(y,x) em R?

HU — U||L°°(]R><[j,j+1]) — 0 quando j — +o00.

Existem trabalhos sobre a existéncia de solucoes heteroclinicas no caso em que
o operador diferencial é nao local. Por exemplo, no caso do operador laplaciano fra-
cionario, no artigo [5], Alves, Ambrosio e Torres Ledesma mostraram a existéncia de

solucao heteroclinica para o problema nao local do tipo

(—A)*u + a(ex)V'(u) =0, =z €R,

lim u(x)=-1 e lim u(z) =1,
T——00 T—r+00

em que o € (1/2,1) e as fungdes V e a definidas de R em R satisfazem algumas
condicoes técnicas. Por exemplo, neste mesmo trabalho V' é um potencial de Ginzburg-
Landau e a funcao a satisfazendo certas propriedades.

No Capitulo 1, baseado no trabalho de Rabinowitz [29] estudamos a existéncia
de solucao do tipo heteroclinica para o seguinte problema eliptico semilinear

—Au = g(l’,y,u), em ()

P,
g—;‘(x,y):o, sobre 012, (B)

onde a funcao g satisfaz as seguintes condicoes

(g1) g€ CYQ xR,R);
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(g2) g(z,y,t) é par e 1- periddica em x;

(g3) G(x,y,t) é 1-periodica em t, no qual
¢
G(z,y,t) = / g(x,y, s)ds.
0

Na Subsecao 1.1.1, nosso objetivo é o estudo da existéncia de solucao periddica do
problema (P;). Em seguida, mostremos que a classe das fung¢oes g que satisfazem (g )-
(93) que possuem o conjunto M das solucoes periddicas de (P;) formados por pontos

isolados é nao vazia. Por isso, consideramos a seguinte hipo4tese:
(M) O conjunto M consiste de pontos isolados.

Diante disto, temos o seguinte resultado principal desta secao.

Teorema 0.1 Seja a funcao g satisfazendo (g1) — (g3) e (M). Entao, existe uma

solu¢do classica do tipo heteroclinica para o problema (P).

Na Secao 1.2, baseando-se nos argumentos variacionais da primeira se¢ao, dedicamos ao
estudo da existéncia de solucao periddica e consequentemente de solucao heteroclinica

para o problema

—Au = g(x,y,u), em S
u(z,y) =0, sobre OSQ.

(P2).

O seguinte resultado é o principal da Secao 1.2.

Teorema 0.2 Seja a funcao g satisfazendo (g1) — (g3) e (M). Entao, existe uma

solugao cldssica do tipo heteroclinica para o problema (Py).

Na Secao 1.3, apresentamos resultados analogos aos Teoremas 0.1 e 0.2 com algumas
modificacoes nas hipdteses da funcao g. Em particular, um dos resultados é conside-

rando ¢ uma fungao que satisfaz (g1) — (g2) e as condigdes:

(94) (crescimento de Sobolev) Existem constantes A, B > 0ep € [1,312) se N > 3

ep € [l,+00) se N =2 tais que

l9(@,y, )] < A+ BJtf", V(z,y,t) € QxR;

(95) G(x,y,t) <0 eoconjunto FF = {t € R | G(z,y,t) = 0} é finito de cardinalidade

no minimo 2;
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(g6) Existem 8> 0e R > 0 tais que

G(z,y,t)| > BJt|>, para |t| > R.

Nessas condigoes, temos os seguintes resultados.

Teorema 0.3 Supondo que g satisfaz (g1), (92) € (94) — (g¢) entdo o problema (P;)

possut uma solucao cldssica do tipo heteroclinica.

Teorema 0.4 Supondo que g satisfaz (g1), (92) € (94) — (gs) entao o problema (Ps)

possut uma solucao cldssica do tipo heteroclinica.

O Capitulo 2 foi baseado no estudo feito por Alves em [4], onde o mesmo foi
motivado pelos trabalhos de [29] e [11]. Investigamos a existéncia de solu¢do heterocli-
nica para a equacao diferencial eliptica semilinear em que o termo da nao linearidade

é nao periodico. Especificamente, consideramos a equagao
—Au+ Alex,y)V'(u) =0 em Q (7)

com a condi¢ao de contorno

g—z(x,y) =0 sobre 09, (8)

onde = R x D é um cilindro infinito de RN se N > 2 ou uma faixa infinita se N = 2.
As hipoteses para a funcao V' : R — R sao as seguintes:

Condicao em V:

(V1) V € C*(R,R);
(V2) V(=1) = V(1) = 0;
(V3) V(t) >0 para todot € R\ {—1,1}.

Funcoes que satisfazem as condigoes (V1) —(V3) sdo os potenciais de Ginszburg-Landau.
Por exemplo, V(¢) = (t* — 1)
As seguintes condicdes para a funcdo A : Q — R sdo consideradas:

Condicao em A:

A funcao A é de classe C! e pertence a uma das seguintes classes:
Classe 1:(A é assint6tica no infinito a uma funcao periddica)

Existe uma fungao A, : Q — R de classe C! e 1-periodica em z tal que
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(A1) |A(z,y) — Ay(x,y)| = 0 quando |(z,y)| — oo;

(A2) 0 < Ag =inf A(z,y) < A(z,y) < Ay(z,y) Y(z,y) € Q.
Q

Classe 2:(Condigao de Rabinowitz)

(A3) 0 <inf A(z,y) <sup A(0,y) < liminf A(z,y) = Axp < 00.
0 V<D (z.0)l-ro0

Na Secao 2.1 apresentamos algumas notacoes, simbologias e resultados prelimi-
nares para as secoes subsequentes. Ja a se¢ao 2.2 é dedicada ao problema (7) e (8)
no caso em que a funcao A pertence a Classe 1. O resultado principal desta secao é o
seguinte:

Teorema 0.5 Assume (V1)-(V3), e =1 e que A pertence a Classe 1. Entao, o problema

(7) e (8) possui uma solucao heteroclinica de 1 a -1.

Na Secao 2.3, consideramos o problema (7) e (8) supondo que A satisfaz a condigao de

Rabinowitz para provar o seguinte resultado.

Teorema 0.6 Assume (V1)-(V3) e que A pertence a Classe 2. Entao, existe um ey > 0
tal que o problema (7) e (8) possui uma solugao heteroclinica de 1 a -1 para todo

€ € (0,¢€).

No Apéndice A o leitor encontrard o que serd necessario sobre o Principio da
Continuacdo Unica no qual é destacado uma aplicacdo que serd fundamental para o
desenvolvimento do Capitulo 1.

O Apéndice B é um resumo do que se necessita de Analise do RY, Espacos de
Lebesgue e Analise Funcional. Tais resultados sao cruciais para uma boa compreensao
dos Capitulos 1 e 2.

Conceitos importantes e alguns teoremas demandam conhecimento de Espacos
de Sobolev, no nivel e na extensao do que se encontra no Apéndice C. Em relacao
a espacos de Sobolev, o leitor deve dominar resultados de imersoes para estudar os
Capitulos 1 e 2.

E importante ressaltar neste momento que ndo adentramos em detalhes sobre
resultados de regularidade presente aqui no texto pois os mesmos demandam de conhe-
cimentos mais avancados de Espacos de Sobolev e Equacoes Diferenciais Parciais, por
exemplo. Isto foge totalmente do objetivo da dissertacao. Para este fim recomendamos

as leituras [11], [10] e [19].



Capitulo 1

Existéncia de solucao heteroclinica

para o caso periodico

Neste capitulo, estudaremos inicialmente a existéncia de solugoes periddicas para
duas classes de problemas elipticos semilineares, para entao determinar uma familia
M de solucoes periodicas correspondente ao problema eliptico em questao. Em se-
guida, usaremos técnicas de minimizac¢oes para mostrar a existéncia de solucoes do

tipo heteroclinica que conecta duas solucoes distintas em M.

1.1 Existéncia de solucao para o caso de Neumann

Nesta secao, faremos o estudo da existéncia de solucoes periddicas para um pro-
blema eliptico semilinear onde o operador diferencial em questao é o laplaciano satis-

fazendo a condicao de contorno de Neumann.

1.1.1 Solucao periédica

Para N > 2 vamos sempre assumir que D é um dominio limitado em RY~1 isto ¢,
um conjunto aberto, conexo e limitado em RY~!, com fronteira 0D suave' e Q = Rx D
um cilindro infinito se N > 2 ou uma faixa infinita se N = 2. Neste caso, notemos

que 02 = R x dD. Denotaremos os pontos de  por (z,y) no qual x € Rey € D.

Veja a definigao em [10, Section 9.6].
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Suponhamos que ¢ é uma funcao definida em Q x R tomando valores em R que satisfaz

as seguintes condigoes:
(g1) g € CHQ x R,R);

(g2) g(z,y,t) é par e 1- periddica em z, isto &,

9(@,y,t) = g(—=x,y,1) e gla,y,t) =gl +1Ly1t), Y(r,yt) e QxR;
(g3) G(x,y,t) é l-periodica em ¢, em que

t
G(z,y,t) = / g(x,y, s)ds.
0

Observagdo 1.1 (i) Uma funcdo que satisfaz as condigdes acima é g: Q x R — R
definido por
g(x,y,t) = cos(2mz) sin(27t).

(i) Nao é importante que os periodos de g em x e de G em t sejam os mesmos. Essa

suposicao € apenas para conveniéncia notlacional.

(11i) Se N =1, o trabalho se reduz ao estudo de equagoes diferenciais ordindrias em x.

Para o estudo de solugoes heteroclinicas para este caso recomendamos a leitura
da dissertacao [14].

De acordo com (g2) temos que G é par e 1- periddica em x pois

t t
G(z,y,t) = / g(x,y, s)ds = / g(—x,y,s)ds = G(—x,y,t)
0 0

t t
G(fv,y,t)Z/ 9(I7y,8)d8=/ gx+1,y,s)ds = G(x + 1,y,1),
0 0

respectivamente.
Inicialmente, estudaremos a existéncia de solugoes periddicas para o seguinte

problema eliptico semilinear

—Au = g(x,y,u), em S

P
g—Z(Ly):O, sobre 0f). (72)

Para isto, vamos considerar €, = [0,1] x D e

Ei={u:Q—=R|uec H(Q)eué l- periddica em x}.
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Notemos que §2; satisfaz a propriedade do cone (veja Definigdo C.6 do Apéndice C) e
que E; # () pois as funcoes constantes estao em FE;. Verifica-se sem dificuldade que F;
é um espaco vetorial. Além disso, podemos identificar £; como um subespaco vetorial

de H'(€,). Posto isto, vamos munir F; com a norma usual de H'(Q;) dada por

ey = [ 1VuPasay+ [ lpdsdy)”, we b
o o
Afirmacgao 1.1 (E4, || - ||g1(a,)) € de Banach.

Seja (u,) uma sequéncia de Cauchy em E). Entdo, (u,) também ¢ uma sequéncia de
Cauchy em H'(Q). Dai, como H'(€;) ¢ um espago de Banach existe u € H'(Q;) tal

que (u,) converge para u em H'(£;). Sendo assim, como
[[un — um“%ﬂ([(},Q]xD) = 2fjun — um”l%Il(Ql)u vn,m €N,
temos que (u,) é de Cauchy em H'([0,2] x D). Logo, existe v € H'([0,2] x D) tal que
u, —v em H'([0,2] x D) quando n — oo.

Por unicidade de limite, u = v em ;. No entanto, pelo Teorema de Vainberg (veja o

Teorema B.9 do Apéndice B) segue que a menos de subsequéncia
un(m,y) - U(l’,y) qtp el Ql-

Assim,

up(z+1,y) 2 v(z+1,y) qt.p em Q.

Consequentemente, como u,(z + 1,y) = u,(z,y),
vz +1,y) =v(z,y) em Q,

isto ¢, v é 1-periddica em x. Portanto, u ¢ 1-periddica em x. Logo, (Ei, | - || m1(y)) €
de Banach.

Para cada u € H'(€)y), definimos o funcional

L(u) = /ﬂ (%|vu|2 - G(x,y,u)) ddy.

Uma propriedade deste funcional que serd bastante util no decorrer deste trabalho é
que

Il(u—l—k):]l(u), VUEEl e Vk € Z. (].].)
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De fato, como G é 1-perioédica em t segue que k € Z também é um periodo para G em

t, isto é,

G(z,y,t) = Gz + k,y,t), Y(x,y,t) € QxR.
Por conseguinte,

Li(u+Fk) = < (u+ k)| — Gz, y,u—i—k))dmdy

J,
/ ( \Vul® — G(z,y,u )) dxdy
I(

Vamos demonstrar o seguinte lema.

Lema 1.1 Sejam O C RN um dominio limitado que satisfaz a propriedade do cone
e f:OxR —= R uma funcao de Carathéodory (veja Definicao B.10 do Apéndice B)

satisfazendo a condicao de crescimento
f(z,t)] < A+ BJt|",

com A, B>0e0<p<(N+2)/(N—-2)seN>30u0<p<+ooseN=12.

Entao, sendo
t
Flat) = / (@, 5)ds
0

I(u) = / (%\vuﬁ _ F(x,u)> de, uwe H'(O),
o
estd bem definido e I € C*(H'(O),R) com

o funcional

I'(u)v = /0 (VuVo — f(z,u)v)dz, Yu,v e H'(O).

Demonstracao. Vamos dividir a prova em duas etapas.

1° etapa: Inicialmente definimos o funcional ¢ : H*(O) — R dado por
Y(u) = /OF(a:,u)dx.
Vamos mostrar que ¢ € C*(H'(O),R) com
P'(u)(v) = /of(x,u)vdx, Vv € HY(O).

De fato, notemos primeiramente que v estd bem definida, pois F(-,u(+)) é mensuravel
para u € H'(O) uma vez que f é de Carathéodory. Além disso, verifica-se que existem

constantes C7, Cy > 0 tais que

|F(z,t)| < Cy + ColtP™, Vit €R.
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Vamos agora calcular 9v(u)/dv para todo u,v € H'(O) no caso em que N > 3. Entao,

Ovlu) _ | (ut ) — ()
ov t—0 t
— lim {F(x,u +tv) — F(z,u) .
t=0 J t
Definimos
() = F(z,u+tv) — F(x,u)

t
Pelo Teorema de Valor Médio (veja Teorema B.1 do Apéndice B), existe §(z) €

[u(x), u(x) + tv(z)] ou 8(x) € [u(x) + tv(z), u(z)] tal que
hi(x) = f(z,0(x))v(z).
Posto isto, verifica-se que existem constantes A;, B; > 0 tais que
()| = [ f (2, 0(x))v ()]
< (At Bulo@)¥) fo()]
Agora, como |0(z)| < 2|u(x)| + |v(z)| para todo t € [0, 1] segue que existem contantes

Ay, Az, Ay > 0 satisfazendo

2%

[ho(@)] < Aslo(@)| + Aglu(@)| 72 + Aulo(x)

Consequentemente, h; € L'(0O). Por outro lado, como
hi(x) — f(z,u(z))v(x) quando t — 0,

podemos usar o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue (veja Teorema B.7

do Apéndice B) para concluir

/ht(m)dx%/f(x,u(x))v(x)dx quando ¢ — 0.
@ o

Dessa forma, por unicidade de limite

0
% = /Of(x,u(x))v(x)dx. (1.2)
Portanto, 9v(u)/0(+) : H'(O) — R existe para todo u € H'(Q). Para cadau € H'(O)

verifica-se que 0y (u)/0(-) é linear. Além disso, para v € H'(O) com ||v| g0y < 1,

0
20 < [ st wplas
Ay + By|u|¥2) Juld
< [ (Ar+ Bilul¥2) plaa

gAl/ |v]dx+Bl/ | 430 dz.
O O
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Pela desigualdade de Holder (veja Teorema B.8 do Apéndice B),
‘fw(u)

2*—1

< Aulollzxo) + BullullZim o ]2+ 0.

ov

Usando as imersoes continuas?
HYO) — L*(O) e HYO)— L*(0)

segue que existem constantes C3, Cy > 0 verificando

'(’W_(“)
dv

i) ol o

< (03 + Oyl

Agora, como ||v]| 10y < 1 obtemos

‘ Ot(u)
v

2% 1
Hl(O)

‘ S 05 + C4Hu

mostrando que 0¢(u)/d(+) € um funcional linear continuo, ou seja,

O (u)
()

Por outro lado, seja (u,) uma sequéncia em H'(O) e seja também u € H'(O) com

€ (HY(0)). (1.3)

u, - u em H'(O) quando n — oco.

Vamos provar que
00 (un) _ Ob(w)
() ()

Com efeito, notemos inicialmente que existe C' > 0 tal que

‘awun) 9w
ov

em (H'(0)).

< /O (@) — fa )| |o]de

ov
<G wa) ~ 1] e ol
< Ol ) — F@ 0l e, ol
isto &,
2] - 208 < Ctor) - Sl e, o ol (1)

Recordemos agora que o operador de Nemytskii (veja Apéndice B), Ny : L* (0) —
L%((’)) definido por

2Isto & uma consequéncia do Teorema C.7 do Apéndice C.
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é continuo. Por imersoes de Sobolev,
u, —u em L?(0) quando n — oo.

Consequentemente,

o*

Ny(up) = Ny(u) em L2-1(O) quando n — oo,
isto é,

f(z,u,) — f(z,u) em L%(O) quando n — 00. (1.5)
Usando (1.4) e (1.5) obtemos

Y (un) _ Op(u)

sup — — 0 quando n — oo,
”U”Hl(o)Sl ov ov
ou seja,
Op(un) — Op(u) 1y
— em (H (O)). 1.6
SO g em () (16)

Portanto, por (1.2), (1.3) e (1.6

segue do Teorema B.16 que ¢ € C'(H'(0),R) com

/fxu (2)da

A demonstracao da diferenciabilidade de 1) para N = 1,2 se faz de modo semelhante.

2° etapa: Nesta etapa, vamos provar que o funcional

1
P(u) = 5”““%11(0)

pertence a C*(H'(0),R) com
¢' (v = (u,v), Yu,v e H'(O),

onde (-, -) é o produto interno usual de H*(O). De fato, notemos inicialmente que para
cada nimero real t # 0 temos

P(u+tv) — p(u) (Hu_'_tUHHl(O) ||U||§{1(O)>
t

t )

t
= (u,v) + 5“““?{1(0)

Por conseguinte,




mostrando que

¢ (u)v = (u,v), Yu,v € H(O).

Agora, consideremos d¢(u)/0(-) sendo uma candidata para ¢'(u). Desse modo,

o(u+v) — od(u) — (u,v) 1
||U||H1((’)) B 2||U||Hl((9).

Portanto,
Q) = ow) )

[Py [Vl 2 (0)

Assim, ¢ é Fréchet diferenciavel com

¢'(u)(v) = (u,v).
Para ver que ¢ € C'(H'(O),R) consideremos u,, — u em H'(O) e notemos
|6 (un) (v) = &' (u) (V)] = [tn, v) = (u, V)]
= [(un —u, )|
< Jun = ullgro)llv]l11(0)

implicando em

sup [¢'(un)(v) = ¢'(u) (V)] < [lun — ullzr(0)-

||v||H1<O)§1

Consequentemente,

¢ (up) — &' (w)|| = 0 quando wu, —u em H'(O),

30

mostrando que ¢’ é continua. Portanto, pelo Teorema B.16 ¢ € C'(H'(O),R). Por

outro lado, verifica-se de modo anéalogo que o funcional
1
() = 5wl
pertence C*(H'(O),R) com

V(u)v = / wvdz, Yu,v € L*(0).
@)

Por fim, pelo que foi visto na primeira e segunda etapas concluimos que o funcional

pertence C*(H'(O),R) com

I'(u)v = /O (VuVov — f(z,u)v)dz, Yu,ve H'(O).
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De fato, basta considerar

1 1
1) = 3llulip o = 3o ~ [ Flaud,
Isto conclui a demonstragao. W
Pelo Lema 1.1, I; € C'(E;;R). De fato, basta notar que por (g;) temos que g
¢ uma funcao de Carathéodory e g(x,y,u) é limitada sempre que u € F;. Portanto,

I, € CYE;R) com
I (u)v —/ (VuVv — g(x,y,u)v) dedy, YuE;, e Yv € H' ().
1951

O funcional I; é limitado inferiormente em H'(€;). Com efeito, como G(x,y, ) é
periddica e continua em R temos que a mesma ¢ limitada e sendo x e y estao definidos

em um compacto segue que existe C' > 0 tal que

G(z,y,t) < C, Y(z,y,t) € Q xR

Logo,
/ G(z,y,t)dzdy §/ Cdxdy = C|§]. (1.7)
Ql Q1
Portanto,
1 2
nw = [ (3190 = Gtep) ) dady
o \2
1
— 5 IVuliaq ~ [ Glay,wdsdy
2 o
Z _C|Ql|a
ou seja,

]1(U) Z —O|Ql|, Vuce HI(QI)

Por mais razao ainda, [; é limitado inferiormente em FE;. Por isso, seja

c1 = inf I;(u).

ue k)
Daqui em diante, denotaremos

1

U = — udzdy.
=T s,

Proposicao 1.1 Eziste u € Fy tal que I1(T) = ¢;.
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Demonstracao. Seja (u,,) uma sequéncia em E; tal que
Li(uy) — ¢ quando m — oo.

Assim, a sequéncia ([(u,,)) é limitada em R, isto ¢, existe K > 0 com a seguinte
propriedade
Li(up) <K, ¥YmeN., (1.8)

De (1.7) e (1.8),
1

Por outro lado, sendo [u,,] um nimero real podemos escolher um ntumero inteiro k,,
tal que
0 <[] + km < 1.

Entao,

1 1
[um+km]:—/ (U + k) dx = —— U AT + Ky = (U] + K < 1.
4] Jo, 4] Jo,

entretanto, de (1.1)

L (U + k) — ¢4 quando m — oo,

mostrando que (u,, + k,,) também é uma sequéncia minimizante para o funcional I;.

Desse modo, sem perda de generalidade podemos supor
0 < [un] <1. (1.10)
Vamos mostrar agora que existe uma constante C'; > 0 tal que
lull 2y < o (|lull + I Vullizan) . Yu € H'(S). (1.11)

De fato, suponhamos por absurdo que nao exista tal C; > 0 verificando a desigualdade

(1.11). Assim, para cada k € N existe vy € H* () com
lvell 2@y > & (I[os]l + 1Voell2)) -
Fazendo wy, = vy, /||vk|L2(0,) temos

1
E > |[wk]\ + vakHLQ(Qﬂv Vk € N. (112)
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Por conseguinte,
||vwkHL2(Ql) <1l e HwkHL2(QI) = 1, Vk € N.

Logo, a sequéncia (wy) é uma sequéncia limitada em H'(€;). Sendo H*(£2;) um espago
de Hilbert e, portanto reflexivo, segue do Teorema B.12 que existe w € H'(€)) tal que,
a menos de subsequéncia,

wp, —w em H'(Q).
Assim sendo, pela imersdo compacta de H'(;) em L?(Q;) (veja Apéndice C),
w, — w em L*(€).

Dessa maneira,
w2, =1

implicando em

w#0 em €. (1.13)

Por outro lado, por (1.12) temos a convergéncia
[wg] = 0 quando k — oo.

Ademais,

1 1
wg| — |wl]| = | — wrdrdy — —— wdxd
o ol = |y [ vty =g | st

1
= — wy, — w)dxd
|Ql|/gl<’“ ) y'
1
< — wy — w|dzdy.
ST Jo, 1 iy

Pela imersao compacta H*(;) < L*(€;) (veja Apéndice C) constatamos que
[wg] = [w] quando k — co.

Por unicidade de limite,

/ wdzdy = 0. (1.14)
951

Agora, como w ¢ o limite fraco da sequéncia (wy,) temos?

[wll i1 < limnf {lwi]lmio,).

3Note que a norma ¢ fracamente semicontinua inferiormente.
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Dai, por (1.12),
|Vw|*dzdy = 0 (1.15)

951

acarretando que w é uma funcao constante. Logo, por (1.14) devemos ter w = 0 em
21, um absurdo pois contraria (1.13). Portanto, existe C; > 0 verificando (1.11). Por
(1.9), (1.10) e (1.11), (u,,) ¢ uma sequéncia limitada em H'(Q;). Logo, existe u € E;
(pois E; é de Banach) de maneira que u,, =% em H'(;). Pelo Teorema C.10, I é
fracamente semicontinuo inferiormente e, portanto, ¢; = I;(w). W

Pelo que foi visto anteriormente é claro que I;(u + k) = ¢; para todo k € Z. Por

isso, consideremos o conjunto
M = {U € E1 . [1(“) = Cl}-
Pela Proposicao 1.1, M # (). Daqui em diante vamos denotar

1

Proposicao 1.2 Consideremos ¢ = inf  I1(u). Entdo, ¢1 = ¢1.
uEHl(Ql)

Demonstragao. Primeiramente, recordemos que podemos identificar F; como um
subespago de H'(€Qy). Assim, ¢; < ¢;. Suponhamos por absurdo que ¢; < ¢;. Logo,
por definigao de infimo existe uy € H*(£2;) tal que I;(up) < ¢;. Para cada u € H'(Qy)
escrevemos

11(u>=/:/D,C(u)dxdw/l/D,C(u)dxdy:a<u)+5(u), (1.16)

1
2

a(u):/j/Dc(u)dxdy e B(U):/;/Dﬁ(u)dxdy.

Por conseguinte, devemos ter a(ug) ou 5(ug) menor do quec; /2. Com efeito, se ambos

onde

fossem maiores do que ¢; /2 terfamos por (1.16) que I;(ug) > ¢;, um absurdo. Portanto,

podemos supor sem perda de generalidade que a(ug) < ¢1/2. Posto isto, definimos

1
uo(z,y), se 0<z<—-,yeD

V(xvy): 1 2
up(1l —z,y), se §§x§1,y€D.

Desde que v(0,y) = v(1,y) entdo podemos estender v periodicamente em Q = R x D

da seguinte forma: se z € R tomemos k € Z tal que £k < 2z < k + 1 e fazemos
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v(z,y) = v(z — k,y). Dessa forma, v é 1-peridédica em z e portanto v € E;. Por outro

lado, como G é uma funcao par e 1-peridédica em x temos

// V)dady
. / [ (5190l =200 = Glo o1~ ) ) oy

! 1
:/ / (§\VUO(1—:L’,y)P_G(l—x,y,uo(l—x,y))) dxdy.
1 Jp

Fazendo z = 1 — z segue do Teorema de Mudanca de Variavel (ver Apéndice B) que

B(v) = —/0/ (E\Vuo(z,y)\z — G’(z,y,uo(z,y))) dzdy
/ /( Vuol” — Gz, y,uo)) dxdy

= Uo
Como naturalmente a(v) = a(up) obtemos

Ii(v) = av) + B(v) = a(ug) + a(ug) = 2a(ug) < c1.
A demonstracao esta completa pois isso contradiz o fato que v € E;. B

Corolario 1.3 Seja u de acordo com a Proposicao 1.1. Entao, u é uma solucao clds-

sica para o problema (Py) com u(x + 1,y) = u(x,y) para todo (x,y) € L.

Demonstracao. Em conformidade com as Proposigoes 1.1 e 1.2 tem-se que u é um

ponto critico para o funcional I;. Logo,

/ VuVudzdy :/ g(x,y, w)vdedy, Yo e H'(Q). (1.17)
[0,1]xD [0,1]xD
Por outro lado, definimos o conjunto
E!={u:Q—=Rluec H([1,2] x D) e u & l-periddica em z}
e o funcional

1
Io(u) = / (§|Vu|2 - G(x,y,u)) dxdy, Vu € E3.
[1,2]xD

Pelo Teorema da Mudanga de Variavel,

ILQ(U) = Il(u), Yu € E%
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Verifica-se que as Proposicoes 1.1 e 1.2 valem também para ;5. Posto isto, @ é um
ponto critico para [; . Portanto,

/ VuVudzdy = / g(x,y, W)vdzdy, Vv € H*([1,2] x D). (1.18)

[1,2]xD [1,2]xD
Vamos mostrar agora que
/ VuVudxdy = / g(x,y, Wvdzdy, Yv € H*([0,2] x D).
[0,2]xD [0,2]xD

Para isso, tomemos uma func¢io arbitraria o € C=(,). Se o supt ¢ C Qy, entdo vale
a igualdade (1.17). Se caso supt ¢ esta contido em [1,2] X D entdo vale a igualdade
(1.18). Por ultimo, no caso em que supt ¢ contém pontos de [0,1] x D quanto em
[1,2] x D escrevemos ¢ = @1 + g, onde 1 é @ restrito ao bloco [0,1] x D e @9 & ¢
restrito ao bloco [1,2] x D. Posto isto,

/ VuVedxdy :/ VuV i dzdy —|—/ VuVpodxdy
[0,2]xD [0,1]xD

[1,2]xD

=/ g(x,y,ﬂ)wdxdw/ 9(x,y, u)padrdy
[0,1]xD

[1,2]xD

= / g(z,y,u)pdxdy.
[0,2]x D

Figura 1.1: Ilustracao na faixa.
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Neste momento, desde que C*([0,2] x D) & denso em H'([0,2] x D) temos

VaVudzdy = / g(x,y, W)vdzdy, Vv € H'([0,2] x D).
QQ QQ
Portanto, fazendo de modo anéalogo para cada bloco do tipo [I, k] x D, com [,k € N,

concluimos
/Vqudxdy:/g(x,y,ﬂ)vdxdy, Vv e HY ().
Q Q

Assim sendo, u é uma solugdo fraca para o problema (P;). Por um resultado de
regularidade encontrado em [11, Theorem 3.1] concluimos que @ é solugdo classica para
(Py) sendo 1-periddica em z. W

De acordo com o resultado acima nota-se que M é uma classe de solugoes classicas

para (P;) que sdo 1-periodicas em z.
Proposigao 1.4 Seu € H'(Qy) e I,(u) = ¢1, entdo u € M e u é par em x, isto ¢,
U(ZE,y) = U(—l’,y)7 V(:L‘,y) S Ql'

Demonstragdo. Suponhamos que v € H*(Q;) com I;(u) = ¢;. Seja

N R
V\T,Y) = 1
U(l-l’,y), se 5

Estendemos v em () sendo 1-peridédica em x. De acordo com a demonstracao da Pro-
posicao 1.2 verifica-se a igualdade I;(v) = ¢;. De fato, basta notar que podemos supor
sem perda de generalidade que a(v) < ¢;/2 para entao obtermos [ (v) = 2a(v) e por-
tanto [1(v) < ¢;. Sendo v € E; temos [(v) = ¢;. Logo, pelo Corolario 1.3 temos que

u e v sao solucoes fracas da equacao
—Au=g(x,y,u), em €.
Seja w = u — v. Entao, w é solucao fraca de
—Aw = g(x,y,u) — g(z,y,v) em Q.

Definimos
g(xvyau) - g(!ﬂ,y,'l))
b(z,y) = u—v
gu(z,y,u), se u(x,y) =v(x,y).

, se u(x,y) #v(x,y)
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Afirmamos que b é continua em . Efetivamente, se (z¢,yo) € Q2 é tal que u(zo,yo) #
v(xo,yo), entdo pela continuidade de g, u e v segue a continuidade de b em (zg, yo)-
Por outro lado, seja (zg,y) € Q verificando u(xg, yo) = v(zo, o) € seja uma sequéncia
(Tn,yn) em € tal que z, — x¢ e y, — Yo. Entdo, neste caso, pode existir duas

subsequéncias tais que
) gy Yny) # V(T Yy )

”) u(xnkﬂ ynk) = U(l’nk, ynk)-
Para o primeiro caso,

g(xnk7ynk7u) - g(xnk7ynk7v)
u—"v

b(‘rnlwynk) = — gu(x(by()) U) - b(xOJ ?JO)

Ja para o caso i1),
b(l'nk, ynk) = gu(mnkv Yny s u) — gu<x07 Yo, U) = b(l'o, 3/0)7

pois ¢ é uma funcdo de classe C'. Em ambos os casos, temos que b é continua em

(z0,Y0). Em contrapartida, notemos que
—Aw = b(x,y)w, em

e que

w(z,y) =0 em [0,1/2] x D e be L>®().

Pelo Teorema C.4, w € H?(Q), por mais razdao ainda, w € H?(Q;). Pelo Principio da

Continuac¢do Unica (ver Apéndice A),
w=0 em €.
Portanto, u = v implicando em u € M. Além disso, u é par em = em razao de
u(—z,y) =u(l —z,y) = u(z,y), Y(z,y) € .

Isto conclui a demonstracao. W
Um caso especial de interesse é quando G é independente de x, ou seja, quando

dados quaisquer x1, x5 € R com x; # x5 obtemos
G(x17y>t) = G($2ay7t>: Vy eDetelR

Neste caso, os elementos de M possuem a mesma propriedade.



39

Proposicao 1.5 Se G € independente de x e w € M, entao w € independente de x.

Demonstragio. Para cada § € R e u € H'(;) seja

0+% 1
= / / (—’VU’Z — G(y,u)) dzdy.
-1 JD 2

Afirmacgao 1.2 Se u € Ey, entdo I?(u) = I,(u).

Sejae—%:k+e, com k € Zeee€|0,1). Logo,

0—1+1
:/ /E(u)dxdy
ket
/ / u)dxdy
ket
k+1 k+1+e
/ /ﬁ d:cdy—l—/ /L(u)dacdy.
ket ket D

Pela mudanca de varidveis,

/ﬁté/DL(U)dxdyI/el/DE(u(z—i—k,y))dzdy—l—/OE/DE(u(z—i—k—i—l,y))dzdy.

Da periodicidade segue que

0+1
/ 2/ dxdy—// u(z,y) dzdy+// u(z,y))dzdy.

Como z é uma varidvel muda, as integrais envolvidas podem ser escritas em termos de

x da seguinte forma

0+3
/ / dxdy—// dxdy—l—// dmdy—// u)dxdy,

mostrando a afirmagao.
Desde que G ¢é independente de = segue do argumento usado na Proposicao 1.2

que se w € M e

vo(z.y) = w(z,y), se 0 x
o\L> -
w(20 — x,y), se 9§x§9—|—%,y€D,

entao I{ (1) = ¢; para cada 6 € R. Dessa maneira,

[1(1/9) = (1, Vo € R.
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Por outro lado, nota-se que w(z,y) = w(20 — x,y) sempre que 6 — 1/2 < x < 6.
Além disso, pelo Principio da Continuacao Unica verifica-se que dado § € R ocorre a

igualdade vy = w. Dai, dados dois nimeros reais 1 e xs com |r; — x| < 1 podemos
T+ T2

tomar 6 = de tal forma que

w(zy,y) = w(20 — 22,y) = w(22,y).

Portanto, como x; e x5 sao arbitrarios temos que w é independente de x. W
Para fins posteriores, dado k£ € N, devemos também estudar solugoes periddicas

para o problema (P;) em
By ={u:Q— Rluec H' () e u é k-periddica em x},

onde

Qk = [O,k] X D.

Definimos o funcional I, : H*(€;) — R por

T(u) = /Q (%|Vu|2 - G(x,y,u)) drdy.

Mostra-se que Ej é de Banach, I, € C'(E;,R) e I é limitado inferiormente em Fj.

Por isso, consideremos

¢ = inf I(u).

uE k),
As ideias contidas nas provas das proposicoes anteriores mostram que existe u € Fjy
tal que Ix(u) = ¢ e, além disso, ¢, = ¢, onde

.= inf [ .
= inf ()

Neste caso, u é uma solu¢ao classica k-periodica para (P;). No entanto, nessas condi-

¢oes, provaremos que u é necessariamente 1-periddica.

Proposicao 1.6 De acordo com as motacies anteriores temos ¢, = kcy. Além disso,

se Ip(u) = ¢ entao u € M.

Demonstracao. Se u € Ey, entdo é claro que u € Ey. Além do mais, I} (u) = kI (u).

Com isso,

c < k[l(u), Yu € Ej.
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Em particular,

% S [1(U), Yu € El-

Dessa forma, devemos ter ¢, < kcy. Agora, sejau € Ej, tal que Ij(u) = ;. Suponhamos
por absurdo que ¢; < kc;. Logo, existe u € H' () verificando I;,(u) < ke;. Por outro

lado, denotaremos

/ /E d;cdy+/ /E Ydxdy + - - /i/DE(u)da:dy

= ( +062< )+ +Oé2k(u)

no qual

/ w)dzxdy, Vi= . 2k,

i1
272

Segue entdo que deve existir ¢ € {1,2,...,2k} tal que a;(u) < ¢1/2. Sem perda de

generalidade podemos supor que

c
al(u)<51.
A vista disso, definimos
( 1
u(z,y), se nggi,yeD
1
u(l —z,y), se §§x§1,y€D
3
u(z —1,y), se 1§x§§,yED
v(z,y) = u(2 —xz,y), se 3<x<2 yeD
ulzr —k+1,y), se k—lg:cgk—i,yeD
| u(k —z,y), se l{:—%gxgk,yED

Entretanto, estendendo v periodicamente em €2 segue que v € F;. O argumento contido
na prova da Proposi¢ao 1.2 mostra que Iy (v) = 2ka; < kcy. Mas sendo I,(v) = kI1(v)
concluimos [ (v) < ¢;, um absurdo. Portanto, ¢, = kcy. Por fim, se Ix(u) = ¢, entdo o
raciocinio da demonstra¢ao da Proposicao 1.4 diz que I(v) = ¢;. Consequentemente,

u e v sao solugoes fracas da equacao
—Au = g(z,y,u) em €
Sendo w = u — v obtemos

—Aw = g(z,y,u) — g(x,y,v) em €.
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Além disso, verifica-se que
—Aw = b(x,y)w, em ,

onde
g(I,y,U) —g(SL’,y,V)
bz, y) = u-v
9u(T, Y, u), se u(w,y) =v(r,y),

, se u(z,y) #v(r,y)

é continua. Pelo Teorema C.4, w € H?()) e desde que w = 0 em [0,1/2] x D segue
do Principio da Continuacdo Unica que u = v. Portanto, v € M. W
Um fato interessante de se observar é que valem as Proposicoes 1.4 e 1.5 para o

funcional energia Ij.

1.1.2 Solucao do tipo heteroclinica

Neste momento, recordamos a definicao de solucao do tipo heteroclinica para o

problema (P).

Defini¢ao 1.7 Sejam v,w € M com v # w. Se existe uma funcao U € L52(Q) tal que

loc

U ¢ solugao cldssica de (Py),

U — v oo (ns1]xp)y = 0 quando n — —oo,

15t0 €,
U(z,y) = v(x,y) quando x — —oo uniformemente em y € D,
e
U = wl| Lo (nnt1)xp) = 0 quando n — +oo,
ou seja,

U(z,y) = v(x,y) quando x — —oo uniformemente em y € D,

entdo dizemos que U € uma solugao do tipo heteroclinica do problema (Py).

Daqui em diante, vamos considerar uma nova classe de funcoes para determinar
solugoes do tipo heteroclinica para o problema (P;). Tomemos uma funcao g satisfa-

zendo (g1), (92), (g3) e a seguinte hipotese:

(M) O conjunto M consiste de pontos isolados.
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De fato, seja g

uma fungio que satisfaz (g1), (g2) e (g3). Se M ¢é formado por pontos isolados entdo

nao ha nada a fazer. Caso contrario, podemos perturbar a funcao g, em certo sentido,

produzindo uma nova funcao ¢ para o qual M consiste de pontos isolados. Por exemplo,

fixado w € M definimos o funcional G : QxR — R do seguinte modo
Gla,y,t) = Gz, y,t) — e[t — (@(z,y) + k)],
onde € > 0 e k € Z é o inico ntimero inteiro cumprindo

|t = (u(z,y) + k)| <

N | —

Neste caso,
9(@,y,t) = g(z,y,t) — 2€[t — (u(z,y) + k)].

Por fim, vejamos que ¢ satisfaz (¢1) — (g3). Com efeito,

(1) 9€CHQxR,R)

Basta notar que g € C'(Q x R, R).

(92) g(x,y,t) é par e 1- periddica em x

Segue pois ¢ e U sao par e 1- periodica em x.
(g3) é(a:,y,t) é 1- periddica em ¢
Dado um ponto (z,y,t) € Q x R, seja k o tinico inteiro tal que

t+1 = (u(e,y) + k)| <

DN | —

Da periodicidade de G em ¢, temos

A 2

G(z,y,t +1)=G(z,y,t + 1) — €[t + 1 — (u(z,y) + k)]

Gz, y,t) — e[t — (u(x,y) + k — 1)
G(x,y,1),

pois k — 1 é o tinico inteiro satisfazendo |t — (u(z,y) + k — 1)| < 1.

Entretanto, o funcional associado a ¢ é dado por

A 1 N
Li(u) = / (§|Vu|2 — G(a:,y,u)) dxdy.
Q1

(1.19)
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Para u € M tem-se que é(m, y,t) = G(z,y,t) pois k = 0 é o tnico inteiro verificando

[u — (u+ k)| < 3. Por conseguinte,

]1(U) = ]1(U) = Cq, Yu € M.

A

Porém, se u ¢ u+Z ={u+k : k € Z} entao de (1.19) temos G(u) < G(u) e assim
I(u) > I(u).
Portanto, os inicos minimizadores de I, sdo u, u+1, u+2, ... mostrando que o conjunto

M={uekE :Iu)=c}

satisfaz a hipotese (M).
Para provar o resultado principal deste capitulo é necessario considerar a seguinte
proposicao que é um resultado técnico cuja a demonstragao é baseada em argumentos

variacionais. No que segue
B,(v) = {u € H'() : llu— vllon) < o}
e para S um subconjunto de H'({);) ndo vazio definimos
N,(S)={ue H () : |lu —v||giy < p VveS}

Proposigao 1.8 Suponhamos que g satisfaz (g1) — (93) e (M). Entao, existe uma

constante py tal que para cada 0 < p < pg tem-se
(i) B,(v) N B,(w) =0, Yv,we M comv # w.
(ii) Ii(u) >cy, Yue HY () \ M.

(iii) Eziste a(p) > 0 verificando

Li(u) > ¢ +a(p) Yue H' () \ N,(M).
Demonstragao. (i) Seja
v =inf {||v — w||ga,) | v,w € M e v #w}.

Afirmamos que v > 0. Suponhamos que ocorra o contrario, isto é, v = 0. Entao,

existem sequéncias (v;) e (w;) em M, com v; # w; para todo j € N, satisfazendo

lv; = w;l a1,y = 0 quando j — oo. (1.20)
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De acordo com a prova da Proposigao 1.1, podemos supor sem perda de generalidade

que existe uma constante K > 0 (dependente de ¢;) verificando
il @y Nwillaoy < K, Vj€N.
Sendo H'(£2;) reflexivo, existem v,w € H'(€y) tais que
v;—=v e w; —w em H'(Q),

a menos de subsequéncia. Consequentemente, pela imersao compacta H'(Q;) —

L*(Q4) (veja Apéndice C) obtemos
|v; — wjll 20,y = [|[v — w||r2,) quando j — oco.

De (1.20),

lv; —w;|lr20,) = 0 quando j — oo.

Por unicidade de limite, v = w. Agora, desde que v; € M temos

|VUj|2dxdy=/ g9(x,y,v;)v;dedy.

Ql Q1

Sendo assim,

/ |V, *dady — g(x,y,v)vdrdy. (1.21)
Q1

Q1

Por outro lado, como v; — v em H'(€4) segue que

/ VUVgodxdy:/ g(x,y,v)pdrdy, Yo € H'Y(Q).
Ql Q1

Em particular,

|VU|2dacdy:/ g(z,y,v)vdrdy. (1.22)

Q1 Q1

Combinando (1.21) e (1.22),
vajl|%2(91) - ||VUH2L2(91)-

Desse modo, uma vez que
||Uj||%2(91) — HU”QL?(QI)
concluimos

HU]'HJ%Il(Ql) - ||UH§{1(91)-
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logo, pelo Teorema B.15

v; = v em H'(Q),

um absurdo pois M consiste de pontos isolados. Portanto, v > 0. Por conseguinte,
dado py = 2 a propriedade (i) ¢ satisfeita.
(i1) Sabemos das Proposigoes 1.2 e 1.4 que ¢; = c¢; ese u € H'() e I1(u) = ¢

entao u € M. Logo, devemos ter
Il(u) > (Cq, Yu € Hl(Ql) \ M.

(i71) Suponhamos que (7i7) é falso. Assim, para cada m € N existe u,, € H'(Qy)\
N, (M) tal que

1
c; < [1(um) <+ ﬁ

Consequentemente,

Li(uy,) = ¢ quando m — oo. (1.23)

De acordo com a prova da Proposicao 1.1 podemos supor sem perda de generalidade
que 0 < [u,,] < 1 para obter a limitagao da sequéncia (u,,) em H'(€);). Logo, a menos

de subsequéncia, existe u € H'(£2;) cumprindo
Uy —u em H'(Q;) quando m — oo. (1.24)

Ora, desde que I; é fracamente semicontinuo inferiormente temos I;(u) = ¢;. Pela

Proposicao 1.4, u € M. Dado m € N definimos a funcao ¢,, = u — u,,. Nota-se que
om0y > p, ¥m e N.
De fato, caso contrério existe mg € N tal que
|@mo — v|la1(0) < p, YU € M,

isto é,
||U = Umy — v”Hl(Ql) < p, Vv € M.
Sendo u € M, obtemos

|t || 21 (021) <
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um absurdo. Por outro lado,

Ii(um) = Li(u — o)

1
(3190 el = Glopu =) ) dody

2

I I

1 1
(—‘VUE - Vuv@m + §‘V(pm’2 - G(.%, Y, u— SDm)) dl'dy
1 2
o \2
1
/Q (§|V¢m!2 = VuVy, — G(z,y,u — ¢n) + G(z, y,U)) drdy
1
1
=IL(u) + §\|90mH2H1(91) -
1
/ (Vquom + G(z,y,u — pm) — G(x,y,u) + §|90m’2) dxdy
Q1
1 1
>+ Epz — / (VUV(Pm + G(z,y,u — o) — G(x,y,u) + §|90m]2) dzdy,
951
ou seja,

1 1
Ii(uy) > + §p2 — / (Vquom + G(z,y,u — pm) — Gz, y,u) + §|90m’2) dzdy.

Q1
(1.25)
Por (1.24),
om —0 em H'(Q;) quando m — oco. (1.26)
Pelas imersoes de Sobolev,
om — 0 em L*Q;) quando m — oo. (1.27)

Assim, pelo Teorema de Vainberg (veja Apéndice B), existem (¢.,,) C (¢m) € f €
L?(€) tais que

1) ¥m, — 0 q.t.p em Qy;
2) |om,] < f q.t.p em € e para todo k € N.

Desse modo,

G<5C73/7U - mek) — G(Jf,y,U) qtp em Ql-

Sendo g limitada em €y, existe C' > 0 tal que

|G,y 0 = omy )| < Clu = my | < C(lul + ).
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Pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue,

/ G(z,y,u — pm, )dxdy — G(z,y,u)dzdy. (1.28)
Q1 Q1

Também, por (1.26) e (1.27),

/ VuV,, drdy — 0 e O, |2 dzdy — 0. (1.29)
Ql Q1

Portanto, através de (1.28),(1.29) e (1.25) concluimos

1,
01201+§P7

um absurdo. Logo, a propriedade (iii) é verdadeira. W
Observagao 1.2 (i) O mesmo argumento usado em i) mostra que

¥ =1inf {|lv — w| 2@, | v;w € M ev # w} > 0.

(11) O raciocinio de (i) justifica a existéncia de uma constante a(p) > 0 tal que
Ie(u) > key + a(p), Yue H'(Q) \ NF(M),

no qual NY(M) denota a vizinhanga de M de raio p > 0 em H'(Qy).

Vamos agora introduzir algumas notacdes e conceitos. Sejam u € HE (R x D) e

loc
k € Z. Definimos

Pru = U|[k,k+1}xD

Pela defini¢ao acima podemos identificar P,u como uma fun¢ao em H'(;). Com

efeito, basta considerar a funcao w : {1 — R dada por
wi(@,y) = u(z +k,y).

Logo, Pyu € H'(Q;) a menos de identificagio. Também, para cada v € M definimos o
conjunto
I (v) ={U € Hy,.(R x D) : ||PU — v||r2(,) = 0 quando k — —oc0 e
|PU — M\ {v}]|z2(0,) = 0 quando k — +o0}.

Aqui, [|[P.U — M\ {v}|[z2(0,) = 0 quando k — +oo significa que P,U converge para
algum w € M \ {v} em L?(2;) quando k — +o0.
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Afirmacgdo 1.3 T~ (v) # 0.

Considere 7 e ps em C*(Q) satisfazendo

o1(x,y) > 1 quando = — —oo uniformemente em y € D

o1(z,y) = 0 quando x — +oo uniformemente em y € D

wo(z,y) 0 quando x — —oo uniformemente em ye& D
wo(z,y) =1 quando x — +oo uniformemente em y € D.

Fixemos w € M diferente de v e definimos
(2, y) = e1(z,y)v(x,y) + oa(w, y)w(z, y).

Entao,

1Pt — 0]y, = / / P — o dady

- / [ 16t + k) = oy

1

= [ [ erte+ koo + eata + ko — ofdody

D

01 1

< [ [ 1ot by - 1PePdsdy+ [ [ oot k)Plufdedy
0 D 0 D

Por outro lado, como
[o1(@ + kyy) = 120> =0, |@a(z + k. y)Plwf* — 0 quando k — —oo

e as fungoes |p1(z + k,y) — 11*[v|* e |pa(x + k,y)|*|w|? sao dominadas por fungoes

integraveis, segue do Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue que
| Pxtb — v||r20,) — 0 quando k — —oo.

De modo analogo, mostra-se
| Prtp — w||r2(0,) = 0 quando Ak — 4-o00.

Portanto, ¢ € I'"(v).
Dado k € Z definimos o funcional a; : I'"(v) — R U {oco} por

/ . / (v)) ddy.
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Lema 1.2 De acordo com as notacoes anteriores, dado cada k € Z temos:

(i) an(U) >0
(ii) ap(U) = 0 <= PU € M.

Demonstracao. (i) De fato, pela periodicidade de v,

G = / / dxdy—/kH/ v)dxdy. (1.30)

Também, por mudanca de variavel,

/OI/DaPkU)dxdy:/:H/D,C(U)dxdy. (1.31)

Logo, como P,U € H'(Qy) segue da Proposigao 1.2 que

o < 1 L(PU)dxdy. (1.32)
I
/ o / (v)) dady > 0.

Portanto, ax(U) > 0 para todo k € Z e U € ' (v).

Por (1.30)-(1.32),

(i7) Desde que v € M obtemos

k41
—O<:>/ / (v)) dedy =0

k+1 k+1

<:>/ /E(U)dxdy:/ /E(U)dxdy
kk+1 D

(:)/ /[,( dxdy—/ / v)dxdy
k+1

<:>/ / U)dxdy = ¢

<:>[1 PkU)—Cl

Da Proposi¢ao 1.4 concluimos que a(U) = 0 se, e somente se, P,(U) € M. R
Finalmente, definimos o funcional J : I'"(v) — R U {400} por
U)=> a(U
keZ
Tal funcional sera responsavel pela obtencao de solugao do tipo heteroclinica para o

problema (P;). Pelo item (i) do Lema 1.2 temos a existéncia do nimero real



ol

0A primeira vista, pode parecer que J(U) é igual a

/R (£() = £(0) dady

No entanto, existem func¢oes U € I'" (v) tal que J(U) < oo mas para as quais a integral
acima nao é condicionalmente convergente.
Daqui em diante, dizemos que uma sequéncia (U,,) C H]}

loc
em H}
loc

(R x D) é limitada
(R x D) no sentido de que dado qualquer [ € N a sequéncia (U,,) é limitada
em H'([—1,]] x D). Posto isto, dizemos também que (U,,) converge fraco para U €

Hl

oe(R x D), e denotaremos por

Un—U em HL.(Rx D),

para indicar que dado qualquer [ € N temos U,, — U em H'([-[,l] x D). De maneira
analoga, denotaremos

Un—U em L. (Rx D)

para apontar que U,, — U em L*([—[,1] x D) sempre que [ € N.
Com a discussao feita anteriormente estamos em condi¢oes de provar o seguinte

teorema.

Teorema 1.9 Assuma que g satisfaz (g1) — (g93) e (M). Entédo, para cada v € M,
eziste U € I'"(v) tal que J(U) = o.

Demonstracao. A demonstracao serd dividida em 4 etapas principais:

(A) Construgao de uma sequéncia minimizante para o funcional J que tem como
limite fraco algum U € H. (R x D);

(B) Estudo do comportamento assintotico de U com x — —o0;

(C) Estudo do comportamento assintdtico de U com z — +00;

(D) Prova de que U minimiza J em '~ (v).

(A) Construcao de uma sequéncia minimizante para o funcional J.

Dados k € Z e W € I'"(v), considere

XkW(xay) = W(JI - kvy)
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Afirmacao 1.4 x;W € I'"(v).
De fato, notemos que
1
IPC0W) = vl = [ [ 1P 00IV) = ofdady
1
/ / |P;(W(x —k,y)) — U|2dxdy
o Jp
1
| [ W=kt i) = ooy sy
o Jb

1
— [ [ W=k i) = ol = b+ sy Pdady.
0 D

Por mudanca de variavel,
j—k+1
I 0W) = vl = [ [ W) = vlap)Pdady,
e

Como W € I'(v) devemos ter

P (W) — UH%Q(QI) — 0 quando j — —o0.
De modo andlogo, dado k € Z mostra-se que existe w € M \ {v} tal que

|1P;(xe W) — wl|z2(2,) = 0 quando j — +o0.

Portanto, xxW € I'"(v) sempre que k € Z e W € I'"(v), o que prova a afirmacao.

Por outro lado, como G é 1-periddica em x segue por mudanca de varidvel que
a;(xeW) = a;(W), Vi, k€ Z.

Desse modo,

JOoaW) = J(W), VkeZ. (1.33)

Sabemos que existe uma sequéncia (W,,) C I'"(v) minimizante para o funcional J, isto
¢,

J(W,,) = o quando m — oc. (1.34)
De (1.33)-(1.34) a sequéncia (Xk(m)Wm) também é minimizante para J para qualquer
que seja a sequéncia (k(m))men C Z. De acordo com a Observacao 1.2 podemos

escolher um ntmero real p tal que
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Para cada m € N, escolhemos k(m) com a seguinte propriedade

1P (Xkm)Wm) — vllz2() <P, Vj <0 (1.35)

120 (X Win) — vl L2021y > P- (1.36)

Com efeito, pela defini¢do do conjunto I'~(v) segue que dado m € N existe ky(m) > 0
verificando

1P;(Wi) — vllr2) <P Vi < —ko(m).

Posto isto, vamos fixar k(m) sendo o menor nimero natural tal que
|1P;(Win) = vllrz,) < p, Vi < —k(m).

Entao,

1P; (W) = vllz2) <5, Vi < —k(m)

|Pj(W) = vl|22(0) > P, Vi =—k(m),—k(m)+1,...,—1,0.

Diante disto, considerando a sequéncia (X (m)Wm(x,y)) verifica-se que a mesma satisfaz
as desigualdades (1.35) e (1.36). Portanto, podemos supor sem perda de generalidade
que k(m) = 0 para todo m € N. Em resumo, vamos considerar uma sequéncia mini-

mizante (W,,) para J satisfazendo

[P Wi — vl 2@y <7, Vi <0 (1.37)

[PoWa = vl 2200) > P (1.38)
Por (1.34), existe C' > 0 tal que
JWp) <C, ¥Ym €N, (1.39)
Afirmacao 1.5 Para qualquer | € N, temos:
(i) Winllz2(—roxp) < [[vll2(-r0xp) + 0L, ¥m € N;
(ii) Existe a > 0 verificando

HVWmH2L2([—l,O]><D) < C+ley +1la|D|, Vm eN;
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(iii) Existe > 0 tal que
INWoll? 2oy < C +ler +18|D], ¥m € N.

(7) Notemos inicialmente que

-1

Wl 2 (—tox0) < D IWanll z2(ot4i—r4i411 D) - (1.40)
=0
Por (1.37),
[Wanllz2(ij.j+11x0) < P+ [vllz2(y, Vi <O. (1.41)

De (1.41) e (1.40) segue que
-1

Wl L2(—01x 0y < Z P+ Ivllz2@n) = 1P+ vllze@ny) = 15+ 10ll2(—10x D),
i=0

ou seja,
IWinlle2(=r0x 0y < |0l 2(=1,0xpy + Pl Vm € N.

(i7) Dado m € N, de (1.39) vem que

/ / ))dxdy— ( / :M / ))dxdy)

ou seja,

0 1
/Z/D <§]VWm\2 - G(x,y, Wm)> drdy < C+/ / v)dxdy.

Isto nos permite concluir que

0
IVWonll? Lo o) < C’+lcl+/l/l)G(x,y, W,,)dady.

Mas tendo em visto que G(z, y, t) é periddica e continua na variavel ¢ temos a existéncia

de a > 0 tal que G(z,y,t) < a para todo (z,y,t) € [-,0] x D x R. Portanto,
INWoll? 2 igwpy < C +ler +1alD], ¥m e N.

(7i1) Este caso é anélogo ao item (7).
A Afirmagao 1.5 mostra que para cada | € N a sequéncia (W,,) é limitada em

H'([-1,0] x D).
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Afirmacao 1.6 Dado | € N, existe Cy > 0 tal que

lull z2qoaxpy < Co (lullr2-rojxp) + | Vullz2eigxp)) » Yu € HY([—1,1] x D).

Suponhamos por absurdo que nao existe Cy > 0 verificando a desigualdade acima.

Assim, para cada m € N existe u,, € H'([-1,] x D) tal que
lumllz2qoxp) > ™ (wmllr2(—10x D) + | Vtem] L2(—1x D)) -
Vamos supor sem perda de generalidade que
||um||L2([O,l}><D) =1 VYmeN.
Diante disto,
1
|t || L2((=1,0)x D) + VU 2% D) < o Vm € N,

e portanto,

HUmHLQ([fl,O]XD) —0 e Hvum”P(H,llxD) — 0.
Em particular,
[tmll L2010y = 0, [Vl L2(-1,0x0) = 0 e [Vt L2oyxp) — 0 (1.42)

Por (1.42), (u,,) é limitada em H'([—[,0] x D). Logo, existem (uy,) C (uy) e u €
H'([-1,0] x D) tais que

Um

—u em H'([-1,0] x D).

k
Pelas imersoes compactas de Sobolev,
Up, — u em L*([~1,0] x D). (1.43)

Desse modo,
[ty Nl 22(—1.0x0) = ull 22(-1.01xD)- (1.44)

Combinando (1.42) e (1.44) temos

u=0 qtpem [-,0] xD.
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No entanto, como ||t || r2(o,qxpy = 1 para todo m € N segue de (1.42) que a seguéncia
(um) € limitada em H'([0,1] x D). Por conseguinte, existem (um, ) C (Um,) € w €

H'(]0,1] x D) satisfazendo

U,

—w em H'([0,1] x D).

kg
Pelas imersoes compacta de Sobolev,

Up,, = w em L*([0,1] x D). (1.45)

Ora, por (1.45),
lwl| 2o,y x 0y = 1. (1.46)

Ademais, pela convergéncia fraca e por (1.42) e (1.45),

9 . . 2 2
HwHHl([O,l]xD) < hggg,}f (”umk HL?([O,I]XD) T Hvu’"ki HL?([O,l]xD)>

2

< h;gg.}f Humkl HL2([0,1]><D)

2
= Hme([O,Z]ny
ou seja,
2 2 2
||wHL2([O,l]><D) + ||Vw||L2([0,l}><D) < HwHLQ([O,l]xD)7

acarretando em

2
||Vw||L2([o,1]xD) = 0.

Logo, existe uma constante ¢ € R tal que
w=c qtpem [0,]] xD.

De (1.46), ¢ # 0. Por fim, notemos que (u,,) ¢ limitada em H'([—[,{] x D). Por isso,

a menos de subsequéncia, existe z € H'([—1,1] x D) cumprindo

U,

=z em L*([-1,]] x D). (1.47)

k

Em vista de (1.43), (1.45) e (1.47),

0 em [—[,0]xD
¢ em [0,]] xD.
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Desde que w € H'([—1,1] x D) concluimos ¢ = 0, um absurdo. Portanto, a Afirmagao
1.6 fica satisfeita para todo u € H'([—(,1] x D) tal que ||u|z2(o,yxp) = 1. Porém, para

u# 0 em H'([-1,]] x D) vale a desigualdade
L?([l,l]xD)) 7

\ <o | (mmi)
L2(Q) L2([~1,0]x D) [l 22 sy

implicando em
llull L2(o0x 0y < Co (HUHL2([—l,O]xD) + HVUHLQ([—Z,I]XD)) .

u u

el 22 e [l L2

Como naturalmente a desigualdade ocorre para u = 0 concluimos a demonstracao da
Afirmacao 1.6.

Em conformidade com as Afirmacoes 1.5 e 1.6 deduzimos que a sequéncia (W,,)
¢ limitada em H'([—[,I] x D) sempre que | € N. Portanto, (W,,) ¢ limitada em
HL.(R x D). Logo, existe U € H.L (R x D) tal que

loc loc

W, =~ U em H}

loc

(R x D)

Wy, — U em L (R x D).

loc

De (1.37) e (1.38) segue que

125U = vl[r20)) <P Vj <0 (1.48)

||POU - UHLQ(Ql) > . (149)

(B) Estudo do comportamento assintotico de U com x — —oo.

Em vista de (1.39) podemos estimar
!
> (W) <C, VIEN.
-1

Assim, como os funcionais a;, sdo fracamente semicontinuos inferiormente?!, obtemos

l
Y a(U)<C, VIEN,

-l

4Veja o Teorema C.10.
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Pela arbitrariedade de [,
J(U) =) a(U) < C. (1.50)

keZ
Sendo a série (1.50) convergente, devemos ter
ap(U) = 0 quando |k| — oo. (1.51)
Seja p um ntmero real positivo cumprindo

p+p<s. (1.52)

DO |2

De (1.51) existe ky € N verificando

ap(U) < @, Y k| > ko, (1.53)
onde a(p) > 0 é tomado de acordo com item (ii7) da Proposicao 1.8.
Afirmacao 1.7 Seja k € N tal que |k| > ky. Entao, P,U € N,(M).

Com efeito, de (1.53)

wit) = | ' [ ) - £ day < “2

acarretando em
k+1 k+1
/ / L(0)dady < ) 4 / / C£(v)dady.
k D 2 k D

Li(PU) < alp) + c.

Assim,

Portanto, pelo item (7ii) da Proposigao 1.8,
P.U € N,(M), V |k| > ko.

Isto conclui a afirmacgao.

Resulta da Afirmagao 1.7 que para cada |k| > kg existe ux € M tal que
Neste momento, consideremos

QU = Ul g+2)xD-
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Note que podemos identificar QU sendo uma fungao em H'({,). Para cada |k| > ko
segue de (1.53) que
ar(U) + ar1(U) < a(p),

isto é,

L(QU) < alp) + 2/ L(v)dzdy = a(p) + 2¢;.

Q1
Pelo item (i) da Observagao 1.2, QU € N7(M) sempre que |k| > ko. Assim,

1QxU — ullmia,) < p, VIk| >k e Vue M,

onde M é interpretado como um subconjunto de E,. Portanto, para cada |k| > ko

existe u, € M tal que
1QkU = k|| 1(0,) < p. (1.55)

Além disso, verifica-se sem dificuldades que

1QkU = Wl 310y = 12U — ﬂkH%{l(Ql) + (| Py U — ﬂk”?ﬂ(ﬂl)‘ (1.56)
Por (1.54)-(1.56),

e — Tkl 100y < [[PeU — uillmrny + |1 PeU = Tl ) < p+p < 2p.
De modo similar, mostra-se que
|uks1 — Ul g0y < 2p.
Tomando 2p < 7, onde ~ é definido na prova do item (i) da Proposi¢ao 1.8, obtemos
Up = Upy1 = Uk, V|k| > ko. (1.57)

Em vista de (1.48), (1.52) e (1.54),

k< —k)g = ||uk — UHLQ(Ql) < ||uk — PkU||L2(Ql) + HPk:U — UHLQ(Ql)

)

<p+p<—.
Sp+p<g

Logo, v = uy sempre que k < —kq. Portanto, de (1.54)

Afirmagao 1.8 [|P.U — v||m1(q,) = 0 quando k — —oc.
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Por (1.51),

1 1
/ /L(PkU)dxdy%/ /E(U)dxdy quando |k| — +o0,
o Jp o Jp

ou seja,

L(PU) = ¢; quando |k|] = —o0.

O argumento contido na prova da Proposi¢cao 1.1 mostra que (P,U) é limitada em

H'(Qy). Assim, existe U € H'(;) tal que, a menos de subsequéncia,
PU —U em H'(Q) quando k — —oo.

Desde que o funcional [; é fracamente semicontinuo inferiormente deduzimos I;(U) <

¢1, e portanto, da Proposigao 1.2 tem-se [;(U) = ¢;. De acordo com a Proposigao 1.4,

concluimos U € M. Por (1.58),
1T = vl < N1BU = vl < p <7, Vk < —ko
Portanto, U = v. Entdo, pelas imersoes compactas de Sobolev
| PuUl 2@y = lvllz2i) duando k — —oo.
O raciocinio da demonstracao da Proposicao 1.8 mostra que
PU — v em H'(Q;) quando k — —oc.

Isto conclui a afirmacao.
(C) O estudo do comportamento assintotico de U com x — +o0.

De (1.54) e (1.57) existe w € M tal que
|PU — w|lgioyy < p, Yk > k. (1.59)
A prova da Afirmacao 1.7 mostra que
P.U — w quando k — +oo em H'(£).

Nosso objetivo é mostrar que w # v. Para conseguir tal efeito vamos supor por absurdo

que w = v. Por outro lado, afirmamos que existem k& > 0 e S > 0 tais que

||Pka — UHHl(Ql) > [, Yu e M, (160)
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com m suficientemente grande. De fato, caso contrario, dado k > 0 existe uma sequén-
cia de nimeros naturais (m;(k)) com m;(k) — +oo quando i — +00 e (V) C M
tais que

| PeWans (k) — Umyi) || 1 020) — 0 quando i — +o0. (1.61)

Em vista de que (W,,) converge fraco para U em H{ () segue que para cada k >
0 fixado a sequéncia (P,W,,) converge fraco para P,U em H'(Q;). Pelas imersoes

compactas de Sobolev,
PW,, = P.U em L*(€;) quando m — +oo0. (1.62)
Por conseguinte, a sequéncia (P,W,,) é de Cauchy em L?*(2;). Como

1Vmak) = Vim0 | 22000) < I PEWini(k) =Vmaio I 220) + 1 PeWons k) — PeWonaio |l 22001
+ ([ PeWon (k) — Vi) | 22(021)
segue de (1.61) que
||Umi(k) — Umj(k)HLZ(QI) — 0 quando 1,7 — +00.

Desse modo, pela item (i) da Observagao 1.2 temos que existe apenas uma quantidade
finita de fungoes em M que sao possiveis candidatas para v, (y). Assim, sem perda de

generalidade podemos supor que vy,,(x) = vi. Entao, de (1.61) e (1.62) obtemos
PU = vy, Yk >0. (1.63)
Por (1.52), (1.59), (1.63) e do item (i) da Observagao 1.2,
vy =w = PU, Yk > k. (1.64)
Por outro lado, como v, € M deduzimos que
(0, 9) = (L, y) = vk (0,9), Yk > 0.
De fato, da igualdade (1.63)
ve(0,y) = uk(1,y) = BU(Ly) = UL+ k,y) = PreaU(0,y) = v11(0, ).

Pelo Corolario 1.3, vy é solucao classica do problema

—Aw = g(xava)a em ()

ow
— = Q.
5 (x,y) =0, sobre 0



Diante disto, para cada k > 0 definimos

2k = Uk — Ug41.
Verifica-se que z; é solucao classica para o seguinte problema eliptico

_Azk = g(x7yuvk) - g<x7y7vk+l)7 em ()
Zk<0 y) = Zk(]-?y) = 07 com 'y €D

a;k(O y) =0, sobre 0f.

Agora, consideremos a fungao 2 definida no cilindro 2 = R x D da seguinte forma
z(z,y), se (x,y) €y
0, se (x,y) ¢ Q.

Desse modo, afirmamos 2, é solucao fraca da equacao

2k($ay) =

_Aék = bk(xay)ék em Qa

onde by : 2 — R definida por
g(l’, Y, Uk) B g(ff, Y, Uk+1)
be(z,y) = Uk — V41

gyk(l',y,vk>, se Uk(xvy):UkJrl(:c?y)

, S€ Uk(xv y) 7& Uk-i-l(x?y)

é continua (veja a prova da Proposigao 1.4). De fato, é suficiente mostrar que
/QV,%{;V(pdxdy = /Qbk(:m Y) Zppdrdy,
para todo ¢ € C®(Q) com supt ¢ C [0,2] x D. Sendo assim, sejam
Q1= ([0,1] x D)Nsupt ¢ e Q2= ((1,2] x D) N supt .
Por conseguinte,

/Véngodxdy:/ Vi Vodrdy + V. Vpdxdy
Q2 Q1 Q2

= / V2z,Vedxdy

(Azg) goda:dy—l—/ gods

oQ1 on

1

(Azp)pdxdy

o\@\

1

be(z,y) Zppdrdy

1

:>\<o\

bi(z, ) Zrpdrdy.



63

Pelo Principio da Continuacdo Unica, 2, = 0 em Q e, portanto, z; = 0 em ;. Conse-
quentemente,

Vi = Vg+1, Vk Z 0. (165)

Por (1.64) e (1.65),

v, =w, Yk >0.

Em particular,

v =w = ByU.
Porém, como estamos supondo que v = w temos
P()U = .

No entanto, de (1.49)
P()U 7é v,

um absurdo. Portanto, existem k > 0 e § > 0 verificando a desigualdade (1.60).
Entretanto, tomando [ suficientemente pequeno, se necessario, segue de (1.60) e do

item (i77) da Proposi¢ao 1.8 que existe o) > 0 cumprindo
I(PWy) > e+ aB),
para m suficientemente grande, ou seja,
ar (W) = () (1.66)

sempre que m for suficientemente grande. De outra forma, como J(W,,) — o quando

m — 00, entao para m suficientemente grande obtemos

1
JWp) <o+ ga(ﬁ). (1.67)
No que segue fixamos
5e (o, %) (1.68)

de modo que

) 09

max [ (£(u) - L(w)dody <
UEng(’UJ) Q4

Tomando k > 0 satisfazendo (1.60), temos que existe um nimero natural k& = k(8) > k

tal que

k>k = ||PU —w|me,) < (1.70)

>

pois P.U — w em H'(Q;) quando k — +oo.
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Afirmagao 1.9 Existe um numero natural m = m(d) suficientemente grande tal que

para algum k = k(m) > k tem-se

| PWe — w|| 10y < 0. (1.71)
De fato, caso contrario, dado k > k e m suficientemente grande teriamos

| PeWe, — w|| 1) > 0. (1.72)
Ora, para k > k segue de (1.70) que

[1PeWa — w20y < 1PWin — PeUll 20y + 1P:U = w120y
)

< ||PWp, — PkU||L2(Ql) + 1

Mas como P,W,, — P,U em L?*(;) quando m — oo segue que existe m = m(k, d)

verificando
— )
No entanto, afirmamos que se u € M \ {w} entédo
4 _
| PeWo — || g0y > 2 Vm > m. (1.74)

Com efeito, se fosse ao contrario teriamos por (1.73) que

lu — w2y < [[PeWon — w220y + | PeWin — vl 22(a)

<5—|—5<_
2 T =T

Pelo item (i) da Observacdo 1.2, u = w, uma contradi¢do. Consequentemente, de

(1.72), (1.74) e do item (iii) da Proposi¢cio 1.8 temos que para cada k > k existe

a($) > 0 satisfazendo
)
ar(Wn) > « (5) , VYm >Tm. (1.75)
Diante disto, tomemos [ = () € N tal que
)
(l+1a (5) >0+ %6) (1.76)

m > max m(k,J).
k<k<k+l
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Por (1.75) e (1.76),

K+l k+1
S0 = S aWo) 2 Yo (5) =t va(5) > a4 0
k=k k=k
isto é,
J(Wy) >0+ @,

o que contraria a desigualdade (1.67). Portanto, a Afirmacdo 1.9 é verdadeira.
Finalmente, vamos concluir a prova do item (C). Para isso, considerando os in-

teiros m e k dados de acordo com a Afirmacao 1.9 podemos definir a fungao

v(,y), se ©<k yeD
Un(z,y) =9 (E+1)—2)v(z,y) + (x — E)Wh(z,y), se k<z<k+1, yeD
Wi (z,y), se k+1<zx, yeD.

Entdo, pela definicdo de U, fica claro que U,, € I'"(v). No entanto, como ainda

estamos supondo que v = w obtemos
[PeUnm = wllmr @) = (k= 2) (W — w)|mrq,)- (1.77)
De fato, basta notar

PUn(z,y) —w(z,y) = (k+ 1) — z)o(z,y) + (x = B)Wn(z,y) — w(z,y)
= ((k+1) = x)w(z,y) + (x = B)Wn(z,y) — w(z,y)
= kw(z,y) + w(z,y) —aw(z,y) + (. — B)Wa(z,y) —w(z,y)
= (k —2)w(z,y) + (& — k)Wa(2,y)
= (k —2)(Wi(z,y) — w(z,y))
implicando em
1 PeUn — wlli ) = (k= 2) (Wi — w)|m1(y)-

Por outro lado, sendo z = x — k temos

(k=) (Wn(z,y) —w(z,y)) = (k= 0)Wn(z,y) — (k — z)w(z,y)
=(k—(z+k)Wnz+ky —(k—(z+k)w(z+k,y)
= —2Wn(z+k,y) + 2wz + k,y)
= —2(Wn(z+ k) —w(zy)).
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Desse modo,
[(k = 2)(Win = w) @) = [ BsWin = wll a1 @y)- (1.78)
Por conseguinte, como |z| = |z — k| < 1 segue da Afirmacdo 1.9 e de (1.77) e (1.78)

que

Por (1.69) e (1.79),

ar(Up) < @ (1.80)

Agora, como U, = v para x < k obtemos a,(U,,) = 0 sempre que p < k. A vista disso,

[e.o]

J(Un) = ax(Un) + > ap(W). (1.81)

p=k+1

Logo, de (1.66)-(1.67) e (1.80)-(1.81) temos

um absurdo. Portanto, w # v com
| PeU — w10,y — 0 qando k — +o0.

Isto conclui a etapa (C).
(D) U minimiza J em I'"(v).
Pelas etapas (A), (B) e (C), temos que U € I'"(v). De fato, por (B) que

P.U — v em L*(Q;) quando k — —o0

e por (C)
P.U —w em L*(€y) quando k — +oo,

com v # w. Posto isto,

J(U) = 0. (1.82)
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No entanto, dados arbitrariamente € > 0, [ € N e m suficientemente grande obtemos

o4e>J(Wn) =D an(Wy).

k=1
Fazendo m — 400 temos®

I
o+e> Zak(U).
1

Desde que [ é arbitréario,

o+e>JU).
Portanto,
o> J(U). (1.83)
Logo, por (1.82)-(1.83),
JU)=0c

Isto conclui a demonstracao. W

Corolario 1.10 U € uma solugdo cldssica do tipo heteroclinica para o problema (Py).

Demonstracao. Seja ¢ € C*°(Rx D) com "suporte compacto" no sentido de que para
|z| suficientemente grande temos que ¢(z,y) = 0. Dado § € R, entdo U + dp € I'"(v).
Com efeito, para |z| suficientemente grande tem-se U(z,y) = U(z,y) + dp(z,y). Por

conseguinte, P(U + 0p) = P.U sempre que |z| for suficientemente grande. Logo,
P.(U + 0¢) — v em L*(€4) quando k — —o0

e existe w € M \ {v} tal que
P.(U + d¢p) = w em L*(Q) quando k — +oo.

Por outro lado, notemos também que para kg € N suficientemente grande tem-se

Y aU+dp)= > ax(U).

|k|>ko |k|>ko

5Note que somas finitas de fncionais fracamentes continuos inferiormentes também o sio.
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Consequentemente,

J(U +to) = J(U) =Y an(U+05p) = > ap(U)

kEZ keZ
ko kO
=Y aU+60)+ > ar(U+6dp) = Y ax(U)— Y ax(U)
Ik\>ko k=—ko |k|>ko k=—kq
= Z ap(U + dp) — Z ax(U
kf—ko k——ko
k+1 k+1
= / / (U + ty)dxdy — / / L(U)dzdy
k=—ko D
—/ / (U +tp) — L(U)) dxdy.
Por conseguinte,
lin% S+ W / / (VuVe — g(z,y,U)p) dedy. (1.84)
—

Agora, desde que ¢ é de "suporte compacto”,

—ko —+00
/ / (VuVy — g(z,y,U)p) dedy = / / (VuVy — g(z,y,U)p) dedy = 0.
—00 D ko D
(1.85)
Por (1.84) e (1.85),
lim J(U + tgo

t—0

+oo
/ /Vquo g(z,y,U)yp) dxdy.

Todavia, denotando o lado direito da igualdade acima por J'(U)p temos entdo

J(U)p = / (YUY — gla,y,U)g) dady.
RxD

Neste caso, U é uma solugao fraca para o problema (P;). Por um argumento encontrado
em [11, Section 6], U € C*%(Q) para algum « € (0,1). Logo U é uma solucio classica
de (P). Por fim, seja [|Ul|ce.m = B e para cada i € Z consideremos a fungao

Uz(x7y> = U(ZE +Zay)7 V(ZL‘7y) S Q1

Entao,

HUZ'cha(ng) < B, Vie€Z.

Pelo Teorema C.11, temos a seguinte imersao compacta

C*%(Qu) = C*(Cn).
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Segue daf que a sequéncia (U;);<o possui uma subsequéncia (U, );, <o convergente em

C%(Qy). Assim, existe Uy € C(€;) tal que
U, = Uy em C*(Q) quando iy — —oo0.
Em particular,
U, = Uy em ()3 quando i — —oo uniformemente em y € D.

De fato, como (U;, ), <o ¢ limitada em C?(9;) segue que a mesma ¢ limitada em C().

Assim, existe L > 0 tal que
U'(2,y)| < L, Y(z,y) € Q.
Logo, pelo Teorema do valor Médio existe # € R tal que
Ui (21, y) — Uy (22, 9)| < |U;, (0, y)||x1 — 22|, VEEZeVy € D,
ou melhor,

|UZ (Il)y) - Ulk(I27y)| S L’$1 —.ZU2|7 VkeZe vy € Dv

mostrando que (U;, (-, v))i, <o ¢ equicontinua para todo y € D. Pelo Teorema de Ascoli-

Arzeld (veja Apéndice B),

U, = Uy em ()3 quando i — —oo uniformemente em y € D.
Por outro lado, como U € I'"(v) temos

U, —» v em L*(Q) quando i, — —oo.
Pelo Teorema de Vainberg, existe (U;,. )i, <o C (Ui, )i <o tal que
Uikj (z,y) = v(z,y) qtpem Q quando i, — —oo0.

Por unicidade de limite, Uy = v. Logo,

Uy, v em ()3 quando 7, — —oo uniformemente em y € D.
Afirmamos que

U;— v em €} quando i — —oo uniformemente em y € D.



70

Com efeito, caso contrario existem (U, )i, <o C (U;)i<o € € > 0 tais que
10, = vllion) > ¢, Yk €N,

Ora, desde que a sequéncia (U;,) limitada segue do argumento anterior que existe
(Ui, )i <0 C (Ui,)in<o tal que U;,  converge para v em ; uniformemente em y € D,
J J— - J

um absudo. Portanto,
Uy — v em )y quando 7 — —oo uniformemente em y € D.

Logo,

|U = v~y = Ui = v[|e,) = 0 quando i — —oo.

De modo andalogo, prova-se que existe w € M \ {v} tal que
|U —w||pe,) = 0 quando 7 — +o0.

A vista disso, U é uma solucdo do tipo heteroclinica para o problema (P;). W

Para finalizar esta secao faremos o seguinte comentario. Seja H o conjunto das
solugoes heteroclinicas do problema (P;). Entao, pelo Corolario 1.10 H # (). Afirma-
mos que H C I'"(v), isto &, toda solucao heteroclinica de (P;) pertence ao conjunto

I'"(v). De fato, se U € H basta notar

1
||PkU—v||%2(Ql)=/ /|PkU—v|2d;L'dy
0 D

k+1
:/ /\U—v|2dxdy
k D

< [DIU(z + k,y) = vllz~ @)
e consequentemente
| PU = v|| 20,y = 0 quando k — —oo.
De modo semelhante, mostra-se que
| PU — w||r2(,) = 0 quando k — 400,

para algum w € M\ {v}. Isto conclui nossa afirmagao. No entanto, ¢ claro que existem

fungoes de I'"(v) que nao pertencem ao conjunto das solugoes heteroclinicas H.
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1.2 Existéncia de solucao para o caso de Dirichlet

Nesta secao, temos por objetivo mostrar a existéncia de solucao heteroclinica
para o problema de Dirichlet. A construcao desta secao é, em certo sentido, um pouco

mais sutil do que o caso de Neumann. Porém, a esséncia da construcao é a mesma.

1.2.1 Solucao periédica

Consideremos o problema eliptico semilinear com condicao de fronteira de Diri-

chlet
—Au = g(x,y,u), em €

u(z,y) =0, sobre 0f,

(F2)

onde g satisfaz (¢1)-(g3) e (M). Para determinar a existéncia de solugao heteroclinica

para o problema (FP,) vamos considerar inicialmente o conjunto
Ei={u:Q—R|uec H(Q), u(z,y) = 0sobre (0,1) x dD e u é 1-periddica em x}.

Verifica-se que E; é um espaco vetorial. Além disso, podemos identificar o mesmo
como um subespago de H'(£).
O seguinte resultado mostra que vale uma desigualdade de Poincaré em E;. O

mesmo ¢é crucial para a discussao de existéncia de solucao heteroclinica para o problema
(£2).

Proposicao 1.11 FErziste uma constante C > 0 tal que

lu|?devdy < C [ |Vul*dzdy, Yu € E.
Ql Q1
Demonstracao. Suponhamos por absurdo que nao existe C' > 0 verificando a desi-
gualdade de acima. Assim, para cada n € N existe u,, € E; tal que
lup|?dxdy >n | |Vu,|*drdy. (1.86)
Ql Ql

Sem perda de generalidade podemos supor
||un||L2(Ql) = 1, Vn € N. (187)
Por conseguinte, de (1.86) e (1.87) obtemos

1
\Vu,|*dzdy < —, V¥n € N.
o n



Logo,

|Vu,|*dzdy — 0 quando n — oo.
1951
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(1.88)

Por (1.87) e (1.88), (u,) ¢ uma sequéncia limitada em H'(€);). Sendo assim, existe

u € H'(Q) tal que, a menos de subsequéncia,

u, —u em H'(Q;) quando n — oo.
Pelas imersoes de Sobolev,

u, —u em L*(€) quando n — oo.
Dessa forma,

< liminf (/ ]un|2dxdy—|—/ |Vun|2dxdy>.
n—-+4oo N o

Por (1.88) e (1.89),
||u||%11(91) < ||U||2L2(Ql)>

ou seja,

lul?devdy + [ |Vul*dzdy < |u|*dxdy
(951 (951 91

implicando em

\Vul2dzdy = 0.

Q1

Por (1.88)-(1.90),

llullar o) = |ullai@,) quando n — oco.

Dai, como H'(£2;) é um espago uniformemente convexo devemos ter

U, = u em H'(Q;) quando n — oo.

(1.89)

(1.90)

(1.91)

Entretanto, desde que H'({);) esta imerso continuamente em L?(9€);) (veja Apéndice
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C) existe L > 0 tal que

‘/ lu,, |*ds —/ |u|*ds
(0,1)x06D (0,1)x0D

<[l ds
(0,1)xdD

< [l = | ds
o0

§/ |y, — u|?ds
o0

< Jtn = ul|72(90,)

< Llun = ull30y)-
Desse modo, por (1.91)

/ lu, |*ds — |u|*ds quando n — oo.
(0,1)xdD (0,1)xdD

Portanto,

/ lu|*ds = 0,
(0,1)x9D

pois (u,) C E;. Logo, por (1.90) devemos ter que u é constante em €y, mas como
u = 0 sobre (0,1) x D entao concluimos que u = 0 em 2y, um absurdo uma vez que
de (1.86) temos u # 0 em 2. Isto nés permite concluir que existe C' > 0 tal que
lulPdedy < C | |VulPdzdy, Yu € By,
9 Q1
finalizando a demonstracao. W
(€2) e u(z,y) =0

De modo anélogo a Proposi¢ao 1.11, mostra-se que se u € H,

sobre R x 9D entao para todo [ € N existe C; > 0 independente de u tal que

! I
/ / lu|*dzdy < Cl/ / \Vul?dzdy. (1.92)
-1Jp -1Jp

Além disso, em E; temos a seguinte norma

full = ( / rwdmy)
1951

A mesma é proveniente do produto interno

(u,v) = VuVudxdy, Yu,v € F.

1951

Afirmacdo 1.10 E, munido da norma || - || é um espaco de Hilbert.
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Inicialmente, notemos que E; munido da norma usual de H'(€);) é fechado. De fato,

se (uy,) é uma sequéncia em E; tal que
Um —u em (B || |lm@)) quando m — oo,
entdo pela imersao continua H'(Q;) < L?*(9£2;) obtemos
Uy —u em L*(0Q;) quando m — oc.
Por conseguinte,
Uy — uw em L*((0,1) x D) quando m — oo.

Portanto,

u=0 em (0,1)x 3D,

mostrando que v € Ey. Por outro lado, a prova da Afirmacdo 1.1 nés permite concluir
que E; munido da norma usual de H'(Q;) é de Banach. Por fim, da desigualdade
de Poincaré em E; segue que a norma || - || é equivalente a norma usual de H'(€);).
Portanto, (E1, || -||) ¢ de Hilbert.

Com tudo, definimos o funcional I, dado por

1

I (u) = 5/9 \Vu\Qd:cdy—/Q G(z,y,u)dxdy, u € E.
1 1

Pelo Lema 1.1, I; é de classe C' e para cada u € E; tem-se
T (u)v = / (VuVv — g(z,y,u)v) dzdy, Yo € H(Qy).
951
De acordo com a Secdo 1.1 o funcional I; é limitado inferiormente em H'($;). Por
isso, seja

dl = inf 71.

uEEl
Sendo (u,,) C E, uma sequéncia minimizante para d; segue por (1.9) que existe uma
constante L > 0 tal que

HumH2 <L, VYmeN,

mostrando que (u,,) ¢ uma sequéncia limitada em E;. Pela prova da Proposicdo 1.1

existe u € F; tal que I;(u) = d,. Entdo, seja

M = {U S El : Tl(u) = dl}
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Considerando

81 inf 71 (U)

uEHl(Ql)

entao a demonstracao da Proposicao 1.2 nés diz que

dl = dl'

Proposigao 1.12 O problema (P,) possui uma solu¢ao cldssica periddica em x.

Demonstracdo. Pelo que foi discutido anteriormente segue que existe u € M tal que

I1(u) = dy. Assim, u é um ponto critico para o funcional I;. Por conseguinte,

1 1
/ /Vuvwdwdy=/ /g(x,y,U)sodxdy, Vo € C3°($).
0 D 0 D

Além disso, usando o argumento da prova do Corolario 1.3 mostra-se que para cada

k € N tem-se

k k
/ / VuVdrdy = / / g(x,y,u)pdxdy, Yo € C3°([—k, k] x D).
—kJD —kJD

Desse modo, tomando qualquer ¢ € C§°(£2) sabe-se que existe k € N tal que o suporte
de ¢ esta contido em [—k, k] x D. Por isso, identificando ¢ como uma fungio de
C°([—k, k] x D) obtemos

/ VuVpdxdy = / g(z,y,u)pdrdy, Yo € C(Q).
RxD

RxD

i |

— | :
K \\/Q\J K

Figura 1.2: Ilustracao do suporte da funcao ¢ na faixa.

Portanto, u é uma solugao fraca para o problema (P,). Por resultados de regularidade

para u encontrados em [10, Chapter 9] e [19, Chapters 8-9| concluimos que u é uma
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solucdo classica para o problema (P,). Além disso, u ¢ 1-periddica em x pois u € E.
[
Observa-se que as Proposicoes 1.4, 1.5 e 1.6 também sao validas para o caso de

Dirichlet.

1.2.2 Solucao do tipo heteroclinica

Afim de provar a existéncia de solucao heteroclinica para o caso de Dirichlet, &

vista da Se¢ao 1.1, o seguinte resultado variacional é crucial.

Proposigao 1.13 Suponhamos que g satisfaz (91) — (g93) e (M). Entao existe uma

constante py tal que para cada 0 < p < py tem-se
i) B,(v)N By(w) =0, Yv,we M comv # w;
i) Ti(u) > dy, Yue€ HY () \ M;
iii) existe a(p) > 0 verificando

Ii(u) > dy +a(p) Yue H' () \ N,(M).

Demonstracgao. A prova é semelhante a demonstragao da Proposicao 1.8. W
Corolario 1.14 Temos:
i) B=inf{||lv—w|r2q | v,we M ev#w}>0;

i) Tr(u) > kdy + a(p), Yu € HY Q) \ Nl'f(M), onde N/’f(ﬂ) denota a vizinhanga
de M de raio p >0 em H' () e

To(u) = /0 ' /D L(u)dzdy.

Demonstracao. E analoga a prova da Proposicao 1.13. W

Dado v € M definimos o conjunto

' (v) ={U € H',.(R x D)Ju(z,y) = 0 sobre R x dD, ||P.U — |22,y = 0
quando k — —oo e existe w € M \ {v} tal que

|PU — w||r2(0,) = 0 quando k — 400}

Verifica-se que I' (v) # (). Dados k € Z e U € I' (v) definimos

w@)= [ [ €w) - e dray
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Conforme a demonstracao do Lema 1.2 verifica-se que

ap(U) >0, YkeZ e YU €I (v)

ar(U) =0 se e somente se PU € M.

Definimos também o funcional J : T (v) — R U {oo} por

J(U) =Y ax(U).

kEZ
Seja

= inf J(U).
Uel' (v)

Teorema 1.15 Seja a func¢ao g satisfazendo (g1) — (g3) e (M). Entao, para cada
ve M, existe U T (v) tal que J(U) = .
Demonstracao. Repetindo os argumentos da demonstracao do Teorema 1.9 vamos

encontrar uma sequéncia (W,,) C I' (v) minimizante para J com

| PiWa — 0|22y <9, Vj <0

| PoW — vl|z2(00) > P,

em que p € (0, g) Ainda em conformidade com a prova do Teorema 1.9 segue que
existe C' > 0 tal que

HVWmHLQ([—lJ]XD) S C, Vm € N

Pela desigualdade de Poincaré em (1.92) temos
Wl 2(—igxpy < Ci, Vm € N.

Portanto, a sequéncia (W,,) é limitada em H'([—[,l] x D) para todo | € N e, por
(). Logo, existe U € H.

conseguinte, (W,,) é limitada em H} 1oe(€2) tal que

loc

W,, = U em H}.(Q)

W, = U em L.(9Q).

O compartamento assintotico de U com x — —oo e £ — 400 sao obtidos de modo

analogo as etapas (B) e (C) do Teorema 1.9. Pela etapa (D) deduz-se J(U) =o. B
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Corolario 1.16 U € uma solugdo classica do tipo heteroclinica para o problema (Py).

Demonstracao. Pela prova do Corolario 1.10 podemos concluir

J(U)p = /Q (VuVe —g(z,y,U)p) dzdy, Vo € C5o ().

Diante disto, temos que U é uma solucao fraca para o problema (FP). Por resultados
de regularidade para U encontrados em [10, Chapter 9] e [19, Chapters 8-9| segue que
U € C**(Q). O argumento da prova do Corolario 1.10 mostra que U é uma solugdo

do tipo heteroclinica para (P,). W

1.3 Alguns problemas relacionados

Nesta se¢ao, mostraremos como os resultados das Secoes 1.1 e 1.2 sao transferidos,
em certo sentido, para outras situacoes. Como as ideias sao tao proximas aos resultados
anteriores, a exposicao aqui sera breve.

A primeira variante envolve o problema eliptico

—Au = g(z,y,u), em

u(0,y) =v(y), com yeD (Py)
ou
a—n(x,y) =0, sobre 09y,

em que €y = (—00, 0] x D é uma semifaixa infinita se N = 2 ou um semicilindro infinito

se N > 2 e 1 é suave com
o
on

Desse modo, as condicoes de contorno sao compativeis. Para cada k € N seja

(y) =0 sobre 0D.

Q_k = [—k’,O] x D.
Consideremos o conjunto

I~ ={U € H..(Q) : Ulpg—o = ¢ e existe w € M tal que

| PU — w|| g1 o_,) = 0 quando k — —oo},

onde M ¢ o conjunto das solugoes periodicas® do problema (P;). Notemos que I'™ # (.

De fato, consideremos ¢, s € C*°(£g) com as seguintes propriedades:

6A construcdo deste conjunto é feita de modo analogo ao que se encontra na Sec¢ao 1.1.
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1) 1(0,y) =0 com y € D;

2) ¢i1(z,y) = 1 quando x — —oo uniformemente em y € D;
3) ¢2(0,y) =1 com y € D;

4) suptps é compacto em €.

Com isso, para cada w € M definimos a funcao v, : 20 — R por

l/w(l', y) = (,01(%, y)U)<SL’, y) + ()OQ(x7 fl/)w(?/)
Baseando-se na prova da Afirmacao 1.3 constatamos
PU — v, em H'(Q_;) quando k — —oo.

Portanto, fica justificado que n, € I'".

Para cada U € I'™ definimos o funcional
0
Io(U) = ar(U),

no qual
q )= [ | (&) - £w)dady,

com v € M fixado e k € Z tal que k < —1. Como a,(U) > 0 para todo U € I'”~ temos
Jo(U)>0, YU eI

Por isso, seja

oo = inf Jy(U).
Uer-

Teorema 1.17 Sejam (g1)—(g3) satisfeitos. Entao, existe U € I'™ tal que Jo(U) = 0.

Além disso, U é uma solugao cldssica para (P3) e
|PU — w||lgio_,) = 0 quando k — —oo,
para algum w € M.

Demonstragao. Notemos inicialmente que sem perda de generalidade podemos supor

que (W,,) é uma sequéncia minimizante para o funcional Jy, isto é,

Jo(Wy,) — 09 quando m — oo, (1.93)



80

satisfazendo

| PWe — Wi |li1@_,) = 0 quando k — —o0, (1.94)

sendo (w,,) uma sequéncia em M limitada em H'(Q_;). De fato, como (W,,) C T'

segue que para cada m € N existe w,, € M tal que
| PcWo — Wi ||,y — 0 quando k — —oo.

Conforme a demonstracao da Proposi¢ao 1.1 temos que existe uma sequéncia (k,,)
de nameros inteiros tal que (w,, + k,) C M e é limitada em H'(Q_;). No entanto,
verifica-se que (W, + k;,,) esta contido em I' e é uma sequéncia minimizante para Jo.
Portanto, as sequéncias (wp, + kn,) e (W, + ky,) verificam (1.94).

Dado [ € N podemos usar uma desigualdade de Poincaré” para as funcoes W, —

e entdao obter uma constante C' > 0 tal que®

HWmH%Q([—l,O]xD) = [[Wn -9+ ¢||2L2([—z,o]w)
< W = ¥ll72ro1xpy + 10122 —10% 0y
< CIVWo = )| Z2—10x0) + 191221010y

<C (H@Z}”%{l([fl,O]XD) + HVWWH%Q([#,O]XD)) ;

ou seja,
Wil 22 —10xp) < C <”¢||%{1([—Z,O]XD) + HVWm||2L2([—z,O]xD)> : (1.95)
Segundo a demonstra¢do do Teorema 1.9 temos que existe uma constante C (depen-

dente de 1) tal que
||VWm||%2([fl,O]><D) S Cl, Vm € N. (196)

Por (1.95) e (1.96), a sequéncia minimizante (W,,) é limitada em H'([-I,0] x D).

Desde que [ é arbitrario, (W,,) é limitada em H,. (). Com isto, existe U € H} .(Qo)

loc

tal que
Wy = U em H} ().

Por (1.93) J(W,,) existe C' > 0 satisfazendo

0
> a(Wn) <C, YIEN.
—1

TA desigualdade segue de modo analogo ao que foi feito para as funcdes em E,
8Denotamos por C varias constantes.
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Por conseguinte,
0

Y aU)<C, VIEN
—1
Pela arbitrariedade de [,

Jo(U) = i ap(U) < C. (1.97)

Por outro lado, tomemos um ntmero real positivo p tal que

N | |

pHP<=,
onde’ p € (0,3/3) e

8= inf{|lv —wl[z2@_,) :v,weM e v#w} >0.
Dai, existe ky € N suficientemente grande tal que

ap(U) < %p) para —k < —ko, (1.98)

no qual a(p) > 0 é tomado de acordo com o item (iii) da Proposi¢ao 1.8 referente a
este caso. Posto isto, P,U € N,(M) sempre que —k < —ky. Logo, para cada —k < —kj
existe u, € M verificando

| PU — urll g1y < p- (1.99)

Para £ < —2 definimos

QU = Ul p+21xD-

Entao, para k < —kq existe u, € M tal que
1QxU — Ui 51y < p- (1.100)
Ademais, verifica-se
1Q:U = Tl Fnq_y = I1PU = @l Fi o,y + 1PeniU = el 3o - (1.101)
Por (1.99), (1.100) e (1.101),
lue = Wl ) <20 e [Jugrr — Ukl ) < 2p.
Dai, sendo 2p < 5 obtemos

U = Ugg1 = Uk, V—k < —kp.

9Veja a demonstracao da Proposicao 1.8.
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Entretanto, como (w,,) ¢ limitada em H'(£2_;) temos que existe w € H'(2_1) tal que
w,, — w quando m — oo.

Usando as ideias contidas na Secao 1.1 deduz-se que w € M. Logo, como P,W,, — U
obtemos

||PkU — 'lU”Hl(Qil) S lﬂlogf ||Pka - meHl(Qil)

Aumentando kg se necessario atingimos
|PU —wllgio_) <p, V—Fk< =k
Por (1.94) e (1.99),

k< —ko= [Jur — wll20_y) < lux — BU| 2 ) + [1PU — wllr20_))

<p+p<

2o |

implicando em

w=u, Vk<—k.
Portanto, de (1.99)

1P:U — wll oy < p-

Diante disto, mostra-se que
|PU — w20y = 0 quando &k — —oo.

O raciocinio da etapa (D) do Teorema 1.9 concede Jo(U) = 0. A

Neste momento, estudaremos a existéncia de solucoes heteroclinicas para mais
duas classes de problemas elipticos com algumas variacoes em relagao as hipoteses
(91)-(g3). Para enunciar o primeiro problema reexaminamos o que foi feito na Se¢ao

1.1 mais abstratamente. Consideremos o problema (P;). Suponhamos que a fung¢ao g

satisfaz (g1) — (go) e

(94) (crescimento de Sobolev) Existem constantes A,B > 0 e p € [1,8%3) se

N >3oupé€]ll,+o00) se N =2 tais que

lg(z,y,t)| < A+ B|t]", Y(z,y,t) € QxR
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Sejam E) e I; definidos como na Subsegao 1.1.1. Por (g1) e (g4) concluimos:

(i) I leva limitado em limitado;

(ii) I; é fracamente semicontinuo inferiormente.

Seja
c1 = inf I(u).

uel

Notemos que ¢; existe em R pois para cada v € E; a funcdo G(-,y,u(-,y)) :R >R é

continua e 1-periodica em R e, portanto, é limitada.

Observagao 1.3 Note que mediante as hipdteses (g1), (g2) € (g4) temos que o funci-

onal I ndo é necessariamente limitada inferiormente em H'(Qy).
Assumimos que g cumpre as seguintes condicoes:

(95) G(z,y,t) <0eoconjunto ' = {t € R | G(x,y,t) = 0} ¢ finito de cardinalidade

no minimo 2;
(g6) Existem 8> 0e R > 0 tais que

G (z,y,t)] > BIt]*, para [t| > R.

Agora, sim! Pela condi¢ao (gs) temos que I; é necessariamente limitada inferiormente

em H'(Q) com seu infimo maior ou igual do que 0. Portanto, ¢; > 0.

Observagao 1.4 Por (g1) e (g5) G possui mdzimas locais para (x,y) € Rx D et € F.
Portanto, g(x,y,t) = 0 em tais pontos.

Assumimos a seguinte hipotese:
(a1) Qualquer sequéncia minimizante para c; é limitada.

Observacao 1.5 Em geral, (a;) nao € verdade. Por exemplo, na Se¢ao 1.1 emprega-

mos a condi¢do (g3) para usar a simetria em Z e entao obter a condi¢do (ay).

Dado (ay), entao vale a Proposicao 1.1 para o caso em que g satisfaz (g1), (g2) e

(94)-(gs)- Assim, obtemos M # ), no qual
M = {U € Hl(Ql) . [1(U) = Cl}-

Nessas condicoes, também valem as Proposicoes 1.2, 1.4 e 1.5 e o Corolario 1.3 para

este caso. Consideremos também a seguinte condicao:
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(ax) Qualquer sequéncia minimizante para ¢ é limitada.

Aqui, ¢ é definido de acordo com a Subsecao 1.1.1. Neste caso, vale a Proposicao 1.6.

Suponhamos que g verifica a condi¢do (M) e a seguinte hipotese:
(b) A cardinalidade de M é pelo menos 2.

Por (b), tem-se a validade da Proposi¢ao 1.8. Por outro lado, para qualquer v €
M, conideremos I'"(v), J e o definidos de acordo com Subse¢do 1.1.2. Com tudo, o

Teorema 1.9 e o Corolario 1.10 sao validos se assumimos que:

(¢) Qualquer sequéncia minimizante para o é limitada em HJ ().

Recapitulando, dados (g1), (92) ¢ (94)-(gs) entdo existe um Teorema 1.9 e um

Corolario 1.10 desde que (a1), (ax), (b), (c) e (M) sdo satisfeitos.

Proposicao 1.18 Se g satisfaz (g1) — (g2) e (94) — (g6), entao (a1), (ax), (b), (c) e
(M) sao satisfeitos.

Demonstracao. Por (¢1) e (g5), M = F e ¢; = 0. De fato, ja sabemos que ¢; > 0.
Por outro lado, se ty € R é tal que G(z,y,ty) = 0, entdo definindo ug(z,y) := to tem-se
que ug € Ey com I1(ug) = 0. Por conseguinte, ¢; = 0. Isto nos diz que F' C M. Além
disso, se u € M, entdo ¢é sabido que I1(u) = 0. Posto isto,
0< E \Vu|*dzdy — / G(z,y,u)dzdy = 0.
2 Ja, o

Usando (g1) e (g5) obtemos G(x,y,u) = 0 e, assim, u € F. Portanto, M = F. Logo,
por (gs) concluimos que (b) e (M) sdo satisfeitos. Para concluir mostremos que (a;)
também é satisfeito. Com efeito, sendo (u,,) uma sequéncia minimizante para ¢; temos
que existe K > 0 tal que

1
I (uy,) = 5 |V, | *dzdy — / G(z,y, up)dzdy < K, ¥Ym € N. (1.102)
951

Q

Por (95)7
2
V|12, < 2K, VmeN.
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No entanto, pelas hipoteses (gs5), (g6) e por (2.11) obtemos

/ \um|2d:vdy:/ ]um\2dxdy+/ |ty |2 ddy
921 {(@.y);lum|<R} {(@.y);lum|>R}

< B0y + ! / G,y up)|ddy
{

(,y);|um|>R}

< Rlou| - 5! / G, gy ) dady
{(z,y);|um|>R}

< R*}Oy| + 87K,

ou seja,

U |*dzdy < R*|Q4| + B7'K, ¥Ym € N.

951

Portanto, (u,,) é limitada em H'(;). De modo similar, mostra-se que (ax) ¢ vélido.
Por fim, para a validade de (c¢) tomemos uma sequéncia minimizante (W,,) para o.

Dai, segue da definicao do funcional J que para cada [ € N temos

! 1
Iy (§|Vum|2—G<x,y,um>) dudy < C + v,
—1lJD

para alguma constante C' > 0. Pela validade de (ax) concluimos que (c) é satisfeito.
Isto completa a prova. W
Aplicando a construcao da Proposicao 1.18 temos, a menos de detalhes, os se-

guintes teoremas.

Teorema 1.19 Supondo que g satisfaz (g1), (g2) € (94) — (g6) entdo o problema
—Au = g(x,y,u), em
O y) =0, sobre 90
—(z,y) = sobre
877 7y )

possui uma solucao cldssica heteroclinica.

Teorema 1.20 Supondo que g satisfaz (g1), (g2) € (94) — (g6) entdo o problema

_Au:g(xvyau)a em ()
u(z,y) =0, sobre 02

possut uma solucao cldssica heteroclinica.

Para concluir esta se¢ao, vamos considerar uma outra classe de funcoes g para

determinar a existéncia de solugao heteroclinica para um problema de Dirichlet. Para
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este tipo de problema, ja sabemos que vale a desigualdade de Poincaré, isto é, existe

uma constante C' > 0 tal que
ull 21y < ClIVull 2, Yu € By, (1.103)

onde E; é definido na Secdo 1.2. Além disso, daqui em diante vamos considerar toda
a notacao da mesma secao.

Suponhamos que g é uma funcao que satisfaz (g;), (g2) e

(g97) Existe K > 0 tal que

l9(z,y,t)| < K, Y(z,y,t) e Rx D xR;

(g9) Existe ¢ € E; tal que I;(p) < 0;
(glO) g(I,y,t) - —g<I,y7 _t) para todo (l’,y,t) S R x E x R.

Observacao 1.6 Segundo [29], o estudo dessa classe de fungoes foi motivada pelo
trabalho de Kirchgassner [21], que considerou um problema que surge na Teoria das

Ondas de Agua.

Por (g7), (g4) € verificada. Por (1.103), qualquer sequéncia minimizante para d;
é limitada. Assim, (a;) é satisfeita e, similarmente, as condi¢des (ay) e (¢) também sao
satisfeitas. Observamos também que de (g9) obtemos ;(0) = 0 > d;. Mediante (gi0),
se v € M entdo

—vEM e v#—v.
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De fato, via o Teorema de Mudanca de Variavel temos
_ ! 1
fo = [ [ (51960 = 6l -0) ) doay
D

1
://— v)|Pdzdy — /// g(x,y, t)dtdxdy
2 0o JpJo
Vo2 dzdy — /// g(x,y, —t)dtdxdy
o JpJo
1
(Vo> dzdy — /// g(x,y, t)dtdxdy
o JpJo

1

b2

1

b2

1 1

5 |Vv|?dzdy — /0 /G(a: y,v)dxdy

I

D
1
= [ [ (5190 = 6t oy
= 11(v)
Ademais, se decorresse v € M com v = —v teriamos v = 0 e, portanto, I;(v) = 0, um

absurdo pois d; < 0. A vista disso, —v € M e v # —v. Logo, (b) é satisfeito. Em
geral, (M) nao é satisfeito. Porém, assim como foi feito na Subsecao 1.1.2 podemos
considerar uma nova classe de fungao para a qual (M) se obtém.

Para um exemplo de uma classe de fun¢ées que satisfazem (g1), (g2) e (g7)-(g10),

consideremos
g(w,y,t) = Aa(y)t — h(z,y,t, \)t,

no qual A > A\, com \; o primeiro autovalor!’ do problema linear

—Au = Aa(y)u, em €
u(z,y) =0, sobre (0,1)x 0D
g—z(x,y) =0, sobre {0,1} x D,
a(y) > 0 em D e de classe C', h também de classe C!, par e 1-perioédica em z,
h(z,y,0) =0, h(x,y,—t) = h(z,y,t) e existe R > 0 tal que
h(z,y, R) > Aa(y). (1.104)

Além disso, h(x,y,t,\) = o(|t|) quando |[t| — 0 uniformemente em intervalos limitados

que contém A. Verifica-se facilmente que g satisfaz (g1), (g2), (gs) € (g10)-

10Consulte [17, Capitulo 4] para um estudo sobre o primeiro autovalor.
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Afirmagao 1.11 g verifica a condig¢io (go).

De fato, neste caso o funcional é dado por

- 1
Ii(u) = 5/ \Vul*dzdy — %/ alul*dzdy + | H(z,y,u, \)dzdy,
Q1 Q 931

em que
t
H(z,y,t,\) = / h(z,y,z,\)dz.
0
Tomando ¢ uma autofuncao associada a A\; e para s > 0 notemos

1 A
Ti(se) =5 [ [9(sp)Pdudy — / alsplfdedy + [ H(z,y, s, \)drdy
Q1 1951 91

2 A
2 Al 0 ol
1 A H A
= s? {— (1 — —) \Vo|*dzdy — Mdzdy} :
2 )\1 o} 0 S
ou seja,
- 1 A H A
I,(sp) = s* {5 (1 - )\—1) g |VPdzdy — i %dxdy] : (1.105)
1 1

Por outro lado, usando as hipoteses sobre a funcao h e o Teorema do Valor Médio sobre

a funcado H obtemos a existéncia de um ntamero 6 € (0, 1) tal que

‘H(%%S%A)‘ H(xayﬂSSO?/\)_H(I‘?yaOJ)‘)‘

2 2

S S

h(zx,y,0sp,\)sp
h(z,y,0sp, \)sOp?
s0¢

Mas como h(z,y,t,A) = o(|t|) quando |t| — 0 uniformemente em intervalos limitados

que contém A\, entao dado € > 0 tem-se

2
'h($7y795907 )‘)5090 S 60|¢|27

s

sempre que s > 0 é suficientemente pequeno. Por conseguinte,

‘ H(z,y,sp,\)
S

5 ’ < €f|p|. (1.106)

Por (1.105) e (1.106),

- 1
I,(sp) < s? {5 (1 - i) \Vo|*dzdy + €6
Q1

dxdy| .
2 oldady]

Q1
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Tomando € > 0 suficientemente pequeno, se necessario, concluimos

Ii(sp) <0

pois 1 — /\i < 0. Portanto, vale a afirmacao.
1
Em geral, (g7) nao é satisfeita. Porém, é possivel obter uma fungao através de g

que satisfaz (g1), (g2) e (g7)-(g10). Para obter tal fun¢ao basta considerar
g(l’,y,R), se t<-—R
9@, y,t) =4 glx,y,t), se |t|<R (1.107)
g(z,y,R), se t>R.

AN

\/

Figura 1.3: Representacao geométrica de uma funcao g no plano.

De fato, sendo g uma funcao 1-periddica em x e y definida em um compacto temos que
g(x,y, R) é limitada. Portanto, deduzimos que g satisfaz (g;). Feita as consideracoes

acima, temos o seguinte resultado.

-

Teorema 1.21 A classe das funcoes g que satisfazem (g1), (92), (97)-(g10) € (M) €
nao vazia. Ademais, o problema eliptico

—Au = g(x,y,u), em
u(z,y) =0, sobre 09

possui uma solugdo heteroclinica, ou seja, existem funcoes u,v € M, v # u, e U €

[ (v) solugoes cldssicas do problema acima com

U(x,y) = v quando = — —oo uniformemente em y € D
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U(z,y) = u quando x — 400 uniformemente em y € D.

Seja g uma funcao satisfazendo (g1), (92), (gs)-(g10). Considerando § como em
(1.107) segue que § satisfaz (g1), (g2) e (97)-(g10). Sendo assim, vamos considerar os
seguintes problemas elipticos

Problema Inicial:

_Au:g<x7yvu)7 em ()
u(z,y) =0, sobre OS.

Problema Auxiliar:

—Au = g(x,y,u), em
u(z,y) =0, sobre OS.
Através de uma solucao heteroclinica do problema auxiliar podemos determinar
uma solucao também do tipo heteroclinica para o problema inicial. De fato, em con-
cordancia com o Teorema 1.21 desfrutamos da existéncia de uma solucao heteroclinica

U para o problema auxiliar. Alegamos que U satisfaz
|U|| Lo mx) < R. (1.108)

Com efeito, sejam M o conjunto das solugdes periddicas minimizadoras do problema

auxiliar e v € M tal que
U(z,y) = v quando = — —oo uniformemente em y € D. (1.109)

Entdo, por (g9), v # 0. Desse modo, como v é uma solu¢ao classica temos que a mesma
possui maximo positivo ou minimo negativo em Qy, digamos (%, ) € Rx D. Assumimos
0 primeiro caso, isto é, v detém maximo positivo no ponto (z,7). Se v(z,y) > R, de

(1.104) e do Teorema B.3
0 < —-Av(z,y)=9(z,9,v) = g(2,9,R) = Ma(y)R — h(z,9, R, \)R < 0,

um absurdo. Portanto, v(z,9) < R. Por outro lado, supondo o segundo caso, se

v(Z,9) < —R entdo de modo similar obtemos
0> _AU<£7Q) = g(ivgﬂ}) = _g(ﬁja g? _R) =A— a(y)R + h‘('fja g? R7 A)R > 07
uma contradi¢do. Portanto, em todos os casos temos |v| < R em 4, ou seja,

o]z~ < R. (1.110)
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Por conseguinte, v é solugdo periddica do problema inicial pois §(z,y,v) = g(z,y,v),

isto ¢, v € M. Finalmente, por (1.109) e (1.110) existe L > 0 tal que
|U(z,y)] < R para |z| > L. (1.111)

Agora, como U # 0 (pois se aproxima uniformemente de v) entao temos que U possui
um maximo positivo ou um minimo negativo em [—L, L] x D. Dai, usando o mesmo

argumento acima concluimos
Ul 2o ((-1,0)x0) < R (1.112)

Por (1.111) e (1.112),
Ul Lo rxpy < R.

Portanto, U é uma solucao heteroclinica para o problema inicial, pois neste caso

9(x,y,U) = g(z,y,U).

Em stimula, portamos o seguinte resultado.

Teorema 1.22 Se g satisfaz (¢1), (g2), (9s)-(g10) € (M) entao o problema

—Au = g(x,y,u), em S
u(z,y) =0, sobre 09

possut uma solucao heteroclinica.



Capitulo 2

Existéncia de solucao heteroclinica

para o caso nao periédico

Neste capitulo, complementando o Capitulo 1, vamos estudar a existéncia de
solucao heteroclinica para duas classes de funcoes no caso em que a nao linearidade
do problema eliptico é nao peridédica. Especificamente, estudaremos a existéncia de
solucao do tipo heteroclinica para a equacao o problema

—Au+ Alex,y)V'(u) =0, em

P
g—z(:c,y) =0, sobre 01, (F)

no qual assumiremos as seguintes condicoes para as funcoes A: Q2 —-Re V:R = R:

Condicao em V:

(Vi) V € C*(R,R);
(Vo) V(=1)=V(1) =0;
(V3) V(t) >0 paratodot € R\ {—1,1}.

Um exemplo de uma func¢ao V' que satisfaz as condicoes (V) — (V3) é o potencial de
Ginzburg-Landau V (t) = (£* — 1)2.

Condicao em A:

Ao longo deste trabalho, A é uma funcio de classe C'! que pertence a uma das seguintes

classes:
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Classe 1:(A é assint6tica no infinito a uma fungao periddica)

Existe uma fungio A, : Q — R de classe C! sendo 1-periodica em z tal que
(A1) [A(z,y) — Ap(z,y)| = 0 quando |(z,y)| — +oc;

(Ag) 0 < Ap = i%fA(x, y) < A(z,y) < Ap(z,y) para todo (z,y) € €.
Classe 2:(Condigao de Rabinowitz)

(A3) 0 <inf A(z,y) <sup A(0,y) < liminf A(x,y) = Ax < +00.
Q yeD [(z,y)|=+o0

A condicdo (Aj) foi introduzida por Rabinowitz |28, Theorem 4.33| para o estudo da

existéncia de solugoes para equacgoes do tipo
—eAu+ A(z)u = f(u), em RY,

onde € > 0, f : R — R & uma funcao continua com crescimento subcriticoe A : RV — R

é uma funcao satisfazendo

0 < inf A(x) < liminf A(x).

RN || —+o00

Assim como Alves [4], chamaremos a condi¢do (As) por condicao de Rabinowitz.
Estamos interessados em existéncia de solucao do tipo heteroclinica em x de 1

a -1 para o problema (P;). Aqui, uma solu¢ao heteroclinica de 1 a -1 é uma fungao

U € C?(Q,R) verificando (P,) com

U(z,y) - 1 quando z — —oo uniformemente em y € D

U(z,y) - —1 quando x — +oo uniformemente em y € D.

2.1 Resultados preliminares

Consideremos o problema (F,) com € = 1, isto é,

—Au+ Az, y)V'(u) =0, em Q

g—:;(a:,y) =0, sobre 0N.
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Seja

I'={U € Hy(Q) | [|PU =1 12(011xp) = 0 quando k — —oco e

||PkU + 1||L2([0,1}><D) —0 quando k— +OO}

Verifica-se que T" # (). De fato, para cada j € N fixado podemos considerar a func¢ao

1, se v<j,yeD
ez, y) =9 2j+1-2z, se j<z<j+1, yeD
-1, se j+1<z, yeD.

Assim, pelas ideias contidas no Capitulo 1 concluimos ¢ € I'.

Daqui em diante, vamos fixar a seguinte nota¢ao
1 2
L(u) = §\Vu\ + Az, y)V (u).

Definimos o funcional J : ' — R U {400} por

U)=> LU

keZ

em que o funcional I, : H'([k,k + 1] x D) — R é definido por

k+1
/ / U)dxdy.
Nota-se que I(U) > 0 para todo U € I' e k € Z. Com efeito, basta notar
k+1
:/ / L(U)dzdy
k D
k+1 1
:/ / (—|Vu\2 + A(x,y)V(u)) dxdy
r Jp\2
1 k+1 k+1
2—/ / |Vu|2dxdy+ian/ /V(U)dxdy.
2 Jk D Q k D

Sendo A e V funcoes positivas,
I(U)>0, YkeZ e YU €T.
Desse modo, devemos ter J(U) > 0 para todo U € I'. Portanto, existe o nimero real

0" = inf J(U).

vel
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Por defini¢ao de infimo, existe uma sequéncia minimizante (U,,) C I' para J, isto é,
J(U,,) — 0" quando m — oc.
Sem perda de generalidade podemos assumir que
—1 < Up(z,y) <1, Y(z,y) € Q.

De fato, para cada m € N basta considerar a fun¢ao

-1, se Up(x,y) < -1
Un(z,y) = Un(z,y), se —1<Upy(z,y) <1
1, se Up(z,y) >1
A

Figura 2.1: Uma ilustracio da funcdo U,, na faixa Q = R x (—1,1).

Por definicdo, U, € H}:

loc

(Q) para cada m € N. No entanto, dados (z,y) € Qe

m € N tem-se

Un(2,y) = 1] < [Un(z,y) = 1] e |Un(z,y) + 1| < [Un(z,y) + 1].
De fato, notemos que
1) se Up(z,y) = 1 entdo |Uy(z,y) — 1| = 0 < [Un(z,y) — 1];

2) se Up(z,y) = —1 entdo |Up(z,y) — 1| =2 < |Upn(z,y) — 1];
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3) se Um('xay) = Um(‘ray) entao lﬁm(gjay) - 1‘ = ’Um(‘ray) - 1‘

Em todos os casos,

|Um(xay) - 1| S |Um($ay) - 1|> V(i,y) € e YmeN.

Para outra desigualdade, verifica-se de modo semelhante. Com tudo, concluimos que

(Uy,) C I'. Consequentemente,
0* < J(U,), Ym € N.

Ademais, é claro que

[VUn| < |VUn|, ¥m €N,
e pela definicao do potencial V/,

V(U <V(U,), Vm€N.
Logo,

J(U,) < J(U,), ¥YmeN.

Por conseguinte,

0° < J(Up) < J(Up) = 0" 4 0p(1).

Portanto, (U,,) é uma sequéncia minimizante para J em I' com
—1 < Upp(,y) < 1,Y(z,y) € Q.

Em resumo, daqui em diante vamos considerar a sequéncia minimizante (U,,) C I para
J, isto é,

J(Up) — 6* quando m — oo, (2.1)
satisfazendo

-1 <Up(z,y) <1, V(z,y) € Q. (2.2)

Afirmagao 2.1 Dados I,k € Z com k < seque que existe C > 0 (dependente de k e
1) tal que
VU L2kyxp) + [Unll 2(eyxpy < C, ¥m € N.
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De fato, por (2.1) existe Cy > 0 de maneira que
J(Uy) < Cy, Vm €N.

A vista disso,
!

> I(Un) < Co, ¥mEN,
k
isto é,

1/ !
—/ / VU, |*dzdy +/ / Az, y)V(Uy,)dzdy < Cy, ¥Ym € N.
2Jk Jp k JD

Dai, sendo A(x,y)V(U,,) > 0 para cada m € N segue que
1 2
§HVUmHL2([k,l}><D) S C(), Vm € N. (23)

Entretanto, de (2.2

)
l l
/ |Um|2dxdy§//dxdy=(l—k:)|D|, Vm € N,
k JD k D

ou seja,

Ul z2axpy < (1= k)|D|, ¥m € N. (2.4)

Portanto, por (2.3) e (2.4) existe C' > 0 satisfazendo a Afirmacao 2.1.
A partir de agora, para cada [ e k inteiros distintos, com k < [, denotaremos o
dominio Ay; por

AkJ = [l{?,l] x D.

Em particular, se [ = k 4+ 1 denotaremos A, = [k, k + 1] x D. Por exemplo,
AO = [07 1] X D.

Posto isto, segue da Afirmacao 2.1 que a sequéncia (U,,) é limitada em H'(Ay,;) para
quaisquer que sejam k,l € Z com k < [. Dessa maneira, a menos de subsequéncia,

existe U € H. () tal que

Un—U em H'(\)), Vk,I€Z, k<I,

Un—U em L*(Ay)), VE,I€Z, k<I.



Em particular,

Up—U em H'(Ay), Vk € Z,

Un—U em L*Ay), Vk € Z,

Un(z,y) = U(z,y) q.t.p. em S

Dado € > 0 percorre de (2.1) que para m suficientemente grande atingimos

k
> ap(Un) < J(Un) < 60" +¢, VEEN.

-k

Fazendo m — oo,

k
D ap(U) <0 +¢, VEEN.
—k

Pela arbitrariedade de k e € concluimos

J(U) < 6",

Além disso, de (2.2)
—1<U(xz,y) <1 qt.p em .
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(2.5)

(2.6)

(2.8)

(2.9)

2.2 A funcao A é assintotica no infinito a uma funcao

periodica

Neste secao, vamos estudar a existéncia de solucao heteroclinica, no caso em que

e =1 e a funcao A pertence a Classe 1, para o problema

—Au+ A(ex,y)V'(u) =0, em

0
a—z(x7y) =0, sobre 09.

Para isso, é necessario o estudo da seguinte Subsec¢ao 2.2.1 sobre a existéncia de solu¢ao

do tipo heteroclinica para a equacao diferencial
—Au+ Ay(z,y)V'(u) =0 em Q

munido da condicao de fronteira

ou

8—n(x,y) =0 sobre (.
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2.2.1 O caso peridédico

Inicialmente, lembramos que a funcio A, é de classe C' e l-periodica em x

satisfazendo

(A1) [Alz,y) — Ap(z,y)| = 0 quando |(z,y)| — oo;

(Ag) 0 < Ap = iIﬁlfA(I, y) < A(z,y) < Ap(z,y) para todo (z,y) € €.
Consideremos o seguinte problema eliptico semilinear

—Au+ Ay(z,y)V'(u) =0, em

P
g—:;(m,y) =0, sobre 0f2. (75)

Afirmacgao 2.2 O problema (Ps) possui uma solu¢ao heteroclinica.

Sejam R; > 1 e R > R; a ser fixado. Definimos a funcio V : R — R dado por

V(t), se [t| <Ry
V(t) =19 ¢(t), se Ri<[t|<R
2, se |t| >R,

em que ¢ : R — R & uma funcdo suave que conecta suavemente (em certo sentido) a

funcao V na funcao t? em R; < |t| < R de maneira que o potencial V & de classe C2.

Figura 2.2: Uma ilustracao do potencial V no plano.
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Diante disto, definimos a funcdo g : Q x R — R dada por
g(l', Y, t) = _Ap(xv y)f//(t)

Desse modo, ¢ claro que g satisfaz as condigoes (g1) e (go), isto &, g é de classe Ct e

1-periodica em z. Vejamos também que g satisfaz (g4)-(gs) (veja a Sec¢do 1.3):
1) g verifica (g4);

Como A, é 1-periddica e continua em € R com y € D definido em um compacto,

segue que existe Cy > 0 tal que
|A,(z,y)| < Cy, Y(z,y) € R x D.
Além disso, como V' também é continua temos que existe C; > 0 verificando
V'(t)| < Cy, Vte|-R,R].
Tomando C' = Cj - C; obtemos
lg(z,y,t)| < C+ Colt], V(x,y,t) € AxR.
Portanto, g satisfaz o crescimento de Sobolev.
2) g verifica (gs);
De fato, notemos primeiramente que a primitiva de g em t é dado por
Gla,y,t) = —Ay(z,y)V(?).
Daf, por (V1) — (V3) e (A1) — (Az),

G(z,y,t) <0, V (z,y,t) € 2 xR.

Além disso, como V(1) = V(=1) = 0 e V coincide com o potencial V no intervalo
[—1, 1] obtemos

V(1) =V(-1)=0

implicando em

G(xvya _1) - G(.?Z,y, 1) =0.

Portanto, de (V3) o conjunto F' = {t € R: G(z,y,t) = 0} tem cardinalidade 2.
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3) g verifica (ge);

Com efeito, pela condi¢ao (A,),

|Gz, y,0)| = Ap(z,y, )V (1)

> Az, y)V (1)

> AoV (1).
Por conseguinte,
|G @y, t)| > Aolt]*, VIt > R,

mostrando que g satisfaz (gg).

Mediante as observacoes anteriores, segue do Teorema 1.19 que o problema
—Au+ Ay(x,y)V'(u) =0, em
ou

a—n(a:,y) =0, sobre 0Of)

possui uma solucao heteroclinica W*. As ideias contidas na Se¢ao 2.1 permite supor

sem perde de generalidade que
—1<W*(x,y) <1 qt.pem Q.
Desse modo, pela defini¢io do potencial V
V(W*) = V(W*).

Logo, W* satisfaz
—AW* + Ay(z,y)V(W*) =0 em K.

Posto isto, W* é uma solucao heteroclinica para o problema (P5). Além disso, W* deve
necessariamente conectar 1 e -1 pois neste caso F'= M = {—1,1}.
Vamos fixar algumas notacoes que serao fundamentais ao longo desse capitulo.

Seja J, : I' = RU {400} um funcional definido por
To(U) =D Lip(U),
em que I, : H'(A;) — R & dado por

Lipy(U) = /k kH /D L,(U)dzdy

L,(U) = 5IVUP + 4y(a, )V (U).
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Afirmacao 2.3 Sendo 0, = lljréfI; Jp(U), entao 0 < 0.

De fato, notemos que A < A, em € e por construgao J,(W*) = 0.

0" < J(W*) = L(W)

keZ

<> /KM/D (%|VW*|2 + A(x,y)V(W*)) dxdy

keZ

< Z/:I/D <%|VW*|2 + Ap(x,y)V(W*)) dzdy

kEZ

< ZIk,p<W*> = J(W") = 9;)7
keZ

ou seja,

0 < 6;.

2.2.2 O caso nao periédico

Vamos assumir por um momento que a seguinte proposi¢ao é verdadeira.

Proposicao 2.1 Para 6 € (0,+/|No]), existe jo € N tal que
U =12y <0 e U+ 12y <90, Vi > Jjo,
no qual U € dado de acordo com (2.5) - (2.9).

A Proposicao 2.1 é crucial para a obtencao de solucao heteroclinica para o pro-
blema (P;) no caso em que € = 1 e A pertence a Classe 1. Além disso, a demonstragdo
da mesma apresenta ideias diferentes das quais sao encontradas no Capitulo 1, como

veremos mais adiante.

Teorema 2.2 Assuma (V1)-(V3), € =1 e que A pertence a Classe 1. Entao, o problema

(Py) possui uma solugdo heteroclinica de 1 a -1.

Demonstracao. Inicialmente, observamos que (U,,) ¢ uma sequéncia minimizante

para J e que converge fraco (a menos de subsequéncia) para U € HL (). Entéo,

J(U) < 6.

Pela definicao do funcional J,

I;(U) = 0 quando j — oo,
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ou seja,
1 1
§||VPJ-UH%2(AO) +/0 /DA(x,y)V(PjU)da:dy — 0 quando j — +oo. (2.10)
Assim, como as funcoes A e V sao positivas devemos ter
IVPU|Z2(pp — 0 quando j — Foc. (2.11)
No entanto, por (2.9) segue que existe C' > 0 tal que
1P;Ull12(a0) < €, V) € Z. (2.12)

Desse modo, por (2.10) e (2.11) concluimos que a sequéncia (P_;U) ey é limitada em

H'(Ayg). Por isso, existem uma subsequéncia (P_;, U) e U € H'(Ay) tais que
P, U—~U em H'(Ay) quando j, — 400,

P, U—U em L*(A)) quando j — +o0

P_;U(z,y) — U(x,y) q.t.p. em Ay quando j, — 4oo.

Ainda por (2.10),
1
/ / V(P_; U)dzdy — 0 quando ji — +o0.
o Jp

De fato, basta notar que

1 1 1
| [y s [ [ Ao
0 D AO 0 D

1
/ /A(x,y)V(ijU)d:Udy%O quando jp — +00.
0 Jb

/Ol/DV(U)dmdy = 0.

Portanto, V(U) = 0 em Ag. Pelas condicoes (V3)-(V3),

Consequentemente,

Por conseguinte,

P, U—1 ou P_;,U— —1em L*(Ay) quando jj — +oc.
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Afirmacgdo 2.4 P_;, U — 1 em L*(Ao) quando ji — +oo.
De fato, supondo por absurdo que U = —1 temos
0 =W = [ [ 1Poatr = 1Py = 4180l
Logo, como § < \/m segue que para todo j; suficientemente grande
U =12y, >0
o que contraria a Proposicao 2.1. Portanto,
P U — 1em L*(Ay) quando jj, — +o0.

De modo analogo, verifica-se que toda subsequéncia de (P_;U);jeny possui uma sub-

sequéncia convergente para 1. Entao,

P_;U — 1 em L*(Ag) quando j — —+oo.
De modo semelhante, mostra-se

P,U — —1 em L*(Ag) quando j — +oo0.

Com tudo, U € T' e portanto J(U) = 0*. As ideias presentes na prova do Corolario
1.10 mostra que U é uma solucao fraca do problema

—Au+ A(z,y)V'(u) =0, em Q

ou

on
Por [11, Theorem 3.1] tem-se U € C?(Q, R) com

(x,y) =0, sobre ON.

U(z,y) » 1 quando x — —oo uniformemente em y € D

U(z,y) - —1 quando z — 400 uniformemente em y € D.

Isto conclui a demonstracao. W
Vamos agora demonstrar a Proposigao 2.1.
Prova da Proposigao 2.1.

De acordo com a demonstracao do Teorema 2.2 mostra-se que existe uma subsequéncia

(Pj,) de (P;U) tal que

PyU—1 ou PU——1 em L*(Ap) quando ji — +o0.
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Afirmacédo 2.5 P, U — —1 em L*(A\y) quando j, — +o0.

Suponhamos por absurdo que a afirmacao acima seja falsa. Assim,
P;, — 1 em L*(Ay) quando jj — +oc. (2.13)

Por outro lado, lembramos que a sequéncia (U,,) C ' é uma sequéncia minimizante
para o funcional J. Usando este fato, vamos mostrar que existem uma subsequéncia
(Uy,) de (Uy,,), uma sequéncia (k) de nameros naturais e i, € N tal que i, < kq para

todoseN, k;, - +o0 e
IPUn, — 12y <8 € | PoUn, — Llizagy = 8 ¥j € [iasky — 1] NN,
De fato, por (2.13) existe i, € N tal que
1P, U = lr2ag) <0, Vijn > s (2.14)
Em particular, para j, = i,

U = 1| 2(fi,in41)) <O

2

Agora, como U,, = U em L; .

(2) segue que existe m; € N tal que (por preservagao de
sinal)

|Unny — 1HL2([1'*,1'*+1]) < 0.
Desde que U,,, € I', vamos fixar k&; € N com k; > i, + 1 sendo o primeiro ntimero

satisfazendo

|Umy = Ulz2@jjrixny <6 € |[Uny = | 2(ky oy 41120y = 0, V3 € [in, ki) NN,

Por (2.14),

U = U2 ivtnyxp) <0 e |[U = 1| L2(jint1,.42x0) < 6.

2

2 .(9) temos que existe

Consequentemente, usando novamente o fato que U,,, — U em L

ms € N verificando

||Um2 - 1”L2([i*,i*+l]><D) <0 e HUm2 - 1||L2([i*+1,i*+2]><D) < 0.
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Sendo U,,, € I', podemos fixar ky € N com ky > 7, + 2 como sendo o primeiro niimero

verificando

Uy — Ul 2@jjr1xp) <0 € |[Unmy = L 2(koskot11x0) = 9, VJj € [ix, ke — 1] N N.
Por outro lado, por (2.14),
U — 1||L2([i*,i*+1]><D) <9, |U~- 1||L2([i*+1,i*+2]><D) <d e [|[U- 1||L2([i*+2,i*+3]><D) <.
Desse modo, existe msz € N tal que
||Um3_1||L2([z‘*,i*+1]><D) <0, ||Um3_1||L2([i*+1,i*+2]><D) <4, HUM3_1||L2([i*+2,i*+3]><D) <.
Sendo U,,, € I" temos que existe k3 € N, com k3 > i, + 3, satisfazendo

| Ums — Ulz2jjs1xp) <6 € |[Uny = | L2(kg ks41)x0) = 0, VJ € [ix, kg — 1] N N.

Repetindo este argumento encontraremos uma sequéncia (U,,.) C I' e uma sequéncia

de ntimeros naturais (k) tais que
Ui, = U2 jenxpy <6 € |Un, = UlL2(k kor1jxp) = 6, Vj € [ix, ks — 1NN, (2.15)

com ks, — 400 quando s — +o00 pois ks > i, + s para todo s € N. De outro ponto de

vista, sendo (U,,) uma sequéncia limitada em HL (), a sequéncia (Q,,,) dada por

Qum. (2, y) = Up (z + ks, y)

também ¢ limitada em H.(Q). Assim, a menos de subsequéncia, existe W € HL (Q)
de maneira que
Qm. =W em H'(Ay), Vk € Z, (2.16)
Qm. =W em L*Ay), Vk € Z, (2.17)
Qm,(x,y) = W(z,y) q.t.p. em Q (2.18)
e

Notemos que a desigualdade (2.19) ocorre pois

Un(z,9)| <1, Y(z,y) € Q.
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Por outro lado, definindo o funcional I3 : H'(A;) — R por

j+1 1
= / / (—|VU|2+A(I+kS,y)V(U)) dzdy,
i Jp\2
temos por mudanca de variavel que

L(Qm.) = Livr.(Un,).

De fato,

J+1

L(Qum,)

+ A(x + ks, y)V(Qm)> dxdy

(317
A

9
1
§|VUmS T+ ks, y)|* + A(@ + ks, y)V (Un, (2 + ks, y))) dxdy

o\o\

—_

J+k5+

I
u\\\

/D ( IV Up, (2, 9) [ + A2, )V (Up, (2, y))) dxdy

ks (Un,)-

j+ks

I
QN

Por conseguinte,

S5 @Qn) = S L(Un) = J(Un) = 0" 40 () SO 41 (2:20)

JEN JEN

T(W) < 6. (2.21)

Com efeito, por (2.20),
> L(Qm,) <0 +0,,(1), VIEN,

Agora, como @Q,,, — W em Ay para todo k € Z e fj ¢ um funcional fracamente

semicontinuo inferiormente e

Az + ks,y) = Ap(z,y) quando s — oo

obtemos
L,(W) < lim inf [;(Qnm, ).
Consequentemente,
! l !
> L) liminf 7;(Qy,,) < liminf Y I;(Q.), VI €N,

S—+00 S—+00
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Desse modo,

iIJ:P(W) <0, VieZ,
-1
o que justifica a desigualdade (2.21). Sendo assim, temos
I;,(W) =0 quando j — £oo. (2.22)
Por outro lado, para cada j € N denotaremos a funcao

Wj :P,jW

Segue daf que a sequéncia (1;) é limitada em H'(Ap). Logo, existe Wy € H'(A) tal

que, a menos de subsequéncia,
W, =W, em H'(Ay) quando j — +oo.
Pelas imersoes compactas de Sobolev,
W; =Wy em L*(Ay) quando j — 4oo0.
Por (2.15), para cada j € N, existe m, = m.(j) € N tal que
U = | 2(—jkom,—jtkmt1]x D) < 0, Ym > m,,

isto é,
| P—jQm — || L2(Lambdag) < 0, ¥m > m,.

Consequentemente, fazendo m — 400 temos
W = 1llz2ag) <0, Vi EN.
Fazendo j — +o00 concluimos
[Wo = 1l[r2(a) < 6. (2.23)
Por outro lado, por (2.22) e por um argumento feito na prova do Teorema 2.2 temos

Wo=1 ou Wy=-1.
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Como § € (0,1/|Ag|) e por (2.23) devemos ter Wy = 1. Com efeito, se Wy = —1 segue
de (2.23) que

1
o~ Alng <6 ([ pRdsa) <o

Ao

[

=(4]|Ao|)2 <9

SR <5 <5,
um absurdo. Portanto, W, = 1. Por conseguinte,
W — 1| z2a0) — 0 quando j — +oo.

Por outro lado, denotaremos para cada j € N

W, = PW.
De modo anéalogo, existe WO € L*(Ay) tal que, a menos de subsequéncia,

W, — Wy em L*(Ay) quando j — 4oo0.
Além disso, verifica-se que
Wozl ou Woz—l.

Vamos mostrar que Wy = —1. Para tal, suponhamos por absurdo que Wy = 1. Segue

de (2.15) que existe j; € N tal que
W = Ulz2@i—1guxp) 2 0 € W =12y jr+11xp) < 6.

Por outro lado, como Q,, — W em L?([j; — 1,1 + 1] x D) segue que existe my € N

tal que

1Qm — W2 ji+1yxp) <0 € [[Qum — WLz —1.]x0) <

CISS)
<
3
v
3

Consequentemente, por desigualdade triangular

1Qm = 2ty jrr1yxn) < NQm — Wllejguarjxpy + IW = 12y jr+11x0)

1Qm — U2 —1.5ux0) = IW = ULz —1,01x0) — 1@m — Wl L2((j1—1,11x D).
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ou seja,

d
HQm — 1HL2(AJ‘1,1) Z 5 (S HQm - 1HLQ(AJ'1) S 2(5, Ym Z my. (224)

No que segue, vamos denotar 8 = $(d) o niumero real dado por
— = inf I, 5(u),

AO uENg

em que Ay = min{1, Ao}, L.s : H'((—1,1) x D) = R é definido por

[*,5(u)=/_11/D(]Vu]2+V(u)) ddy

)
Ns = {u € H((=1,1)xD) : [ullz=(-ryxp) < 1, lu=llzia ) = 5 e [lu=1]lz2a) < 20}
Por (2.24) obtemos Q,,—;, € N para todo m > my. Dali,

j1+1 B
/ . /D (|VQm|2 + V(Qm)) drdy > ATO, VYm > my. (2.25)
Ji—

Afirmacgao 2.6 5 > 0.

De fato, se § = 0 entdo existe uma sequéncia (u) € N5 tal que

I, 5(ug) - 0 quando k — +o0.

Consequentemente,
1 1
lim / /|Vuk|2d:vdy: lim / /V(uk)dmdy:O. (2.26)

Segue dai que a sequéncia (u;) é limitada em H'((—1,1) x D). Logo, existe u €

H'((—1,1) x D) de maneira que, a menos de subsequéncia,

upy —u em H'(A_p,)

up —u em L*(A_y;). (2.27)

Por conseguinte, de (2.26) e (2.27),

/_11/I)V(u)dxdy = 0.
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Assim devemos ter V(u) = 0. Portanto u = —1 ou uw = 1. Se u = 1, entdo por (2.27)

segue que para 0 > 0 existe ky € N tal que
)
e — 1| L2(—1,1x0) < e Vk > k.

Em particular,

|ur — 1 z2(1,0x D) < g, Vk > ko
o que contraria o fato de (uy) € Ns. Se caso u = —1 entao
1w — 1| 2(oa1x 0y = 2|Ao|? < fluy — u| r2j01)xp) + l|ux — 1| L2(0,1)x D)
Dai, dado € > 0 podemos encontrar k suficientemente grande tal que
Ao|? < e+4.

Desde que € > 0 é arbitrario obtemos

VAol <0,

um absurdo. Portanto, 5 > 0.

Por outro lado, aumentando m se necessério temos

J(Un) < 0"+ g, Vm > my. (2.28)

No que segue, para cada j > j; + 2 e cada m > my vamos considerar a funcao

1, se v<j yeD
Zim(@,y) = § ((+1) =)+ (= )Qu(z,y), se j<z<j+1l,yeD
Qm(z,y), se j+1l<zx, yeD.

Desde que @),,, € I" para todo m € N verifica-se que Z;,, € I' para cada j > j; + 2.

Além disso,
Jp(Zj,m) - Ip,j(Zj,m) + Z Ip,k(Qm)a
k=j+1
pois

L,y(Zjm) =0 para k<j.

Desse modo,

Oy < Lpj(Zim) + Y Tpi(@Qm)- (2.29)

k=j+1
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Como a fungao A verifica (A;)-(As) e (J(U,,)) € uma sequéncia limitada, entdo au-
mentando mg se necessario, obtemos
o0 o oo 6
Z Lu(Qn) = Z L(Un) < Z Ii(Un) + 7, Ym > mo. (2.30)
k=j+1 k=j+1+km k=j+1+km

Agora, como j > j; + 2, (2.25), (2.29) e (2.30) implicam em

B

N Ji+1
J—

Combinando com (2.25) e (2.28) - (2.30) concluimos

* * /8 e /8 6
0y < Ij(Zjm) + 0" + 1 AOATO +7
< * /8
— [p7j(Zj,m> + 0" — 57
ou seja,
* * /8
0p < 1pj(Zjm) + 0" = 5. (2.31)

Agora, como

—1 < Wj(z,y) <1 para todo j €N

e
W; =1 em L*(Ag) quando j — 400
temos
1
lim / / Alx + 5, y)V(—z + 1+ 2W;)dxdy = 0
J—r+oo 0 D
e

1
lim / /|1—VVj|2dxdy:O.
J—+oo Jo D

Assim, dado € > 0 existe jo = jo(€) > j1 + 2, independente de m, tal que

1
/ / Alw+ ,g)V (=2 + 1+ aW,)dady < ¢, ¥j > jo (2.32)
0 D

1
/ / 11— W;|*dedy < e, Vj> jo. (2.33)
0 D

Por outro lado, afirmamos que existem j > jo € m > my de maneira que

Jj+1 ﬁ
Ip,j(Zj,m> = / / E(Zjvm)dl’dy < 5
j D
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Suponhamos por absurdo que tal afirmagao nao é verdadeira. Assim, para cada j > jo

existe my = my(j) > my verificando

Jj+1 ﬂ
/ / L(Z;m)dxdy > =, Ym > m;.
i Jp 2

Dai, a partir da definicdo de Zj,, e da condigao (Ay) temos

j+1 j+1
[ [192imPdsdy= 5~ [ [ AV (G 4+ 1) =+ o= 5)Q) dady
j D j D

para todo m > my. Por outro lado, observamos que (2.32) também ocorre para o caso

periodico, isto é,
1
/ / Az, y)V(—x + 1+ aW;)dzdy <€, Vj> jo.
0o JD

Desse modo, tomando € < /4 existe my = mo(j) > my(j) tal que

J+1 6
/ /D\VZ]-,m\dedy > T Vm > may(j). (2.34)
J

Usando novamente a definicao de Z;,, e do gradiente segue que existe C' > 0 tal que

j+1 1 j+1
/ / \VZ;m|?dxdy < C (/ / 11— P;Q,n|*dxdy +/ / |vc2m\2da:dy) :
j D 0 JD J D

(2.35)

Agora, fixando € > 0 suficientemente pequeno em (2.33), (2.34) e (2.35) implicam em

j+1

/ /D IV Qo |*dzdy > g, Vm > ma(j).
j

Seja [ € N tal que

(z+1)§>9*+1

e fixemos m > max{ms(j) : jo < j < jo + }. Entéo,

Jo+l

J(U) = 3 T(Qu)

=Jjo
Jo+l

k+1 ) k+1 >
Zk;b (/k /Dyvcgm\ d:cdy+/k /DA(x+/~cm,y)V(Qm)d:vdy

Jo+l

=005+ [ B [ A+ b )V (@udndy

k=jo
> (1+ 1)§

> 0"+ 1,
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ou seja,

J(Up) > 0" +1,

um absurdo pois J(U,,) < 6* + 1 para todo m € N. Portanto, existem j = j(m) e

m > myg tals que

s
[p7]( jvm) < 5'
Consequentemente, por (2.31),
Qp S 0 )
um absurdo. Portanto, devemos ter Wy = —1. Desse modo, temos W € I' e como

J,(W) < 6% segue que

o que também é um absurdo. Portanto, vale a Afirmacao 2.5, isto é,
P;, U — —1 em L*(Ay) quando jj, — +oo.

Agora, repetindo o mesmo processo segue que toda subsequéncia de (P;U) possui uma

subsequéncia que converge em L?*(Ag) para -1. Assim,
P,U — —1 em L*(Ag) quando j — +oo0.
Logo, existe j. € N tal que
|PiU + 1| 2(ag) < 6, VJ > Js.
Usando um argumento similar prova-se que
P,U — 1 em L*(Ag) quando j — —oo0.
Dai, existe k. € N tal que
I PU = 1lz2(a0) < 6, Vj > —k.

A Proposigao 2.1 fica concluida tomando jo = max{j,, k.}. W
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2.3 A funcao A verifica a condi¢cao de Rabinowitz

Nesta secao, vamos estabelecer a existéncia de solucao do tipo heteroclinica no

caso em que a funcao A pertence a Classe 2. A seguir, vamos considerar o problema

—Au+ A(ex,y)V'(u) =0, em Q

g—;;(x,y) =0, sobre 09,

com € > 0 e A satisfazendo a condicao de Rabinowitz

(A3) 0 < 1an(x y) <sup A(0,y) < liminf A(z,y) = A < +o0.

veD (@)l o0

De agora em diante, denotaremos J., Jo, : ' — RU{+00} os funcionais definidos por

U)=> I14s(U) e Jo(U)=Y Lox(U

kEZ kEZ

em que I, (U) : H'(Ay) = Re Iox(U) : H'(A)) — R sao dados por

/kH/ (IVU? + A(ex,y)V(U)) dzdy

k+1
Lok (U) = / / (IVUP + AV (U)) dzdy.
k D
Além disso, denotaremos por 0, e 05, 0s niimeros reais
. = illlf J(U) e 0y = irrlf Joo(U).

Definimos também os funcionais lyax x(U) : H'(Ar) = R e Jypaxr : I' = R por

k+1
T i ( / / (IVU)? 4+ AV (U)) dady,

com Ay = max A(0,y), e
yeD

max E I max, k

kEZ

Seja também o numero real 0,,,, dado por
Qmax = HFlf Jmax(U)

Desde de que Ay e Ay, sao nimeros reais segue da Se¢ao 2.2 que existem W, Wi € T
verificando

Jmax<Wmax> - emax € Joo(Woo) - eoo
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Lema 2.1 De acordo com a notagao anterior,

limsupl, < Opax € Onax < 0.

e—0

Demonstragao. Para cada € > 0,
0. < J.(U), YUEeT.

Em particular,

06 S Je(Wmax)-

No entanto, como
A(ex,y) — A(0,y) uniformemente em y € D quando € — 0

obtemos

hm Jg(Wmax) S Jmax<WmaX>‘

e—0

Sendo Opax = Jmax(Wnax) concluimos

Hm J, (W) < Gmax.

e—0

Consequentemente,

lim sup 0. < O ax. (2.36)

e—0

Por outro lado, pela condigao (A3) temos
Imax(U) < Joo(U), YU €T

Em particular,

O < Jona (W) < Joo(Wie) = 0. (2.37)

Portanto, por (2.36) e (2.37) concluimos a demostracao do lema, isto &,

limsupf, < Opax € Omax < Os.

e—0

Isto completa a demonstracao. H

Na sequéncia, vamos fixar ¢y > 0 suficientemente pequeno tal que

0. < b, Vee€ (0,¢).
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Usando o mesmo argumento da secao anterior mostra-se que para cada € > 0 existe

uma sequéncia minimizante (U,,) C I" para J, isto é,
Je(Up) — 0. quando m — 400,

com

—1<Up(z,y) <1, Y(z,y) €2 ¢ YmeN

e Além disso, verifica-se também que existe U € H .(Q) tal que

Un — U em H'(Ay), Vk € Z,

Un — U em L*(\), Vk € Z,
Un(z,y) = U(z,y) q.t.p. em

-1 <U(z,y) <1, V(z,y) €Q,

J.(U) < 4.
Proposicao 2.3 Para 6§ € (0,+/|Ao|) e fizado € € (0,¢), existe jo € N tal que

10~ Ulzea_yy <6 e U+ Ul2qa, < 6. V5> o,

Demonstracao. Para e € (0, ¢) o argumento do Teorema 2.2 mostra que existe uma

subsequéncia (P;, U) de (P;U) tal que
P, U — 1ou P;,,U — —1 em L*(Ag) quando ji — +o0.
Afirmacgédo 2.7 P, U — —1 em L*(Ao) quando j, — +o0.
Suponhamos por absurdo que ocorra
P, U — 1 em L*(Ag) quando jj — +00.

De acordo com a prova da Proposigao 2.1 segue que existem uma subsequéncia (Up,, )

de (Uy,) e i. € N, com i, < ks para todo s € N e kg — +00 quando s — +00, tais que
[Unm, (- +3,y) — Ulrzae) < 0 € [Un, (- + ks, y) — Llz2(a) = 6,V5 € [is, ks — 1] NN
Verifica-se que a sequéncia

Qms(‘ra y) = Umg(x + k'smy)
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¢ uma sequéncia limitada em H._(2). Logo, a menos de subsequéncia, existe W €

Hl

loc

(Q) tal que
Qm — W em H'(Ay), Yk € Z,

Qm — W em L*(A\;), Vk € Z,

Qm(z,y) = W(z,y) q.t.p. em €,

Por outro lado, vamos definir o funcional fjvj : H'(A;) — R por

5 Jj+1
2, (U) = / / <%]VU\2 + Aex + ek, y)V(U)) dxdy.
3 D

Por mudanca de variavel,

> 15(@Qm) = JeUn,) = bc + 0m, (1). (2.38)

jez
Agora, como (U,,) é uma sequéncia minimizante para o funcional J, segue do Lema de

Fatou e de (2.38) que
Joo(W) < 6.

Consequentemente,

I.;(W)—=0 quando j — £oo. (2.39)

Para cada j € N, consideremos a fungao
W; = P_;W.
Pelo fato que W € L>(9) existe Wy € H'(Q) tal que, a menos de subsequéncia,
W; — Wy em H'(Ag) quando j — +oo0.

Por conseguinte,

W; — Wy em L*(Ag) quando j — —+oo0.

Argumentando de modo similar a Proposicao 2.1, temos

HWO — 1”L2(A0) < 0.
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Por outro lado, por (2.39)
Wo=1 ou Wy=—1.

Como 4 € (0,+/]Aq]) devemos ter Wy, = 1. Entdo,
|W; = 1| z2(a,) — 0 quando j — +o0.
Agora, fixando
Wj = PW
verifica-se que existe W, € HL (Q) tal que, a menos de subsequéncia,
W, — Wy em L*(Ao) quando j — +oo.

Além disso, verifica-se também que Wy = —1. De fato, assumindo por contradicao que

Wy =1 segue que para cada j € N definindo a funcao

1, se r<j,yeD
Hi(x,y) =4 (G+1) —2)+ (2 —5)Qm(z,y), se j<x<j+1, yeD
Qm(7,y), se j+1l<z,yeD
obtemos 0., < 6. o que contraria o Lema 2.1. Logo, Wy = —1. Portanto, de acordo

com a prova da Proposicao 2.1 concluimos a demonstracao da proposicao. H

Teorema 2.4 Assume (V1)-(V3) e que A pertence a Classe 2. Entao, existe um ey > 0

tal que o problema (Ps) possui uma solugdo heteroclinica de 1 a -1 para todo € € (0, €).

Demonstracao. Tomando ¢y de acordo com a Proposicao 2.1 segue que para cada
e € (0,€p) deve existir jo € N tal que
U =z ;) <0 e [[U+1r2@,) <6, Vj= o
Fazendo os mesmos argumentos da prova da Teorema 2.2 temos que U € I' com J(U) =
f.. Ademais, U € C?(Q, R) sendo U solugdo heteroclinica do problema
—Au+ A(ex,y)V'(u) =0, em Q

0
a—u(a:,y) =0, sobre 01,
v
isto é,
U(z,y) - 1 quando z — —oo uniformemente em y € D
e

U(z,y) — —1 quando z — +oo uniformemente em y € D.

Isto conclui a demonstracao do teorema. W



Apéndice A
Principio da continuacao tnica

Neste apéndice, vamos introduzir o Principio da Continuacdo Unica via uma
Hipersuperficie. Tal resultado é muito importante na teoria das equacoes elipticas. Por
fim, faremos uma aplicacao fundamental para a construgao do contetido encontrado no
Capitulo 1.

Seja 2 C RY um dominio limitado. Vamos considerar o operador eliptico da
forma

Pu = —Au+ qu,
em que ¢ € L>(Q).

Teorema A.1 (Principio da Continuagdo Unica via uma Hipersuperficie) Seja

S uma hipersuperficie de classe C™ tal que
Q - S+ U S U S,

onde S e S_ denotam os dois lados de S. Se xg € S, V € uma vizinhanca aberta de
zg em Q, u € H*(V) satisfaz
Pu=0emV

u=0emVNS_,

entao u = 0 em alguma vizinhanca de xg.

Demonstracao. Ver [30, Theorem 1.3]. W

A imagem a seguir ilustra geometricamente a nogao do conjunto (2.
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Figura A.1: Uma representacao geométrica do conjunto §2.

Uma aplicacao do Principio da continuacao dnica é o seguinte resultado.
Aplicagao: Seja Q; = [0,1] x D, em que D C RV"!, N > 2, ¢ um dominio limitado

com fronteira suave. Seja também w € H?(£2;) tal que
—Aw—-bw=0 K,

porquanto b € L®() e w(z,y) =0 em [0, 1] x D.

Afirmacao A.1 w =0 em (.

Tomemos xy = % e V uma vizinhanca de (¢, yo) em 21, no qual yy € D é fixado.

Seja S sendo a hipersuperficie zy = % e S_ a regiao [0, %) x D. Diante disto,
w=0 em VNS_.

Pelo Principio da Continuacao Unica via uma Hipersuperficie, temos que existe uma

vizinhanca Uy, de (zo,yo) em €2 tal que
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\ 4

Figura A.2: Representagdo geométrica da Aplicagao.
Fazendo de modo analogo para cada ponto (zg,y), com y € D, encontraremos uma
vizinhanca U, de (z9,y) em €4 tal que
w=0 em U,

Agora, consideremos o conjunto aberto

Como {xo} X D & compacto segue que existem v, ...,y € D tais que
U CU,, U---UU,,..
Consequentemente, o nimero real
xy=inf{zr €[0,1) x D;z > 1/2 e w(t,y) =0 paratodo 0 <t <z ey € D}
satisfaz
x> 1/2.

Por conseguinte,

w(z,y) =0 paratodo 0 <z <z)eyé€D.
De modo analogo, prova-se que na vizinhanga de cada ponto (zy,y), y € D existe
To > Ty tal que

w(z,y) =0paratodo 0 <z <z,ey€D.
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Portanto, fazendo este processo chagamos a conclusao que w = 0 em 2;.



Apéndice B
Resultados gerais

Neste apéndice, vamos fazer um resumo do que se necessita de Resultados das

teorias de Analise do RY, Analise Funcional e Espacos de Lebesgue.

B.1 Resultados de Analise no RY

Nesta secao, vamos enunciar alguns resultados especificos de Analise no RY. Para

um estudo mais detalhado recomendamos as leituras Lima [22, 23] e Bartle [7].

Teorema B.1 (Teorema do Valor Médio) Seja f : U — R definida no aberto U C
RY. Suponhamos que o segmento de reta [a,a+v] esteja contido em U, que a restrigdo
flla, a + v] seja continua e que ezista a derivada direcional %(I), sequndo v, em todo
ponto x € (a,a +v). Entdo, existe 0 € (0,1) tal que

of

fla+v)— fla) = %( + 6v).

Demonstracao. Veja [23]. B

Teorema B.2 (Teorema de Mudanga de Variavel) Sejam h : U — V um dife-
omorfismo de classe C* entre abertos U,V € RN, X € U um compacto mensurdvel
seqgundo Jordan e f : h(X) — R uma funcao integrdvel. Entdo, foh : X — R €

integravel e

/ fy)dy = / f(h(z)) - |det.h'(z)|dz.
h(X) X

Demonstragao. Veja [23]. B
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Teorema B.3 Seja Q C RY um aberto e f : Q — R uma funcdo com derivadas de
sequnda ordem continuas em . Se ¢ € Q é um ponto de minimo relativo (respectiva-
mente, mdzimo) de f, entao

N 92 f

Df(w)* = Y 5, 5wy 2 0
1 (2

i,j=

(respectivamente, D?f(c)(w)* < 0) para todo w € RY.

Demonstracao. Veja |7, Theorem 42.4]. W
Um resultado indispensavel para o estudo da matematica em geral é o Teorema
de Ascoli-Arzela. A fim de enunciar tal resultado sejam K C R e f, : K — R. Diz-se

que a sequéncia (f,) é equicontinua se dado € > 0 existe 6 > 0 tal que

reK, |[zv—xo <0=|fu(x)— fulzo)| <€ YnEN e Va,€ K.

Teorema B.4 (Ascoli-Arzeld) Seja K C R compacto. Toda sequéncia equicontinua

e limitada de funcoes f,, : K — R possui uma subsequéncia uniformemente convergente.

Demonstracao. Veja [22]. B

B.2 Os espacos de Lebesgue

Nesta se¢ao, vamos introduzir o conceito dos espacos de Lebesgue e alguns resul-
tados relacionados.

Sejam (X, A, ;) um espago de medida e 1 < p < oo. Definimos o espago
LP(X, A, 1) de todas as classes p-equivalentes de fungdes reais A-mensuréveis f, em

que |f|P tem integral finita em relagdo a p sobre X. Definimos também a norma em

LP(X, A, i) dada por
1
[ fllzr(x = (/X \f\pdu> .

Para o caso p = 0o 0 espago L™(X, A, u) consiste de todas as classes de equivaléncia
das fungdes reais A-mensuraveis que sao limitadas quase sempre. Se f € L®(X, A, u)

e M € Acom u(M) =0, entdo definimos

Sy(M) = sup{[f(z)[ - = & M}

| flleoe(x,ap) = Inf{S(M): M e A e pu(M)=0}.
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Os espacos (LP(X, A, 1), || - llzexam), 1 < p < 00, sdo denominados espagos de

Lebesgue.

Teorema B.5 O espaco de Lebesgue LP(X, A, p) é de Banach para todo 1 < p < oo.

Demonstragao. Veja [6, Theorem 6.14 e 6.16] ou [10, Theorem 4.8]. W
Daqui em diante, vamos considerar £ como um subconjunto de R mensuravel

a Lebesgue. Nota-se que L?(£2) é um espago de Hilbert munido do produto interno
/qudx, Vu,v € L*(Q).
Entretanto, se €2 é limitado entao
LP(Q) C L), V1<qg<p<+o0. (B.1)

De fato, se f € LP(2) entdo

t/ummsmﬁ?(/uvm) = 1 < 00
Q Q

evidenciando que f € L?(2) com

pP—q
[z < 1947 1 £l zoo-
A seguir enunciaremos alguns resultados classicos referentes aos espacos de Le-
besgue.

Teorema B.6 (Lema de Fatou) Se (f,) € uma sequéncia de funcoes definidas em

Q e tomando valores em R e mensurdveis sendo nao-negativas, entao

/(lim inf f,,)dz < lim inf/ fndx.
Q Q

Demonstracao. Ver |6, Theorem 4.8|. W

Teorema B.7 (Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue) Sejam (f,)

uma sequéncia de funcoes mensurdveis e 0 um subconjunto mensurdvel de RN tais que
(i) fo(x) — f(2z) ¢.t.p em Q;
(ii) Exziste h € L'(Q) tal que |f.(x)| < h(z) para todo n € N.

Entao,

i [ ) = [ @
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Demonstracao. Ver |6, Theorem 5.6). W

Teorema B.8 (Desigualdade de Hoélder) Sejam f € LP(Q) eg € LY(Q) comp,q >
lel/p+1/q=1. Entao, fg € L*(Q) e

19l < [ flzr@llgllza-
Demonstragao. Veja [6, Theorem 6.9] ou [10, Theorem 4.6]. W
Teorema B.9 (Vainberg) Sejam (f,) C LP(Q2) e f € LP(Q) tais que
fao— f em LP(Q) quando n — +oo.

Entao, existem h € LP(Q)) e uma subsequéncia (f,,) tais que

i) fo.(x) = f(x) q.t.p em §;

i) |fo,(@)] < h(x) g.t.p em 2 para todo k € N.
Demonstracao. Veja [10, Theorem 4.9]. W

Uma classe muito importante de operadores nao-lineares atuando entre os espacos

de Lebesgue ¢ a dos operadores de Nemytskii, os quais passamos a estudar em seguida.

Definicao B.10 Seja (X, A, ) um espaco de medida. Dizemos que uma aplicagdio
f: X xR — R satisfaz a condi¢cao de Carathéodory se:

(i) A funcao f(-,t) : X — R € mensurdvel para todo t € R fizado;

(i) A funcao f(x, ) : R — R € continua q.t.p em X.

Teorema B.11 Sejam Q um subconjunto de RY mensurdvel a Lebesque com medida
finita, f : Q@ x R — R uma funcao satisfazendo a condicao de Carathéodory e 1 <

p,q < 00. Suponha que exista constantes Cy,Cy > 0 tais que
|f(z,t)] < Ci+ C’2|t]p/q gt.pem X e VteR.
Entao, o operador de Nemytski
Ny LP(Q) = LUQ), Ny(u)(z) := f(z,u(z)),

estda bem definido e é continuo.

Demonstracao. Veja [9, Teorema 9.1.4] W
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B.3 Resultados de Analise Funcional

Vamos fazer uma breve discussao sobre alguns resultados de Andlise Funcional.
Para uma leitura geral sobre este tema aconselhamos as leituras [9] e [10]. Daqui em
diante vamos denotar £ como sendo um espago real de Banach munido da norma || - ||

Teorema B.12 Sejam E um espaco reflexivo e (u,) uma sequéncia limitada em FE.

Entao, existem uma subsequéncia (uy,,) e uw € E tais que

Uy, —u em E quando k — oo.

Demonstragao. Veja [10, Theorem 3.18|. W
Definicao B.13 Um espaco E é chamado uniformemente convexo se dado € > 0 existe
0 > 0 tal que

il <1—¢ sempre que |ull,|[v]] <1 e |lu—v|>e.

Exemplos de espagos uniformemente convexos sao os espagos de Hilbert. De fato,
sendo H um espago de Hilbert segue da Lei do Paralelogramo que

2
B 2 e

2 2 4 ’

U+ v

5 Yu,v € H.

Desse modo, dados € > 0 e u,v € H com |lu|,||v|| <1 e ||u—2v| > e obtemos

2
u—+v 2

2

o=1—(1—— 0.
(-5) -

Em particular, o espago H'(Q) é uniformemente convexo porquanto ¢ de Hilbert.

Portanto, basta tomar

Teorema B.14 (Milman-Pettis) Todo espaco uniformemente convexo de Banach é

um espago reflexivo.

Demonstragao. Veja [10, Theorem 3.31|. W

Teorema B.15 Assumimos que E é um espago uniformemente convezro. Seja (uy)
uma sequéncia em E tal que u, — u em E e

lim sup [[un| < [Jul].
n—oo

Entao,

U, > u em FE quando n — oo.
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Demonstragao. Veja |10, Proposition 3.32]. W

O seguinte resultado é sobre a diferenciabilidade de funcionais definidos em es-

pacos normados.

Teorema B.16 Sejam E um espaco normado e I : E — R um funcional verificando:
I
a(-)

0I(u)

a(-)

iii) Se u, — u em E, entdo

. ' — R existe para todo u € E;

€ E' para todo u € E;

i)

Entao, I € C'(E,R) com

Demonstracao. Veja [32]. W



Apéndice C
Os espacos de Sobolev

Nessa apéndice, enunciaremos conceitos importantes e alguns teoremas classicos
sobre os espacos de Sobolev. Para uma leitura geral sobre este tema indicamos o livro
Adams [1].

Sejam © C RY um conjunto aberto, u : Q — R uma func¢ao mensuravel com rela-
¢do a medida de Lebegue, a = (ay,...,a,), 8= (B1,...,0,) €NV ez = (21,...,2,) €

RY. Definimos
i) ol =01+ ... 4 apy;
i) 2% =2"... -z
i) al = aq!. .oyl
iv) a < [ sempre que o; < f3; para todo i =1,2,...,n.

Posto isto, definimos o operador diferencial D por

olal

= aalxlaa2x2 P aanxn ’

DO{

Definigao C.1 Para 1 < p < 400 e m € N, definimos por W™P(Q) o sequinte
subcongunto de LP ()

WmP(Q) ={u € LP(Q) : D € LP(Q) para 0 < |a] < m}.

O conjunto W™P(Q) € dito espago de Sobolev.
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Em W™P(Q) vamos considerar a seguinte norma

lellmp = D 1D ullo@)y0)-

lal<m

Teorema C.2 (W"™P(Q),||-||mp) € um espago vetorial normado. Além disso, o mesmo

€ um espaco de Banach.

Demonstracao. Veja [1, Theorem 3.3] W

Em particular, no caso em que m =1 e p = 2 denotaremos
HY(Q) = WH(Q).

Entretanto, vamos considerar a seguinte norma usual em H'({2)

2
||u||H1(Q) = </ |Vu|2d$+/ |'U|2dx) RS Hl(Q)
Q Q

Verifica-se que a mesma ¢ equivalente a norma || - |1 2. Tal espaco é de Hilbert com o

produto interno

(u, v) g1(0) :/VUVde+/uvdx, u,v € HY(Q).
Q Q

Em contrapartida, definimos o espaco

el
Hy(Q) = Cge(Q) @

ull = (/ |Vu|2dx> .
Q

Teorema C.3 Sejam Q C RN um dominio limitado, m € N e 1 < p < oo. FEntdo,
C>(2) é denso em W™P(Q).

com a norma

Demonstracao. Veja [1, Theorem 3.22] W
Um resultado importante sobre regularidade de solucoes fracas é o seguinte re-

sultado.

Teorema C.4 Seja 2 = R x D sendo D um aberto limitado do RN com fronteira
suave. Sejam f € L*(Q) eu € HY(Q) ( ou u € H}(Q)) satisfazendo

/ VuVudxdy = / fodzdy, Vv e HY(Q) (ou Vv € Hy(R)).
Q Q
Entao, u € H*(Q).

Demonstragao. A prova é analoga a demonstragao encontrada em [10, Theorem 9.25]

(sendo semelhante ao caso do RY). W
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C.1 Imersoes

Nesta secao, trataremos das imersoes de Sobolev. Em particular, abordaremos

as imersoes sobre dominios que satisfazem a propriedade do cone.

Definicao C.5 Sejam (X, ||'||x) e (Y, ||-|ly) espagos normados. Diremos que (X, ||| x)

estd imerso continuamente em (Y, || - ||y) quando:
a) X é um subespago vetorial de Y,
b) A aplicacao identidade I : (X, |- |x) = (Y| - lly) € continua.

Além disso, diremos que (X, | - ||x) estd imerso compactamente em (Y,|| - |ly) quando

vale a) e

¢) A aplicacao identidade I : (X, - ||x) = (Y| - |ly) € compacta.
De acordo com (B.1),
LP(Q) — L7(§2) continuamente com 1< ¢ <p < +o0. (C.1)

Como toda aplicacao linear compacta é continua segue que toda imersao compacta é
continua.
Os seguintes resultados sobre imersoes sao importantissimos para o estudo de

EDP Elipticas quando se trata do uso da ferramenta Método Variacionais.

Definigao C.6 (A condigdo do cone) Dizemos que um dominio Q C RY satisfaz a
propriedade do cone se existe um cone finito C tal que para cada x € ) seja o vértice
de um cone finito C, contido em € e congruente a C. Observe que C, nao precisa ser

obtido de C por uma translacao paralela, mas simplesmente por movimento rigido.
Consideremos os seguintes teoremas de imersoes sobre dominios que satisfazem a
propriedade do cone.

Teorema C.7 Sejam 2 um dominio satisfazendo a propriedade do cone, m € N e

1 < p < oo, Entao temos as sequintes 1mersoes continuas:
a) Se mp > N, entio

WmP(Q) < LYQ) para p < q < o0;

b) Se mp =N, entao

W™mP(Q) — LYQ) para p < q < oo;
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c) Se mp < N, entdo

W™P(Q) = LU(Q) para p < q < Np/(N —mp).

Demonstracao. Veja [1, Theorem 4.12] W

Teorema C.8 (Rellich-Kondrachov) Sejam Q um aberto limitado do RN satisfa-
zendo a propriedade do cone de fronteira suave e 1 < p < oo. FEntao, as sequintes

1MErsoes sao compactas:
a) WHP(Q) = LP(Q), 1 < ¢ < 7B sep <n;
b) WP(Q) — LP(Q), 1 < g <oosep=n;

c) WP (Q) — C(Q) se p > n.

Demonstragao. Veja |1, Theorem 6.3]. W

E relacao ao Teorema C.7, segue que se N > 3 a seguinte imersao é continua
HY(Q) — L¥(Q).

No entanto, em conformidade com o Teorema de Rellich-Kondrachov a seguinte imersao
é compacta

WhP(Q) — LP(Q), V1< p < 0.

Em particular,

HY(Q) — L*(Q). (C.2)

Por fim, como composicao de uma aplicacao linear continua com uma aplicacao linear
compacta é compacta (veja, por exemplo |9, Proposicao 7.2.6]), temos por (C.1) e (C.2)
que

H*(Q) — L'(Q) compactamente. (C.3)

Definicao C.9 Seja (E, || - ||) um espa¢o normado. Um funcional I : E — R U {oco}
é dito semicontinuo inferiormente quando para toda sequéncia (u,) em E com

U, — u em E tivermos que

I(u) < liminf I(u,). (C.4)

n—o0
Dizemos que I é fracamente semicontinuo inferiormente quando u, — u em E

implica em (C.4).
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Um primeiro exemplo de um funcional fracamente semicontinuo inferiormente é

a norma de um espago normado. Para outro exemplo, notemos o préoximo resultado.

Teorema C.10 Sejam Q C RN um dominio limitado que satisfaz a propriedade do
cone e f: QxR —= R uma funcao de Carathéodory satisfazendo a condi¢ao de cresci-

mento
|f(x,t)] < A+ BJt]?,

comAAB>0e0<p<(N+2)/(N—-2)seN>30u0<p<+ooseN=12.

Entao, sendo
F(x,t) = /tf(;lr, s)ds
o funcional i
I(u) = /Q (%\VUlQ — F(:z:,u)) dr, ue€ H'(Q)

€ fracamente semicontinuo inferiormente.

Demonstragao. Vamos considerar os funcionais

o) = el e V) = [ Flauds

Partimos inicialmente para a prova de que o funciona 1 é fracamente semicontinuo
inferiormente para o caso em que N > 3. Pelo Teorema C.8,

N +2
N -2

H'(Q) — LYQ) compactamente V1< q<
Dai, se (u,) ¢ uma sequéncia em H'(2) tal que u, — v em H'(Q) entao
u, > u em LY(Q).

Consequentemente, do Teorema B.11 concluimos

F(u,) — F(-,u) em LY?P(Q).
Desde que Q é limitado segue que L/P(Q) C L'(2) e assim

F(-up) — F(,u) em LYQ).
Portanto,

lim 4(un) = ¢ (u)

n—o0

sempre que u, — u em H'(Q). Logo, ¥ é fracamente semicontinuo inferiormente.
Por outro lado, como a norma ¢é fracamente semicontinuo inferiormente segue que o
funcional ¢ também o é. Verifica-se que soma de funcionais fracamente semicontinuos

inferiormente também o é. O caso N = 1,2 é anélogo. Isto conclui a prova. H
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Teorema C.11 Sejam  um dominio limitado, m um inteiro nao negativo e 0 < a <

1. Entao existe a sequinte imersao compacta:
C™*(Q) — C™(Q).
Demonstracao. Ver |1, Theorem 1.34] W

Definigao C.12 (Operadores de extensao) Seja Q um dominio em RY. Para m
e p dados, um operador linear E de W™P(Q) em W™P(RY) é chamado de (m,p)-
operador de extensdo simples para Q) se existe a constante K = K(m,p) tal que

para cada u as sequintes condigoes sao vdlidas:
(i) Eu(x)=u(zx) ¢.t.p em Q;
(i1) 112 lymoiey < KN wmsce.

Teorema C.13 Seja Q um dominio limitado em RN com fronteira suave. Suponhamos

que existe um (m,p)-operador de extensao simples para 2 e que mp < n ep < q <

*

p* = (N —1)p/(N —mp). Entao, vale a sequinte imersao continua
WmP(Q) — L1(09).
Se mp = n, entao a imersao acima € vdlida para p < q < 0.
Demonstracao. Ver |1, Theorem 5.36] W
Em particular, se € é um dominio limitado em RY, N > 2, com fronteira suave

entao

HY(Q) — L*(09).
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