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Resumo

Neste trabalho de dissertação usamos métodos variacionais para estudar a exis-

tência de soluções heteroclínicas para algumas classes de problemas elípticos em faixas

in�nitas do R2 ou cilindros in�nitos do RN com N maior do que ou igual a 3.

Palavras Chave: Soluções Heteroclínicas, Métodos Variacionais, Espaços de Sobolev.
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Abstract

In this dissertation work, we use variational methods to study the existence of

heteroclinic solutions for some classes of elliptic problem in in�nite strip of R2 or in�nite

cylinders of RN with N greater than or equal to 3.

Keywords: Heteroclinic Solutions, Variational Methods, Sobolev Spaces.
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Notaçõs e Simbologias

• N, Z, e R denotam o conjunto dos números naturais, inteiros e rais, respectiva-

mente;

• RN denota o espaço euclidiano N -dimensional usual;

• |A| sugere a medida de Lebesgue do conjunto mensurável A ⊂ RN ;

• ∇u =

(
∂u

∂x1

, . . . ,
∂u

∂xN

)
retrata o gradiente de u;

• ‖∇u‖L2(Ω) = ‖|∇u|‖L2(Ω);

• q.t.p signi�ca em quase toda parte;

• ∆u =
N∑
i=1

∂2u

∂x2
i

denota o laplaciano de u;

• → simboliza a convergência forte em espaços vetoriais normados;

• ⇀ simboliza a convergência fraca em espaços vetoriais normados;

• ∂u

∂η
designa a derivada normal exterior de u na direção η;

• on(1) representa uma sequência de números reais que converge para 0 quando

n→∞;

• E ′ é o espaço dual do espaço normado E;

• gu é a derivada da função g(x, y, u) com relação a variável u;

• supt ϕ designa o suporte da função ϕ;

• ↪→ simboliza imersão contínua;
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• 2∗ =
2N

N − 2
denota o expoente crítico de Sobolev;

• C1(X,R) é o espaço das funções continuamente diferenciáveis em X;

• C∞(X) é o espaço das funções in�nitamente diferenciáveis em X;

• C∞0 (X) designa o espaço das funções in�nitamente diferenciáveis com suporte

compacto em X;

• � signi�ca o �m de uma demonstração;

• (E, ‖ · ‖E) representa o espaço vetorial E munido da norma ‖ · ‖E;

• ∂Ω denota a fronteira do conjunto Ω;

• Cm,α(Ω) é o espaço de todas as funções reais m vezes diferenciáveis cujas as

derivadas de ordem m são Hölder contínuas com expoente 0 ≤ α ≤ 1;

• K ⊂⊂ Ω signi�ca que K está compactamente contido em Ω;

• L2
loc

(Ω) =

{
u : Ω→ R mensurável;

∫
K

|u|2dx <∞ para qualquer K ⊂⊂ Ω

}
;

• L∞
loc

(Ω) = {u : Ω→ R mensurável;u é limitada q.t.p em K para todo K ⊂⊂ Ω};

• |α| = α1 + . . .+ αn sempre que α = (α1, . . . , αn) ∈ Nn;

• Dα =
∂|α|

∂α1x1∂α2x2 · · · ∂αnxn
;

• H1
loc

(Ω) = {u ∈ L2
loc

(Ω);Dαu ∈ L2
loc

(Ω) para 0 ≤ |α| ≤ m};

• ∂I(u)

∂(v)
denota a derivada de Gâteaux de I em u na direção v.
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Introdução

Equações diferenciais talvez seja o ramo da matemática que tem maior proximi-

dade e interações com outras áreas das ciências, desde sua origem. O desenvolvimento

desta teoria constitui-se em um dos melhores exemplos da interação bem-sucedida en-

tre a Matemática e a Ciência em geral, o que tem se con�rmado progressivamente

com a Física, Química, Biologia, Economia e Engenharia. Esta interação surge natu-

ralmente através dos modelos matemáticos que consiste na interpretação simpli�cada

de um fenômeno físico segundo uma estrutura de conceitos mentais ou experimentais.

Para leitores interessados na leitura de Equações Diferenciais sob um ponto de vista

da Física Matemática, recomendamos a leitura Rodney e Wilson [8].

Problemas envolvendo o cálculo de máximos e mínimos têm uma história antiga

em Matemática e o seu estudo através dos tempos resultou em uma extensa teoria

com implicações em diversas áreas do conhecimento. A origem do princípio físico de

mínimo energia para situações de equilíbrio data pelo menos do século XV II pois, nos

trabalhos de E. Torricelli já está presente o postulado de que um sistema de corpos

sob ação da gravidade será estável se o seu centro de gravidade ocupar a posição mais

baixa possível. Neste caso, o que se requer é a minimização da energia potencial do

sistema. Inspirado no trabalho de Joseph Louis Lagrange sobre Mecânica de Partículas,

o matemático Lejeune Dirichlet desenvolveu um método de grande generalidade para o

estudo das equações diferenciais parciais que foi denominado por Princípio de Dirichlet.

O Princípio de Dirichlet deu origem a uma parte indispensável da teoria contem-

porânea das equações diferenciais parciais e in�uenciou decisivamente os caminhos da

Matemática, do �nal do século XIX até hoje. Este princípio, causou umas das grandes

polêmicas da Matemática no século XIX e foi consagrado pelo matemático David Hil-
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bert em 1899 ao utilizar esse método para provar a existência de solução do problema

de Dirichlet. Para maiores detalhes sobre o aspecto histórico consulte Courant [13].

Para uma interpretação física deste princípio veja [8, Seção 7.3].

Durante todo o texto usaremos técnicas de Métodos Variacionais como a prin-

cipal ferramenta para determinar solução heteroclínica. Figueiredo [15] menciona que

Métodos Variacionais são, hoje em dia, uma das principais ferramentas utilizadas para

atacar problemas na Teoria das Equações Diferenciais. A ideia central desta ferramenta

consiste na obtenção de pontos críticos para um funcional (função tomando valores re-

ais) que são equivalentes, em um certo sentido, a soluções de uma equação diferencial.

Em particular, investigamos a obtenção de pontos mínimos globais para funcionais as-

sociados a problemas elípticos semilineares. Para uma primeira leitura, na referência

[15] o leitor pode encontrar uma motivação do estudo de método variacional junta-

mente com algumas técnicas para obtenção de pontos críticos. Já para uma leitura

aprofundada recomendamos as referências [12], [20], [27] e [32]. Sugerimos também a

leitura da obra [31] devido a Struwe, pois a mesma apresenta uma introdução concisa

aos métodos variacionais e apresenta uma visão geral das áreas de pesquisa atual no

campo. Além dessas considerações mais signi�cativas, o livro possui uma valiosa bibli-

ogra�a que contém 500 referências. Um outro fator importante é que o mesmo contém

muitos resultados importantes que, de certa forma, seriam difíceis de encontrar em

um único local. Na literatura, também existem trabalhos sobre existência de solução

heteroclínica usando outras ferramentas. Por exemplo, em [24], Marcelli e Papalini

empregam técnicas de Métodos de Ponto Fixo.

A presente dissertação estuda a existência de solução clássica do tipo heteroclínica

para certas classes de equações diferenciais parciais (EDP) elípticas semilineares da

forma

∆u = f(x, y, u) em Ω (1)

satisfazendo a condição de contorno de Neumann

∂u

∂η
(x, y) = 0 sobre ∂Ω

ou a condição de fronteira de Dirichlet

u(x, y) = 0 sobre ∂Ω,
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onde Ω = R × D, D é um domínio limitado com fronteira suave em RN−1 e f uma

função de R × D × R em R de classe C1 com certas propriedades. Essencialmente,

uma solução do tipo heteroclínica é da seguinte forma: suponhamos que a equação (1)

possua no mínimo duas soluções clássicas distintas u e v satisfazendo uma determinada

condição de contorno. Uma solução clássica U da equação (1) satisfazendo a mesma

condição de fronteira é dita Heteroclínica que conecta duas funções u e v se

U(x, ·)→ u quando x→ −∞ uniformemente em y ∈ D

e

U(x, ·)→ v quando x→ +∞ uniformemente em y ∈ D.

A existência de solução heteroclínica recebeu uma atenção especial nos últimos

anos, porque esse tipo de solução aparece em muitos modelos matemáticos associados

a problemas que aparecem em Mecânica, Química e Biologia. Marcelli e Papalini em

[24] mencionam que o estudo sobre solução heteroclínica é motivada em vários aspectos

biológicos, físicos e modelos químicos, como transição de fase, processos físicos nos quais

a variável transita de um equilíbrio instável para um estável, ou propagação frontal em

equações de reação-difusão.

Embora o foco do nosso trabalho seja dissertar sobre a existência de soluções

heteroclínicas para algumas classes de equações diferenciais parciais, também existem

trabalhos sobre o mesmo tema em equações diferenciais ordinárias. Por exemplo, ao

considerar equações do tipo

x′′ = f(t, x), (2)

é de grande importância investigar trajetórias (soluções de (2)) que conectam equilí-

brios (soluções constantes de (2)) desta equação. Quando a trajetória x conecta dois

equilíbrios distintos p e q de (2), a mesma é chamada de trajetória heteroclínica (ou

solução heteroclínica). Neste caso, pode-se ter

lim
t→−∞

x(t) = p e lim
t→+∞

x(t) = q.

Alves em [3] usa Método Variacional para provar a existência de solução heteroclínica

para uma equação diferencial de segunda ordem da forma

x′′(t) = a(εt)V ′(x(t)), t ∈ R, (3)
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x(t)→ −1 quando t→ −∞, x(t)→ 1 quando t→ +∞, (4)

onde ε > 0 é um parâmetro positivo e V : R→ R é uma função veri�cando:

(V1) V ∈ C2(R,R);

(V2) V (t) ≥ 0 para todo t ∈ R e V (±1) = 0;

(V3) V (t) > 0 para todo t ∈ (−1, 1);

(V4) V ′′(±1) > 0,

e a : R → R é uma função contínua limitada satisfazendo algumas condições. Por

exemplo, a pode ser uma função pertencente a L∞(R) e

lim inf
|t|→∞

a(t) = a∞ > inf
t∈R

a(t) = a(0) > 0.

Gavioli [17] estudou a existência de solução heteroclínica de (3) e (4) supondo que

existem 0 < l < L cumprindo

l ≤ a(t) ≤ L, ∀t ∈ R,

a(t)→ L quando |t| → ∞,

e L/l é adequadamente limitada por cima. Rabinowitz [25] estabeleceu a existência

de soluções heteroclínicas para um par de órbitas periódicas para a seguinte classe de

sistemas Hamiltonianos

u′′(t) +Wu(t, u(t)) = f(t),

onde f ∈ C(R,RN), f é 1-periódica em x ∈ R,

[f ] =

∫ 1

0

f(t)dt = 0,

W ∈ C2(R× RN ,R) e 1 periódica em R× RN . Para o leitor interessado em dimensão

1 também recomendamos outras referências [18], [24] e [26].

Um dos trabalhos pioneiro sobre a existência de solução heteroclínica para equa-

ções diferenciais parciais usando Métodos Variacionais é devido a Rabinowitz, em [29],

o qual foi motivado por alguns trabalhos sobre soluções heteroclínicas de sistemas

hamiltonianos reversíveis no caso em dimensão 1. Especi�camente, o mesmo foi inspi-

rado pelos trabalhos [25] e [26]. Byeon, Montechiari e Rabinowitz [11] estabeleceram a
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existência de soluções heteroclínicas para uma classe de sistemas elípticos semilineares

sobre domínio cilíndrico. O sistema considerado é da forma

∆u+ Vu(x, y, u) = 0 em Ω (5)

cumprindo a condição de contorno

∂u

∂η
= 0 sobre Ω, (6)

onde Ω = R × D, D um conjunto aberto limitado do RN−1 com fronteira suave,

u : Ω→ Rm e com as seguintes condições no potencial V :

(V1) V ∈ C1(Ω× Rm) e V (x, y, u) é 1-periódica em x;

(V2) Existem pontos a− 6= a+ tais que V (x, y, a±) = 0 para todo (x, y) ∈ Ω e V (x, y) >

0 caso contrário;

(V3) Existe uma constante V > 0 tal que

lim inf
|u|−→+∞

V (x, y, u) ≥ V uniformemente em x ∈ Ω;

(V4) Para N ≥ 2, existem constantes A,B > 0 tais que

|Vu(x, y, u)| ≤ A+B|u|p,

no qual 1 < p < N+2
N−2

sempre que N ≥ 3 e não há restrição de crescimento

superior em p se N = 2.

Nessas condições, os autores provaram a existência de uma solução clássica U de (5) e

(6) tal que

lim
x→+∞

U(x, y) = a+ unifomemente para y ∈ D

e

lim
x→−∞

U(x, y) = a− unifomemente para y ∈ D.

Um trabalho bastante interessante de existência de solução heteroclínica no R2 todo é

encontrado Alessio, Gui e Montecchiari [2], pois o mesmo mostram a existência e o com-

portamento assintótico de uma solução do tipo sela. Mais precisamente, determinam
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a existência de solução clássica v do problema
−∆u+ a(x, y)W ′(u) = 0 em R2,

u(x, y) = u(x, y + 1) (x, y) ∈ R2

lim
x→±∞

u(x, y) = ±1, uniformemente em y ∈ R,

onde W : R → R é um potencial de Ginzburg-Landau. Os potenciais de Ginzburg-

Landau aparece frequentemente em modelos físicos. Por exemplo, os mesmos são mo-

delos mais simples que correspondem a uma mostra de supercondutividade. Para a

função a : R2 → R pedimos que seja contínua, par, periódica e estritamente posi-

tiva. Posto isto, os autores determinam uma solução clássica U do tipo sela, isto é,

estabelecem uma função U(x, y) que é estritamente positiva no primeiro quadrante de

R2,

U(x, y) = −U(−x, y) = −U(x,−y), U(x, y) = U(y, x) em R2

e

‖U − v‖L∞(R×[j,j+1]) → 0 quando j → +∞.

Existem trabalhos sobre a existência de soluções heteroclínicas no caso em que

o operador diferencial é não local. Por exemplo, no caso do operador laplaciano fra-

cionário, no artigo [5], Alves, Ambrosio e Torres Ledesma mostraram a existência de

solução heteroclínica para o problema não local do tipo (−∆)αu+ a(εx)V ′(u) = 0, x ∈ R,

lim
x→−∞

u(x) = −1 e lim
x→+∞

u(x) = 1,

em que α ∈ (1/2, 1) e as funções V e a de�nidas de R em R satisfazem algumas

condições técnicas. Por exemplo, neste mesmo trabalho V é um potencial de Ginzburg-

Landau e a função a satisfazendo certas propriedades.

No Capítulo 1, baseado no trabalho de Rabinowitz [29] estudamos a existência

de solução do tipo heteroclínica para o seguinte problema elíptico semilinear
−∆u = g(x, y, u), em Ω
∂u

∂η
(x, y) = 0, sobre ∂Ω,

(P1)

onde a função g satisfaz as seguintes condições

(g1) g ∈ C1(Ω× R,R);
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(g2) g(x, y, t) é par e 1- periódica em x;

(g3) G(x, y, t) é 1-periódica em t, no qual

G(x, y, t) =

∫ t

0

g(x, y, s)ds.

Na Subseção 1.1.1, nosso objetivo é o estudo da existência de solução periódica do

problema (P1). Em seguida, mostremos que a classe das funções g que satisfazem (g1)-

(g3) que possuem o conjunto M das soluções periódicas de (P1) formados por pontos

isolados é não vazia. Por isso, consideramos a seguinte hipótese:

(M) O conjunto M consiste de pontos isolados.

Diante disto, temos o seguinte resultado principal desta seção.

Teorema 0.1 Seja a função g satisfazendo (g1) − (g3) e (M). Então, existe uma

solução clássica do tipo heteroclínica para o problema (P1).

Na Seção 1.2, baseando-se nos argumentos variacionais da primeira seção, dedicamos ao

estudo da existência de solução periódica e consequentemente de solução heteroclínica

para o problema  −∆u = g(x, y, u), em Ω

u(x, y) = 0, sobre ∂Ω.
(P2).

O seguinte resultado é o principal da Seção 1.2.

Teorema 0.2 Seja a função g satisfazendo (g1) − (g3) e (M). Então, existe uma

solução clássica do tipo heteroclínica para o problema (P2).

Na Seção 1.3, apresentamos resultados análogos aos Teoremas 0.1 e 0.2 com algumas

modi�cações nas hipóteses da função g. Em particular, um dos resultados é conside-

rando g uma função que satisfaz (g1)− (g2) e as condições:

(g4) (crescimento de Sobolev) Existem constantes A,B ≥ 0 e p ∈ [1, N+2
N−2

) se N ≥ 3

e p ∈ [1,+∞) se N = 2 tais que

|g(x, y, t)| ≤ A+B|t|p, ∀(x, y, t) ∈ Ω× R;

(g5) G(x, y, t) ≤ 0 e o conjunto F = {t ∈ R | G(x, y, t) = 0} é �nito de cardinalidade

no mínimo 2;
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(g6) Existem β > 0 e R ≥ 0 tais que

|G(x, y, t)| ≥ β|t|2, para |t| ≥ R.

Nessas condições, temos os seguintes resultados.

Teorema 0.3 Supondo que g satisfaz (g1), (g2) e (g4) − (g6) então o problema (P1)

possui uma solução clássica do tipo heteroclínica.

Teorema 0.4 Supondo que g satisfaz (g1), (g2) e (g4) − (g6) então o problema (P2)

possui uma solução clássica do tipo heteroclínica.

O Capítulo 2 foi baseado no estudo feito por Alves em [4], onde o mesmo foi

motivado pelos trabalhos de [29] e [11]. Investigamos a existência de solução heteroclí-

nica para a equação diferencial elíptica semilinear em que o termo da não linearidade

é não periódico. Especi�camente, consideramos a equação

−∆u+ A(εx, y)V ′(u) = 0 em Ω (7)

com a condição de contorno

∂u

∂η
(x, y) = 0 sobre ∂Ω, (8)

onde Ω = R×D é um cilindro in�nito de RN se N > 2 ou uma faixa in�nita se N = 2.

As hipóteses para a função V : R→ R são as seguintes:

Condição em V :

(V1) V ∈ C2(R,R);

(V2) V (−1) = V (1) = 0;

(V3) V (t) > 0 para todo t ∈ R \ {−1, 1}.

Funções que satisfazem as condições (V1)−(V3) são os potenciais de Ginszburg-Landau.

Por exemplo, V (t) = (t2 − 1)2.

As seguintes condições para a função A : Ω→ R são consideradas:

Condição em A:

A função A é de classe C1 e pertence a uma das seguintes classes:

Classe 1:(A é assintótica no in�nito a uma função periódica)

Existe uma função Ap : Ω→ R de classe C1 e 1-periódica em x tal que
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(A1) |A(x, y)− Ap(x, y)| → 0 quando |(x, y)| → ∞;

(A2) 0 < A0 = inf
Ω
A(x, y) ≤ A(x, y) < Ap(x, y) ∀(x, y) ∈ Ω.

Classe 2:(Condição de Rabinowitz)

(A3) 0 < inf
Ω
A(x, y) ≤ sup

y∈D
A(0, y) < lim inf

|(x,y)|→∞
A(x, y) = A∞ <∞.

Na Seção 2.1 apresentamos algumas notações, simbologias e resultados prelimi-

nares para as seções subsequentes. Já a seção 2.2 é dedicada ao problema (7) e (8)

no caso em que a função A pertence a Classe 1. O resultado principal desta seção é o

seguinte:

Teorema 0.5 Assume (V1)-(V3), ε = 1 e que A pertence a Classe 1. Então, o problema

(7) e (8) possui uma solução heteroclínica de 1 a -1.

Na Seção 2.3, consideramos o problema (7) e (8) supondo que A satisfaz a condição de

Rabinowitz para provar o seguinte resultado.

Teorema 0.6 Assume (V1)-(V3) e que A pertence a Classe 2. Então, existe um ε0 > 0

tal que o problema (7) e (8) possui uma solução heteroclínica de 1 a -1 para todo

ε ∈ (0, ε0).

No Apêndice A o leitor encontrará o que será necessário sobre o Princípio da

Continuação Única no qual é destacado uma aplicação que será fundamental para o

desenvolvimento do Capítulo 1.

O Apêndice B é um resumo do que se necessita de Análise do RN , Espaços de

Lebesgue e Análise Funcional. Tais resultados são cruciais para uma boa compreensão

dos Capítulos 1 e 2.

Conceitos importantes e alguns teoremas demandam conhecimento de Espaços

de Sobolev, no nível e na extensão do que se encontra no Apêndice C. Em relação

à espaços de Sobolev, o leitor deve dominar resultados de imersões para estudar os

Capítulos 1 e 2.

É importante ressaltar neste momento que não adentramos em detalhes sobre

resultados de regularidade presente aqui no texto pois os mesmos demandam de conhe-

cimentos mais avançados de Espaços de Sobolev e Equações Diferenciais Parciais, por

exemplo. Isto foge totalmente do objetivo da dissertação. Para este �m recomendamos

as leituras [11], [10] e [19].



Capítulo 1

Existência de solução heteroclínica

para o caso periódico

Neste capítulo, estudaremos inicialmente a existência de soluções periódicas para

duas classes de problemas elípticos semilineares, para então determinar uma família

M de soluções periódicas correspondente ao problema elíptico em questão. Em se-

guida, usaremos técnicas de minimizações para mostrar a existência de soluções do

tipo heteroclínica que conecta duas soluções distintas em M .

1.1 Existência de solução para o caso de Neumann

Nesta seção, faremos o estudo da existência de soluções periódicas para um pro-

blema elíptico semilinear onde o operador diferencial em questão é o laplaciano satis-

fazendo a condição de contorno de Neumann.

1.1.1 Solução periódica

Para N ≥ 2 vamos sempre assumir que D é um domínio limitado em RN−1, isto é,

um conjunto aberto, conexo e limitado em RN−1, com fronteira ∂D suave1 e Ω = R×D

um cilindro in�nito se N > 2 ou uma faixa in�nita se N = 2. Neste caso, notemos

que ∂Ω = R × ∂D. Denotaremos os pontos de Ω por (x, y) no qual x ∈ R e y ∈ D.

1Veja a de�nição em [10, Section 9.6].
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Suponhamos que g é uma função de�nida em Ω×R tomando valores em R que satisfaz

as seguintes condições:

(g1) g ∈ C1(Ω× R,R);

(g2) g(x, y, t) é par e 1- periódica em x, isto é,

g(x, y, t) = g(−x, y, t) e g(x, y, t) = g(x+ 1, y, t), ∀(x, y, t) ∈ Ω× R;

(g3) G(x, y, t) é 1-periódica em t, em que

G(x, y, t) =

∫ t

0

g(x, y, s)ds.

Observação 1.1 (i) Uma função que satisfaz as condições acima é g : Ω× R→ R
de�nido por

g(x, y, t) = cos(2πx) sin(2πt).

(ii) Não é importante que os períodos de g em x e de G em t sejam os mesmos. Essa

suposição é apenas para conveniência notacional.

(iii) Se N = 1, o trabalho se reduz ao estudo de equações diferenciais ordinárias em x.

Para o estudo de soluções heteroclínicas para este caso recomendamos a leitura

da dissertação [14].

De acordo com (g2) temos que G é par e 1- periódica em x pois

G(x, y, t) =

∫ t

0

g(x, y, s)ds =

∫ t

0

g(−x, y, s)ds = G(−x, y, t)

e

G(x, y, t) =

∫ t

0

g(x, y, s)ds =

∫ t

0

g(x+ 1, y, s)ds = G(x+ 1, y, t),

respectivamente.

Inicialmente, estudaremos a existência de soluções periódicas para o seguinte

problema elíptico semilinear


−∆u = g(x, y, u), em Ω
∂u

∂η
(x, y) = 0, sobre ∂Ω.

(P2)

Para isto, vamos considerar Ω1 = [0, 1]×D e

E1 = {u : Ω→ R | u ∈ H1(Ω1) e u é 1- periódica em x}.



25

Notemos que Ω1 satisfaz a propriedade do cone (veja De�nição C.6 do Apêndice C) e

que E1 6= ∅ pois as funções constantes estão em E1. Veri�ca-se sem di�culdade que E1

é um espaço vetorial. Além disso, podemos identi�car E1 como um subespaço vetorial

de H1(Ω1). Posto isto, vamos munir E1 com a norma usual de H1(Ω1) dada por

‖u‖H1(Ω1) =

(∫
Ω1

|∇u|2dxdy +

∫
Ω1

|u|2dxdy
) 1

2

, u ∈ E1.

A�rmação 1.1 (E1, ‖ · ‖H1(Ω1)) é de Banach.

Seja (un) uma sequência de Cauchy em E1. Então, (un) também é uma sequência de

Cauchy em H1(Ω1). Daí, como H1(Ω1) é um espaço de Banach existe u ∈ H1(Ω1) tal

que (un) converge para u em H1(Ω1). Sendo assim, como

‖un − um‖2
H1([0,2]×D) = 2‖un − um‖2

H1(Ω1), ∀n,m ∈ N,

temos que (un) é de Cauchy em H1([0, 2]×D). Logo, existe v ∈ H1([0, 2]×D) tal que

un → v em H1([0, 2]×D) quando n→∞.

Por unicidade de limite, u = v em Ω1. No entanto, pelo Teorema de Vainberg (veja o

Teorema B.9 do Apêndice B) segue que a menos de subsequência

un(x, y)→ v(x, y) q.t.p em Ω1.

Assim,

un(x+ 1, y)→ v(x+ 1, y) q.t.p em Ω1.

Consequentemente, como un(x+ 1, y) = un(x, y),

v(x+ 1, y) = v(x, y) em Ω1,

isto é, v é 1-periódica em x. Portanto, u é 1-periódica em x. Logo, (E1, ‖ · ‖H1(Ω1)) é

de Banach.

Para cada u ∈ H1(Ω1), de�nimos o funcional

I1(u) =

∫
Ω1

(
1

2
|∇u|2 −G(x, y, u)

)
dxdy.

Uma propriedade deste funcional que será bastante útil no decorrer deste trabalho é

que

I1(u+ k) = I1(u), ∀u ∈ E1 e ∀k ∈ Z. (1.1)



26

De fato, como G é 1-periódica em t segue que k ∈ Z também é um período para G em

t, isto é,

G(x, y, t) = G(x+ k, y, t), ∀(x, y, t) ∈ Ω× R.

Por conseguinte,

I1(u+ k) =

∫
Ω1

(
1

2
|∇(u+ k)|2 −G(x, y, u+ k)

)
dxdy

=

∫
Ω1

(
1

2
|∇u|2 −G(x, y, u)

)
dxdy

= I1(u).

Vamos demonstrar o seguinte lema.

Lema 1.1 Sejam O ⊂ RN um domínio limitado que satisfaz a propriedade do cone

e f : O × R → R uma função de Carathéodory (veja De�nição B.10 do Apêndice B)

satisfazendo a condição de crescimento

|f(x, t)| ≤ A+B|t|p,

com A,B > 0 e 0 ≤ p < (N + 2)/(N − 2) se N ≥ 3 ou 0 ≤ p < +∞ se N = 1, 2.

Então, sendo

F (x, t) =

∫ t

0

f(x, s)ds

o funcional

I(u) =

∫
O

(
1

2
|∇u|2 − F (x, u)

)
dx, u ∈ H1(O),

está bem de�nido e I ∈ C1(H1(O),R) com

I ′(u)v =

∫
O

(∇u∇v − f(x, u)v) dx, ∀u, v ∈ H1(O).

Demonstração. Vamos dividir a prova em duas etapas.

1o etapa: Inicialmente de�nimos o funcional ψ : H1(O)→ R dado por

ψ(u) =

∫
O
F (x, u)dx.

Vamos mostrar que ψ ∈ C1(H1(O),R) com

ψ′(u)(v) =

∫
O
f(x, u)vdx, ∀v ∈ H1(O).

De fato, notemos primeiramente que ψ está bem de�nida, pois F (·, u(·)) é mensurável

para u ∈ H1(O) uma vez que f é de Carathéodory. Além disso, veri�ca-se que existem

constantes C1, C2 > 0 tais que

|F (x, t)| ≤ C1 + C2|t|p+1, ∀t ∈ R.
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Vamos agora calcular ∂ψ(u)/∂v para todo u, v ∈ H1(O) no caso em que N ≥ 3. Então,

∂ψ(u)

∂v
= lim

t→0

ψ(u+ tv)− tψ(u)

t

= lim
t→0

∫
O

[
F (x, u+ tv)− F (x, u)

t

]
dx.

De�nimos

ht(x) =
F (x, u+ tv)− F (x, u)

t
.

Pelo Teorema de Valor Médio (veja Teorema B.1 do Apêndice B), existe θ(x) ∈

[u(x), u(x) + tv(x)] ou θ(x) ∈ [u(x) + tv(x), u(x)] tal que

ht(x) = f(x, θ(x))v(x).

Posto isto, veri�ca-se que existem constantes A1, B1 > 0 tais que

|ht(x)| = |f(x, θ(x))v(x)|

≤
(
A1 +B1|θ(x)|

N+2
N−2

)
|v(x)|.

Agora, como |θ(x)| ≤ 2|u(x)|+ |v(x)| para todo t ∈ [0, 1] segue que existem contantes

A2, A3, A4 > 0 satisfazendo

|ht(x)| ≤ A2|v(x)|+ A3|u(x)|
N+2
N−2 + A4|v(x)|2∗ .

Consequentemente, ht ∈ L1(O). Por outro lado, como

ht(x)→ f(x, u(x))v(x) quando t→ 0,

podemos usar o Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue (veja Teorema B.7

do Apêndice B) para concluir∫
O
ht(x)dx→

∫
O
f(x, u(x))v(x)dx quando t→ 0.

Dessa forma, por unicidade de limite

∂ψ(u)

∂v
=

∫
O
f(x, u(x))v(x)dx. (1.2)

Portanto, ∂ψ(u)/∂(·) : H1(O)→ R existe para todo u ∈ H1(O). Para cada u ∈ H1(O)

veri�ca-se que ∂ψ(u)/∂(·) é linear. Além disso, para v ∈ H1(O) com ‖v‖H1(O) ≤ 1,∣∣∣∣∂ψ(u)

∂v

∣∣∣∣ ≤ ∫
O
|f(x, u)||v|dx

≤
∫
O

(
A1 +B1|u|

N+2
N−2

)
|v|dx

≤ A1

∫
O
|v|dx+B1

∫
O
|u|

N+2
N−2 |v|dx.
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Pela desigualdade de Hölder (veja Teorema B.8 do Apêndice B),∣∣∣∣∂ψ(u)

∂v

∣∣∣∣ ≤ A1‖v‖L1(O) +B1‖u‖2∗−1
L2∗ (O)

‖v‖L2∗ (O).

Usando as imersões contínuas2

H1(O) ↪→ L1(O) e H1(O) ↪→ L2∗(O)

segue que existem constantes C3, C4 > 0 veri�cando∣∣∣∣∂ψ(u)

∂v

∣∣∣∣ ≤ (C3 + C4‖u‖2∗−1
H1(O)

)
‖v‖H1(O).

Agora, como ‖v‖H1(O) ≤ 1 obtemos∣∣∣∣∂ψ(u)

∂v

∣∣∣∣ ≤ C3 + C4‖u‖2∗−1
H1(O),

mostrando que ∂ψ(u)/∂(·) é um funcional linear contínuo, ou seja,

∂ψ(u)

∂(·)
∈ (H1(O))′. (1.3)

Por outro lado, seja (un) uma sequência em H1(O) e seja também u ∈ H1(O) com

un → u em H1(O) quando n→∞.

Vamos provar que
∂ψ(un)

∂(·)
→ ∂ψ(u)

∂(·)
em (H1(O))′.

Com efeito, notemos inicialmente que existe C > 0 tal que∣∣∣∣∂ψ(un)

∂v
− ∂ψ(u)

∂v

∣∣∣∣ ≤ ∫
O
|f(x, un)− f(x, u)||v|dx

≤ ‖f(x, un)− f(x, u)‖
L

2∗
2∗−1 (O)

‖v‖L2∗ (O)

≤ C‖f(x, un)− f(x, u)‖
L

2∗
2∗−1 (O)

‖v‖H1(O),

isto é, ∣∣∣∣∂ψ(un)

∂v
− ∂ψ(u)

∂v

∣∣∣∣ ≤ C‖f(x, un)− f(x, u)‖
L

2∗
2∗−1 (O)

‖v‖H1(O). (1.4)

Recordemos agora que o operador de Nemytskii (veja Apêndice B), Nf : L2∗(O) →

L
2∗

2∗−1 (O) de�nido por

Nf (u) := f(·, u(·))
2Isto é uma consequência do Teorema C.7 do Apêndice C.



29

é contínuo. Por imersões de Sobolev,

un → u em L2∗(O) quando n→∞.

Consequentemente,

Nf (un)→ Nf (u) em L
2∗

2∗−1 (O) quando n→∞,

isto é,

f(x, un)→ f(x, u) em L
2∗

2∗−1 (O) quando n→∞. (1.5)

Usando (1.4) e (1.5) obtemos

sup
‖v‖H1(O)≤1

∣∣∣∣∂ψ(un)

∂v
− ∂ψ(u)

∂v

∣∣∣∣→ 0 quando n→∞,

ou seja,
∂ψ(un)

∂(·)
→ ∂ψ(u)

∂(·)
em (H1(O))′. (1.6)

Portanto, por (1.2), (1.3) e (1.6) segue do Teorema B.16 que ψ ∈ C1(H1(O),R) com

∂ψ(u)

∂v
=

∫
O
f(x, u(x))v(x)dx.

A demonstração da diferenciabilidade de ψ para N = 1, 2 se faz de modo semelhante.

2o etapa: Nesta etapa, vamos provar que o funcional

φ(u) =
1

2
‖u‖2

H1(O)

pertence a C1(H1(O),R) com

φ′(u)v = 〈u, v〉, ∀u, v ∈ H1(O),

onde 〈·, ·〉 é o produto interno usual de H1(O). De fato, notemos inicialmente que para

cada número real t 6= 0 temos

φ(u+ tv)− φ(u)

t
=

1

2

(
‖u+ tv‖2

H1(O) − ‖u‖2
H1(O)

t

)
= 〈u, v〉+

t

2
‖v‖2

H1(O).

Por conseguinte,

lim
t→0

φ(u+ tv)− φ(u)

t
= 〈u, v〉,
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mostrando que

φ′(u)v = 〈u, v〉, ∀u, v ∈ H1(O).

Agora, consideremos ∂φ(u)/∂(·) sendo uma candidata para φ′(u). Desse modo,

φ(u+ v)− φ(u)− 〈u, v〉
‖v‖H1(O)

=
1

2
‖v‖2

H1(O).

Portanto,

lim
‖v‖H1(O)→0

φ(u+ v)− φ(u)− 〈u, v〉
‖v‖H1(O)

= 0.

Assim, φ é Fréchet diferenciável com

φ′(u)(v) = 〈u, v〉.

Para ver que φ ∈ C1(H1(O),R) consideremos un → u em H1(O) e notemos

|φ′(un)(v)− φ′(u)(v)| = |〈un, v〉 − 〈u, v〉|

= |〈un − u, v〉|

≤ ‖un − u‖H1(O)‖v‖H1(O)

implicando em

sup
‖v‖H1(O)≤1

|φ′(un)(v)− φ′(u)(v)| ≤ ‖un − u‖H1(O).

Consequentemente,

‖φ′(un)− φ′(u)‖ → 0 quando un → u em H1(O),

mostrando que φ′ é contínua. Portanto, pelo Teorema B.16 φ ∈ C1(H1(O),R). Por

outro lado, veri�ca-se de modo análogo que o funcional

ν(u) =
1

2
‖u‖L2(O)

pertence C1(H1(O),R) com

ν ′(u)v =

∫
O
uvdx, ∀u, v ∈ L2(O).

Por �m, pelo que foi visto na primeira e segunda etapas concluímos que o funcional I

pertence C1(H1(O),R) com

I ′(u)v =

∫
O

(∇u∇v − f(x, u)v) dx, ∀u, v ∈ H1(O).
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De fato, basta considerar

I(u) =
1

2
‖u‖2

H1(O) −
1

2
‖u‖2

L2(O) −
∫
O
F (x, u)dx.

Isto conclui a demonstração.

Pelo Lema 1.1, I1 ∈ C1(E1;R). De fato, basta notar que por (g1) temos que g

é uma função de Carathéodory e g(x, y, u) é limitada sempre que u ∈ E1. Portanto,

I1 ∈ C1(E1;R) com

I ′1(u)v =

∫
Ω1

(∇u∇v − g(x, y, u)v) dxdy, ∀uE1 e ∀v ∈ H1(Ω1).

O funcional I1 é limitado inferiormente em H1(Ω1). Com efeito, como G(x, y, ·) é

periódica e contínua em R temos que a mesma é limitada e sendo x e y estão de�nidos

em um compacto segue que existe C > 0 tal que

G(x, y, t) ≤ C, ∀(x, y, t) ∈ Ω1 × R.

Logo, ∫
Ω1

G(x, y, t)dxdy ≤
∫

Ω1

Cdxdy = C|Ω1|. (1.7)

Portanto,

I1(u) =

∫
Ω1

(
1

2
|∇u|2 −G(x, y, u)

)
dxdy

=
1

2
‖∇u‖2

L2(Ω1) −
∫

Ω1

G(x, y, u)dxdy

≥ −C|Ω1|,

ou seja,

I1(u) ≥ −C|Ω1|, ∀ u ∈ H1(Ω1).

Por mais razão ainda, I1 é limitado inferiormente em E1. Por isso, seja

c1 = inf
u∈E1

I1(u).

Daqui em diante, denotaremos

[u] =
1

|Ω1|

∫
Ω1

udxdy.

Proposição 1.1 Existe u ∈ E1 tal que I1(u) = c1.
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Demonstração. Seja (um) uma sequência em E1 tal que

I1(um)→ c1 quando m→∞.

Assim, a sequência (I1(um)) é limitada em R, isto é, existe K > 0 com a seguinte

propriedade

I1(um) ≤ K, ∀ m ∈ N. (1.8)

De (1.7) e (1.8),

1

2
‖∇um‖2

L2(Ω) ≤ I1(um) + C|Ω1| ≤ K + C|Ω1|, ∀m ∈ N. (1.9)

Por outro lado, sendo [um] um número real podemos escolher um número inteiro km

tal que

0 ≤ [um] + km < 1.

Então,

[um + km] =
1

|Ω1|

∫
Ω1

(um + km) dx =
1

|Ω1|

∫
Ω1

umdx+ km = [um] + km < 1.

entretanto, de (1.1)

I1(um + km)→ c1 quando m→∞,

mostrando que (um + km) também é uma sequência minimizante para o funcional I1.

Desse modo, sem perda de generalidade podemos supor

0 ≤ [um] < 1. (1.10)

Vamos mostrar agora que existe uma constante C1 > 0 tal que

‖u‖L2(Ω1) ≤ C1

(
|[u]|+ ‖∇u‖L2(Ω1)

)
, ∀u ∈ H1(Ω1). (1.11)

De fato, suponhamos por absurdo que não exista tal C1 > 0 veri�cando a desigualdade

(1.11). Assim, para cada k ∈ N existe vk ∈ H1(Ω1) com

‖vk‖L2(Ω1) > k
(
|[vk]|+ ‖∇vk‖L2(Ω1)

)
.

Fazendo wk = vk/‖vk‖L2(Ω1) temos

1

k
> |[wk]|+ ‖∇wk‖L2(Ω1), ∀k ∈ N. (1.12)
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Por conseguinte,

‖∇wk‖L2(Ω1) < 1 e ‖wk‖L2(Ω1) = 1, ∀k ∈ N.

Logo, a sequência (wk) é uma sequência limitada em H1(Ω1). Sendo H1(Ω1) um espaço

de Hilbert e, portanto re�exivo, segue do Teorema B.12 que existe w ∈ H1(Ω1) tal que,

a menos de subsequência,

wk ⇀ w em H1(Ω1).

Assim sendo, pela imersão compacta de H1(Ω1) em L2(Ω1) (veja Apêndice C),

wk → w em L2(Ω1).

Dessa maneira,

‖w‖L2(Ω1) = 1

implicando em

w 6= 0 em Ω1. (1.13)

Por outro lado, por (1.12) temos a convergência

[wk]→ 0 quando k →∞.

Ademais,

|[wk]− [w]| =
∣∣∣∣ 1

|Ω1|

∫
Ω1

wkdxdy −
1

|Ω1|

∫
Ω1

wdxdy

∣∣∣∣
=

1

|Ω1|

∣∣∣∣∫
Ω1

(wk − w)dxdy

∣∣∣∣
≤ 1

|Ω1|

∫
Ω1

|wk − w|dxdy.

Pela imersão compacta H1(Ω1) ↪→ L1(Ω1) (veja Apêndice C) constatamos que

[wk]→ [w] quando k →∞.

Por unicidade de limite, ∫
Ω1

wdxdy = 0. (1.14)

Agora, como w é o limite fraco da sequência (wk) temos3

‖w‖H1(Ω1) ≤ lim inf
k→∞

‖wk‖H1(Ω1).

3Note que a norma é fracamente semicontínua inferiormente.
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Daí, por (1.12), ∫
Ω1

|∇w|2dxdy = 0 (1.15)

acarretando que w é uma função constante. Logo, por (1.14) devemos ter w = 0 em

Ω1, um absurdo pois contraria (1.13). Portanto, existe C1 > 0 veri�cando (1.11). Por

(1.9), (1.10) e (1.11), (um) é uma sequência limitada em H1(Ω1). Logo, existe u ∈ E1

(pois E1 é de Banach) de maneira que um ⇀ u em H1(Ω1). Pelo Teorema C.10, I1 é

fracamente semicontínuo inferiormente e, portanto, c1 = I1(u).

Pelo que foi visto anteriormente é claro que I1(u+ k) = c1 para todo k ∈ Z. Por

isso, consideremos o conjunto

M = {u ∈ E1 : I1(u) = c1}.

Pela Proposição 1.1, M 6= ∅. Daqui em diante vamos denotar

L(u) =
1

2
|∇u|2 −G(x, y, u).

Proposição 1.2 Consideremos c1 = inf
u∈H1(Ω1)

I1(u). Então, c1 = c1.

Demonstração. Primeiramente, recordemos que podemos identi�car E1 como um

subespaço de H1(Ω1). Assim, c1 ≤ c1. Suponhamos por absurdo que c1 < c1. Logo,

por de�nição de ín�mo existe u0 ∈ H1(Ω1) tal que I1(u0) < c1. Para cada u ∈ H1(Ω1)

escrevemos

I1(u) =

∫ 1
2

0

∫
D

L(u)dxdy +

∫ 1

1
2

∫
D

L(u)dxdy = α(u) + β(u), (1.16)

onde

α(u) =

∫ 1
2

0

∫
D

L(u)dxdy e β(u) =

∫ 1

1
2

∫
D

L(u)dxdy.

Por conseguinte, devemos ter α(u0) ou β(u0) menor do quec1/2. Com efeito, se ambos

fossem maiores do que c1/2 teríamos por (1.16) que I1(u0) ≥ c1, um absurdo. Portanto,

podemos supor sem perda de generalidade que α(u0) < c1/2. Posto isto, de�nimos

ν(x, y) =


u0(x, y), se 0 ≤ x ≤ 1

2
, y ∈ D

u0(1− x, y), se
1

2
≤ x ≤ 1, y ∈ D.

Desde que ν(0, y) = ν(1, y) então podemos estender ν periodicamente em Ω = R×D

da seguinte forma: se z ∈ R tomemos k ∈ Z tal que k ≤ z < k + 1 e fazemos
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ν(z, y) = ν(z − k, y). Dessa forma, ν é 1-periódica em x e portanto ν ∈ E1. Por outro

lado, como G é uma função par e 1-periódica em x temos

β(ν) =

∫ 1

1
2

∫
D

L(ν)dxdy

=

∫ 1

1
2

∫
D

(
1

2
|∇u0(1− x, y)|2 −G(x, y, u0(1− x, y))

)
dxdy

=

∫ 1

1
2

∫
D

(
1

2
|∇u0(1− x, y)|2 −G(1− x, y, u0(1− x, y))

)
dxdy.

Fazendo z = 1− x segue do Teorema de Mudança de Variável (ver Apêndice B) que

β(ν) = −
∫ 0

1
2

∫
D

(
1

2
|∇u0(z, y)|2 −G(z, y, u0(z, y))

)
dzdy

=

∫ 1
2

0

∫
D

(
1

2
|∇u0|2 −G(x, y, u0)

)
dxdy

= α(u0).

Como naturalmente α(ν) = α(u0) obtemos

I1(ν) = α(ν) + β(ν) = α(u0) + α(u0) = 2α(u0) < c1.

A demonstração está completa pois isso contradiz o fato que ν ∈ E1.

Corolário 1.3 Seja u de acordo com a Proposição 1.1. Então, u é uma solução clás-

sica para o problema (P1) com u(x+ 1, y) = u(x, y) para todo (x, y) ∈ Ω.

Demonstração. Em conformidade com as Proposições 1.1 e 1.2 tem-se que u é um

ponto crítico para o funcional I1. Logo,∫
[0,1]×D

∇u∇vdxdy =

∫
[0,1]×D

g(x, y, u)vdxdy, ∀v ∈ H1(Ω1). (1.17)

Por outro lado, de�nimos o conjunto

E2
1 = {u : Ω→ R|u ∈ H1([1, 2]×D) e u é 1-periódica em x}

e o funcional

I1,2(u) =

∫
[1,2]×D

(
1

2
|∇u|2 −G(x, y, u)

)
dxdy, ∀u ∈ E2

1 .

Pelo Teorema da Mudança de Variável,

I1,2(u) = I1(u), ∀u ∈ E2
1 .
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Veri�ca-se que as Proposições 1.1 e 1.2 valem também para I1,2. Posto isto, u é um

ponto crítico para I1,2. Portanto,∫
[1,2]×D

∇u∇vdxdy =

∫
[1,2]×D

g(x, y, u)vdxdy, ∀v ∈ H1([1, 2]×D). (1.18)

Vamos mostrar agora que∫
[0,2]×D

∇u∇vdxdy =

∫
[0,2]×D

g(x, y, u)vdxdy, ∀v ∈ H1([0, 2]×D).

Para isso, tomemos uma função arbitrária ϕ ∈ C∞(Ω2). Se o supt ϕ ⊂ Ω1, então vale

a igualdade (1.17). Se caso supt ϕ está contido em [1, 2] × D então vale a igualdade

(1.18). Por último, no caso em que supt ϕ contém pontos de [0, 1] × D quanto em

[1, 2] × D escrevemos ϕ = ϕ1 + ϕ2, onde ϕ1 é ϕ restrito ao bloco [0, 1] × D e ϕ2 é ϕ

restrito ao bloco [1, 2]×D. Posto isto,∫
[0,2]×D

∇u∇ϕdxdy =

∫
[0,1]×D

∇u∇ϕ1dxdy +

∫
[1,2]×D

∇u∇ϕ2dxdy

=

∫
[0,1]×D

g(x, y, u)ϕ1dxdy +

∫
[1,2]×D

g(x, y, u)ϕ2dxdy

=

∫
[0,2]×D

g(x, y, u)ϕdxdy.

Figura 1.1: Ilustração na faixa.



37

Neste momento, desde que C∞([0, 2]×D) é denso em H1([0, 2]×D) temos∫
Ω2

∇u∇vdxdy =

∫
Ω2

g(x, y, u)vdxdy, ∀v ∈ H1([0, 2]×D).

Portanto, fazendo de modo análogo para cada bloco do tipo [l, k] × D, com l, k ∈ N,

concluímos ∫
Ω

∇u∇vdxdy =

∫
Ω

g(x, y, u)vdxdy, ∀v ∈ H1(Ω).

Assim sendo, u é uma solução fraca para o problema (P1). Por um resultado de

regularidade encontrado em [11, Theorem 3.1] concluímos que u é solução clássica para

(P1) sendo 1-periódica em x.

De acordo com o resultado acima nota-se queM é uma classe de soluções clássicas

para (P1) que são 1-periódicas em x.

Proposição 1.4 Se u ∈ H1(Ω1) e I1(u) = c1, então u ∈M e u é par em x, isto é,

u(x, y) = u(−x, y), ∀(x, y) ∈ Ω1.

Demonstração. Suponhamos que u ∈ H1(Ω1) com I1(u) = c1. Seja

v(x, y) =


u(x, y), se 0 ≤ x ≤ 1

2
, y ∈ D

u(1− x, y), se
1

2
≤ x ≤ 1, y ∈ D.

Estendemos v em Ω sendo 1-periódica em x. De acordo com a demonstração da Pro-

posição 1.2 veri�ca-se a igualdade I1(v) = c1. De fato, basta notar que podemos supor

sem perda de generalidade que α(v) ≤ c1/2 para então obtermos I1(v) = 2α(v) e por-

tanto I1(v) ≤ c1. Sendo v ∈ E1 temos I1(v) = c1. Logo, pelo Corolário 1.3 temos que

u e v são soluções fracas da equação

−∆u = g(x, y, u), em Ω.

Seja w = u− v. Então, w é solução fraca de

−∆w = g(x, y, u)− g(x, y, v) em Ω.

De�nimos

b(x, y) =


g(x, y, u)− g(x, y, v)

u− v
, se u(x, y) 6= v(x, y)

gu(x, y, u), se u(x, y) = v(x, y).



38

A�rmamos que b é contínua em Ω. Efetivamente, se (x0, y0) ∈ Ω é tal que u(x0, y0) 6=

v(x0, y0), então pela continuidade de g, u e v segue a continuidade de b em (x0, y0).

Por outro lado, seja (x0, y0) ∈ Ω veri�cando u(x0, y0) = v(x0, y0) e seja uma sequência

(xn, yn) em Ω tal que xn → x0 e yn → y0. Então, neste caso, pode existir duas

subsequências tais que

i) u(xnk , ynk) 6= v(xnk , ynk);

ii) u(xnk , ynk) = v(xnk , ynk).

Para o primeiro caso,

b(xnk , ynk) =
g(xnk , ynk , u)− g(xnk , ynk , v)

u− v
→ gu(x0, y0, u) = b(x0, y0).

Já para o caso ii),

b(xnk , ynk) = gu(xnk , ynk , u)→ gu(x0, y0, u) = b(x0, y0),

pois g é uma função de classe C1. Em ambos os casos, temos que b é contínua em

(x0, y0). Em contrapartida, notemos que

−∆w = b(x, y)w, em Ω1

e que

w(x, y) = 0 em [0, 1/2]×D e b ∈ L∞(Ω1).

Pelo Teorema C.4, w ∈ H2(Ω), por mais razão ainda, w ∈ H2(Ω1). Pelo Princípio da

Continuação Única (ver Apêndice A),

w = 0 em Ω1.

Portanto, u = v implicando em u ∈M . Além disso, u é par em x em razão de

u(−x, y) = u(1− x, y) = u(x, y), ∀(x, y) ∈ Ω1.

Isto conclui a demonstração.

Um caso especial de interesse é quando G é independente de x, ou seja, quando

dados quaisquer x1, x2 ∈ R com x1 6= x2 obtemos

G(x1, y, t) = G(x2, y, t), ∀y ∈ D e t ∈ R.

Neste caso, os elementos de M possuem a mesma propriedade.
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Proposição 1.5 Se G é independente de x e w ∈M , então w é independente de x.

Demonstração. Para cada θ ∈ R e u ∈ H1(Ω1) seja

Iθ1 (u) =

∫ θ+ 1
2

θ− 1
2

∫
D

(
1

2
|∇u|2 −G(y, u)

)
dxdy.

A�rmação 1.2 Se u ∈ E1, então Iθ1 (u) = I1(u).

Seja θ − 1
2

= k + ε, com k ∈ Z e ε ∈ [0, 1). Logo,

Iθ1 (u) =

∫ θ− 1
2

+1

θ− 1
2

∫
D

L(u)dxdy

=

∫ k+ε+1

k+ε

∫
D

L(u)dxdy

=

∫ k+1

k+ε

∫
D

L(u)dxdy +

∫ k+1+ε

k+1

∫
D

L(u)dxdy.

Pela mudança de variáveis,∫ θ+ 1
2

θ− 1
2

∫
D

L(u)dxdy =

∫ 1

ε

∫
D

L(u(z + k, y))dzdy +

∫ ε

0

∫
D

L(u(z + k + 1, y))dzdy.

Da periodicidade segue que∫ θ+ 1
2

θ− 1
2

∫
D

L(u)dxdy =

∫ 1

ε

∫
D

L(u(z, y))dzdy +

∫ ε

0

∫
D

L(u(z, y))dzdy.

Como z é uma variável muda, as integrais envolvidas podem ser escritas em termos de

x da seguinte forma∫ θ+ 1
2

θ− 1
2

∫
D

L(u)dxdy =

∫ 1

ε

∫
D

L(u)dxdy +

∫ ε

0

∫
D

L(u)dxdy =

∫ 1

0

∫
D

L(u)dxdy,

mostrando a a�rmação.

Desde que G é independente de x segue do argumento usado na Proposição 1.2

que se w ∈M e

νθ(x, y) =

 w(x, y), se θ − 1
2
≤ x ≤ θ, y ∈ D

w(2θ − x, y), se θ ≤ x ≤ θ + 1
2
, y ∈ D,

então Iθ1 (νθ) = c1 para cada θ ∈ R. Dessa maneira,

I1(νθ) = c1, ∀θ ∈ R.
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Por outro lado, nota-se que w(x, y) = w(2θ − x, y) sempre que θ − 1/2 ≤ x ≤ θ.

Além disso, pelo Princípio da Continuação Única veri�ca-se que dado θ ∈ R ocorre a

igualdade νθ = w. Daí, dados dois números reais x1 e x2 com |x1 − x2| ≤ 1 podemos

tomar θ =
x1 + x2

2
de tal forma que

w(x1, y) = w(2θ − x2, y) = w(x2, y).

Portanto, como x1 e x2 são arbitrários temos que w é independente de x.

Para �ns posteriores, dado k ∈ N, devemos também estudar soluções periódicas

para o problema (P1) em

Ek = {u : Ω→ R|u ∈ H1(Ωk) e u é k-periódica em x},

onde

Ωk = [0, k]×D.

De�nimos o funcional Ik : H1(Ωk)→ R por

Ik(u) =

∫
Ωk

(
1

2
|∇u|2 −G(x, y, u)

)
dxdy.

Mostra-se que Ek é de Banach, Ik ∈ C1(E1,R) e Ik é limitado inferiormente em Ek.

Por isso, consideremos

ck = inf
u∈Ek

Ik(u).

As ideias contidas nas provas das proposições anteriores mostram que existe u ∈ Ek

tal que Ik(u) = ck e, além disso, ck = ck, onde

ck = inf
u∈H1(Ωk)

Ik(u).

Neste caso, u é uma solução clássica k-periódica para (P1). No entanto, nessas condi-

ções, provaremos que u é necessariamente 1-periódica.

Proposição 1.6 De acordo com as notações anteriores temos ck = kc1. Além disso,

se Ik(u) = ck então u ∈M .

Demonstração. Se u ∈ E1, então é claro que u ∈ Ek. Além do mais, Ik(u) = kI1(u).

Com isso,

ck ≤ kI1(u), ∀u ∈ E1.
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Em particular,
ck
k
≤ I1(u), ∀u ∈ E1.

Dessa forma, devemos ter ck ≤ kc1. Agora, seja u ∈ Ek tal que Ik(u) = ck. Suponhamos

por absurdo que ck < kc1. Logo, existe u ∈ H1(Ωk) veri�cando Ik(u) < kc1. Por outro

lado, denotaremos

Ik(u) =

∫ 1
2

0

∫
D

L(u)dxdy +

∫ 1

1
2

∫
D

L(u)dxdy + · · ·+
∫ k

k− 1
2

∫
D

L(u)dxdy

= α1(u) + α2(u) + · · ·+ α2k(u),

no qual

αi(u) =

∫ i
2

i
2
− 1

2

∫
D

L(u)dxdy, ∀ i = 1, 2, . . . , 2k.

Segue então que deve existir i ∈ {1, 2, ..., 2k} tal que αi(u) < c1/2. Sem perda de

generalidade podemos supor que

α1(u) <
c1

2
.

À vista disso, de�nimos

ν(x, y) =



u(x, y), se 0 ≤ x ≤ 1

2
, y ∈ D

u(1− x, y), se
1

2
≤ x ≤ 1, y ∈ D

u(x− 1, y), se 1 ≤ x ≤ 3

2
, y ∈ D

u(2− x, y), se 3
2
≤ x ≤ 2, y ∈ D

...

u(x− k + 1, y), se k − 1 ≤ x ≤ k − 1

2
, y ∈ D

u(k − x, y), se k − 1
2
≤ x ≤ k, y ∈ D.

Entretanto, estendendo ν periodicamente em Ω segue que ν ∈ E1. O argumento contido

na prova da Proposição 1.2 mostra que Ik(ν) = 2kα1 < kc1. Mas sendo Ik(ν) = kI1(ν)

concluímos I1(ν) < c1, um absurdo. Portanto, ck = kc1. Por �m, se Ik(u) = ck então o

raciocínio da demonstração da Proposição 1.4 diz que Ik(ν) = ck. Consequentemente,

u e ν são soluções fracas da equação

−∆u = g(x, y, u) em Ωk

Sendo w = u− ν obtemos

−∆w = g(x, y, u)− g(x, y, ν) em Ωk.
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Além disso, veri�ca-se que

−∆w = b(x, y)w, em Ωk,

onde

b(x, y) =


g(x, y, u)− g(x, y, ν)

u− ν
, se u(x, y) 6= ν(x, y)

gu(x, y, u), se u(x, y) = ν(x, y),

é contínua. Pelo Teorema C.4, w ∈ H2(Ωk) e desde que w = 0 em [0, 1/2] ×D segue

do Princípio da Continuação Única que u = ν. Portanto, u ∈M .

Um fato interessante de se observar é que valem as Proposições 1.4 e 1.5 para o

funcional energia Ik.

1.1.2 Solução do tipo heteroclínica

Neste momento, recordamos a de�nição de solução do tipo heteroclínica para o

problema (P1).

De�nição 1.7 Sejam v, w ∈M com v 6= w. Se existe uma função U ∈ L∞
loc

(Ω) tal que

U é solução clássica de (P1),

‖U − v‖L∞([n,n+1]×D) → 0 quando n→ −∞,

isto é,

U(x, y)→ v(x, y) quando x→ −∞ uniformemente em y ∈ D,

e

‖U − w‖L∞([n,n+1]×D) → 0 quando n→ +∞,

ou seja,

U(x, y)→ v(x, y) quando x→ −∞ uniformemente em y ∈ D,

então dizemos que U é uma solução do tipo heteroclínica do problema (P1).

Daqui em diante, vamos considerar uma nova classe de funções para determinar

soluções do tipo heteroclínica para o problema (P1). Tomemos uma função g satisfa-

zendo (g1), (g2), (g3) e a seguinte hipótese:

(M) O conjunto M consiste de pontos isolados.
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Vamos mostrar que essa nova classe de funções é não vazia. De fato, seja g

uma função que satisfaz (g1), (g2) e (g3). Se M é formado por pontos isolados então

não há nada a fazer. Caso contrário, podemos perturbar a função g, em certo sentido,

produzindo uma nova função ĝ para o qualM consiste de pontos isolados. Por exemplo,

�xado u ∈M de�nimos o funcional Ĝ : Ω×R→ R do seguinte modo

Ĝ(x, y, t) = G(x, y, t)− ε[t− (u(x, y) + k)]2, (1.19)

onde ε > 0 e k ∈ Z é o único número inteiro cumprindo

|t− (u(x, y) + k)| ≤ 1

2
.

Neste caso,

ĝ(x, y, t) = g(x, y, t)− 2ε[t− (u(x, y) + k)].

Por �m, vejamos que ĝ satisfaz (g1)− (g3). Com efeito,

(g1) ĝ ∈ C1(Ω× R,R)

Basta notar que g ∈ C1(Ω× R,R).

(g2) ĝ(x, y, t) é par e 1- periódica em x

Segue pois g e u são par e 1- periódica em x.

(g3) Ĝ(x, y, t) é 1- periódica em t

Dado um ponto (x, y, t) ∈ Ω× R, seja k o único inteiro tal que

|t+ 1− (u(x, y) + k)| ≤ 1

2
.

Da periodicidade de G em t, temos

Ĝ(x, y, t+ 1) = G(x, y, t+ 1)− ε[t+ 1− (u(x, y) + k)]2

= G(x, y, t)− ε[t− (u(x, y) + k − 1)]2

= Ĝ(x, y, t),

pois k − 1 é o único inteiro satisfazendo |t− (u(x, y) + k − 1)| ≤ 1
2
.

Entretanto, o funcional associado a ĝ é dado por

Î1(u) =

∫
Ω1

(
1

2
|∇u|2 − Ĝ(x, y, u)

)
dxdy.
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Para u ∈ M tem-se que Ĝ(x, y, t) = G(x, y, t) pois k = 0 é o único inteiro veri�cando

|u− (u+ k)| ≤ 1
2
. Por conseguinte,

Î1(u) = I1(u) = c1, ∀u ∈M.

Porém, se u /∈ u+ Z = {u+ k : k ∈ Z} então de (1.19) temos Ĝ(u) < G(u) e assim

Î1(u) > I1(u).

Portanto, os únicos minimizadores de Î1 são u, u+1, u+2, . . .mostrando que o conjunto

M̂ = {u ∈ E1 : Î1(u) = c1}

satisfaz a hipótese (M).

Para provar o resultado principal deste capítulo é necessário considerar a seguinte

proposição que é um resultado técnico cuja a demonstração é baseada em argumentos

variacionais. No que segue

Bρ(v) = {u ∈ H1(Ω1) : ‖u− v‖H1(Ω1) < ρ}

e para S um subconjunto de H1(Ω1) não vazio de�nimos

Nρ(S) = {u ∈ H1(Ω1) : ‖u− v‖H1(Ω1) ≤ ρ ∀v ∈ S}.

Proposição 1.8 Suponhamos que g satisfaz (g1) − (g3) e (M). Então, existe uma

constante ρ0 tal que para cada 0 < ρ < ρ0 tem-se

(i) Bρ(v) ∩Bρ(w) = ∅, ∀v, w ∈M com v 6= w.

(ii) I1(u) > c1, ∀u ∈ H1(Ω1) \M .

(iii) Existe α(ρ) > 0 veri�cando

I1(u) ≥ c1 + α(ρ) ∀u ∈ H1(Ω1) \Nρ(M).

Demonstração. (i) Seja

γ = inf {‖v − w‖H1(Ω1) | v, w ∈M e v 6= w}.

A�rmamos que γ > 0. Suponhamos que ocorra o contrário, isto é, γ = 0. Então,

existem sequências (vj) e (wj) em M , com vj 6= wj para todo j ∈ N, satisfazendo

‖vj − wj‖H1(Ω1) → 0 quando j →∞. (1.20)
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De acordo com a prova da Proposição 1.1, podemos supor sem perda de generalidade

que existe uma constante K > 0 (dependente de c1) veri�cando

‖vj‖H1(Ω1), ‖wj‖H1(Ω1) ≤ K, ∀j ∈ N.

Sendo H1(Ω1) re�exivo, existem v, w ∈ H1(Ω1) tais que

vj ⇀ v e wj ⇀ w em H1(Ω1),

a menos de subsequência. Consequentemente, pela imersão compacta H1(Ω1) ↪→

L2(Ω1) (veja Apêndice C) obtemos

‖vj − wj‖L2(Ω1) → ‖v − w‖L2(Ω1) quando j →∞.

De (1.20),

‖vj − wj‖L2(Ω1) → 0 quando j →∞.

Por unicidade de limite, v = w. Agora, desde que vj ∈M temos∫
Ω1

|∇vj|2dxdy =

∫
Ω1

g(x, y, vj)vjdxdy.

Sendo assim, ∫
Ω1

|∇vj|2dxdy →
∫

Ω1

g(x, y, v)vdxdy. (1.21)

Por outro lado, como vj ⇀ v em H1(Ω1) segue que∫
Ω1

∇v∇ϕdxdy =

∫
Ω1

g(x, y, v)ϕdxdy, ∀ϕ ∈ H1(Ω1).

Em particular, ∫
Ω1

|∇v|2dxdy =

∫
Ω1

g(x, y, v)vdxdy. (1.22)

Combinando (1.21) e (1.22),

‖∇vj‖2
L2(Ω1) → ‖∇v‖2

L2(Ω1).

Desse modo, uma vez que

‖vj‖2
L2(Ω1) → ‖v‖2

L2(Ω1)

concluímos

‖vj‖2
H1(Ω1) → ‖v‖2

H1(Ω1).
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logo, pelo Teorema B.15

vj → v em H1(Ω1),

um absurdo pois M consiste de pontos isolados. Portanto, γ > 0. Por conseguinte,

dado ρ0 = γ
2
a propriedade (i) é satisfeita.

(ii) Sabemos das Proposições 1.2 e 1.4 que c1 = c1 e se u ∈ H1(Ω1) e I1(u) = c1

então u ∈M . Logo, devemos ter

I1(u) > c1, ∀u ∈ H1(Ω1) \M.

(iii) Suponhamos que (iii) é falso. Assim, para cada m ∈ N existe um ∈ H1(Ω1)\

Nρ(M) tal que

c1 ≤ I1(um) < c1 +
1

n
.

Consequentemente,

I1(um)→ c1 quando m→∞. (1.23)

De acordo com a prova da Proposição 1.1 podemos supor sem perda de generalidade

que 0 ≤ [um] < 1 para obter a limitação da sequência (um) em H1(Ω1). Logo, a menos

de subsequência, existe u ∈ H1(Ω1) cumprindo

um ⇀ u em H1(Ω1) quando m→∞. (1.24)

Ora, desde que I1 é fracamente semicontínuo inferiormente temos I1(u) = c1. Pela

Proposição 1.4, u ∈M . Dado m ∈ N de�nimos a função ϕm = u− um. Nota-se que

‖ϕm‖H1(Ω1) > ρ, ∀m ∈ N.

De fato, caso contrário existe m0 ∈ N tal que

‖ϕm0 − v‖H1(Ω1) ≤ ρ, ∀v ∈M,

isto é,

‖u− um0 − v‖H1(Ω1) ≤ ρ, ∀v ∈M.

Sendo u ∈M , obtemos

‖um0‖H1(Ω1) ≤ ρ,
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um absurdo. Por outro lado,

I1(um) = I1(u− ϕm)

=

∫
Ω1

(
1

2
|∇(u− ϕm)|2 −G(x, y, u− ϕm)

)
dxdy

=

∫
Ω1

(
1

2
|∇u|2 −∇u∇ϕm +

1

2
|∇ϕm|2 −G(x, y, u− ϕm)

)
dxdy

=

∫
Ω1

(
1

2
|∇u|2 −G(x, y, u)

)
dxdy +∫

Ω1

(
1

2
|∇ϕm|2 −∇u∇ϕm −G(x, y, u− ϕm) +G(x, y, u)

)
dxdy

= I1(u) +
1

2
‖ϕm‖2

H1(Ω1) −∫
Ω1

(
∇u∇ϕm +G(x, y, u− ϕm)−G(x, y, u) +

1

2
|ϕm|2

)
dxdy

≥ c1 +
1

2
ρ2 −

∫
Ω1

(
∇u∇ϕm +G(x, y, u− ϕm)−G(x, y, u) +

1

2
|ϕm|2

)
dxdy,

ou seja,

I1(um) ≥ c1 +
1

2
ρ2 −

∫
Ω1

(
∇u∇ϕm +G(x, y, u− ϕm)−G(x, y, u) +

1

2
|ϕm|2

)
dxdy.

(1.25)

Por (1.24),

ϕm ⇀ 0 em H1(Ω1) quando m→∞. (1.26)

Pelas imersões de Sobolev,

ϕm → 0 em L2(Ω1) quando m→∞. (1.27)

Assim, pelo Teorema de Vainberg (veja Apêndice B), existem (ϕmk) ⊂ (ϕm) e f ∈

L2(Ω1) tais que

1) ϕmk → 0 q.t.p em Ω1;

2) |ϕmk | ≤ f q.t.p em Ω1 e para todo k ∈ N.

Desse modo,

G(x, y, u− ϕmk)→ G(x, y, u) q.t.p em Ω1.

Sendo g limitada em Ω1, existe C > 0 tal que

|G(x, y, u− ϕmk)| ≤ C|u− ϕmk | ≤ C(|u|+ f).
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Pelo Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue,∫
Ω1

G(x, y, u− ϕmk)dxdy →
∫

Ω1

G(x, y, u)dxdy. (1.28)

Também, por (1.26) e (1.27),∫
Ω1

∇u∇ϕmkdxdy → 0 e
∫

Ω1

|ϕmk |2dxdy → 0. (1.29)

Portanto, através de (1.28),(1.29) e (1.25) concluímos

c1 ≥ c1 +
1

2
ρ2,

um absurdo. Logo, a propriedade (iii) é verdadeira.

Observação 1.2 (i) O mesmo argumento usado em i) mostra que

γ = inf {‖v − w‖L2(Ω1) | v, w ∈M e v 6= w} > 0.

(ii) O raciocínio de (iii) justi�ca a existência de uma constante α(ρ) > 0 tal que

Ik(u) ≥ kc1 + α(ρ), ∀u ∈ H1(Ωk) \Nk
ρ (M),

no qual Nk
ρ (M) denota a vizinhança de M de raio ρ > 0 em H1(Ωk).

Vamos agora introduzir algumas notações e conceitos. Sejam u ∈ H1
loc

(R×D) e

k ∈ Z. De�nimos

Pku = u|[k,k+1]×D.

Pela de�nição acima podemos identi�car Pku como uma função em H1(Ω1). Com

efeito, basta considerar a função w : Ω1 → R dada por

wk(x, y) = u(x+ k, y).

Logo, Pku ∈ H1(Ω1) a menos de identi�cação. Também, para cada v ∈M de�nimos o

conjunto

Γ−(v) = {U ∈ H1
loc

(R×D) : ‖PkU − v‖L2(Ω1) → 0 quando k → −∞ e

‖PkU −M \ {v}‖L2(Ω1) → 0 quando k → +∞}.

Aqui, ‖PkU −M \ {v}‖L2(Ω1) → 0 quando k → +∞ signi�ca que PkU converge para

algum w ∈M \ {v} em L2(Ω1) quando k → +∞.
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A�rmação 1.3 Γ−(v) 6= ∅.

Considere ϕ1 e ϕ2 em C∞(Ω) satisfazendo ϕ1(x, y)→ 1 quando x→ −∞ uniformemente em y ∈ D

ϕ1(x, y)→ 0 quando x→ +∞ uniformemente em y ∈ D

e  ϕ2(x, y)→ 0 quando x→ −∞ uniformemente em y ∈ D

ϕ2(x, y)→ 1 quando x→ +∞ uniformemente em y ∈ D.

Fixemos w ∈M diferente de v e de�nimos

ψ(x, y) = ϕ1(x, y)v(x, y) + ϕ2(x, y)w(x, y).

Então,

‖Pkψ − v‖2
L2(Ω1) =

∫ 1

0

∫
D

|Pkψ − v|2dxdy

=

∫ 1

0

∫
D

|ψ(x+ k, y)− v|2dxdy

=

∫ 1

0

∫
D

|ϕ1(x+ k, y)v + ϕ2(x+ k, y)w − v|2dxdy

≤
∫ 1

0

∫
D

|ϕ1(x+ k, y)− 1|2|v|2dxdy +

∫ 1

0

∫
D

|ϕ2(x+ k, y)|2|w|2dxdy.

Por outro lado, como

|ϕ1(x+ k, y)− 1|2|v|2 → 0, |ϕ2(x+ k, y)|2|w|2 → 0 quando k → −∞

e as funções |ϕ1(x + k, y) − 1|2|v|2 e |ϕ2(x + k, y)|2|w|2 são dominadas por funções

integráveis, segue do Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue que

‖Pkψ − v‖L2(Ω1) → 0 quando k → −∞.

De modo análogo, mostra-se

‖Pkψ − w‖L2(Ω1) → 0 quando k → +∞.

Portanto, ψ ∈ Γ−(v).

Dado k ∈ Z de�nimos o funcional ak : Γ−(v)→ R ∪ {∞} por

ak(U) =

∫ k+1

k

∫
D

(L(U)− L(v)) dxdy.
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Lema 1.2 De acordo com as notações anteriores, dado cada k ∈ Z temos:

(i) ak(U) ≥ 0;

(ii) ak(U) = 0⇐⇒ PkU ∈M .

Demonstração. (i) De fato, pela periodicidade de v,

c1 =

∫ 1

0

∫
D

L(v)dxdy =

∫ k+1

k

∫
D

L(v)dxdy. (1.30)

Também, por mudança de variável,∫ 1

0

∫
D

L(PkU)dxdy =

∫ k+1

k

∫
D

L(U)dxdy. (1.31)

Logo, como PkU ∈ H1(Ω1) segue da Proposição 1.2 que

c1 ≤
∫ 1

0

∫
D

L(PkU)dxdy. (1.32)

Por (1.30)-(1.32), ∫ k+1

k

∫
D

(L(U)− L(v)) dxdy ≥ 0.

Portanto, ak(U) ≥ 0 para todo k ∈ Z e U ∈ Γ−(v).

(ii) Desde que v ∈M obtemos

ak(U) = 0⇔
∫ k+1

k

∫
D

(L(U)− L(v)) dxdy = 0

⇔
∫ k+1

k

∫
D

L(U)dxdy =

∫ k+1

k

∫
D

L(v)dxdy

⇔
∫ k+1

k

∫
D

L(U)dxdy =

∫ 1

0

∫
D

L(v)dxdy

⇔
∫ k+1

k

∫
D

L(U)dxdy = c1

⇔ I1(PkU) = c1.

Da Proposição 1.4 concluímos que ak(U) = 0 se, e somente se, Pk(U) ∈M .

Finalmente, de�nimos o funcional J : Γ−(v)→ R ∪ {+∞} por

J(U) =
∑
k∈Z

ak(U).

Tal funcional será responsável pela obtenção de solução do tipo heteroclínica para o

problema (P1). Pelo item (i) do Lema 1.2 temos a existência do número real

σ = inf
U∈Γ−(v)

J(U).
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0À primeira vista, pode parecer que J(U) é igual a∫
R×D

(L(U)− L(v)) dxdy

No entanto, existem funções U ∈ Γ−(v) tal que J(U) <∞ mas para as quais a integral

acima não é condicionalmente convergente.

Daqui em diante, dizemos que uma sequência (Um) ⊂ H1
loc

(R × D) é limitada

em H1
loc

(R × D) no sentido de que dado qualquer l ∈ N a sequência (Um) é limitada

em H1([−l, l] × D). Posto isto, dizemos também que (Um) converge fraco para U ∈

H1
loc

(R×D), e denotaremos por

Um ⇀ U em H1
loc

(R×D),

para indicar que dado qualquer l ∈ N temos Um ⇀ U em H1([−l, l]×D). De maneira

análoga, denotaremos

Um → U em L2
loc

(R×D)

para apontar que Um → U em L2([−l, l]×D) sempre que l ∈ N.

Com a discussão feita anteriormente estamos em condições de provar o seguinte

teorema.

Teorema 1.9 Assuma que g satisfaz (g1) − (g3) e (M). Então, para cada v ∈ M ,

existe U ∈ Γ−(v) tal que J(U) = σ.

Demonstração. A demonstração será dividida em 4 etapas principais:

(A) Construção de uma sequência minimizante para o funcional J que tem como

limite fraco algum U ∈ H1
loc(R×D);

(B) Estudo do comportamento assintótico de U com x→ −∞;

(C) Estudo do comportamento assintótico de U com x→ +∞;

(D) Prova de que U minimiza J em Γ−(v).

(A) Construção de uma sequência minimizante para o funcional J .

Dados k ∈ Z e W ∈ Γ−(v), considere

χkW (x, y) = W (x− k, y).



52

A�rmação 1.4 χkW ∈ Γ−(v).

De fato, notemos que

‖Pj(χkW )− v‖2
L2(Ω1) =

∫ 1

0

∫
D

|Pj(χkW )− v|2dxdy

=

∫ 1

0

∫
D

|Pj(W (x− k, y))− v|2dxdy

=

∫ 1

0

∫
D

|W (x− k + j, y)− v(x, y)|2dxdy

=

∫ 1

0

∫
D

|W (x− k + j, y)− v(x− k + j, y)|2dxdy.

Por mudança de variável,

‖Pj(χkW )− v‖2
L2(Ω1) =

∫ j−k+1

j−k

∫
D

|W (x, y)− v(x, y)|2dxdy.

Como W ∈ Γ−(v) devemos ter

‖Pj(χkW )− v‖2
L2(Ω1) → 0 quando j → −∞.

De modo análogo, dado k ∈ Z mostra-se que existe w ∈M \ {v} tal que

‖Pj(χkW )− w‖L2(Ω1) → 0 quando j → +∞.

Portanto, χkW ∈ Γ−(v) sempre que k ∈ Z e W ∈ Γ−(v), o que prova a a�rmação.

Por outro lado, como G é 1-periódica em x segue por mudança de variável que

ai(χkW ) = ai(W ), ∀i, k ∈ Z.

Desse modo,

J(χkW ) = J(W ), ∀k ∈ Z. (1.33)

Sabemos que existe uma sequência (Wm) ⊂ Γ−(v) minimizante para o funcional J , isto

é,

J(Wm)→ σ quando m→∞. (1.34)

De (1.33)-(1.34) a sequência (χk(m)Wm) também é minimizante para J para qualquer

que seja a sequência (k(m))m∈N ⊂ Z. De acordo com a Observação 1.2 podemos

escolher um número real ρ tal que

ρ ∈ (0,
γ

3
).
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Para cada m ∈ N, escolhemos k(m) com a seguinte propriedade

‖Pj(χk(m)Wm)− v‖L2(Ω1) ≤ ρ, ∀j < 0 (1.35)

e

‖P0(χk(m)Wm)− v‖L2(Ω1) > ρ. (1.36)

Com efeito, pela de�nição do conjunto Γ−(v) segue que dado m ∈ N existe k0(m) > 0

veri�cando

‖Pj(Wm)− v‖L2(Ω1) ≤ ρ, ∀j < −k0(m).

Posto isto, vamos �xar k(m) sendo o menor número natural tal que

‖Pj(Wm)− v‖L2(Ω1) ≤ ρ, ∀j < −k(m).

Então,

‖Pj(Wm)− v‖L2(Ω1) ≤ ρ, ∀j < −k(m)

e

‖Pj(Wm)− v‖L2(Ω1) > ρ, ∀j = −k(m),−k(m) + 1, . . . ,−1, 0.

Diante disto, considerando a sequência (χk(m)Wm(x, y)) veri�ca-se que a mesma satisfaz

as desigualdades (1.35) e (1.36). Portanto, podemos supor sem perda de generalidade

que k(m) = 0 para todo m ∈ N. Em resumo, vamos considerar uma sequência mini-

mizante (Wm) para J satisfazendo

‖PjWm − v‖L2(Ω1) ≤ ρ, ∀j < 0 (1.37)

e

‖P0Wm − v‖L2(Ω1) > ρ. (1.38)

Por (1.34), existe C > 0 tal que

J(Wm) ≤ C, ∀m ∈ N. (1.39)

A�rmação 1.5 Para qualquer l ∈ N, temos:

(i) ‖Wm‖L2([−l,0]×D) ≤ ‖v‖L2([−l,0]×D) + ρl, ∀m ∈ N;

(ii) Existe α > 0 veri�cando

‖∇Wm‖2
L2([−l,0]×D) ≤ C + lc1 + lα|D|, ∀m ∈ N;
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(iii) Existe β > 0 tal que

‖∇Wm‖2
L2([0,l]×D) ≤ C + lc1 + lβ|D|, ∀m ∈ N.

(i) Notemos inicialmente que

‖Wm‖L2([−l,0]×D) ≤
l−1∑
i=0

‖Wm‖L2([−l+i,−l+i+1]×D). (1.40)

Por (1.37),

‖Wm‖L2([j,j+1]×D) ≤ ρ+ ‖v‖L2(Ω1), ∀j < 0. (1.41)

De (1.41) e (1.40) segue que

‖Wm‖L2([−l,0]×D) ≤
l−1∑
i=0

(
ρ+ ‖v‖L2(Ω1)

)
= l
(
ρ+ ‖v‖L2(Ω1)

)
= lρ+ ‖v‖L2([−l,0]×D),

ou seja,

‖Wm‖L2([−l,0]×D) ≤ ‖v‖L2([−l,0]×D) + ρl, ∀m ∈ N.

(ii) Dado m ∈ N, de (1.39) vem que∫ 0

−l

∫
D

(L(Wm)− L(v)) dxdy =
l−1∑
i=0

(∫ −l+i+1

−l+i

∫
D

(L(Wm)− L(v)) dxdy

)

=
−1∑
i=−l

ai(Wm)

≤ J(Wm)

≤ C,

ou seja, ∫ 0

−l

∫
D

(
1

2
|∇Wm|2 −G(x, y,Wm)

)
dxdy ≤ C +

∫ 0

−l

∫
D

L(v)dxdy.

Isto nos permite concluir que

‖∇Wm‖2
L2([−l,0]×D) ≤ C + lc1 +

∫ 0

−l

∫
D

G(x, y,Wm)dxdy.

Mas tendo em visto que G(x, y, t) é periódica e contínua na variável t temos a existência

de α > 0 tal que G(x, y, t) ≤ α para todo (x, y, t) ∈ [−l, 0]×D × R. Portanto,

‖∇Wm‖2
L2([−l,0]×D) ≤ C + lc1 + lα|D|, ∀m ∈ N.

(iii) Este caso é análogo ao item (ii).

A A�rmação 1.5 mostra que para cada l ∈ N a sequência (Wm) é limitada em

H1([−l, 0]×D).
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A�rmação 1.6 Dado l ∈ N, existe C0 > 0 tal que

‖u‖L2([0,l]×D) ≤ C0

(
‖u‖L2([−l,0]×D) + ‖∇u‖L2([−l,l]×D)

)
, ∀u ∈ H1([−l, l]×D).

Suponhamos por absurdo que não existe C0 > 0 veri�cando a desigualdade acima.

Assim, para cada m ∈ N existe um ∈ H1([−l, l]×D) tal que

‖um‖L2([0,l]×D) > m
(
‖um‖L2([−l,0]×D) + ‖∇um‖L2([−l,l]×D)

)
.

Vamos supor sem perda de generalidade que

‖um‖L2([0,l]×D) = 1 ∀m ∈ N.

Diante disto,

‖um‖L2([−l,0]×D) + ‖∇um‖L2([−l,l]×D) <
1

m
, ∀m ∈ N,

e portanto,

‖um‖L2([−l,0]×D) → 0 e ‖∇um‖L2([−l,l]×D) → 0.

Em particular,

‖um‖L2([−l,0]×D) → 0, ‖∇um‖L2([−l,0]×D) → 0 e ‖∇um‖L2([0,l]×D) → 0. (1.42)

Por (1.42), (um) é limitada em H1([−l, 0] × D). Logo, existem (umk) ⊂ (um) e u ∈

H1([−l, 0]×D) tais que

umk ⇀ u em H1([−l, 0]×D).

Pelas imersões compactas de Sobolev,

umk → u em L2([−l, 0]×D). (1.43)

Desse modo,

‖umk‖L2([−l,0]×D) → ‖u‖L2([−l,0]×D). (1.44)

Combinando (1.42) e (1.44) temos

u = 0 q.t.p em [−l, 0]×D.
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No entanto, como ‖um‖L2([0,l]×D) = 1 para todo m ∈ N segue de (1.42) que a seguência

(um) é limitada em H1([0, l] × D). Por conseguinte, existem (umki ) ⊂ (umk) e w ∈

H1([0, l]×D) satisfazendo

umki ⇀ w em H1([0, l]×D).

Pelas imersões compacta de Sobolev,

umki → w em L2([0, l]×D). (1.45)

Ora, por (1.45),

‖w‖L2([0,l]×D) = 1. (1.46)

Ademais, pela convergência fraca e por (1.42) e (1.45),

‖w‖2
H1([0,l]×D) ≤ lim inf

n→∞

(
‖umki‖

2

L2([0,l]×D)
+ ‖∇umki‖

2

L2([0,l]×D)

)
≤ lim inf

n→∞
‖umki‖

2

L2([0,l]×D)

= ‖w‖2
L2([0,l]×D),

ou seja,

‖w‖2
L2([0,l]×D) + ‖∇w‖2

L2([0,l]×D) ≤ ‖w‖
2
L2([0,l]×D),

acarretando em

‖∇w‖2
L2([0,l]×D) = 0.

Logo, existe uma constante c ∈ R tal que

w = c q.t.p em [0, l]×D.

De (1.46), c 6= 0. Por �m, notemos que (um) é limitada em H1([−l, l] ×D). Por isso,

a menos de subsequência, existe z ∈ H1([−l, l]×D) cumprindo

umki → z em L2([−l, l]×D). (1.47)

Em vista de (1.43), (1.45) e (1.47),

z =

 0 em [−l, 0]×D

c em [0, l]×D.
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Desde que w ∈ H1([−l, l]×D) concluímos c = 0, um absurdo. Portanto, a A�rmação

1.6 �ca satisfeita para todo u ∈ H1([−l, l]×D) tal que ‖u‖L2([0,l]×D) = 1. Porém, para

u 6= 0 em H1([−l, l]×D) vale a desigualdade∥∥∥∥ u

‖u‖L2(Ωl)

∥∥∥∥
L2(Ωl)

≤ C0

(∥∥∥∥ u

‖u‖L2(Ωl)

∥∥∥∥
L2([−l,0]×D)

+

∥∥∥∥∇( u

‖u‖L2(Ωl)

)∥∥∥∥
L2([−l,l]×D)

)
,

implicando em

‖u‖L2([0,l]×D) ≤ C0

(
‖u‖L2([−l,0]×D) + ‖∇u‖L2([−l,l]×D)

)
.

Como naturalmente a desigualdade ocorre para u = 0 concluímos a demonstração da

A�rmação 1.6.

Em conformidade com as A�rmações 1.5 e 1.6 deduzimos que a sequência (Wm)

é limitada em H1([−l, l] × D) sempre que l ∈ N. Portanto, (Wm) é limitada em

H1
loc

(R×D). Logo, existe U ∈ H1
loc

(R×D) tal que

Wm ⇀ U em H1
loc

(R×D)

e

Wm → U em L2
loc

(R×D).

De (1.37) e (1.38) segue que

‖PjU − v‖L2(Ω1) ≤ ρ, ∀j < 0 (1.48)

e

‖P0U − v‖L2(Ω1) > ρ. (1.49)

(B) Estudo do comportamento assintótico de U com x→ −∞.

Em vista de (1.39) podemos estimar

l∑
−l

ak(Wm) ≤ C, ∀l ∈ N.

Assim, como os funcionais ak são fracamente semicontínuos inferiormente4, obtemos

l∑
−l

ak(U) ≤ C, ∀l ∈ N.

4Veja o Teorema C.10.
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Pela arbitrariedade de l,

J(U) =
∑
k∈Z

ak(U) ≤ C. (1.50)

Sendo a série (1.50) convergente, devemos ter

ak(U)→ 0 quando |k| → ∞. (1.51)

Seja ρ um número real positivo cumprindo

ρ+ ρ <
γ

2
. (1.52)

De (1.51) existe k0 ∈ N veri�cando

ak(U) <
α(ρ)

2
, ∀ |k| > k0, (1.53)

onde α(ρ) > 0 é tomado de acordo com item (iii) da Proposição 1.8.

A�rmação 1.7 Seja k ∈ N tal que |k| > k0. Então, PkU ∈ Nρ(M).

Com efeito, de (1.53)

ak(U) =

∫ k+1

k

∫
D

(L(U)− L(v)) dxdy <
α(ρ)

2

acarretando em ∫ k+1

k

∫
D

L(U)dxdy <
α(ρ)

2
+

∫ k+1

k

∫
D

L(v)dxdy.

Assim,

I1(PkU) < α(ρ) + c1.

Portanto, pelo item (iii) da Proposição 1.8,

PkU ∈ Nρ(M), ∀ |k| > k0.

Isto conclui a a�rmação.

Resulta da A�rmação 1.7 que para cada |k| > k0 existe uk ∈M tal que

‖PkU − uk‖H1(Ω1) ≤ ρ. (1.54)

Neste momento, consideremos

QkU = U |[k,k+2]×D.



59

Note que podemos identi�car QkU sendo uma função em H1(Ω2). Para cada |k| > k0

segue de (1.53) que

ak(U) + ak+1(U) < α(ρ),

isto é,

I2(QkU) < α(ρ) + 2

∫
Ω1

L(v)dxdy = α(ρ) + 2c1.

Pelo item (ii) da Observação 1.2, QkU ∈ N2
ρ (M) sempre que |k| > k0. Assim,

‖QkU − u‖H1(Ω2) ≤ ρ, ∀|k| > k0 e ∀u ∈M,

onde M é interpretado como um subconjunto de E2. Portanto, para cada |k| > k0

existe uk ∈M tal que

‖QkU − uk‖H1(Ω2) ≤ ρ. (1.55)

Além disso, veri�ca-se sem di�culdades que

‖QkU − uk‖2
H1(Ω2) = ‖PkU − uk‖2

H1(Ω1) + ‖Pk+1U − uk‖2
H1(Ω1). (1.56)

Por (1.54)-(1.56),

‖uk − uk‖H1(Ω1) ≤ ‖PkU − uk‖H1(Ω1) + ‖PkU − uk‖H1(Ω1) ≤ ρ+ ρ ≤ 2ρ.

De modo similar, mostra-se que

‖uk+1 − uk‖H1(Ω1) ≤ 2ρ.

Tomando 2ρ < γ, onde γ é de�nido na prova do item (i) da Proposição 1.8, obtemos

uk = uk+1 = uk, ∀|k| > k0. (1.57)

Em vista de (1.48), (1.52) e (1.54),

k < −k0 ⇒ ‖uk − v‖L2(Ω1) ≤ ‖uk − PkU‖L2(Ω1) + ‖PkU − v‖L2(Ω1)

≤ ρ+ ρ <
γ

2
.

Logo, v = uk sempre que k < −k0. Portanto, de (1.54)

‖PkU − v‖H1(Ω1) ≤ ρ. (1.58)

A�rmação 1.8 ‖PkU − v‖H1(Ω1) → 0 quando k → −∞.
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Por (1.51), ∫ 1

0

∫
D

L(PkU)dxdy →
∫ 1

0

∫
D

L(v)dxdy quando |k| → +∞,

ou seja,

I1(PkU)→ c1 quando |k| → −∞.

O argumento contido na prova da Proposição 1.1 mostra que (PkU) é limitada em

H1(Ω1). Assim, existe U ∈ H1(Ω1) tal que, a menos de subsequência,

PkU ⇀ U em H1(Ω1) quando k → −∞.

Desde que o funcional I1 é fracamente semicontínuo inferiormente deduzimos I1(U) ≤

c1, e portanto, da Proposição 1.2 tem-se I1(U) = c1. De acordo com a Proposição 1.4,

concluímos U ∈M . Por (1.58),

‖U − v‖H1(Ω1) ≤ ‖PkU − v‖H1(Ω1) ≤ ρ < γ, ∀k < −k0

Portanto, U = v. Então, pelas imersões compactas de Sobolev

‖PkU‖L2(Ω1) → ‖v‖L2(Ω1) quando k → −∞.

O raciocínio da demonstração da Proposição 1.8 mostra que

PkU → v em H1(Ω1) quando k → −∞.

Isto conclui a a�rmação.

(C) O estudo do comportamento assintótico de U com x→ +∞.

De (1.54) e (1.57) existe w ∈M tal que

‖PkU − w‖H1(Ω1) ≤ ρ, ∀k > k0. (1.59)

A prova da A�rmação 1.7 mostra que

PkU → w quando k → +∞ em H1(Ω1).

Nosso objetivo é mostrar que w 6= v. Para conseguir tal efeito vamos supor por absurdo

que w = v. Por outro lado, a�rmamos que existem k ≥ 0 e β ≥ 0 tais que

‖PkWm − u‖H1(Ω1) > β, ∀u ∈M, (1.60)
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com m su�cientemente grande. De fato, caso contrário, dado k ≥ 0 existe uma sequên-

cia de números naturais (mi(k)) com mi(k) → +∞ quando i → +∞ e (vmi(k)) ⊂ M

tais que

‖PkWmi(k) − vmi(k)‖H1(Ω1) → 0 quando i→ +∞. (1.61)

Em vista de que (Wm) converge fraco para U em H1
loc

(Ω) segue que para cada k ≥

0 �xado a sequência (PkWm) converge fraco para PkU em H1(Ω1). Pelas imersões

compactas de Sobolev,

PkWm → PkU em L2(Ω1) quando m→ +∞. (1.62)

Por conseguinte, a sequência (PkWm) é de Cauchy em L2(Ω1). Como

‖vmi(k) − vmj(k)‖L2(Ω1) ≤ ‖PkWmi(k)−vmi(k)‖L2(Ω1) + ‖PkWmj(k) − PkWmi(k)‖L2(Ω1)

+ ‖PkWmj(k) − vmj(k)‖L2(Ω1)

segue de (1.61) que

‖vmi(k) − vmj(k)‖L2(Ω1) → 0 quando i, j → +∞.

Desse modo, pela item (i) da Observação 1.2 temos que existe apenas uma quantidade

�nita de funções em M que são possíveis candidatas para vmi(k). Assim, sem perda de

generalidade podemos supor que vmi(k) = vk. Então, de (1.61) e (1.62) obtemos

PkU = vk, ∀k ≥ 0. (1.63)

Por (1.52), (1.59), (1.63) e do item (i) da Observação 1.2,

vk = w = PkU, ∀k > k0. (1.64)

Por outro lado, como vk ∈M deduzimos que

vk(0, y) = vk(1, y) = vk+1(0, y), ∀k ≥ 0.

De fato, da igualdade (1.63)

vk(0, y) = vk(1, y) = PkU(1, y) = U(1 + k, y) = Pk+1U(0, y) = vk+1(0, y).

Pelo Corolário 1.3, vk é solução clássica do problema −∆w = g(x, y, w), em Ω
∂w

∂ν
(x, y) = 0, sobre ∂Ω.
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Diante disto, para cada k ≥ 0 de�nimos

zk = vk − vk+1.

Veri�ca-se que zk é solução clássica para o seguinte problema elíptico
−∆zk = g(x, y, vk)− g(x, y, vk+1), em Ω

zk(0, y) = zk(1, y) = 0, com y ∈ D
∂zk
∂ν

(0, y) = 0, sobre ∂Ω.

Agora, consideremos a função ẑk de�nida no cilindro Ω = R×D da seguinte forma

ẑk(x, y) =

 zk(x, y), se (x, y) ∈ Ω1

0, se (x, y) /∈ Ω1.

Desse modo, a�rmamos ẑk é solução fraca da equação

−∆ẑk = bk(x, y)ẑk em Ω,

onde bk : Ω→ R de�nida por

bk(x, y) =


g(x, y, vk)− g(x, y, vk+1)

vk − vk+1

, se vk(x, y) 6= vk+1(x, y)

gvk(x, y, vk), se vk(x, y) = vk+1(x, y)

é contínua (veja a prova da Proposição 1.4). De fato, é su�ciente mostrar que∫
Ω

∇ẑk∇ϕdxdy =

∫
Ω

bk(x, y)ẑkϕdxdy,

para todo ϕ ∈ C∞(Ω) com supt ϕ ⊂ [0, 2]×D. Sendo assim, sejam

Q1 = ([0, 1]×D) ∩ supt ϕ e Q2 = ((1, 2]×D) ∩ supt ϕ.

Por conseguinte,∫
Ω

∇ẑk∇ϕdxdy =

∫
Q1

∇ẑk∇ϕdxdy +

∫
Q2

∇ẑk∇ϕdxdy

=

∫
Q1

∇zk∇ϕdxdy

= −
∫
Q1

(∆zk)ϕdxdy +

∫
∂Q1

∂zk
∂η

ϕds

= −
∫
Q1

(∆zk)ϕdxdy

=

∫
Q1

bk(x, y)ẑkϕdxdy

=

∫
Ω

bk(x, y)ẑkϕdxdy.
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Pelo Princípio da Continuação Única, ẑk = 0 em Ω e, portanto, zk = 0 em Ω1. Conse-

quentemente,

vk = vk+1, ∀k ≥ 0. (1.65)

Por (1.64) e (1.65),

vk = w, ∀k ≥ 0.

Em particular,

v0 = w = P0U.

Porém, como estamos supondo que v = w temos

P0U = v.

No entanto, de (1.49)

P0U 6= v,

um absurdo. Portanto, existem k ≥ 0 e β ≥ 0 veri�cando a desigualdade (1.60).

Entretanto, tomando β su�cientemente pequeno, se necessário, segue de (1.60) e do

item (iii) da Proposição 1.8 que existe α(β) > 0 cumprindo

I1(PkWm) ≥ c1 + α(β),

para m su�cientemente grande, ou seja,

ak(Wm) ≥ α(β) (1.66)

sempre que m for su�cientemente grande. De outra forma, como J(Wm)→ σ quando

m→∞, então para m su�cientemente grande obtemos

J(Wm) ≤ σ +
1

3
α(β). (1.67)

No que segue �xamos

δ ∈
(

0,
γ

2

)
(1.68)

de modo que

max
u∈B3δ(w)

∫
Ω1

(L(u)− L(w)) dxdy ≤ α(β)

3
. (1.69)

Tomando k ≥ 0 satisfazendo (1.60), temos que existe um número natural k = k(δ) > k

tal que

k ≥ k ⇒ ‖PkU − w‖H1(Ω1) ≤
δ

4
, (1.70)

pois PkU → w em H1(Ω1) quando k → +∞.
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A�rmação 1.9 Existe um número natural m = m(δ) su�cientemente grande tal que

para algum k = k(m) ≥ k tem-se

‖PkWm − w‖H1(Ω1) ≤ δ. (1.71)

De fato, caso contrário, dado k ≥ k e m su�cientemente grande teríamos

‖PkWm − w‖H1(Ω1) > δ. (1.72)

Ora, para k ≥ k segue de (1.70) que

‖PkWm − w‖L2(Ω1) ≤ ‖PkWm − PkU‖L2(Ω1) + ‖PkU − w‖L2(Ω1)

≤ ‖PkWm − PkU‖L2(Ω1) +
δ

4
.

Mas como PkWm → PkU em L2(Ω1) quando m → ∞ segue que existe m = m(k, δ)

veri�cando

k ≥ k e m ≥ m ⇒ ‖PkWm − w‖L2(Ω1) ≤
δ

2
. (1.73)

No entanto, a�rmamos que se u ∈M \ {w} então

‖PkWm − u‖H1(Ω1) ≥
δ

2
, ∀m ≥ m. (1.74)

Com efeito, se fosse ao contrário teríamos por (1.73) que

‖u− w‖L2(Ω1) ≤ ‖PkWm − w‖L2(Ω1) + ‖PkWm − u‖L2(Ω1)

<
δ

2
+
δ

2
< γ.

Pelo item (i) da Observação 1.2, u = w, uma contradição. Consequentemente, de

(1.72), (1.74) e do item (iii) da Proposição 1.8 temos que para cada k ≥ k existe

α( δ
2
) > 0 satisfazendo

ak(Wm) ≥ α

(
δ

2

)
, ∀m ≥ m. (1.75)

Diante disto, tomemos l = l(δ) ∈ N tal que

(l + 1)α

(
δ

2

)
> σ +

α(β)

3
(1.76)

e

m ≥ max
k≤k≤k+l

m(k, δ).
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Por (1.75) e (1.76),

J(Wm) ≥
k+l∑
k=k

ak(Wm) ≥
k+l∑
k=k

α

(
δ

2

)
= (l + 1)α

(
δ

2

)
> σ +

α(β)

3
,

isto é,

J(Wm) > σ +
α(β)

3
,

o que contraria a desigualdade (1.67). Portanto, a A�rmação 1.9 é verdadeira.

Finalmente, vamos concluir a prova do item (C). Para isso, considerando os in-

teiros m e k dados de acordo com a A�rmação 1.9 podemos de�nir a função

Um(x, y) =


v(x, y), se x ≤ k, y ∈ D

((k + 1)− x)v(x, y) + (x− k)Wm(x, y), se k < x ≤ k + 1, y ∈ D

Wm(x, y), se k + 1 < x, y ∈ D.

Então, pela de�nição de Um �ca claro que Um ∈ Γ−(v). No entanto, como ainda

estamos supondo que v = w obtemos

‖PkUm − w‖H1(Ω1) = ‖(k − x)(Wm − w)‖H1(Ω1). (1.77)

De fato, basta notar

PkUm(x, y)− w(x, y) = ((k + 1)− x)v(x, y) + (x− k)Wm(x, y)− w(x, y)

= ((k + 1)− x)w(x, y) + (x− k)Wm(x, y)− w(x, y)

= kw(x, y) + w(x, y)− xw(x, y) + (x− k)Wm(x, y)− w(x, y)

= (k − x)w(x, y) + (x− k)Wm(x, y)

= (k − x)(Wm(x, y)− w(x, y))

implicando em

‖PkUm − w‖H1(Ω1) = ‖(k − x)(Wm − w)‖H1(Ω1).

Por outro lado, sendo z = x− k temos

(k − x)(Wm(x, y)− w(x, y)) = (k − x)Wm(x, y)− (k − x)w(x, y)

= (k − (z + k))Wm(z + k, y)− (k − (z + k))w(z + k, y)

= −zWm(z + k, y) + zw(z + k, y)

= −z(Wm(z + k)− w(z, y)).
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Desse modo,

‖(k − x)(Wm − w)‖H1(Ω1) = |z|‖PkWm − w‖H1(Ω1). (1.78)

Por conseguinte, como |z| = |x − k| ≤ 1 segue da A�rmação 1.9 e de (1.77) e (1.78)

que

‖PkUm − w‖H1(Ω1) ≤ ‖PkWm − w‖H1(Ω1) ≤ δ. (1.79)

Por (1.69) e (1.79),

ak(Um) ≤ α(β)

3
. (1.80)

Agora, como Um = v para x ≤ k obtemos ap(Um) = 0 sempre que p < k. À vista disso,

J(Um) = ak(Um) +
∞∑

p=k+1

ap(Wm). (1.81)

Logo, de (1.66)-(1.67) e (1.80)-(1.81) temos

J(Um) ≤ ak(Um) + J(Wm)− ak(Wm)

≤ α(β)

3
+ σ +

α(β)

3
− α(β)

≤ σ − α(β)

3

< σ,

um absurdo. Portanto, w 6= v com

‖PkU − w‖H1(Ω1) → 0 qando k → +∞.

Isto conclui a etapa (C).

(D) U minimiza J em Γ−(v).

Pelas etapas (A), (B) e (C), temos que U ∈ Γ−(v). De fato, por (B) que

PkU → v em L2(Ω1) quando k → −∞

e por (C)

PkU → w em L2(Ω1) quando k → +∞,

com v 6= w. Posto isto,

J(U) ≥ σ. (1.82)
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No entanto, dados arbitrariamente ε > 0, l ∈ N e m su�cientemente grande obtemos

σ + ε ≥ J(Wm) ≥
l∑

k=−l

ak(Wm).

Fazendo m→ +∞ temos5

σ + ε ≥
l∑
−l

ak(U).

Desde que l é arbitrário,

σ + ε ≥ J(U).

Portanto,

σ ≥ J(U). (1.83)

Logo, por (1.82)-(1.83),

J(U) = σ.

Isto conclui a demonstração.

Corolário 1.10 U é uma solução clássica do tipo heteroclínica para o problema (P1).

Demonstração. Seja ϕ ∈ C∞(R×D) com "suporte compacto" no sentido de que para

|x| su�cientemente grande temos que ϕ(x, y) = 0. Dado δ ∈ R, então U + δϕ ∈ Γ−(v).

Com efeito, para |x| su�cientemente grande tem-se U(x, y) = U(x, y) + δϕ(x, y). Por

conseguinte, Pk(U + δϕ) = PkU sempre que |x| for su�cientemente grande. Logo,

Pk(U + δϕ)→ v em L2(Ω1) quando k → −∞

e existe w ∈M \ {v} tal que

Pk(U + δϕ)→ w em L2(Ω1) quando k → +∞.

Por outro lado, notemos também que para k0 ∈ N su�cientemente grande tem-se∑
|k|>k0

ak(U + δϕ) =
∑
|k|>k0

ak(U).

5Note que somas �nitas de fncionais fracamentes contínuos inferiormentes também o são.
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Consequentemente,

J(U + tϕ)− J(U) =
∑
k∈Z

ak(U + δϕ)−
∑
k∈Z

ak(U)

=
∑
|k|>k0

ak(U + δϕ) +

k0∑
k=−k0

ak(U + δϕ)−
∑
|k|>k0

ak(U)−
k0∑

k=−k0

ak(U)

=

k0∑
k=−k0

ak(U + δϕ)−
k0∑

k=−k0

ak(U)

=

k0∑
k=−k0

∫ k+1

k

∫
D

L(U + tϕ)dxdy −
k0∑

k=−k0

∫ k+1

k

∫
D

L(U)dxdy

=

∫ k0

−k0

∫
D

(L(U + tϕ)− L(U)) dxdy.

Por conseguinte,

lim
t→0

J(U + tϕ)− J(U)

t
=

∫ k0

−k0

∫
D

(∇u∇ϕ− g(x, y, U)ϕ) dxdy. (1.84)

Agora, desde que ϕ é de "suporte compacto",∫ −k0

−∞

∫
D

(∇u∇ϕ− g(x, y, U)ϕ) dxdy =

∫ +∞

k0

∫
D

(∇u∇ϕ− g(x, y, U)ϕ) dxdy = 0.

(1.85)

Por (1.84) e (1.85),

lim
t→0

J(U + tϕ)− J(U)

t
=

∫ +∞

−∞

∫
D

(∇u∇ϕ− g(x, y, U)ϕ) dxdy.

Todavia, denotando o lado direito da igualdade acima por J ′(U)ϕ temos então

J ′(U)ϕ =

∫
R×D

(∇U∇ϕ− g(x, y, U)ϕ) dxdy.

Neste caso, U é uma solução fraca para o problema (P1). Por um argumento encontrado

em [11, Section 6], U ∈ C2,α(Ω) para algum α ∈ (0, 1). Logo U é uma solução clássica

de (P1). Por �m, seja ‖U‖C2,α(Ω) = B e para cada i ∈ Z consideremos a função

Ui(x, y) = U(x+ i, y), ∀(x, y) ∈ Ω1.

Então,

‖Ui‖C2,α(Ω1) ≤ B, ∀i ∈ Z.

Pelo Teorema C.11, temos a seguinte imersão compacta

C2,α(Ω1) ↪→ C2(Ω1).
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Segue daí que a sequência (Ui)i≤0 possui uma subsequência (Uik)ik≤0 convergente em

C2(Ω1). Assim, existe U0 ∈ C(Ω1) tal que

Uik → U0 em C2(Ω1) quando ik → −∞.

Em particular,

Uik → U0 em Ω1 quando ik → −∞ uniformemente em y ∈ D.

De fato, como (Uik)ik≤0 é limitada em C2(Ω1) segue que a mesma é limitada em C1(Ω1).

Assim, existe L > 0 tal que

|U ′(x, y)| ≤ L, ∀(x, y) ∈ Ω1.

Logo, pelo Teorema do valor Médio existe θ ∈ R tal que

|Uik(x1, y)− Uik(x2, y)| ≤ |U ′ik(θ, y)||x1 − x2|, ∀k ∈ Z e ∀y ∈ D,

ou melhor,

|Uik(x1, y)− Uik(x2, y)| ≤ L|x1 − x2|, ∀k ∈ Z e ∀y ∈ D,

mostrando que (Uik(·, y))ik≤0 é equicontínua para todo y ∈ D. Pelo Teorema de Ascoli-

Arzelá (veja Apêndice B),

Uik → U0 em Ω1 quando ik → −∞ uniformemente em y ∈ D.

Por outro lado, como U ∈ Γ−(v) temos

Uik → v em L2(Ω1) quando ik → −∞.

Pelo Teorema de Vainberg, existe (Uikj )ikj≤0 ⊂ (Uik)ik≤0 tal que

Uikj (x, y)→ v(x, y) q.t.p em Ω1 quando ikj → −∞.

Por unicidade de limite, U0 = v. Logo,

Uik → v em Ω1 quando ik → −∞ uniformemente em y ∈ D.

A�rmamos que

Ui → v em Ω1 quando i→ −∞ uniformemente em y ∈ D.
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Com efeito, caso contrário existem (Uik)ik≤0 ⊂ (Ui)i≤0 e ε > 0 tais que

‖Uik − v‖L∞(Ω1) ≥ ε, ∀k ∈ N.

Ora, desde que a sequência (Uik) limitada segue do argumento anterior que existe

(Uikj )ikj≤0 ⊂ (Uik)ik≤0 tal que Uikj converge para v em Ω1 uniformemente em y ∈ D,

um absudo. Portanto,

Ui → v em Ω1 quando i→ −∞ uniformemente em y ∈ D.

Logo,

‖U − v‖L∞(Ωi) = ‖Ui − v‖L∞(Ω1) → 0 quando i→ −∞.

De modo análogo, prova-se que existe w ∈M \ {v} tal que

‖U − w‖L∞(Ωi) → 0 quando i→ +∞.

À vista disso, U é uma solução do tipo heteroclínica para o problema (P1).

Para �nalizar esta seção faremos o seguinte comentário. Seja H o conjunto das

soluções heteroclínicas do problema (P1). Então, pelo Corolário 1.10 H 6= ∅. A�rma-

mos que H ⊂ Γ−(v), isto é, toda solução heteroclínica de (P1) pertence ao conjunto

Γ−(v). De fato, se U ∈ H basta notar

‖PkU − v‖2
L2(Ω1) =

∫ 1

0

∫
D

|PkU − v|2dxdy

=

∫ k+1

k

∫
D

|U − v|2dxdy

≤ |D|‖U(x+ k, y)− v‖L∞(Ω1)

e consequentemente

‖PkU − v‖L2(Ω1) → 0 quando k → −∞.

De modo semelhante, mostra-se que

‖PkU − w‖L2(Ω1) → 0 quando k → +∞,

para algum w ∈M \{v}. Isto conclui nossa a�rmação. No entanto, é claro que existem

funções de Γ−(v) que não pertencem ao conjunto das soluções heteroclínicas H.
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1.2 Existência de solução para o caso de Dirichlet

Nesta seção, temos por objetivo mostrar a existência de solução heteroclínica

para o problema de Dirichlet. A construção desta seção é, em certo sentido, um pouco

mais sútil do que o caso de Neumann. Porém, a essência da construção é a mesma.

1.2.1 Solução periódica

Consideremos o problema elíptico semilinear com condição de fronteira de Diri-

chlet  −∆u = g(x, y, u), em Ω

u(x, y) = 0, sobre ∂Ω,
(P2)

onde g satisfaz (g1)-(g3) e (M). Para determinar a existência de solução heteroclínica

para o problema (P2) vamos considerar inicialmente o conjunto

E1 = {u : Ω→ R | u ∈ H1(Ω1), u(x, y) = 0 sobre (0, 1)×∂D e u é 1-periódica em x}.

Veri�ca-se que E1 é um espaço vetorial. Além disso, podemos identi�car o mesmo

como um subespaço de H1(Ω1).

O seguinte resultado mostra que vale uma desigualdade de Poincaré em E1. O

mesmo é crucial para a discussão de existência de solução heteroclínica para o problema

(P2).

Proposição 1.11 Existe uma constante C > 0 tal que∫
Ω1

|u|2dxdy ≤ C

∫
Ω1

|∇u|2dxdy, ∀u ∈ E1.

Demonstração. Suponhamos por absurdo que não existe C > 0 veri�cando a desi-

gualdade de acima. Assim, para cada n ∈ N existe un ∈ E1 tal que∫
Ω1

|un|2dxdy > n

∫
Ω1

|∇un|2dxdy. (1.86)

Sem perda de generalidade podemos supor

‖un‖L2(Ω1) = 1, ∀n ∈ N. (1.87)

Por conseguinte, de (1.86) e (1.87) obtemos∫
Ω1

|∇un|2dxdy <
1

n
, ∀n ∈ N.
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Logo, ∫
Ω1

|∇un|2dxdy → 0 quando n→∞. (1.88)

Por (1.87) e (1.88), (un) é uma sequência limitada em H1(Ω1). Sendo assim, existe

u ∈ H1(Ω1) tal que, a menos de subsequência,

un ⇀ u em H1(Ω1) quando n→∞.

Pelas imersões de Sobolev,

un → u em L2(Ω1) quando n→∞. (1.89)

Dessa forma,

‖u‖2
H1(Ω1) ≤ lim inf

n−→+∞
‖un‖2

H1(Ω1)

≤ lim inf
n−→+∞

(∫
Ω1

|un|2dxdy +

∫
Ω1

|∇un|2dxdy
)
.

Por (1.88) e (1.89),

‖u‖2
H1(Ω1) ≤ ‖u‖2

L2(Ω1),

ou seja, ∫
Ω1

|u|2dxdy +

∫
Ω1

|∇u|2dxdy ≤
∫

Ω1

|u|2dxdy

implicando em ∫
Ω1

|∇u|2dxdy = 0. (1.90)

Por (1.88)-(1.90),

‖u‖H1(Ω1) → ‖u‖H1(Ω1) quando n→∞.

Daí, como H1(Ω1) é um espaço uniformemente convexo devemos ter

un → u em H1(Ω1) quando n→∞. (1.91)

Entretanto, desde que H1(Ω1) está imerso continuamente em L2(∂Ω1) (veja Apêndice
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C) existe L > 0 tal que∣∣∣∣∫
(0,1)×∂D

|un|2ds−
∫

(0,1)×∂D
|u|2ds

∣∣∣∣ ≤ ∫
(0,1)×∂D

∣∣|un|2 − |u|2∣∣ ds
≤
∫
∂Ω1

∣∣|un|2 − |u|2∣∣ ds
≤
∫
∂Ω1

|un − u|2ds

≤ ‖un − u‖2
L2(∂Ω1)

≤ L‖un − u‖2
H1(Ω1).

Desse modo, por (1.91)∫
(0,1)×∂D

|un|2ds→
∫

(0,1)×∂D
|u|2ds quando n→∞.

Portanto, ∫
(0,1)×∂D

|u|2ds = 0,

pois (un) ⊂ E1. Logo, por (1.90) devemos ter que u é constante em Ω1, mas como

u = 0 sobre (0, 1)× ∂D então concluímos que u = 0 em Ω1, um absurdo uma vez que

de (1.86) temos u 6= 0 em Ω1. Isto nós permite concluir que existe C > 0 tal que∫
Ω1

|u|2dxdy ≤ C

∫
Ω1

|∇u|2dxdy, ∀u ∈ E1,

�nalizando a demonstração.

De modo análogo a Proposição 1.11, mostra-se que se u ∈ H1
loc

(Ω) e u(x, y) = 0

sobre R× ∂D então para todo l ∈ N existe Cl > 0 independente de u tal que∫ l

−l

∫
D

|u|2dxdy ≤ Cl

∫ l

−l

∫
D

|∇u|2dxdy. (1.92)

Além disso, em E1 temos a seguinte norma

‖u‖ =

(∫
Ω1

|∇u|2dxdy
) 1

2

.

A mesma é proveniente do produto interno

〈u, v〉 =

∫
Ω1

∇u∇vdxdy, ∀u, v ∈ E1.

A�rmação 1.10 E1 munido da norma ‖ · ‖ é um espaço de Hilbert.
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Inicialmente, notemos que E1 munido da norma usual de H1(Ω1) é fechado. De fato,

se (um) é uma sequência em E1 tal que

um → u em (E1, ‖ · ‖H1(Ω1)) quando m→∞,

então pela imersão contínua H1(Ω1) ↪→ L2(∂Ω1) obtemos

um → u em L2(∂Ω1) quando m→∞.

Por conseguinte,

um → u em L2((0, 1)× ∂D) quando m→∞.

Portanto,

u = 0 em (0, 1)× ∂D,

mostrando que u ∈ E1. Por outro lado, a prova da A�rmação 1.1 nós permite concluir

que E1 munido da norma usual de H1(Ω1) é de Banach. Por �m, da desigualdade

de Poincaré em E1 segue que a norma ‖ · ‖ é equivalente a norma usual de H1(Ω1).

Portanto, (E1, ‖ · ‖) é de Hilbert.

Com tudo, de�nimos o funcional I1 dado por

I1(u) =
1

2

∫
Ω1

|∇u|2dxdy −
∫

Ω1

G(x, y, u)dxdy, u ∈ E1.

Pelo Lema 1.1, I1 é de classe C1 e para cada u ∈ E1 tem-se

I
′
1(u)v =

∫
Ω1

(∇u∇v − g(x, y, u)v) dxdy, ∀v ∈ H1(Ω1).

De acordo com a Seção 1.1 o funcional I1 é limitado inferiormente em H1(Ω1). Por

isso, seja

d1 = inf
u∈E1

I1.

Sendo (um) ⊂ E1 uma sequência minimizante para d1 segue por (1.9) que existe uma

constante L > 0 tal que

‖um‖2 ≤ L, ∀m ∈ N,

mostrando que (um) é uma sequência limitada em E1. Pela prova da Proposição 1.1

existe u ∈ E1 tal que I1(u) = d1. Então, seja

M = {u ∈ E1 : I1(u) = d1}.
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Considerando

d1 inf
u∈H1(Ω1)

I1(u)

então a demonstração da Proposição 1.2 nós diz que

d1 = d1.

Proposição 1.12 O problema (P2) possui uma solução clássica periódica em x.

Demonstração. Pelo que foi discutido anteriormente segue que existe u ∈M tal que

I1(u) = d1. Assim, u é um ponto crítico para o funcional I1. Por conseguinte,∫ 1

0

∫
D

∇u∇ϕdxdy =

∫ 1

0

∫
D

g(x, y, u)ϕdxdy, ∀ϕ ∈ C∞0 (Ω1).

Além disso, usando o argumento da prova do Corolário 1.3 mostra-se que para cada

k ∈ N tem-se∫ k

−k

∫
D

∇u∇ϕdxdy =

∫ k

−k

∫
D

g(x, y, u)ϕdxdy, ∀ϕ ∈ C∞0 ([−k, k]×D).

Desse modo, tomando qualquer ϕ ∈ C∞0 (Ω) sabe-se que existe k ∈ N tal que o suporte

de ϕ está contido em [−k, k] × D. Por isso, identi�cando ϕ como uma função de

C∞0 ([−k, k]×D) obtemos∫
R×D
∇u∇ϕdxdy =

∫
R×D

g(x, y, u)ϕdxdy, ∀ϕ ∈ C∞0 (Ω).

Figura 1.2: Ilustração do suporte da função ϕ na faixa.

Portanto, u é uma solução fraca para o problema (P2). Por resultados de regularidade

para u encontrados em [10, Chapter 9] e [19, Chapters 8-9] concluímos que u é uma
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solução clássica para o problema (P2). Além disso, u é 1-periódica em x pois u ∈ E1.

Observa-se que as Proposições 1.4, 1.5 e 1.6 também são válidas para o caso de

Dirichlet.

1.2.2 Solução do tipo heteroclínica

A�m de provar a existência de solução heteroclínica para o caso de Dirichlet, à

vista da Seção 1.1, o seguinte resultado variacional é crucial.

Proposição 1.13 Suponhamos que g satisfaz (g1) − (g3) e (M). Então existe uma

constante ρ0 tal que para cada 0 < ρ < ρ0 tem-se

i) Bρ(v) ∩Bρ(w) = ∅, ∀v, w ∈M com v 6= w;

ii) I1(u) > d1, ∀u ∈ H1(Ω1) \M ;

iii) existe α(ρ) > 0 veri�cando

I1(u) ≥ d1 + α(ρ) ∀u ∈ H1(Ω1) \Nρ(M).

Demonstração. A prova é semelhante a demonstração da Proposição 1.8.

Corolário 1.14 Temos:

i) β = inf {‖v − w‖L2(Ω1) | v, w ∈M e v 6= w} > 0;

ii) Ik(u) ≥ kd1 + α(ρ), ∀u ∈ H1(Ωk) \ Nk
ρ (M), onde Nk

ρ (M) denota a vizinhança

de M de raio ρ > 0 em H1(Ωk) e

Ik(u) =

∫ k

0

∫
D

L(u)dxdy.

Demonstração. É análoga a prova da Proposição 1.13.

Dado v ∈M de�nimos o conjunto

Γ
−

(v) = {U ∈ H1
loc(R×D)|u(x, y) = 0 sobre R× ∂D, ‖PkU − v‖L2(Ω1) → 0

quando k → −∞ e existe w ∈M \ {v} tal que

‖PkU − w‖L2(Ω1) → 0 quando k → +∞}.

Veri�ca-se que Γ
−

(v) 6= ∅. Dados k ∈ Z e U ∈ Γ
−

(v) de�nimos

ak(U) =

∫ k+1

k

∫
D

(L(U)− L(v)) dxdy.
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Conforme a demonstração do Lema 1.2 veri�ca-se que

ak(U) ≥ 0, ∀k ∈ Z e ∀U ∈ Γ−(v)

e

ak(U) = 0 se e somente se PkU ∈M.

De�nimos também o funcional J : Γ
−

(v)→ R ∪ {∞} por

J(U) =
∑
k∈Z

ak(U).

Seja

σ = inf
U∈Γ

−
(v)

J(U).

Teorema 1.15 Seja a função g satisfazendo (g1) − (g3) e (M). Então, para cada

v ∈M , existe U ∈ Γ
−

(v) tal que J(U) = σ.

Demonstração. Repetindo os argumentos da demonstração do Teorema 1.9 vamos

encontrar uma sequência (Wm) ⊂ Γ
−

(v) minimizante para J com

‖PjWm − v‖L2(Ω1) ≤ ρ, ∀j < 0

e

‖P0Wm − v‖L2(Ω1) > ρ,

em que ρ ∈ (0, β
3
). Ainda em conformidade com a prova do Teorema 1.9 segue que

existe C > 0 tal que

‖∇Wm‖L2([−l,l]×D) ≤ C, ∀m ∈ N.

Pela desigualdade de Poincaré em (1.92) temos

‖Wm‖L2([−l,l]×D) ≤ Cl, ∀m ∈ N.

Portanto, a sequência (Wm) é limitada em H1([−l, l] × D) para todo l ∈ N e, por

conseguinte, (Wm) é limitada em H1
loc

(Ω). Logo, existe U ∈ H1
loc

(Ω) tal que

Wm ⇀ U em H1
loc

(Ω)

e

Wm → U em L2
loc

(Ω).

O compartamento assintótico de U com x → −∞ e x → +∞ são obtidos de modo

análogo as etapas (B) e (C) do Teorema 1.9. Pela etapa (D) deduz-se J(U) = σ.
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Corolário 1.16 U é uma solução clássica do tipo heteroclínica para o problema (P2).

Demonstração. Pela prova do Corolário 1.10 podemos concluir

J ′(U)ϕ =

∫
Ω

(∇u∇ϕ− g(x, y, U)ϕ) dxdy, ∀ϕ ∈ C∞0 (Ω).

Diante disto, temos que U é uma solução fraca para o problema (P2). Por resultados

de regularidade para U encontrados em [10, Chapter 9] e [19, Chapters 8-9] segue que

U ∈ C2,α(Ω). O argumento da prova do Corolário 1.10 mostra que U é uma solução

do tipo heteroclínica para (P2).

1.3 Alguns problemas relacionados

Nesta seção, mostraremos como os resultados das Seções 1.1 e 1.2 são transferidos,

em certo sentido, para outras situações. Como as ideias são tão próximas aos resultados

anteriores, a exposição aqui será breve.

A primeira variante envolve o problema elíptico
−∆u = g(x, y, u), em Ω0

u(0, y) = ψ(y), com y ∈ D
∂u

∂η
(x, y) = 0, sobre ∂Ω0,

(P3)

em que Ω0 = (−∞, 0]×D é uma semifaixa in�nita se N = 2 ou um semicilindro in�nito

se N > 2 e ψ é suave com
∂ψ

∂η
(y) = 0 sobre ∂D.

Desse modo, as condições de contorno são compatíveis. Para cada k ∈ N seja

Ω−k = [−k, 0]×D.

Consideremos o conjunto

Γ− = {U ∈ H1
loc

(Ω0) : U |x=0 = ψ e existe w ∈M tal que

‖PkU − w‖H1(Ω−1) → 0 quando k → −∞},

onde M é o conjunto das soluções periódicas6 do problema (P3). Notemos que Γ− 6= ∅.

De fato, consideremos ϕ1, ϕ2 ∈ C∞(Ω0) com as seguintes propriedades:

6A construção deste conjunto é feita de modo análogo ao que se encontra na Seção 1.1.
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1) ϕ1(0, y) = 0 com y ∈ D;

2) ϕ1(x, y)→ 1 quando x→ −∞ uniformemente em y ∈ D;

3) ϕ2(0, y) = 1 com y ∈ D;

4) suptϕ2 é compacto em Ω0.

Com isso, para cada w ∈M de�nimos a função νw : Ω0 → R por

νw(x, y) = ϕ1(x, y)w(x, y) + ϕ2(x, y)ψ(y).

Baseando-se na prova da A�rmação 1.3 constatamos

PkU → νw em H1(Ω−1) quando k → −∞.

Portanto, �ca justi�cado que ηv ∈ Γ−.

Para cada U ∈ Γ− de�nimos o funcional

J0(U) =
0∑
−∞

ak(U),

no qual

ak(U) =

∫ k+1

k

∫
D

(L(U)− L(v)) dxdy,

com v ∈M �xado e k ∈ Z tal que k ≤ −1. Como ak(U) ≥ 0 para todo U ∈ Γ− temos

J0(U) ≥ 0, ∀ U ∈ Γ−.

Por isso, seja

σ0 = inf
U∈Γ−

J0(U).

Teorema 1.17 Sejam (g1)−(g3) satisfeitos. Então, existe U ∈ Γ− tal que J0(U) = σ0.

Além disso, U é uma solução clássica para (P3) e

‖PkU − w‖H1(Ω−1) → 0 quando k → −∞,

para algum w ∈M .

Demonstração. Notemos inicialmente que sem perda de generalidade podemos supor

que (Wm) é uma sequência minimizante para o funcional J0, isto é,

J0(Wm)→ σ0 quando m→∞, (1.93)
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satisfazendo

‖PkWm − wm‖H1(Ω−1) → 0 quando k → −∞, (1.94)

sendo (wm) uma sequência em M limitada em H1(Ω−1). De fato, como (Wm) ⊂ Γ

segue que para cada m ∈ N existe wm ∈M tal que

‖PkWm − wm‖H1(Ω−1) → 0 quando k → −∞.

Conforme a demonstração da Proposição 1.1 temos que existe uma sequência (km)

de números inteiros tal que (wm + km) ⊂ M e é limitada em H1(Ω−1). No entanto,

veri�ca-se que (Wm + km) está contido em Γ e é uma sequência minimizante para J0.

Portanto, as sequências (wm + km) e (Wm + km) veri�cam (1.94).

Dado l ∈ N podemos usar uma desigualdade de Poincaré7 para as funçõesWm−ψ

e então obter uma constante C > 0 tal que8

‖Wm‖2
L2([−l,0]×D) = ‖Wm − ψ + ψ‖2

L2([−l,0]×D)

≤ ‖Wm − ψ‖2
L2([−l,0]×D) + ‖ψ‖2

L2([−l,0]×D)

≤ C‖∇(Wm − ψ)‖2
L2([−l,0]×D) + ‖ψ‖2

L2([−l,0]×D)

≤ C
(
‖ψ‖2

H1([−l,0]×D) + ‖∇Wm‖2
L2([−l,0]×D)

)
,

ou seja,

‖Wm‖2
L2([−l,0]×D) ≤ C

(
‖ψ‖2

H1([−l,0]×D) + ‖∇Wm‖2
L2([−l,0]×D)

)
. (1.95)

Segundo a demonstração do Teorema 1.9 temos que existe uma constante C1 (depen-

dente de l) tal que

‖∇Wm‖2
L2([−l,0]×D) ≤ C1, ∀m ∈ N. (1.96)

Por (1.95) e (1.96), a sequência minimizante (Wm) é limitada em H1([−l, 0] × D).

Desde que l é arbitrário, (Wm) é limitada em H1
loc

(Ω0). Com isto, existe U ∈ H1
loc

(Ω0)

tal que

Wm ⇀ U em H1
loc

(Ω0).

Por (1.93) J(Wm) existe C > 0 satisfazendo

0∑
−l

ak(Wm) ≤ C, ∀ l ∈ N.

7A desigualdade segue de modo análogo ao que foi feito para as funções em E1
8Denotamos por C várias constantes.
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Por conseguinte,
0∑
−l

ak(U) ≤ C, ∀ l ∈ N.

Pela arbitrariedade de l,

J0(U) =
0∑
−∞

ak(U) ≤ C. (1.97)

Por outro lado, tomemos um número real positivo ρ tal que

ρ+ ρ <
β

2
,

onde9 ρ ∈ (0, β/3) e

β = inf{‖v − w‖L2(Ω−1) : v, w ∈M e v 6= w} > 0.

Daí, existe k0 ∈ N su�cientemente grande tal que

ak(U) <
α(ρ)

2
para − k < −k0, (1.98)

no qual α(ρ) > 0 é tomado de acordo com o item (iii) da Proposição 1.8 referente a

este caso. Posto isto, PkU ∈ Nρ(M) sempre que −k < −k0. Logo, para cada −k < −k0

existe uk ∈M veri�cando

‖PkU − uk‖H1(Ω−1) ≤ ρ. (1.99)

Para k ≤ −2 de�nimos

QkU = U |[k,k+2]×D.

Então, para k < −k0 existe uk ∈M tal que

‖QkU − uk‖H1(Ω−2) ≤ ρ. (1.100)

Ademais, veri�ca-se

‖QkU − uk‖2
H1(Ω−2) = ‖PkU − uk‖2

H1(Ω−1) + ‖Pk+1U − uk‖2
H1(Ω−1). (1.101)

Por (1.99), (1.100) e (1.101),

‖uk − uk‖H1(Ω−1) ≤ 2ρ e ‖uk+1 − uk‖H1(Ω−1) ≤ 2ρ.

Daí, sendo 2ρ < β obtemos

uk = uk+1 = uk, ∀ − k < −k0.

9Veja a demonstração da Proposição 1.8.
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Entretanto, como (wm) é limitada em H1(Ω−1) temos que existe w ∈ H1(Ω−1) tal que

wm ⇀ w quando m→∞.

Usando as ideias contidas na Seção 1.1 deduz-se que w ∈ M . Logo, como PkWm ⇀ U

obtemos

‖PkU − w‖H1(Ω−1) ≤ lim inf
m→∞

‖PkWm − wm‖H1(Ω−1)

Aumentando k0 se necessário atingimos

‖PkU − w‖H1(Ω−1) ≤ ρ, ∀ − k < −k0

Por (1.94) e (1.99),

k < −k0 ⇒ ‖uk − w‖L2(Ω−1) ≤ ‖uk − PkU‖L2(Ω−1) + ‖PkU − w‖L2(Ω−1)

≤ ρ+ ρ <
β

2

implicando em

w = uk ∀ k < −k0.

Portanto, de (1.99)

‖PkU − w‖H1(Ω−1) ≤ ρ.

Diante disto, mostra-se que

‖PkU − w‖L2(Ω−1) → 0 quando k → −∞.

O raciocínio da etapa (D) do Teorema 1.9 concede J0(U) = σ0.

Neste momento, estudaremos a existência de soluções heteroclínicas para mais

duas classes de problemas elípticos com algumas variações em relação as hipóteses

(g1)-(g3). Para enunciar o primeiro problema reexaminamos o que foi feito na Seção

1.1 mais abstratamente. Consideremos o problema (P1). Suponhamos que a função g

satisfaz (g1)− (g2) e

(g4) (crescimento de Sobolev) Existem constantes A,B ≥ 0 e p ∈
[
1, N+2

N−2

)
se

N ≥ 3 ou p ∈ [1,+∞) se N = 2 tais que

|g(x, y, t)| ≤ A+B|t|p, ∀(x, y, t) ∈ Ω× R.
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Sejam E1 e I1 de�nidos como na Subseção 1.1.1. Por (g1) e (g4) concluímos:

(i) I1 leva limitado em limitado;

(ii) I1 é fracamente semicontínuo inferiormente.

Seja

c1 = inf
u∈E1

I1(u).

Notemos que c1 existe em R pois para cada u ∈ E1 a função G(·, y, u(·, y)) : R→ R é

contínua e 1-periódica em R e, portanto, é limitada.

Observação 1.3 Note que mediante as hipóteses (g1), (g2) e (g4) temos que o funci-

onal I1 não é necessariamente limitada inferiormente em H1(Ω1).

Assumimos que g cumpre as seguintes condições:

(g5) G(x, y, t) ≤ 0 e o conjunto F = {t ∈ R | G(x, y, t) = 0} é �nito de cardinalidade

no mínimo 2;

(g6) Existem β > 0 e R ≥ 0 tais que

|G(x, y, t)| ≥ β|t|2, para |t| ≥ R.

Agora, sim! Pela condição (g5) temos que I1 é necessariamente limitada inferiormente

em H1(Ω1) com seu ín�mo maior ou igual do que 0. Portanto, c1 ≥ 0.

Observação 1.4 Por (g1) e (g5) G possui máximas locais para (x, y) ∈ R×D e t ∈ F .
Portanto, g(x, y, t) = 0 em tais pontos.

Assumimos a seguinte hipótese:

(a1) Qualquer sequência minimizante para c1 é limitada.

Observação 1.5 Em geral, (a1) não é verdade. Por exemplo, na Seção 1.1 emprega-

mos a condição (g3) para usar a simetria em Z e então obter a condição (a1).

Dado (a1), então vale a Proposição 1.1 para o caso em que g satisfaz (g1), (g2) e

(g4)-(g6). Assim, obtemos M 6= ∅, no qual

M = {u ∈ H1(Ω1) : I1(u) = c1}.

Nessas condições, também valem as Proposições 1.2, 1.4 e 1.5 e o Corolário 1.3 para

este caso. Consideremos também a seguinte condição:
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(ak) Qualquer sequência minimizante para ck é limitada.

Aqui, ck é de�nido de acordo com a Subseção 1.1.1. Neste caso, vale a Proposição 1.6.

Suponhamos que g veri�ca a condição (M) e a seguinte hipótese:

(b) A cardinalidade de M é pelo menos 2.

Por (b), tem-se a validade da Proposição 1.8. Por outro lado, para qualquer v ∈

M , conideremos Γ−(v), J e σ de�nidos de acordo com Subseção 1.1.2. Com tudo, o

Teorema 1.9 e o Corolário 1.10 são válidos se assumimos que:

(c) Qualquer sequência minimizante para σ é limitada em H1
loc

(Ω).

Recapitulando, dados (g1), (g2) e (g4)-(g6) então existe um Teorema 1.9 e um

Corolário 1.10 desde que (a1), (ak), (b), (c) e (M) são satisfeitos.

Proposição 1.18 Se g satisfaz (g1) − (g2) e (g4) − (g6), então (a1), (ak), (b), (c) e

(M) são satisfeitos.

Demonstração. Por (g1) e (g5), M = F e c1 = 0. De fato, já sabemos que c1 ≥ 0.

Por outro lado, se t0 ∈ R é tal que G(x, y, t0) = 0, então de�nindo u0(x, y) := t0 tem-se

que u0 ∈ E1 com I1(u0) = 0. Por conseguinte, c1 = 0. Isto nós diz que F ⊂ M . Além

disso, se u ∈M , então é sabido que I1(u) = 0. Posto isto,

0 ≤ 1

2

∫
Ω1

|∇u|2dxdy −
∫

Ω1

G(x, y, u)dxdy = 0.

Usando (g1) e (g5) obtemos G(x, y, u) = 0 e, assim, u ∈ F . Portanto, M = F . Logo,

por (g5) concluímos que (b) e (M) são satisfeitos. Para concluir mostremos que (a1)

também é satisfeito. Com efeito, sendo (um) uma sequência minimizante para c1 temos

que existe K > 0 tal que

I1(um) =
1

2

∫
Ω1

|∇um|2dxdy −
∫

Ω1

G(x, y, um)dxdy ≤ K, ∀m ∈ N. (1.102)

Por (g5),

‖∇um‖2
L2(Ω1) ≤ 2K, ∀m ∈ N.
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No entanto, pelas hipóteses (g5), (g6) e por (2.11) obtemos∫
Ω1

|um|2dxdy =

∫
{(x,y);|um|≤R}

|um|2dxdy +

∫
{(x,y);|um|>R}

|um|2dxdy

≤ R2|Ω1|+ β−1

∫
{(x,y);|um|>R}

|G(x, y, um)|dxdy

≤ R2|Ω1| − β−1

∫
{(x,y);|um|>R}

G(x, y, um)dxdy

≤ R2|Ω1|+ β−1K,

ou seja, ∫
Ω1

|um|2dxdy ≤ R2|Ω1|+ β−1K, ∀m ∈ N.

Portanto, (um) é limitada em H1(Ω1). De modo similar, mostra-se que (ak) é válido.

Por �m, para a validade de (c) tomemos uma sequência minimizante (Wm) para σ.

Daí, segue da de�nição do funcional J que para cada l ∈ N temos∫ l

−l

∫
D

(
1

2
|∇um|2 −G(x, y, um)

)
dxdy ≤ C + lc1,

para alguma constante C > 0. Pela validade de (ak) concluímos que (c) é satisfeito.

Isto completa a prova.

Aplicando a construção da Proposição 1.18 temos, a menos de detalhes, os se-

guintes teoremas.

Teorema 1.19 Supondo que g satisfaz (g1), (g2) e (g4)− (g6) então o problema −∆u = g(x, y, u), em Ω
∂u

∂η
(x, y) = 0, sobre ∂Ω

possui uma solução clássica heteroclínica.

Teorema 1.20 Supondo que g satisfaz (g1), (g2) e (g4)− (g6) então o problema{
−∆u = g(x, y, u), em Ω

u(x, y) = 0, sobre ∂Ω

possui uma solução clássica heteroclínica.

Para concluir esta seção, vamos considerar uma outra classe de funções g para

determinar a existência de solução heteroclínica para um problema de Dirichlet. Para
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este tipo de problema, já sabemos que vale a desigualdade de Poincaré, isto é, existe

uma constante C > 0 tal que

‖u‖L2(Ω1) ≤ C‖∇u‖L2(Ω1), ∀u ∈ E1, (1.103)

onde E1 é de�nido na Seção 1.2. Além disso, daqui em diante vamos considerar toda

a notação da mesma seção.

Suponhamos que g é uma função que satisfaz (g1), (g2) e

(g7) Existe K > 0 tal que

|g(x, y, t)| ≤ K, ∀(x, y, t) ∈ R×D × R;

(g8) g(x, y, 0) = 0;

(g9) Existe ϕ ∈ E1 tal que I1(ϕ) < 0;

(g10) g(x, y, t) = −g(x, y,−t) para todo (x, y, t) ∈ R×D × R.

Observação 1.6 Segundo [29], o estudo dessa classe de funções foi motivada pelo

trabalho de Kirchgässner [21], que considerou um problema que surge na Teoria das

Ondas de Água.

Por (g7), (g4) é veri�cada. Por (1.103), qualquer sequência minimizante para d1

é limitada. Assim, (a1) é satisfeita e, similarmente, as condições (ak) e (c) também são

satisfeitas. Observamos também que de (g9) obtemos I1(0) = 0 > d1. Mediante (g10),

se v ∈M então

−v ∈M e v 6= −v.
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De fato, via o Teorema de Mudança de Variável temos

I1(−v) =

∫ 1

0

∫
D

(
1

2
|∇(−v)|2 −G(x, y,−v)

)
dxdy

=

∫ 1

0

∫
D

1

2
|∇(−v)|2dxdy −

∫ 1

0

∫
D

∫ −v
0

g(x, y, t)dtdxdy

=

∫ 1

0

∫
D

1

2
|∇v|2dxdy −

∫ 1

0

∫
D

∫ −v
0

−g(x, y,−t)dtdxdy

=

∫ 1

0

∫
D

1

2
|∇v|2dxdy −

∫ 1

0

∫
D

∫ v

0

g(x, y, t)dtdxdy

=

∫ 1

0

∫
D

1

2
|∇v|2dxdy −

∫ 1

0

∫
D

G(x, y, v)dxdy

=

∫ 1

0

∫
D

(
1

2
|∇v|2 −G(x, y, v)

)
dxdy

= I1(v).

Ademais, se decorresse v ∈ M com v = −v teríamos v = 0 e, portanto, I1(v) = 0, um

absurdo pois d1 < 0. À vista disso, −v ∈ M e v 6= −v. Logo, (b) é satisfeito. Em

geral, (M) não é satisfeito. Porém, assim como foi feito na Subseção 1.1.2 podemos

considerar uma nova classe de função para a qual (M) se obtém.

Para um exemplo de uma classe de funções que satisfazem (g1), (g2) e (g7)-(g10),

consideremos

g(x, y, t) = λa(y)t− h(x, y, t, λ)t,

no qual λ > λ1, com λ1 o primeiro autovalor10 do problema linear
−∆u = λa(y)u, em Ω1

u(x, y) = 0, sobre (0, 1)× ∂D
∂u

∂η
(x, y) = 0, sobre {0, 1} ×D,

a(y) > 0 em D e de classe C1, h também de classe C1, par e 1-periódica em x,

h(x, y, 0) = 0, h(x, y,−t) = h(x, y, t) e existe R > 0 tal que

h(x, y, R) > λa(y). (1.104)

Além disso, h(x, y, t, λ) = o(|t|) quando |t| → 0 uniformemente em intervalos limitados

que contém λ. Veri�ca-se facilmente que g satisfaz (g1), (g2), (g8) e (g10).

10Consulte [17, Capítulo 4] para um estudo sobre o primeiro autovalor.
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A�rmação 1.11 g veri�ca a condição (g9).

De fato, neste caso o funcional é dado por

I1(u) =
1

2

∫
Ω1

|∇u|2dxdy − λ

2

∫
Ω1

a|u|2dxdy +

∫
Ω1

H(x, y, u, λ)dxdy,

em que

H(x, y, t, λ) =

∫ t

0

h(x, y, z, λ)dz.

Tomando ϕ uma autofunção associada a λ1 e para s > 0 notemos

I1(sϕ) =
1

2

∫
Ω1

|∇(sϕ)|2dxdy − λ

2

∫
Ω1

a|sϕ|2dxdy +

∫
Ω1

H(x, y, sϕ, λ)dxdy

=
s2

2

(
1− λ

λ1

)∫
Ω1

|∇ϕ|2dxdy −
∫

Ω1

H(x, y, sϕ, λ)dxdy

= s2

[
1

2

(
1− λ

λ1

)∫
Ω1

|∇ϕ|2dxdy −
∫

Ω1

H(x, y, sϕ, λ)

s2
dxdy

]
,

ou seja,

I1(sϕ) = s2

[
1

2

(
1− λ

λ1

)∫
Ω1

|∇ϕ|2dxdy −
∫

Ω1

H(x, y, sϕ, λ)

s2
dxdy

]
. (1.105)

Por outro lado, usando as hipóteses sobre a função h e o Teorema do Valor Médio sobre

a função H obtemos a existência de um número θ ∈ (0, 1) tal que∣∣∣∣H(x, y, sϕ, λ)

s2

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣H(x, y, sϕ, λ)−H(x, y, 0, λ)

s2

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣h(x, y, θsϕ, λ)sϕ

s2

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣h(x, y, θsϕ, λ)sθϕ2

sθϕ

∣∣∣∣ .
Mas como h(x, y, t, λ) = o(|t|) quando |t| → 0 uniformemente em intervalos limitados

que contém λ, então dado ε > 0 tem-se∣∣∣∣h(x, y, θsϕ, λ)sθϕ2

sθϕ

∣∣∣∣ ≤ εθ|ϕ|2,

sempre que s > 0 é su�cientemente pequeno. Por conseguinte,∣∣∣∣H(x, y, sϕ, λ)

s2

∣∣∣∣ ≤ εθ|ϕ|. (1.106)

Por (1.105) e (1.106),

I1(sϕ) ≤ s2

[
1

2

(
1− λ

λ1

)∫
Ω1

|∇ϕ|2dxdy + εθ

∫
Ω1

|ϕ|dxdy
]
.
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Tomando ε > 0 su�cientemente pequeno, se necessário, concluímos

I1(sϕ) < 0

pois 1− λ
λ1
< 0. Portanto, vale a a�rmação.

Em geral, (g7) não é satisfeita. Porém, é possível obter uma função através de g

que satisfaz (g1), (g2) e (g7)-(g10). Para obter tal função basta considerar

ĝ(x, y, t) =


g(x, y, R), se t < −R

g(x, y, t), se |t| ≤ R

g(x, y, R), se t > R.

(1.107)

Figura 1.3: Representação geométrica de uma função ĝ no plano.

De fato, sendo g uma função 1-periódica em x e y de�nida em um compacto temos que

g(x, y, R) é limitada. Portanto, deduzimos que ĝ satisfaz (g7). Feita as considerações

acima, temos o seguinte resultado.

Teorema 1.21 A classe das funções g que satisfazem (g1), (g2), (g7)-(g10) e (M) é

não vazia. Ademais, o problema elíptico{
−∆u = g(x, y, u), em Ω

u(x, y) = 0, sobre ∂Ω

possui uma solução heteroclínica, ou seja, existem funções u, v ∈ M , v 6= u, e U ∈
Γ
−

(v) soluções clássicas do problema acima com

U(x, y)→ v quando x→ −∞ uniformemente em y ∈ D
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e

U(x, y)→ u quando x→ +∞ uniformemente em y ∈ D.

Seja g uma função satisfazendo (g1), (g2), (g8)-(g10). Considerando ĝ como em

(1.107) segue que ĝ satisfaz (g1), (g2) e (g7)-(g10). Sendo assim, vamos considerar os

seguintes problemas elípticos

Problema Inicial:  −∆u = g(x, y, u), em Ω

u(x, y) = 0, sobre ∂Ω.

Problema Auxiliar:  −∆u = ĝ(x, y, u), em Ω

u(x, y) = 0, sobre ∂Ω.

Através de uma solução heteroclínica do problema auxiliar podemos determinar

uma solução também do tipo heteroclínica para o problema inicial. De fato, em con-

cordância com o Teorema 1.21 desfrutamos da existência de uma solução heteroclínica

U para o problema auxiliar. Alegamos que U satisfaz

‖U‖L∞(R×Ω) ≤ R. (1.108)

Com efeito, sejam M̂ o conjunto das soluções periódicas minimizadoras do problema

auxiliar e v ∈ M̂ tal que

U(x, y)→ v quando x→ −∞ uniformemente em y ∈ D. (1.109)

Então, por (g9), v 6= 0. Desse modo, como v é uma solução clássica temos que a mesma

possui máximo positivo ou mínimo negativo em Ω1, digamos (x̂, ŷ) ∈ R×D. Assumimos

o primeiro caso, isto é, v detém máximo positivo no ponto (x̂, ŷ). Se v(x̂, ŷ) ≥ R, de

(1.104) e do Teorema B.3

0 ≤ −∆v(x̂, ŷ) = ĝ(x̂, ŷ, v) = g(x̂, ŷ, R) = λa(y)R− h(x̂, ŷ, R, λ)R < 0,

um absurdo. Portanto, v(x̂, ŷ) < R. Por outro lado, supondo o segundo caso, se

v(x̂, ŷ) ≤ −R então de modo similar obtemos

0 ≥ −∆v(x̂, ŷ) = ĝ(x̂, ŷ, v) = −g(x̂, ŷ,−R) = λ− a(y)R + h(x̂, ŷ, R, λ)R > 0,

uma contradição. Portanto, em todos os casos temos |v| < R em Ω1, ou seja,

‖v‖L∞(Ω1) < R. (1.110)
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Por conseguinte, v é solução periódica do problema inicial pois ĝ(x, y, v) = g(x, y, v),

isto é, v ∈M . Finalmente, por (1.109) e (1.110) existe L > 0 tal que

|U(x, y)| ≤ R para |x| ≥ L. (1.111)

Agora, como U 6= 0 (pois se aproxima uniformemente de v) então temos que U possui

um máximo positivo ou um mínimo negativo em [−L,L] × D. Daí, usando o mesmo

argumento acima concluímos

‖U‖L∞([−L,L]×D) ≤ R. (1.112)

Por (1.111) e (1.112),

‖U‖L∞(R×D) ≤ R.

Portanto, U é uma solução heteroclínica para o problema inicial, pois neste caso

ĝ(x, y, U) = g(x, y, U).

Em súmula, portamos o seguinte resultado.

Teorema 1.22 Se g satisfaz (g1), (g2), (g8)-(g10) e (M) então o problema{
−∆u = g(x, y, u), em Ω

u(x, y) = 0, sobre ∂Ω

possui uma solução heteroclínica.



Capítulo 2

Existência de solução heteroclínica

para o caso não periódico

Neste capítulo, complementando o Capítulo 1, vamos estudar a existência de

solução heteroclínica para duas classes de funções no caso em que a não linearidade

do problema elíptico é não periódica. Especi�camente, estudaremos a existência de

solução do tipo heteroclínica para a equação o problema
−∆u+ A(εx, y)V ′(u) = 0, em Ω
∂u

∂η
(x, y) = 0, sobre ∂Ω,

(P4)

no qual assumiremos as seguintes condições para as funções A : Ω→ R e V : R→ R:

Condição em V :

(V1) V ∈ C2(R,R);

(V2) V (−1) = V (1) = 0;

(V3) V (t) > 0 para todo t ∈ R \ {−1, 1}.

Um exemplo de uma função V que satisfaz as condições (V1) − (V3) é o potencial de

Ginzburg-Landau V (t) = (t2 − 1)2.

Condição em A:

Ao longo deste trabalho, A é uma função de classe C1 que pertence a uma das seguintes

classes:
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Classe 1:(A é assintótica no in�nito a uma função periódica)

Existe uma função Ap : Ω→ R de classe C1 sendo 1-periódica em x tal que

(A1) |A(x, y)− Ap(x, y)| → 0 quando |(x, y)| → +∞;

(A2) 0 < A0 = inf
Ω
A(x, y) ≤ A(x, y) < Ap(x, y) para todo (x, y) ∈ Ω.

Classe 2:(Condição de Rabinowitz)

(A3) 0 < inf
Ω
A(x, y) ≤ sup

y∈D
A(0, y) < lim inf

|(x,y)|→+∞
A(x, y) = A∞ < +∞.

A condição (A3) foi introduzida por Rabinowitz [28, Theorem 4.33] para o estudo da

existência de soluções para equações do tipo

−ε∆u+ A(x)u = f(u), em RN ,

onde ε > 0, f : R→ R é uma função contínua com crescimento subcrítico e A : RN → R

é uma função satisfazendo

0 < inf
RN

A(x) < lim inf
|x|→+∞

A(x).

Assim como Alves [4], chamaremos a condição (A3) por condição de Rabinowitz.

Estamos interessados em existência de solução do tipo heteroclínica em x de 1

a -1 para o problema (P4). Aqui, uma solução heteroclínica de 1 a -1 é uma função

U ∈ C2(Ω,R) veri�cando (P4) com

U(x, y)→ 1 quando x→ −∞ uniformemente em y ∈ D

e

U(x, y)→ −1 quando x→ +∞ uniformemente em y ∈ D.

2.1 Resultados preliminares

Consideremos o problema (P4) com ε = 1, isto é,
−∆u+ A(x, y)V ′(u) = 0, em Ω
∂u

∂η
(x, y) = 0, sobre ∂Ω.
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Seja

Γ = {U ∈ H1
loc

(Ω) | ‖PkU − 1‖L2([0,1]×D) → 0 quando k → −∞ e

‖PkU + 1‖L2([0,1]×D) → 0 quando k → +∞}.

Veri�ca-se que Γ 6= ∅. De fato, para cada j ∈ N �xado podemos considerar a função

ϕ(x, y) =


1, se x < j, y ∈ D

2j + 1− 2x, se j ≤ x ≤ j + 1, y ∈ D

−1, se j + 1 < x, y ∈ D.

Assim, pelas ideias contidas no Capítulo 1 concluímos ϕ ∈ Γ.

Daqui em diante, vamos �xar a seguinte notação

L(u) =
1

2
|∇u|2 + A(x, y)V (u).

De�nimos o funcional J : Γ→ R ∪ {+∞} por

J(U) =
∑
k∈Z

Ik(U),

em que o funcional Ik : H1([k, k + 1]×D)→ R é de�nido por

Ik(U) =

∫ k+1

k

∫
D

L(U)dxdy.

Nota-se que Ik(U) ≥ 0 para todo U ∈ Γ e k ∈ Z. Com efeito, basta notar

Ik(U) =

∫ k+1

k

∫
D

L(U)dxdy

=

∫ k+1

k

∫
D

(
1

2
|∇u|2 + A(x, y)V (u)

)
dxdy

≥1

2

∫ k+1

k

∫
D

|∇u|2dxdy + inf
Ω
A

∫ k+1

k

∫
D

V (U)dxdy.

Sendo A e V funções positivas,

Ik(U) ≥ 0, ∀k ∈ Z e ∀U ∈ Γ.

Desse modo, devemos ter J(U) ≥ 0 para todo U ∈ Γ. Portanto, existe o número real

θ∗ = inf
U∈Γ

J(U).
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Por de�nição de ín�mo, existe uma sequência minimizante (Um) ⊂ Γ para J , isto é,

J(Um)→ θ∗ quando m→∞.

Sem perda de generalidade podemos assumir que

−1 ≤ Um(x, y) ≤ 1, ∀(x, y) ∈ Ω.

De fato, para cada m ∈ N basta considerar a função

Ũm(x, y) =


−1, se Um(x, y) ≤ −1

Um(x, y), se − 1 ≤ Um(x, y) ≤ 1

1, se Um(x, y) ≥ 1.

Figura 2.1: Uma ilustração da função Ũm na faixa Ω = R× (−1, 1).

Por de�nição, Ũm ∈ H1
loc

(Ω) para cada m ∈ N. No entanto, dados (x, y) ∈ Ω e

m ∈ N tem-se

|Ũm(x, y)− 1| ≤ |Um(x, y)− 1| e |Ũm(x, y) + 1| ≤ |Um(x, y) + 1|.

De fato, notemos que

1) se Ũm(x, y) = 1 então |Ũm(x, y)− 1| = 0 ≤ |Um(x, y)− 1|;

2) se Ũm(x, y) = −1 então |Ũm(x, y)− 1| = 2 ≤ |Um(x, y)− 1|;
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3) se Ũm(x, y) = Um(x, y) então |Ũm(x, y)− 1| = |Um(x, y)− 1|.

Em todos os casos,

|Ũm(x, y)− 1| ≤ |Um(x, y)− 1|, ∀(x, y) ∈ Ω e ∀m ∈ N.

Para outra desigualdade, veri�ca-se de modo semelhante. Com tudo, concluímos que

(Ũm) ⊂ Γ. Consequentemente,

θ∗ ≤ J(Ũm), ∀m ∈ N.

Ademais, é claro que

|∇Ũm| ≤ |∇Um|, ∀m ∈ N,

e pela de�nição do potencial V ,

V (Ũm) ≤ V (Um), ∀m ∈ N.

Logo,

J(Ũm) ≤ J(Um), ∀m ∈ N.

Por conseguinte,

θ∗ ≤ J(Ũm) ≤ J(Um) = θ∗ + om(1).

Portanto, (Ũm) é uma sequência minimizante para J em Γ com

−1 ≤ Ũm(x, y) ≤ 1,∀(x, y) ∈ Ω.

Em resumo, daqui em diante vamos considerar a sequência minimizante (Um) ⊂ Γ para

J , isto é,

J(Um)→ θ∗ quando m→∞, (2.1)

satisfazendo

−1 ≤ Um(x, y) ≤ 1, ∀(x, y) ∈ Ω. (2.2)

A�rmação 2.1 Dados l, k ∈ Z com k < l segue que existe C > 0 (dependente de k e

l) tal que

‖∇Um‖L2([k,l]×D) + ‖Um‖L2([k,l]×D) ≤ C, ∀m ∈ N.
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De fato, por (2.1) existe C0 > 0 de maneira que

J(Um) ≤ C0, ∀m ∈ N.

À vista disso,
l∑
k

Ii(Um) ≤ C0, ∀m ∈ N,

isto é,

1

2

∫ l

k

∫
D

|∇Um|2dxdy +

∫ l

k

∫
D

A(x, y)V (Um)dxdy ≤ C0, ∀m ∈ N.

Daí, sendo A(x, y)V (Um) ≥ 0 para cada m ∈ N segue que

1

2
‖∇Um‖2

L2([k,l]×D) ≤ C0, ∀m ∈ N. (2.3)

Entretanto, de (2.2)∫ l

k

∫
D

|Um|2dxdy ≤
∫ l

k

∫
D

dxdy = (l − k)|D|, ∀m ∈ N,

ou seja,

‖Um‖L2([k,l]×D) ≤ (l − k)|D|, ∀m ∈ N. (2.4)

Portanto, por (2.3) e (2.4) existe C > 0 satisfazendo a A�rmação 2.1.

A partir de agora, para cada l e k inteiros distintos, com k < l, denotaremos o

domínio Λk,l por

Λk,l = [k, l]×D.

Em particular, se l = k + 1 denotaremos Λk = [k, k + 1]×D. Por exemplo,

Λ0 = [0, 1]×D.

Posto isto, segue da A�rmação 2.1 que a sequência (Um) é limitada em H1(Λk,l) para

quaisquer que sejam k, l ∈ Z com k < l. Dessa maneira, a menos de subsequência,

existe U ∈ H1
loc

(Ω) tal que

Um ⇀ U em H1(Λk,l), ∀k, l ∈ Z, k < l,

e

Um → U em L2(Λk,l), ∀k, l ∈ Z, k < l.
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Em particular,

Um ⇀ U em H1(Λk), ∀k ∈ Z, (2.5)

Um → U em L2(Λk), ∀k ∈ Z, (2.6)

e

Um(x, y)→ U(x, y) q.t.p. em Ω. (2.7)

Dado ε > 0 percorre de (2.1) que para m su�cientemente grande atingimos

k∑
−k

ak(Um) ≤ J(Um) ≤ θ∗ + ε, ∀k ∈ N.

Fazendo m→∞,
k∑
−k

ak(U) ≤ θ∗ + ε, ∀k ∈ N.

Pela arbitrariedade de k e ε concluímos

J(U) ≤ θ∗. (2.8)

Além disso, de (2.2)

−1 ≤ U(x, y) ≤ 1 q.t.p em Ω. (2.9)

2.2 A função A é assintótica no in�nito a uma função

periódica

Neste seção, vamos estudar a existência de solução heteroclínica, no caso em que

ε = 1 e a função A pertence a Classe 1, para o problema
−∆u+ A(εx, y)V ′(u) = 0, em Ω
∂u

∂η
(x, y) = 0, sobre ∂Ω.

Para isso, é necessário o estudo da seguinte Subseção 2.2.1 sobre a existência de solução

do tipo heteroclínica para a equação diferencial

−∆u+ Ap(x, y)V ′(u) = 0 em Ω

munido da condição de fronteira

∂u

∂η
(x, y) = 0 sobre Ω.
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2.2.1 O caso periódico

Inicialmente, lembramos que a função Ap é de classe C1 e 1-periódica em x

satisfazendo

(A1) |A(x, y)− Ap(x, y)| → 0 quando |(x, y)| → ∞;

(A2) 0 < A0 = inf
Ω
A(x, y) ≤ A(x, y) < Ap(x, y) para todo (x, y) ∈ Ω.

Consideremos o seguinte problema elíptico semilinear
−∆u+ Ap(x, y)V ′(u) = 0, em Ω
∂u

∂η
(x, y) = 0, sobre ∂Ω.

(P5)

A�rmação 2.2 O problema (P5) possui uma solução heteroclínica.

Sejam R1 > 1 e R > R1 a ser �xado. De�nimos a função Ṽ : R→ R dado por

Ṽ (t) =


V (t), se |t| ≤ R1

ϕ(t), se R1 ≤ |t| ≤ R

t2, se |t| ≥ R,

em que ϕ : R → R é uma função suave que conecta suavemente (em certo sentido) a

função V na função t2 em R1 ≤ |t| ≤ R de maneira que o potencial Ṽ é de classe C2.

Figura 2.2: Uma ilustração do potencial Ṽ no plano.
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Diante disto, de�nimos a função g : Ω× R→ R dada por

g(x, y, t) = −Ap(x, y)Ṽ ′(t).

Desse modo, é claro que g satisfaz as condições (g1) e (g2), isto é, g é de classe C1 e

1-periódica em x. Vejamos também que g satisfaz (g4)-(g6) (veja a Seção 1.3):

1) g veri�ca (g4);

Como Ap é 1-periódica e contínua em x ∈ R com y ∈ D de�nido em um compacto,

segue que existe C0 > 0 tal que

|Ap(x, y)| ≤ C0, ∀(x, y) ∈ R×D.

Além disso, como Ṽ ′ também é contínua temos que existe C1 > 0 veri�cando

|Ṽ ′(t)| ≤ C1, ∀t ∈ [−R,R].

Tomando C = C0 · C1 obtemos

|g(x, y, t)| ≤ C + C0|t|2, ∀(x, y, t) ∈ Ω× R.

Portanto, g satisfaz o crescimento de Sobolev.

2) g veri�ca (g5);

De fato, notemos primeiramente que a primitiva de g em t é dado por

G(x, y, t) = −Ap(x, y)Ṽ (t).

Daí, por (V1)− (V3) e (A1)− (A2),

G(x, y, t) ≤ 0, ∀ (x, y, t) ∈ Ω× R.

Além disso, como V (1) = V (−1) = 0 e Ṽ coincide com o potencial V no intervalo

[−1, 1] obtemos

Ṽ (1) = Ṽ (−1) = 0

implicando em

G(x, y,−1) = G(x, y, 1) = 0.

Portanto, de (V3) o conjunto F = {t ∈ R : G(x, y, t) = 0} tem cardinalidade 2.
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3) g veri�ca (g6);

Com efeito, pela condição (A2),

|G(x, y, t)| = Ap(x, y, t)Ṽ (t)

≥ A(x, y)Ṽ (t)

≥ A0Ṽ (t).

Por conseguinte,

|G(x, y, t)| ≥ A0|t|2, ∀|t| ≥ R,

mostrando que g satisfaz (g6).

Mediante as observações anteriores, segue do Teorema 1.19 que o problema
−∆u+ Ap(x, y)Ṽ ′(u) = 0, em Ω
∂u

∂η
(x, y) = 0, sobre ∂Ω

possui uma solução heteroclínica W ∗. As ideias contidas na Seção 2.1 permite supor

sem perde de generalidade que

−1 ≤ W ∗(x, y) ≤ 1 q.t.p em Ω.

Desse modo, pela de�nição do potencial Ṽ

V (W ∗) = Ṽ (W ∗).

Logo, W ∗ satisfaz

−∆W ∗ + Ap(x, y)V ′(W ∗) = 0 em Ω.

Posto isto, W ∗ é uma solução heteroclínica para o problema (P5). Além disso, W ∗ deve

necessariamente conectar 1 e -1 pois neste caso F = M = {−1, 1}.

Vamos �xar algumas notações que serão fundamentais ao longo desse capítulo.

Seja Jp : Γ→ R ∪ {+∞} um funcional de�nido por

Jp(U) =
∑
k∈Z

Ik,p(U),

em que Ik,p : H1(Λk)→ R é dado por

Ik,p(U) =

∫ k+1

k

∫
D

Lp(U)dxdy

e

Lp(U) =
1

2
|∇U |2 + Ap(x, y)V (U).
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A�rmação 2.3 Sendo θ∗p = inf
U∈Γ

Jp(U), então θ∗ < θ∗p.

De fato, notemos que A < Ap em Ω e por construção Jp(W ∗) = θ∗p.

θ∗ ≤ J(W ∗) =
∑
k∈Z

Ik(W
∗)

≤
∑
k∈Z

∫ k+1

K

∫
D

(
1

2
|∇W ∗|2 + A(x, y)V (W ∗)

)
dxdy

<
∑
k∈Z

∫ k+1

K

∫
D

(
1

2
|∇W ∗|2 + Ap(x, y)V (W ∗)

)
dxdy

≤
∑
k∈Z

Ik,p(W
∗) = Jp(W

∗) = θ∗p,

ou seja,

θ∗ < θ∗p.

2.2.2 O caso não periódico

Vamos assumir por um momento que a seguinte proposição é verdadeira.

Proposição 2.1 Para δ ∈ (0,
√
|Λ0|), existe j0 ∈ N tal que

‖U − 1‖L2(Λ−j) ≤ δ e ‖U + 1‖L2(Λj) ≤ δ, ∀j ≥ j0,

no qual U é dado de acordo com (2.5) - (2.9).

A Proposição 2.1 é crucial para a obtenção de solução heteroclínica para o pro-

blema (P4) no caso em que ε = 1 e A pertence a Classe 1. Além disso, a demonstração

da mesma apresenta ideias diferentes das quais são encontradas no Capítulo 1, como

veremos mais adiante.

Teorema 2.2 Assuma (V1)-(V3), ε = 1 e que A pertence a Classe 1. Então, o problema

(P4) possui uma solução heteroclínica de 1 a -1.

Demonstração. Inicialmente, observamos que (Um) é uma sequência minimizante

para J e que converge fraco (a menos de subsequência) para U ∈ H1
loc

(Ω). Então,

J(U) ≤ θ∗.

Pela de�nição do funcional J ,

Ij(U)→ 0 quando j → ±∞,
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ou seja,

1

2
‖∇PjU‖2

L2(Λ0) +

∫ 1

0

∫
D

A(x, y)V (PjU)dxdy → 0 quando j → ±∞. (2.10)

Assim, como as funções A e V são positivas devemos ter

‖∇PjU‖2
L2(Λ0) → 0 quando j → ±∞. (2.11)

No entanto, por (2.9) segue que existe C > 0 tal que

‖PjU‖L2(Λ0) ≤ C, ∀j ∈ Z. (2.12)

Desse modo, por (2.10) e (2.11) concluímos que a sequência (P−jU)j∈N é limitada em

H1(Λ0). Por isso, existem uma subsequência (P−jkU) e Û ∈ H1(Λ0) tais que

P−jkU ⇀ Û em H1(Λ0) quando jk → +∞,

P−jkU → Û em L2(Λ0) quando jk → +∞

e

P−jkU(x, y)→ Û(x, y) q.t.p. em Λ0 quando jk → +∞.

Ainda por (2.10), ∫ 1

0

∫
D

V (P−jkU)dxdy → 0 quando jk → +∞.

De fato, basta notar que∫ 1

0

∫
D

V (P−jkU)dxdy ≤ 1

A0

∫ 1

0

∫
D

A(x, y)V (P−jkU)dxdy

e ∫ 1

0

∫
D

A(x, y)V (P−jkU)dxdy → 0 quando jk → +∞.

Consequentemente, ∫ 1

0

∫
D

V (Û)dxdy = 0.

Portanto, V (Û) = 0 em Λ0. Pelas condições (V1)-(V3),

Û = 1 ou Û = −1.

Por conseguinte,

P−jkU → 1 ou P−jkU → −1 em L2(Λ0) quando jk → +∞.
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A�rmação 2.4 P−jkU → 1 em L2(Λ0) quando jk → +∞.

De fato, supondo por absurdo que Û = −1 temos

‖U − 1‖2
L2(Λ−jk ) =

∫ 1

0

∫
D

|P−jkU − 1|2dxdy → 4|Λ0|.

Logo, como δ <
√
|Λ0| segue que para todo jk su�cientemente grande

‖U − 1‖L2(Λ−jk ) > δ

o que contraria a Proposição 2.1. Portanto,

P−jkU → 1 em L2(Λ0) quando jk → +∞.

De modo análogo, veri�ca-se que toda subsequência de (P−jU)j∈N possui uma sub-

sequência convergente para 1. Então,

P−jU → 1 em L2(Λ0) quando j → +∞.

De modo semelhante, mostra-se

PjU → −1 em L2(Λ0) quando j → +∞.

Com tudo, U ∈ Γ e portanto J(U) = θ∗. As ideias presentes na prova do Corolário

1.10 mostra que U é uma solução fraca do problema
−∆u+ A(x, y)V ′(u) = 0, em Ω
∂u

∂η
(x, y) = 0, sobre ∂Ω.

Por [11, Theorem 3.1] tem-se U ∈ C2(Ω,R) com

U(x, y)→ 1 quando x −→ −∞ uniformemente em y ∈ D

e

U(x, y)→ −1 quando x −→ +∞ uniformemente em y ∈ D.

Isto conclui a demonstração.

Vamos agora demonstrar a Proposição 2.1.

Prova da Proposição 2.1.

De acordo com a demonstração do Teorema 2.2 mostra-se que existe uma subsequência

(Pjk) de (PjU) tal que

PjkU → 1 ou PjkU → −1 em L2(Λ0) quando jk → +∞.
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A�rmação 2.5 PjkU → −1 em L2(Λ0) quando jk → +∞.

Suponhamos por absurdo que a a�rmação acima seja falsa. Assim,

Pjk → 1 em L2(Λ0) quando jk → +∞. (2.13)

Por outro lado, lembramos que a sequência (Um) ⊂ Γ é uma sequência minimizante

para o funcional J . Usando este fato, vamos mostrar que existem uma subsequência

(Ums) de (Um), uma sequência (ks) de números naturais e i∗ ∈ N tal que i∗ < ks para

todo s ∈ N, ks → +∞ e

‖PjUms − 1‖L2(Λ0) < δ e ‖PksUms − 1‖L2(Λ0) ≥ δ, ∀j ∈ [i∗, ks − 1] ∩ N.

De fato, por (2.13) existe i∗ ∈ N tal que

‖PjnU − 1‖L2(Λ0) < δ, ∀jn ≥ i∗. (2.14)

Em particular, para jn = i∗,

‖U − 1‖L2([i∗,i∗+1]) < δ.

Agora, como Um → U em L2
loc

(Ω) segue que existe m1 ∈ N tal que (por preservação de

sinal)

‖Um1 − 1‖L2([i∗,i∗+1]) < δ.

Desde que Um1 ∈ Γ, vamos �xar k1 ∈ N com k1 ≥ i∗ + 1 sendo o primeiro número

satisfazendo

‖Um1 − 1‖L2([j,j+1]×D) < δ e ‖Um1 − 1‖L2([k1,k1+1]×D) ≥ δ, ∀j ∈ [i∗, k1] ∩ N.

Por (2.14),

‖U − 1‖L2([i∗,i∗+1]×D) < δ e ‖U − 1‖L2([i∗+1,i∗+2]×D) < δ.

Consequentemente, usando novamente o fato que Um → U em L2
loc

(Ω) temos que existe

m2 ∈ N veri�cando

‖Um2 − 1‖L2([i∗,i∗+1]×D) < δ e ‖Um2 − 1‖L2([i∗+1,i∗+2]×D) < δ.
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Sendo Um2 ∈ Γ, podemos �xar k2 ∈ N com k2 ≥ i∗ + 2 como sendo o primeiro número

veri�cando

‖Um2 − 1‖L2([j,j+1]×D) < δ e ‖Um2 − 1‖L2([k2,k2+1]×D) ≥ δ, ∀j ∈ [i∗, k2 − 1] ∩ N.

Por outro lado, por (2.14),

‖U − 1‖L2([i∗,i∗+1]×D) < δ, ‖U − 1‖L2([i∗+1,i∗+2]×D) < δ e ‖U − 1‖L2([i∗+2,i∗+3]×D) < δ.

Desse modo, existe m3 ∈ N tal que

‖Um3−1‖L2([i∗,i∗+1]×D) < δ, ‖Um3−1‖L2([i∗+1,i∗+2]×D) < δ, ‖Um3−1‖L2([i∗+2,i∗+3]×D) < δ.

Sendo Um3 ∈ Γ temos que existe k3 ∈ N, com k3 ≥ i∗ + 3, satisfazendo

‖Um3 − 1‖L2([j,j+1]×D) < δ e ‖Um3 − 1‖L2([k3,k3+1]×D) ≥ δ, ∀j ∈ [i∗, k3 − 1] ∩ N.

Repetindo este argumento encontraremos uma sequência (Ums) ⊂ Γ e uma sequência

de números naturais (ks) tais que

‖Ums−1‖L2([j,j+1]×D) < δ e ‖Ums−1‖L2([ks,ks+1]×D) ≥ δ, ∀j ∈ [i∗, ks−1]∩N, (2.15)

com ks → +∞ quando s→ +∞ pois ks ≥ i∗ + s para todo s ∈ N. De outro ponto de

vista, sendo (Um) uma sequência limitada em H1
loc

(Ω), a sequência (Qms) dada por

Qms(x, y) = Ums(x+ ks, y)

também é limitada em H1
loc

(Ω). Assim, a menos de subsequência, existe W ∈ H1
loc

(Ω)

de maneira que

Qms ⇀W em H1(Λk), ∀k ∈ Z, (2.16)

Qms → W em L2(Λk), ∀k ∈ Z, (2.17)

Qms(x, y)→ W (x, y) q.t.p. em Ω (2.18)

e

−1 ≤ W (x, y) ≤ 1, ∀(x, y) ∈ Ω. (2.19)

Notemos que a desigualdade (2.19) ocorre pois

|Um(x, y)| ≤ 1, ∀(x, y) ∈ Ω.
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Por outro lado, de�nindo o funcional Ĩsj : H1(Λj)→ R por

Ĩsj (U) =

∫ j+1

j

∫
D

(
1

2
|∇U |2 + A(x+ ks, y)V (U)

)
dxdy,

temos por mudança de variável que

Ĩsj (Qms) = Ij+ks(Ums).

De fato,

Ĩsj (Qms) =

∫ j+1

j

∫
D

(
1

2
|∇Qms|2 + A(x+ ks, y)V (Qms)

)
dxdy

=

∫ j+1

j

∫
D

(
1

2
|∇Ums(x+ ks, y)|2 + A(x+ ks, y)V (Ums(x+ ks, y))

)
dxdy

=

∫ j+ks+1

j+ks

∫
D

(
1

2
|∇Ums(x, y)|2 + A(x, y)V (Ums(x, y))

)
dxdy

= Ij+ks(Ums).

Por conseguinte,∑
j∈N

Ĩsj (Qms) =
∑
j∈N

Ij(Ums) = J(Ums) = θ∗ + oms(1) ≤ θ∗ + 1 (2.20)

e

Jp(W ) ≤ θ∗. (2.21)

Com efeito, por (2.20),

l∑
−l

Ĩsj (Qms) ≤ θ∗ + oms(1), ∀l ∈ N.

Agora, como Qms ⇀ W em Λk para todo k ∈ Z e Ĩsj é um funcional fracamente

semicontínuo inferiormente e

A(x+ ks, y)→ Ap(x, y) quando s→∞

obtemos

Ij,p(W ) ≤ lim inf
s→+∞

Ĩj(Qms).

Consequentemente,

l∑
−l

Ij,p(W ) ≤
l∑
−l

lim inf
s→+∞

Ĩj(Qms) ≤ lim inf
s→+∞

l∑
−l

Ĩj(Qms), ∀l ∈ N.
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Desse modo,
l∑
−l

Ij,p(W ) ≤ θ∗, ∀l ∈ Z,

o que justi�ca a desigualdade (2.21). Sendo assim, temos

Ij,p(W )→ 0 quando j → ±∞. (2.22)

Por outro lado, para cada j ∈ N denotaremos a função

W̃j = P−jW.

Segue daí que a sequência (W̃j) é limitada em H1(Λ0). Logo, existe W0 ∈ H1(Λ0) tal

que, a menos de subsequência,

W̃j ⇀W0 em H1(Λ0) quando j → +∞.

Pelas imersões compactas de Sobolev,

W̃j → W0 em L2(Λ0) quando j → +∞.

Por (2.15), para cada j ∈ N, existe m∗ = m∗(j) ∈ N tal que

‖Um − 1‖L2([−j+km,−j+km+1]×D) ≤ δ, ∀m ≥ m∗,

isto é,

‖P−jQm − 1‖L2(Lambda0) ≤ δ, ∀m ≥ m∗.

Consequentemente, fazendo m→ +∞ temos

‖W̃j − 1‖L2(Λ0) ≤ δ, ∀j ∈ N.

Fazendo j → +∞ concluímos

‖W0 − 1‖L2(Λ0) ≤ δ. (2.23)

Por outro lado, por (2.22) e por um argumento feito na prova do Teorema 2.2 temos

W0 = 1 ou W0 = −1.
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Como δ ∈ (0,
√
|Λ0|) e por (2.23) devemos ter W0 = 1. Com efeito, se W0 = −1 segue

de (2.23) que

‖W0 − 1‖L2(Λ0) ≤ δ ⇒
(∫

Λ0

|2|2dxdy
) 1

2

≤ δ

⇒(4|Λ0|)
1
2 ≤ δ

⇒
√
|Λ0| ≤

δ

2
< δ,

um absurdo. Portanto, W0 = 1. Por conseguinte,

‖W̃j − 1‖L2(Λ0) → 0 quando j → +∞.

Por outro lado, denotaremos para cada j ∈ N

Wj = PjW.

De modo análogo, existe Ŵ0 ∈ L2(Λ0) tal que, a menos de subsequência,

Wj → Ŵ0 em L2(Λ0) quando j → +∞.

Além disso, veri�ca-se que

Ŵ0 = 1 ou Ŵ0 = −1.

Vamos mostrar que Ŵ0 = −1. Para tal, suponhamos por absurdo que Ŵ0 = 1. Segue

de (2.15) que existe j1 ∈ N tal que

‖W − 1‖L2([j1−1,j1]×D) ≥ δ e ‖W − 1‖L2([j1,j1+1]×D) ≤ δ.

Por outro lado, como Qm → W em L2([j1 − 1, j1 + 1] × D) segue que existe m0 ∈ N

tal que

‖Qm −W‖L2([j1,j1+1]×D) ≤ δ e ‖Qm −W‖L2([j1−1,j1]×D) ≤
δ

2
∀m ≥ m0.

Consequentemente, por desigualdade triangular

‖Qm − 1‖L2([j1,j1+1]×D) ≤ ‖Qm −W‖L2([j1,j1+1]×D) + ‖W − 1‖L2([j1,j1+1]×D)

e

‖Qm − 1‖L2([j1−1,j1]×D) ≥ ‖W − 1‖L2([j1−1,j1]×D) − ‖Qm −W‖L2([j1−1,j1]×D),
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ou seja,

‖Qm − 1‖L2(Λj1−1) ≥
δ

2
e ‖Qm − 1‖L2(Λj1 ) ≤ 2δ, ∀m ≥ m0. (2.24)

No que segue, vamos denotar β = β(δ) o número real dado por

β

Ã0

= inf
u∈Nδ

I∗,δ(u),

em que Ã0 = min{1, A0}, I∗,δ : H1((−1, 1)×D)→ R é de�nido por

I∗,δ(u) =

∫ 1

−1

∫
D

(
|∇u|2 + V (u)

)
dxdy

e

Nδ = {u ∈ H1((−1, 1)×D) : ‖u‖L∞((−1,1)×D) ≤ 1, ‖u−1‖L2(Λ−1) ≥
δ

2
e ‖u−1‖L2(Λ0) ≤ 2δ}.

Por (2.24) obtemos Qm−j1 ∈ Nδ para todo m ≥ m0. Daí,∫ j1+1

j1−1

∫
D

(
|∇Qm|2 + V (Qm)

)
dxdy ≥ β

Ã0

, ∀m ≥ m0. (2.25)

A�rmação 2.6 β > 0.

De fato, se β = 0 então existe uma sequência (uk) ∈ Nδ tal que

I∗,δ(uk)→ 0 quando k → +∞.

Consequentemente,

lim
k→+∞

∫ 1

−1

∫
D

|∇uk|2dxdy = lim
k→+∞

∫ 1

−1

∫
D

V (uk)dxdy = 0. (2.26)

Segue daí que a sequência (uk) é limitada em H1((−1, 1) × D). Logo, existe u ∈

H1((−1, 1)×D) de maneira que, a menos de subsequência,

uk ⇀ u em H1(Λ−1,1)

e

uk → u em L2(Λ−1,1). (2.27)

Por conseguinte, de (2.26) e (2.27),∫ 1

−1

∫
D

V (u)dxdy = 0.
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Assim devemos ter V (u) = 0. Portanto u = −1 ou u = 1. Se u = 1, então por (2.27)

segue que para δ > 0 existe k0 ∈ N tal que

‖uk − 1‖L2([−1,1]×D) <
δ

4
, ∀k ≥ k0.

Em particular,

‖uk − 1‖L2([−1,0]×D) <
δ

4
, ∀k ≥ k0

o que contraria o fato de (uk) ∈ Nδ. Se caso u = −1 então

‖u− 1‖L2([0,1]×D) = 2|Λ0|
1
2 ≤ ‖uk − u‖L2([0,1]×D) + ‖uk − 1‖L2([0,1]×D).

Daí, dado ε > 0 podemos encontrar k su�cientemente grande tal que

|Λ0|
1
2 ≤ ε+ δ.

Desde que ε > 0 é arbitrário obtemos√
|Λ0| ≤ δ,

um absurdo. Portanto, β > 0.

Por outro lado, aumentando m0 se necessário temos

J(Um) ≤ θ∗ +
β

4
, ∀m ≥ m0. (2.28)

No que segue, para cada j ≥ j1 + 2 e cada m ≥ m0 vamos considerar a função

Zj,m(x, y) =


1, se x ≤ j, y ∈ D

((j + 1)− x) + (x− j)Qm(x, y), se j < x ≤ j + 1, y ∈ D

Qm(x, y), se j + 1 < x, y ∈ D.

Desde que Qm ∈ Γ para todo m ∈ N veri�ca-se que Zj,m ∈ Γ para cada j ≥ j1 + 2.

Além disso,

Jp(Zj,m) = Ip,j(Zj,m) +
∞∑

k=j+1

Ip,k(Qm),

pois

Ip,k(Zj,m) = 0 para k < j.

Desse modo,

θ∗p ≤ Ip,j(Zj,m) +
∞∑

k=j+1

Ip,k(Qm). (2.29)
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Como a função A veri�ca (A1)-(A2) e (J(Um)) é uma sequência limitada, então au-

mentando m0 se necessário, obtemos

∞∑
k=j+1

Ip,k(Qm) =
∞∑

k=j+1+km

Ip,k(Um) ≤
∞∑

k=j+1+km

Ik(Um) +
β

4
, ∀m ≥ m0. (2.30)

Agora, como j ≥ j1 + 2, (2.25), (2.29) e (2.30) implicam em

θ∗p ≤ Ip,j(Zj,m) + J(Um)− Ã0

∫ j1+1

j1−1

∫
D

(
|∇Qm|2 + V (Qm)

)
dxdy +

β

4
.

Combinando com (2.25) e (2.28) - (2.30) concluímos

θ∗p ≤ Ip,j(Zj,m) + θ∗ +
β

4
− Ã0

β

Ã0

+
β

4

≤ Ip,j(Zj,m) + θ∗ − β

2
,

ou seja,

θ∗p ≤ Ip,j(Zj,m) + θ∗ − β

2
. (2.31)

Agora, como

−1 ≤ Wj(x, y) ≤ 1 para todo j ∈ N

e

Wj → 1 em L2(Λ0) quando j → +∞

temos

lim
j→+∞

∫ 1

0

∫
D

A(x+ j, y)V (−x+ 1 + xWj)dxdy = 0

e

lim
j→+∞

∫ 1

0

∫
D

|1−Wj|2dxdy = 0.

Assim, dado ε > 0 existe j0 = j0(ε) > j1 + 2, independente de m, tal que∫ 1

0

∫
D

A(x+ j, y)V (−x+ 1 + xWj)dxdy < ε, ∀j ≥ j0 (2.32)

e ∫ 1

0

∫
D

|1−Wj|2dxdy < ε, ∀j ≥ j0. (2.33)

Por outro lado, a�rmamos que existem j ≥ j0 e m ≥ m0 de maneira que

Ip,j(Zj,m) =

∫ j+1

j

∫
D

L(Zj,m)dxdy <
β

2
.
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Suponhamos por absurdo que tal a�rmação não é verdadeira. Assim, para cada j ≥ j0

existe m1 = m1(j) ≥ m0 veri�cando∫ j+1

j

∫
D

L(Zj,m)dxdy ≥ β

2
, ∀m ≥ m1.

Daí, a partir da de�nição de Zj,m e da condição (A2) temos∫ j+1

j

∫
D

|∇Zj,m|2dxdy ≥
β

2
−
∫ j+1

j

∫
D

Ap(x, y)V ((j + 1)− x+ (x− j)Qm) dxdy

para todo m ≥ m1. Por outro lado, observamos que (2.32) também ocorre para o caso

periódico, isto é,∫ 1

0

∫
D

Ap(x, y)V (−x+ 1 + xWj)dxdy < ε, ∀j ≥ j0.

Desse modo, tomando ε < β/4 existe m2 = m2(j) ≥ m1(j) tal que∫ j+1

j

∫
D

|∇Zj,m|2dxdy ≥
β

4
, ∀m ≥ m2(j). (2.34)

Usando novamente a de�nição de Zj,m e do gradiente segue que existe C > 0 tal que∫ j+1

j

∫
D

|∇Zj,m|2dxdy ≤ C

(∫ 1

0

∫
D

|1− PjQm|2dxdy +

∫ j+1

j

∫
D

|∇Qm|2dxdy
)
.

(2.35)

Agora, �xando ε > 0 su�cientemente pequeno em (2.33), (2.34) e (2.35) implicam em∫ j+1

j

∫
D

|∇Qm|2dxdy ≥
β

8
, ∀m ≥ m2(j).

Seja l ∈ N tal que

(l + 1)
β

8
> θ∗ + 1

e �xemos m > max{m2(j) : j0 ≤ j ≤ j0 + l}. Então,

J(Um) ≥
j0+l∑
k=j0

Ĩk(Qm)

≥
j0+l∑
k=j0

(∫ k+1

k

∫
D

|∇Qm|2dxdy +

∫ k+1

k

∫
D

A(x+ km, y)V (Qm)dxdy

)

≥ (l + 1)
β

8
+

j0+l∑
k=j0

∫ k+1

k

∫
D

A(x+ km, y)V (Qm)dxdy

≥ (l + 1)
β

8

> θ∗ + 1,
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ou seja,

J(Um) > θ∗ + 1,

um absurdo pois J(Um) ≤ θ∗ + 1 para todo m ∈ N. Portanto, existem j = j(m) e

m ≥ m0 tais que

Ip,j(Zj,m) <
β

2
.

Consequentemente, por (2.31),

θ∗p ≤ θ∗,

um absurdo. Portanto, devemos ter Ŵ0 = −1. Desse modo, temos W ∈ Γ e como

Jp(W ) ≤ θ∗ segue que

θ∗p ≤ Jp(W ) ≤ θ∗,

o que também é um absurdo. Portanto, vale a A�rmação 2.5, isto é,

PjkU → −1 em L2(Λ0) quando jk → +∞.

Agora, repetindo o mesmo processo segue que toda subsequência de (PjU) possui uma

subsequência que converge em L2(Λ0) para -1. Assim,

PjU → −1 em L2(Λ0) quando j → +∞.

Logo, existe j∗ ∈ N tal que

‖PjU + 1‖L2(Λ0) ≤ δ, ∀j ≥ j∗.

Usando um argumento similar prova-se que

PjU → 1 em L2(Λ0) quando j → −∞.

Daí, existe k∗ ∈ N tal que

‖PjU − 1‖L2(Λ0) ≤ δ, ∀j ≥ −k∗.

A Proposição 2.1 �ca concluída tomando j0 = max{j∗, k∗}.
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2.3 A função A veri�ca a condição de Rabinowitz

Nesta seção, vamos estabelecer a existência de solução do tipo heteroclínica no

caso em que a função A pertence a Classe 2. A seguir, vamos considerar o problema
−∆u+ A(εx, y)V ′(u) = 0, em Ω
∂u

∂η
(x, y) = 0, sobre ∂Ω,

com ε > 0 e A satisfazendo a condição de Rabinowitz

(A3) 0 < inf
Ω
A(x, y) ≤ sup

y∈D
A(0, y) < lim inf

|(x,y)|→+∞
A(x, y) = A∞ < +∞.

De agora em diante, denotaremos Jε, J∞ : Γ −→ R∪{+∞} os funcionais de�nidos por

Jε(U) =
∑
k∈Z

Iε,k(U) e J∞(U) =
∑
k∈Z

I∞,k(U),

em que Iε,k(U) : H1(Λk)→ R e I∞,k(U) : H1(Λk)→ R são dados por

Iε,k(U) =

∫ k+1

k

∫
D

(
|∇U |2 + A(εx, y)V (U)

)
dxdy

e

I∞,k(U) =

∫ k+1

k

∫
D

(
|∇U |2 + A∞V (U)

)
dxdy.

Além disso, denotaremos por θε e θ∞ os números reais

θε = inf
Γ
Jε(U) e θ∞ = inf

Γ
J∞(U).

De�nimos também os funcionais Imax,k(U) : H1(Λk)→ R e Jmax,k : Γ→ R por

Imax,k(U) =

∫ k+1

k

∫
D

(
|∇U |2 + A0V (U)

)
dxdy,

com A0 = max
y∈D

A(0, y), e

Jmax(U) =
∑
k∈Z

Imax,k(U).

Seja também o número real θmax dado por

θmax = inf
Γ
Jmax(U).

Desde de que A0 e A∞ são números reais segue da Seção 2.2 que existemW∞,Wmax ∈ Γ

veri�cando

Jmax(Wmax) = θmax e J∞(W∞) = θ∞.
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Lema 2.1 De acordo com a notação anterior,

lim sup
ε→0

θε ≤ θmax e θmax < θ∞.

Demonstração. Para cada ε > 0,

θε ≤ Jε(U), ∀U ∈ Γ.

Em particular,

θε ≤ Jε(Wmax).

No entanto, como

A(εx, y)→ A(0, y) uniformemente em y ∈ D quando ε→ 0

obtemos

lim
ε→0

Jε(Wmax) ≤ Jmax(Wmax).

Sendo θmax = Jmax(Wmax) concluímos

lim
ε→0

Jε(Wmax) ≤ θmax.

Consequentemente,

lim sup
ε→0

θε ≤ θmax. (2.36)

Por outro lado, pela condição (A3) temos

Jmax(U) < J∞(U), ∀U ∈ Γ.

Em particular,

θmax ≤ Jmax(W∞) < J∞(W∞) = θ∞. (2.37)

Portanto, por (2.36) e (2.37) concluímos a demostração do lema, isto é,

lim sup
ε→0

θε ≤ θmax e θmax < θ∞.

Isto completa a demonstração.

Na sequência, vamos �xar ε0 > 0 su�cientemente pequeno tal que

θε < θ∞, ∀ε ∈ (0, ε0).
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Usando o mesmo argumento da seção anterior mostra-se que para cada ε > 0 existe

uma sequência minimizante (Um) ⊂ Γ para Jε, isto é,

Jε(Um)→ θε quando m→ +∞,

com

−1 ≤ Um(x, y) ≤ 1, ∀(x, y) ∈ Ω e ∀m ∈ N

e Além disso, veri�ca-se também que existe U ∈ H1
loc

(Ω) tal que

Um ⇀ U em H1(Λk), ∀k ∈ Z,

Um → U em L2(Λk), ∀k ∈ Z,

Um(x, y)→ U(x, y) q.t.p. em Ω,

−1 ≤ U(x, y) ≤ 1, ∀(x, y) ∈ Ω,

e

Jε(U) ≤ θε.

Proposição 2.3 Para δ ∈ (0,
√
|Λ0|) e �xado ε ∈ (0, ε0), existe j0 ∈ N tal que

‖U − 1‖L2(Λ−j) ≤ δ e ‖U + 1‖L2(Λj) ≤ δ, ∀j ≥ j0.

Demonstração. Para ε ∈ (0, ε0) o argumento do Teorema 2.2 mostra que existe uma

subsequência (PjkU) de (PjU) tal que

PjkU → 1 ou PjkU → −1 em L2(Λ0) quando jk → +∞.

A�rmação 2.7 PjkU → −1 em L2(Λ0) quando jk → +∞.

Suponhamos por absurdo que ocorra

PjkU → 1 em L2(Λ0) quando jk → +∞.

De acordo com a prova da Proposição 2.1 segue que existem uma subsequência (Ums)

de (Um) e i∗ ∈ N, com i∗ < ks para todo s ∈ N e ks → +∞ quando s→ +∞, tais que

‖Ums(·+ j, y)− 1‖L2(Λ0) < δ e ‖Ums(·+ ks, y)− 1‖L2(Λ0) ≥ δ, ∀j ∈ [i∗, ks − 1] ∩ N.

Veri�ca-se que a sequência

Qms(x, y) = Ums(x+ ks, y)
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é uma sequência limitada em H1
loc

(Ω). Logo, a menos de subsequência, existe W ∈

H1
loc

(Ω) tal que

Qm ⇀W em H1(Λk), ∀k ∈ Z,

Qm → W em L2(Λk), ∀k ∈ Z,

Qm(x, y)→ W (x, y) q.t.p. em Ω,

e

−1 ≤ W (x, y) ≤ 1, ∀(x, y) ∈ Ω.

Por outro lado, vamos de�nir o funcional Ĩsε,j : H1(Λj)→ R por

Ĩsε,j(U) =

∫ j+1

j

∫
D

(
1

2
|∇U |2 + A(εx+ εks, y)V (U)

)
dxdy.

Por mudança de variável,∑
j∈Z

Ĩsε,j(Qm) = Jε(Ums) = θε + oms(1). (2.38)

Agora, como (Um) é uma sequência minimizante para o funcional Jε segue do Lema de

Fatou e de (2.38) que

J∞(W ) ≤ θε.

Consequentemente,

I∞,j(W )→ 0 quando j → ±∞. (2.39)

Para cada j ∈ N, consideremos a função

Wj = P−jW.

Pelo fato que W ∈ L∞(Ω) existe W0 ∈ H1(Ω) tal que, a menos de subsequência,

Wj ⇀W0 em H1(Λ0) quando j → +∞.

Por conseguinte,

Wj → W0 em L2(Λ0) quando j → +∞.

Argumentando de modo similar a Proposição 2.1, temos

‖W0 − 1‖L2(Λ0) ≤ δ.
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Por outro lado, por (2.39)

W0 = 1 ou W0 = −1.

Como δ ∈ (0,
√
|Λ0|) devemos ter W0 = 1. Então,

‖Wj − 1‖L2(Λ0) → 0 quando j → +∞.

Agora, �xando

Ŵj = PjW

veri�ca-se que existe Ŵ0 ∈ H1
loc

(Ω) tal que, a menos de subsequência,

Ŵj → Ŵ0 em L2(Λ0) quando j → +∞.

Além disso, veri�ca-se também que Ŵ0 = −1. De fato, assumindo por contradição que

Ŵ0 = 1 segue que para cada j ∈ N de�nindo a função

Hj(x, y) =


1, se x ≤ j, y ∈ D

((j + 1)− x) + (x− j)Qm(x, y), se j < x ≤ j + 1, y ∈ D

Qm(x, y), se j + 1 < x, y ∈ D

obtemos θ∞ ≤ θε o que contraria o Lema 2.1. Logo, Ŵ0 = −1. Portanto, de acordo

com a prova da Proposição 2.1 concluímos a demonstração da proposição.

Teorema 2.4 Assume (V1)-(V3) e que A pertence a Classe 2. Então, existe um ε0 > 0

tal que o problema (P3) possui uma solução heteroclínica de 1 a -1 para todo ε ∈ (0, ε0).

Demonstração. Tomando ε0 de acordo com a Proposição 2.1 segue que para cada

ε ∈ (0, ε0) deve existir j0 ∈ N tal que

‖U − 1‖L2(Ω−j) ≤ δ e ‖U + 1‖L2(Ωj) ≤ δ, ∀j ≥ j0.

Fazendo os mesmos argumentos da prova da Teorema 2.2 temos que U ∈ Γ com Jε(U) =

θε. Ademais, U ∈ C2(Ω,R) sendo U solução heteroclínica do problema −∆u+ A(εx, y)V ′(u) = 0, em Ω
∂u

∂ν
(x, y) = 0, sobre ∂Ω,

isto é,

U(x, y)→ 1 quando x→ −∞ uniformemente em y ∈ D

e

U(x, y)→ −1 quando x→ +∞ uniformemente em y ∈ D.

Isto conclui a demonstração do teorema.



Apêndice A

Princípio da continuação única

Neste apêndice, vamos introduzir o Princípio da Continuação Única via uma

Hipersuperfície. Tal resultado é muito importante na teoria das equações elípticas. Por

�m, faremos uma aplicação fundamental para a construção do conteúdo encontrado no

Capítulo 1.

Seja Ω ⊂ RN um domínio limitado. Vamos considerar o operador elíptico da

forma

Pu = −∆u+ qu,

em que q ∈ L∞(Ω).

Teorema A.1 (Princípio da Continuação Única via uma Hipersuperfície) Seja

S uma hipersuperfície de classe C∞ tal que

Ω = S+ ∪ S ∪ S−

onde S+ e S− denotam os dois lados de S. Se x0 ∈ S, V é uma vizinhança aberta de

x0 em Ω, u ∈ H2(V ) satisfaz

Pu = 0 em V

e

u = 0 em V ∩ S−,

então u = 0 em alguma vizinhança de x0.

Demonstração. Ver [30, Theorem 1.3].

A imagem a seguir ilustra geometricamente a noção do conjunto Ω.
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Figura A.1: Uma representação geométrica do conjunto Ω.

Uma aplicação do Princípio da continuação única é o seguinte resultado.

Aplicação: Seja Ω1 = [0, 1] ×D, em que D ⊂ RN−1, N ≥ 2, é um domínio limitado

com fronteira suave. Seja também w ∈ H2(Ω1) tal que

−∆w − bw = 0 Ω,

porquanto b ∈ L∞(Ω1) e w(x, y) = 0 em [0, 1
2
]×D.

A�rmação A.1 w = 0 em Ω1.

Tomemos x0 = 1
2
e V uma vizinhança de (x0, y0) em Ω1, no qual y0 ∈ D é �xado.

Seja S sendo a hipersuperfície x0 = 1
2
e S− a região [0, 1

2
)×D. Diante disto,

w = 0 em V ∩ S−.

Pelo Princípio da Continuação Única via uma Hipersuperfície, temos que existe uma

vizinhança Uy0 de (x0, y0) em Ω1 tal que

w = 0 em Uy0 .
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Figura A.2: Representação geométrica da Aplicação.

Fazendo de modo análogo para cada ponto (x0, y), com y ∈ D, encontraremos uma

vizinhança Uy de (x0, y) em Ω1 tal que

w = 0 em Uy.

Agora, consideremos o conjunto aberto

Ux0 =
⋃
y∈D

Uy.

Como {x0} ×D é compacto segue que existem y1, . . . , ym ∈ D tais que

Ux0 ⊂ Uy1 ∪ · · · ∪ Uym .

Consequentemente, o número real

xλ = inf{x ∈ [0, 1]×D;x ≥ 1/2 e w(t, y) = 0 para todo 0 ≤ t ≤ x e y ∈ D}

satisfaz

xλ > 1/2.

Por conseguinte,

w(x, y) = 0 para todo 0 ≤ x ≤ xλ e y ∈ D.

De modo análogo, prova-se que na vizinhança de cada ponto (xλ, y), y ∈ D existe

xα > xλ tal que

w(x, y) = 0 para todo 0 ≤ x ≤ xα e y ∈ D.
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Portanto, fazendo este processo chagamos a conclusão que w = 0 em Ω1.



Apêndice B

Resultados gerais

Neste apêndice, vamos fazer um resumo do que se necessita de Resultados das

teorias de Análise do RN , Análise Funcional e Espaços de Lebesgue.

B.1 Resultados de Análise no RN

Nesta seção, vamos enunciar alguns resultados especí�cos de Análise no RN . Para

um estudo mais detalhado recomendamos as leituras Lima [22, 23] e Bartle [7].

Teorema B.1 (Teorema do Valor Médio) Seja f : U → R de�nida no aberto U ⊂
RN . Suponhamos que o segmento de reta [a, a+v] esteja contido em U , que a restrição

f |[a, a+ v] seja contínua e que exista a derivada direcional ∂f
∂v

(x), segundo v, em todo

ponto x ∈ (a, a+ v). Então, existe θ ∈ (0, 1) tal que

f(a+ v)− f(a) =
∂f

∂v
(a+ θv).

Demonstração. Veja [23].

Teorema B.2 (Teorema de Mudança de Variável) Sejam h : U → V um dife-

omor�smo de classe C1 entre abertos U, V ∈ RN , X ∈ U um compacto mensurável

segundo Jordan e f : h(X) → R uma função integrável. Então, f ◦ h : X → R é

integrável e ∫
h(X)

f(y)dy =

∫
X

f(h(x)) · |det.h′(x)|dx.

Demonstração. Veja [23].
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Teorema B.3 Seja Ω ⊂ RN um aberto e f : Ω → R uma função com derivadas de

segunda ordem contínuas em Ω. Se c ∈ Ω é um ponto de mínimo relativo (respectiva-

mente, máximo) de f , então

D2f(c)(w)2 =
N∑

i,j=1

∂2f

∂xi∂xj
(c)wiwj ≥ 0

(respectivamente, D2f(c)(w)2 ≤ 0) para todo w ∈ RN .

Demonstração. Veja [7, Theorem 42.4].

Um resultado indispensável para o estudo da matemática em geral é o Teorema

de Ascoli-Arzelá. A �m de enunciar tal resultado sejam K ⊂ R e fn : K → R. Diz-se

que a sequência (fn) é equicontínua se dado ε > 0 existe δ > 0 tal que

x ∈ K, |x− x0| < δ ⇒ |fn(x)− fn(x0)| < ε ∀n ∈ N e ∀x0 ∈ K.

Teorema B.4 (Ascoli-Arzelá) Seja K ⊂ R compacto. Toda sequência equicontínua

e limitada de funções fn : K → R possui uma subsequência uniformemente convergente.

Demonstração. Veja [22].

B.2 Os espaços de Lebesgue

Nesta seção, vamos introduzir o conceito dos espaços de Lebesgue e alguns resul-

tados relacionados.

Sejam (X,A, µ) um espaço de medida e 1 ≤ p < ∞. De�nimos o espaço

Lp(X,A, µ) de todas as classes µ-equivalentes de funções reais A-mensuráveis f , em

que |f |p tem integral �nita em relação a µ sobre X. De�nimos também a norma em

Lp(X,A, µ) dada por

‖f‖Lp(X,A,µ) =

(∫
X

|f |pdµ
) 1

p

.

Para o caso p = ∞ o espaço L∞(X,A, µ) consiste de todas as classes de equivalência

das funções reais A-mensuráveis que são limitadas quase sempre. Se f ∈ L∞(X,A, µ)

e M ∈ A com µ(M) = 0, então de�nimos

Sf (M) = sup{|f(x)| : x /∈M}

e

‖f‖L∞(X,A,µ) = inf{S(M) : M ∈ A e µ(M) = 0}.
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Os espaços (Lp(X,A, µ), ‖ · ‖Lp(X,A,µ)), 1 ≤ p ≤ ∞, são denominados espaços de

Lebesgue.

Teorema B.5 O espaço de Lebesgue Lp(X,A, µ) é de Banach para todo 1 ≤ p ≤ ∞.

Demonstração. Veja [6, Theorem 6.14 e 6.16] ou [10, Theorem 4.8].

Daqui em diante, vamos considerar Ω como um subconjunto de RN mensurável

a Lebesgue. Nota-se que L2(Ω) é um espaço de Hilbert munido do produto interno∫
Ω

uvdx, ∀u, v ∈ L2(Ω).

Entretanto, se Ω é limitado então

Lp(Ω) ⊂ Lq(Ω), ∀1 ≤ q ≤ p < +∞. (B.1)

De fato, se f ∈ Lp(Ω) então∫
Ω

|f |qdx ≤ |Ω|
p−q
p

(∫
Ω

|f |pdx
) q

p

= |Ω|
p−q
p ‖f‖qLp(Ω) < +∞

evidenciando que f ∈ Lq(Ω) com

‖f‖Lq(Ω) ≤ |Ω|
p−q
p ‖f‖Lp(Ω).

A seguir enunciaremos alguns resultados clássicos referentes aos espaços de Le-

besgue.

Teorema B.6 (Lema de Fatou) Se (fn) é uma sequência de funções de�nidas em

Ω e tomando valores em R e mensuráveis sendo não-negativas, então∫
Ω

(lim inf fn)dx ≤ lim inf

∫
Ω

fndx.

Demonstração. Ver [6, Theorem 4.8].

Teorema B.7 (Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue) Sejam (fn)

uma sequência de funções mensuráveis e Ω um subconjunto mensurável de RN tais que

(i) fn(x)→ f(x) q.t.p em Ω;

(ii) Existe h ∈ L1(Ω) tal que |fn(x)| ≤ h(x) para todo n ∈ N.

Então,

lim
n→+∞

∫
Ω

fn(x) =

∫
Ω

f(x)dx.
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Demonstração. Ver [6, Theorem 5.6].

Teorema B.8 (Desigualdade de Hölder) Sejam f ∈ Lp(Ω) e g ∈ Lq(Ω) com p, q >

1 e 1/p+ 1/q = 1. Então, fg ∈ L1(Ω) e

‖fg‖L1(Ω) ≤ ‖f‖Lp(Ω)‖g‖Lq(Ω).

Demonstração. Veja [6, Theorem 6.9] ou [10, Theorem 4.6].

Teorema B.9 (Vainberg) Sejam (fn) ⊂ Lp(Ω) e f ∈ Lp(Ω) tais que

fn → f em Lp(Ω) quando n→ +∞.

Então, existem h ∈ Lp(Ω) e uma subsequência (fnk) tais que

i) fnk(x)→ f(x) q.t.p em Ω;

ii) |fnk(x)| ≤ h(x) q.t.p em Ω para todo k ∈ N.

Demonstração. Veja [10, Theorem 4.9].

Uma classe muito importante de operadores não-lineares atuando entre os espaços

de Lebesgue é a dos operadores de Nemytskii, os quais passamos a estudar em seguida.

De�nição B.10 Seja (X,A, µ) um espaço de medida. Dizemos que uma aplicação

f : X × R→ R satisfaz a condição de Carathéodory se:

(i) A função f(·, t) : X → R é mensurável para todo t ∈ R �xado;

(ii) A função f(x, ·) : R→ R é contínua q.t.p em X.

Teorema B.11 Sejam Ω um subconjunto de RN mensurável a Lebesgue com medida

�nita, f : Ω × R → R uma função satisfazendo a condição de Carathéodory e 1 ≤
p, q <∞. Suponha que exista constantes C1, C2 > 0 tais que

|f(x, t)| ≤ C1 + C2|t|p/q q.t.p em X e ∀t ∈ R.

Então, o operador de Nemytskii

Nf : Lp(Ω)→ Lq(Ω), Nf (u)(x) := f(x, u(x)),

está bem de�nido e é contínuo.

Demonstração. Veja [9, Teorema 9.1.4]
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B.3 Resultados de Análise Funcional

Vamos fazer uma breve discussão sobre alguns resultados de Análise Funcional.

Para uma leitura geral sobre este tema aconselhamos as leituras [9] e [10]. Daqui em

diante vamos denotar E como sendo um espaço real de Banach munido da norma ‖ · ‖.

Teorema B.12 Sejam E um espaço re�exivo e (un) uma sequência limitada em E.

Então, existem uma subsequência (unk) e u ∈ E tais que

unk ⇀ u em E quando k →∞.

Demonstração. Veja [10, Theorem 3.18].

De�nição B.13 Um espaço E é chamado uniformemente convexo se dado ε > 0 existe

δ > 0 tal que∥∥∥∥u+ v

2

∥∥∥∥ ≤ 1− δ sempre que ‖u‖, ‖v‖ ≤ 1 e ‖u− v‖ ≥ ε.

Exemplos de espaços uniformemente convexos são os espaços de Hilbert. De fato,

sendo H um espaço de Hilbert segue da Lei do Paralelogramo que∥∥∥∥u+ v

2

∥∥∥∥2

=
‖u‖2

2
+
‖v‖2

2
− ‖u− v‖

2

4
, ∀u, v ∈ H.

Desse modo, dados ε > 0 e u, v ∈ H com ‖u‖, ‖v‖ ≤ 1 e ‖u− v‖ ≥ ε obtemos∥∥∥∥u+ v

2

∥∥∥∥2

≤ 1− ε2

4
.

Portanto, basta tomar

δ = 1−
(

1− ε2

4

) 1
2

> 0.

Em particular, o espaço H1(Ω) é uniformemente convexo porquanto é de Hilbert.

Teorema B.14 (Milman-Pettis) Todo espaço uniformemente convexo de Banach é

um espaço re�exivo.

Demonstração. Veja [10, Theorem 3.31].

Teorema B.15 Assumimos que E é um espaço uniformemente convexo. Seja (un)

uma sequência em E tal que un ⇀ u em E e

lim sup
n→∞

‖un‖ ≤ ‖u‖.

Então,

un → u em E quando n→∞.
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Demonstração. Veja [10, Proposition 3.32].

O seguinte resultado é sobre a diferenciabilidade de funcionais de�nidos em es-

paços normados.

Teorema B.16 Sejam E um espaço normado e I : E → R um funcional veri�cando:

i)
∂I(u)

∂(·)
: E → R existe para todo u ∈ E;

ii)
∂I(u)

∂(·)
∈ E ′ para todo u ∈ E;

iii) Se un → u em E, então

∂I(un)

∂(·)
→ ∂I(u)

∂(·)
em E ′.

Então, I ∈ C1(E,R) com

I ′(u)v =
∂I(u)

∂(v)
, ∀u, v ∈ E.

Demonstração. Veja [32].



Apêndice C

Os espaços de Sobolev

Nessa apêndice, enunciaremos conceitos importantes e alguns teoremas clássicos

sobre os espaços de Sobolev. Para uma leitura geral sobre este tema indicamos o livro

Adams [1].

Sejam Ω ⊂ RN um conjunto aberto, u : Ω→ R uma função mensurável com rela-

ção à medida de Lebegue, α = (α1, . . . , αn), β = (β1, . . . , βn) ∈ NN e z = (z1, . . . , zn) ∈

RN . De�nimos

i) |α| = α1 + . . .+ αn;

ii) zα = zα1
1 · . . . · zαnn ;

iii) α! = α1! . . . αn!;

iv) α ≤ β sempre que αi ≤ βi para todo i = 1, 2, . . . , n.

Posto isto, de�nimos o operador diferencial Dα por

Dα =
∂|α|

∂α1x1∂α2x2 · · · ∂αnxn
.

De�nição C.1 Para 1 ≤ p ≤ +∞ e m ∈ N, de�nimos por Wm,p(Ω) o seguinte

subconjunto de Lp(Ω)

Wm,p(Ω) = {u ∈ Lp(Ω) : Dαu ∈ Lp(Ω) para 0 ≤ |α| ≤ m}.

O conjunto Wm,p(Ω) é dito espaço de Sobolev.
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Em Wm,p(Ω) vamos considerar a seguinte norma

‖u‖m,p =
∑
|α|≤m

‖Dαu‖Lp(Ω)‖Lp(Ω)
.

Teorema C.2 (Wm,p(Ω), ‖·‖m,p) é um espaço vetorial normado. Além disso, o mesmo

é um espaço de Banach.

Demonstração. Veja [1, Theorem 3.3]

Em particular, no caso em que m = 1 e p = 2 denotaremos

H1(Ω) = W 1,2(Ω).

Entretanto, vamos considerar a seguinte norma usual em H1(Ω)

‖u‖H1(Ω) =

(∫
Ω

|∇u|2dx+

∫
Ω

|v|2dx
) 1

2

, u ∈ H1(Ω).

Veri�ca-se que a mesma é equivalente a norma ‖ · ‖1,2. Tal espaço é de Hilbert com o

produto interno

〈u, v〉H1(Ω) =

∫
Ω

∇u∇vdx+

∫
Ω

uvdx, u, v ∈ H1(Ω).

Em contrapartida, de�nimos o espaço

H1
0 (Ω) = C∞0 (Ω)

‖·‖H1(Ω)

com a norma

‖u‖ =

(∫
Ω

|∇u|2dx
) 1

2

.

Teorema C.3 Sejam Ω ⊂ RN um domínio limitado, m ∈ N e 1 ≤ p < ∞. Então,

C∞(Ω) é denso em Wm,p(Ω).

Demonstração. Veja [1, Theorem 3.22]

Um resultado importante sobre regularidade de soluções fracas é o seguinte re-

sultado.

Teorema C.4 Seja Ω = R × D sendo D um aberto limitado do RN−1 com fronteira

suave. Sejam f ∈ L2(Ω) e u ∈ H1(Ω) ( ou u ∈ H1
0 (Ω)) satisfazendo∫

Ω

∇u∇vdxdy =

∫
Ω

fvdxdy, ∀v ∈ H1(Ω) (ou ∀v ∈ H1
0 (Ω)).

Então, u ∈ H2(Ω).

Demonstração. A prova é análoga a demonstração encontrada em [10, Theorem 9.25]

(sendo semelhante ao caso do RN
+ ).
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C.1 Imersões

Nesta seção, trataremos das imersões de Sobolev. Em particular, abordaremos

as imersões sobre domínios que satisfazem a propriedade do cone.

De�nição C.5 Sejam (X, ‖·‖X) e (Y, ‖·‖Y ) espaços normados. Diremos que (X, ‖·‖X)

está imerso continuamente em (Y, ‖ · ‖Y ) quando:

a) X é um subespaço vetorial de Y ;

b) A aplicação identidade I : (X, ‖ · ‖X)→ (Y, ‖ · ‖Y ) é contínua.

Além disso, diremos que (X, ‖ · ‖X) está imerso compactamente em (Y, ‖ · ‖Y ) quando

vale a) e

c) A aplicação identidade I : (X, ‖ · ‖X)→ (Y, ‖ · ‖Y ) é compacta.

De acordo com (B.1),

Lp(Ω) ↪→ Lq(Ω) continuamente com 1 ≤ q ≤ p < +∞. (C.1)

Como toda aplicação linear compacta é contínua segue que toda imersão compacta é

contínua.

Os seguintes resultados sobre imersões são importantíssimos para o estudo de

EDP Elípticas quando se trata do uso da ferramenta Método Variacionais.

De�nição C.6 (A condição do cone) Dizemos que um domínio Ω ⊂ RN satisfaz a

propriedade do cone se existe um cone �nito C tal que para cada x ∈ Ω seja o vértice

de um cone �nito Cx contido em Ω e congruente a C. Observe que Cx não precisa ser

obtido de C por uma translação paralela, mas simplesmente por movimento rígido.

Consideremos os seguintes teoremas de imersões sobre domínios que satisfazem a

propriedade do cone.

Teorema C.7 Sejam Ω um domínio satisfazendo a propriedade do cone, m ∈ N e

1 ≤ p ≤ ∞. Então temos as seguintes imersões contínuas:

a) Se mp > N , então

Wm,p(Ω) ↪→ Lq(Ω) para p ≤ q ≤ ∞;

b) Se mp = N , então

Wm,p(Ω) ↪→ Lq(Ω) para p ≤ q <∞;
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c) Se mp < N , então

Wm,p(Ω) ↪→ Lq(Ω) para p ≤ q ≤ Np/(N −mp).

Demonstração. Veja [1, Theorem 4.12]

Teorema C.8 (Rellich-Kondrachov) Sejam Ω um aberto limitado do RN satisfa-

zendo a propriedade do cone de fronteira suave e 1 ≤ p ≤ ∞. Então, as seguintes

imersões são compactas:

a) W 1,p(Ω) ↪→ Lp(Ω), 1 ≤ q ≤ np
n−p se p < n;

b) W 1,p(Ω) ↪→ Lp(Ω), 1 ≤ q ≤ ∞ se p = n;

c) W 1,p(Ω) ↪→ C(Ω) se p > n.

Demonstração. Veja [1, Theorem 6.3].

E relação ao Teorema C.7, segue que se N ≥ 3 a seguinte imersão é contínua

H1(Ω) ↪→ L2∗(Ω).

No entanto, em conformidade com o Teorema de Rellich-Kondrachov a seguinte imersão

é compacta

W 1,p(Ω) ↪→ Lp(Ω), ∀1 ≤ p <∞.

Em particular,

H1(Ω) ↪→ L2(Ω). (C.2)

Por �m, como composição de uma aplicação linear contínua com uma aplicação linear

compacta é compacta (veja, por exemplo [9, Proposição 7.2.6]), temos por (C.1) e (C.2)

que

H1(Ω) ↪→ L1(Ω) compactamente. (C.3)

De�nição C.9 Seja (E, ‖ · ‖) um espaço normado. Um funcional I : E → R ∪ {∞}
é dito semicontínuo inferiormente quando para toda sequência (un) em E com

un → u em E tivermos que

I(u) ≤ lim inf
n→∞

I(un). (C.4)

Dizemos que I é fracamente semicontínuo inferiormente quando un ⇀ u em E

implica em (C.4).
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Um primeiro exemplo de um funcional fracamente semicontínuo inferiormente é

a norma de um espaço normado. Para outro exemplo, notemos o próximo resultado.

Teorema C.10 Sejam Ω ⊂ RN um domínio limitado que satisfaz a propriedade do

cone e f : Ω×R→ R uma função de Carathéodory satisfazendo a condição de cresci-

mento

|f(x, t)| ≤ A+B|t|p,

com A,B > 0 e 0 ≤ p < (N + 2)/(N − 2) se N ≥ 3 ou 0 ≤ p < +∞ se N = 1, 2.

Então, sendo

F (x, t) =

∫ t

0

f(x, s)ds

o funcional

I(u) =

∫
Ω

(
1

2
|∇u|2 − F (x, u)

)
dx, u ∈ H1(Ω)

é fracamente semicontínuo inferiormente.

Demonstração. Vamos considerar os funcionais

φ(u) =
1

2
‖u‖2

H1(Ω) e ψ(u) =

∫
Ω

F (x, u)dx.

Partimos inicialmente para a prova de que o funciona ψ é fracamente semicontínuo

inferiormente para o caso em que N ≥ 3. Pelo Teorema C.8,

H1(Ω) ↪→ Lq(Ω) compactamente ∀ 1 ≤ q <
N + 2

N − 2
.

Daí, se (un) é uma sequência em H1(Ω) tal que un ⇀ u em H1(Ω) então

un → u em Lq(Ω).

Consequentemente, do Teorema B.11 concluímos

F (·, un)→ F (·, u) em Lq/p(Ω).

Desde que Ω é limitado segue que Lq/p(Ω) ⊂ L1(Ω) e assim

F (·, un)→ F (·, u) em L1(Ω).

Portanto,

lim
n→∞

ψ(un) = ψ(u)

sempre que un ⇀ u em H1(Ω). Logo, ψ é fracamente semicontínuo inferiormente.

Por outro lado, como a norma é fracamente semicontínuo inferiormente segue que o

funcional φ também o é. Veri�ca-se que soma de funcionais fracamente semicontínuos

inferiormente também o é. O caso N = 1, 2 é análogo. Isto conclui a prova.
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Teorema C.11 Sejam Ω um domínio limitado, m um inteiro não negativo e 0 < α <

1. Então existe a seguinte imersão compacta:

Cm,α(Ω) ↪→ Cm(Ω).

Demonstração. Ver [1, Theorem 1.34]

De�nição C.12 (Operadores de extensão) Seja Ω um domínio em RN . Para m

e p dados, um operador linear E de Wm,p(Ω) em Wm,p(RN) é chamado de (m, p)-

operador de extensão simples para Ω se existe a constante K = K(m, p) tal que

para cada u as seguintes condições são válidas:

(i) Eu(x) = u(x) q.t.p em Ω;

(ii) ‖E(u)‖Wm,p(RN ) ≤ K‖E(u)‖Wm,p(Ω).

Teorema C.13 Seja Ω um domínio limitado em RN com fronteira suave. Suponhamos

que existe um (m, p)-operador de extensão simples para Ω e que mp < n e p ≤ q ≤
p∗ = (N − 1)p/(N −mp). Então, vale a seguinte imersão contínua

Wm,p(Ω) ↪→ Lq(∂Ω).

Se mp = n, então a imersão acima é válida para p ≤ q <∞.

Demonstração. Ver [1, Theorem 5.36]

Em particular, se Ω é um domínio limitado em RN , N ≥ 2, com fronteira suave

então

H1(Ω) ↪→ L2(∂Ω).
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