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Resumo

Neste trabalho estudamos a existéncia de solucao e algumas propriedades para

equacao de campos neurais

ou

E@’t) = —u(x,t) + /m w(z,y) f(u(y,t)), eR™, teR,.

Analisamos o caso em que a nao linearidade é uma funcao Lipschitziana e um caso
particular em que a nao linearidade é descontinua. Além disso, estendemos os resulta-
dos sobre existéncia de solucao, com parte nao linear descontinua, para a equacao de

evolucao

ety = —atet) 4 (5 [ wlwn)stulen))

a qual generaliza a equagao de campos neurais.

Palavras Chaves: Equagao de Campos Neurais, Existéncia de solucao, Funcao de

Heaviside.



Abstract

In this work we stady the existence of solution and some properties for neural

fields equations

ou

E@’t) = —u(x,t) + /m w(z,y) f(u(y,t)), eR™, teR,.

We analyze the case in which the nonlinearity is a Lipschitzian function and a particular
case in which the nonlinearity is a discontinuous function. In addition, we extend the
results on the existence of a solution, with a discontinuous non-linear part, for the

evolution equation

ety =—atet) 4 (5 [ wlwn)stulon)) o

which generalizes the equation of neural fields.

Key words: Neural Fields Equations, Existence of solutions, Heaviside function.



Introducao

Neste trabalho nos baseamos em [9] para estudar existéncia e propriedades de
solucao para a equacao de campos neurais

St = a0+ [ o) Sy )y 1)

no espaco das funcoes continuas e limitadas. Em (1) u é uma fungdo de R™ x R em R;
fiR=>Rew:R"xR™ =R étal que w(z,-) € L' e sup |lw(z,)||p1@m) < Co.

O modelo de Campos Neurais foi introduzido na l:iEtG(iT;tura por Wilson e Cowan,
[17], e a formulagao dada em ({1 foi dada Amari em [1].

Em , u(z,t) denota o potencial da membrana neuronal na posi¢ao x, no tempo
t > 0; f(u(z,t)) denota a atividade neuronal em wu(x,t) e w representa a conexao
neuronal da posigdo x para posicao y (veja, por exemplo, [2], [4], [Q], [11], [13], [12],
[17] e [18]).).

Os objetivos desta dissertacao consistem em: mostrar a existéncia e algumas
propriedades da solucao para equagao com a nao linearidade continua e mostrar
existéncia e algumas propriedades para um caso particular de em que a nao lineari-
dade é descontinua. Além disso, investigamos a validade dos resultados estudados para
um modelo mais geral que estende tanto o modelo (1) quanto o modelo de separagdo
de fases dado em [10].

Nosso trabalho esta organizado como segue: No Capitulo 1, estudamos existéncia
e unicidade da solucao para equacao de campos neurais com f sendo uma funcao
Lipschitziana. No Capitulo 2, estudamos existéncia de solucao para a equacao de
campos neurais em que f é a funcao de Heaviside. No capitulo 3, estudamos
algumas propriedades para solucao da equacao de campos neurais no caso em que f
é Heaviside. No capitulo 4, estendemos os resultados principais para um modelo mais

geral proposto em [4] e que deixa a equacao como caso particular.
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Capitulo 1

Equacao de Campos Neurais com

Parte Nao-Linear Lipschitziana

Neste capitulo, seguimos a referéncia [9] para estudar a existéncia do problema de
Cauchy associado a equacao de campos neurais em que a parte linear é Lipschitziana.

Mais precisamente estudamos a dinamica do seguinte problema de evolugao

S0 = —ulwt) + [ el 0)dy .

u(z,0) = up(x)

A primeira equagao em foi introduzida na literatura por Amauri em [I] e é
usada para modelar a atividade neuronal. Este modelo tem despertado a atencao de
varios pesquisadores nas tltimas décadas e muitas contribui¢oes foram obtidas (veja,
por exemplo, [2], [],[9], [11], [12], [13], [14], [16] e [I8]). Aqui w(z,t) representa o
potencial da membrana neuronal na posi¢do x e no tempo ¢t > 0; a funcao f(u(z,t))
denota a atividade neuronal em u(zx,t), e w(z,y) representa a conexao sinaptica do

neurdnio na posicao x com o neurdnio na posicao y.

1.1 Terminologia e resultados preliminares

Nesta segao introduzimos alguns termos, conceitos e resultados preliminares que
serao usados no decorrer do trabalho.

Comecamos listando abaixo o conjunto de hip6teses assumidas sobre as funcoes



w e f e que serdo consideradas em nossos resultados sempre que necessario:
(H1,) w(z,-) € LY(R™),Vz € R™;

(H2,) sup |lw(z,)||L1@m) < C, para algum C,;
xeRnL
(H3,,) [lw(z, ) —w(@, )| g1 @m) < Cylz — 7|, para todo z,7 € R™ para algum C,, > 0

depende de w;
(H4,) |w(z,y)| < Cx,Vz,y € R™ onde Cy > 0;

(H5,) O niicleo w é sensivel em qualquer conjunto aberto G C R™, isto é,

/Gw(:v,y)dy

sup > 0.

zeR™

(H1y) A fungao f:R — [0,1];
(H2y) f & de classe C;

(H3y) f' ¢ uma fun¢do limitada, isto é existe uma constante L = Ly > 0 tal que

|f'(z)| < Ly para todo z € R.

Segue de (H2y) e (H3f) que f é Lipschitziana com constante de Lipschitz Ly, ou
seja,

[f(@) = f)l < Lyle —yl, ¥V z,y R
Agora vamos definir os seguintes espagos, BC%*(R™ L'(R™)) para a € [0,1]
como o espaco das func¢oes w(zx,y) que cumpram as condicoes (H1,), (H2,) e (H3,)
com |z — Z| sendo substituido por |z — Z|* na condi¢ao (H3,), e, munido da norma,

|z —T|*

[l go.a(@m p1@m)) = sup flw(z, )|z + sup/

zeR™ TH#T
Denotamos por BC(R™, C!'(R)) como o espaco linear das funcoes o(z,t) limitadas e

continuas em x, diferenciavel em ¢ e com derivada limitada, munido da norma

dy
Iellscn o= _sw_(Iel+]0w0)).

zeR™, >0

Para p > 0, definimos X, = {u : R" x [0, p] = R continuas e limitadas} com a norma

Jull, = sup  |u(z,1)].
z€R™ t€[0,p]
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Para facilitar o estudo de existéncia e unicidade de solugao do problema ([1.1))
definiremos os operadores abaixo, os quais estao bem definidos sob as hipdteses para

w e f assumidas acima.
e I': BO(R™,CY(R})) — BC(R™, CY(RY)), dado por

Pu)(at) = —u(w )+ [ wlog)f(uly,1)dy (12

m

e A:X,— X,, dado por
t
A(u)(x,t) == / F(u)(x,s)ds. (1.3)
0
e J: BC(R™ CHR{)) — BC(R™,CY(RY)), dado por

J(u) (. ) = / w(z,y)fuly, 1)dy. (1.4)

m

A partir da defini¢ao do operador F' dada em (1.2), podemos reescrever a equagao
(1.1)) como o seguinte problema de Cauchy.

' (z,t) = F(u)(z,t)
(1.5)
u(z,0) = ug

Vamos comegar mostrando a boa definigao do operador F definido em ([1.2]) com

o seguinte Lema.

Lema 1.1 Assuma as hipdteses (H1,)—(H4,) e (H1f)—(H3y). Entao, se a condigao
inicial ug € BC(R™) entdo a solu¢do u(z,t) de ¢ limitada, mais precisamente

lu(z,t)| < Cior = max{||up|loo, Cu}y, z€R™, t>0

Demonstracao: Comegamos observando que das hipoteses (H1y) e (H2,) segue que
o operador J(u), definido em (1.4)), é limitado C,,.
Em seguida, observamos que se u(x,t) é uma solugao de (1.1 entdo sua derivada

com relagao a t satisfaz

u'(x,t) < —bu(z,t)+c e u(x,t) > —bu(z,t) —c.

10



comb=1ec=C,. Entao o valor de u(z,t) para x fixado sera limitado pela solugdo
de uma EDO do tipo
V'(t) = —bu(t) + C, (1.6)

com condigao inicial v(0) = ug(z) = a. Mas, por calculo direto verifica-se que a solug¢ao

da EDO em (1.6) ¢ dada por v(t) = £(1 — e ") + ae™™, ¢ > 0. Dai, [v(t)] < Cioy =
max{a, ; }. Consequentemente |u(z,t)| < {||uol], C,}.
|

Integrando, de 0 até ¢, a primeira equagao em ([1.5)), obtemos a seguinte equagao
t
u(z,t) = u(z,0) +/ (Fu)(x,s)ds, ©e€R™ t>0,
0

a qual, pela defini¢ao do operador A(u) em ([1.3]), pode ser reescrita da seguinte forma,

u(z,t) = u(z,0) + A(u)(z,t), = €R™, t>0. (1.7)
A equagao ([1.7) é chamada equagao integral, ou equagao de Volterra, a qual
possui solucio se, e somente se, o problema (|1.1)) tem solugdo como mostraremos no

proximo lema.

Lema 1.2 A equacao de Volterra possui solugao em R™ x (0,p) com p > 0, se, e

somente se, a equacao possut solucao.

Demonstracao: Inicialmente vamos mostrar que a solucao da equacao de Volterra

é uma solucao para (|1.1)). Para isto, considere a fungao

g.(t) = /0 F(u)(z, s)ds.

Sabemos que g, (t) é diferenciavel com relacao a t, e a derivada é continua para cada x €
R™. Assim a solu¢do u(-,t) para a equacao de Volterra é continuamente diferenciavel
com relagao a t > 0 e a derivada é continua em [0, oo|, mostrando que u(+,t) é a solugao
para a equagao (1.1)).

Agora dada u(-,t) uma solucdo para temos que

m

o (. t) = —u(z, ) + / w(z, y) f (uly, £))dy.

Pela equacao (1.2)) obtemos,
' (z,t) = F(u)(z,t).
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Integrando ambos 0s membros da equagao acima obtemos,

/0 t ' (z, s)ds = /0 t F(u)(z, s)ds.

Logo,
t
u(z,t) —u(z,0) = / F(u)(x,s)ds.
0
Portanto,
t
u(z,t) = u(z,0) + / F(u)(z, s)ds.
0
Logo, u ¢ solu¢ao da equagao de Volterra. |

1.2 Existéncia e Unicidade de Solucgao

Nesta secao, provamos a existéncia e a unicidade de solucao para o problema de
Cauchy no espaco de fase conveniente, X,, e sob a hipotese da nao linearidade
ser Lipschitziana.

Conforme definimos no inicio do capitulo, para p > 0, definimos X, := BC (R™ x [0, p]),
o espago das fungoes continuas u : R™ x [0, p] — R, munido da norma

lull, = sup  Ju(z,t)].
z€R™, t€[0,p]

Temos que (X, ||u|,) € um espaco de Banach.

De fato, seja (u,) € X, uma sequéncia de Cauchy. Entdo, dado ¢ > 0 existe
ng € N, tal que

|t — uml, < e, ¥Yn,m > ny.

Pela definicdo da norma || - ||, temos,

sup  |up(x,t) — upm(x,t)| < e,¥n,m > n.
zeR™, t€]0,p]

O que nos dé que,
[un(,t) — um(z,t)| <e,Vn,m>ngV(x,t) € R™ x |0, p]. (1.8)

Dai, para cada (zo,ty) € R™ x [0, p] fixado, (u,(xo,t0)) é uma sequéncia de Cauchy
de nitimeros reais, e como R é um espago de Banach entdo existe u(xg,ty) tal que

un (o, to) — u(xg,ty), quando n — oc.
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Agora fixando n em (|1.8)) e fazendo m tender ao infinto, obtemos
[un (20, o) — u(zo, to)| < &,Yn >mng,V (xg,t9) € R™ x [0, pl.

Isto significa que u,(x,t) converge para u(z,t) uniformemente. Agora, basta observar
que u(z,t) é continua e limitada, uma vez que é limite uniforme de fungées limitadas
e continuas. Logo, concluimos que X, ¢ de Banach.

Quando p = oo temos X := BC(R™ x R{) e a norma ||u||x ¢ dada por ||ul|x :=

sup |u(z, t)].
z€R™, t>0

Definicao 1.3 Chamamos o operador T' : X — X de contragao, se existir uma

constante q € (0,1) tal que
[Tur — Tus|| < qllur — vzl
para todo uy, us € X.

Definicao 1.4 Seja T : X — X um operador sobre um espaco de Banach X. Dizemos

que u € um ponto fixo T se Tu, = u,.

Observacao 1.4.1 Para provar a existéncia e unicidade de solucao para , usare-
mos o Teorema do Ponto Fizo de Banach (veja Teorema que assequra a exristéncia
de um unico ponto fixo para um operador T : X — X que € uma contragcao sobre um

espaco métrico completo.

Lema 1.5 Para p > 0 suficientemente pequeno, o operador A dado em € uma

contracao no espaco X,.

Demonstracao: Vamos decompor o operador A em A = A; + A,, onde

Ai(v)(z,t) = —/0 v(x, s)ds

Aao)ant) = [ [ ) flo(, )y

comx € R™, t>0.

13



Comecamos estimando a norma do operador A;.

[Avull, = sup  [Ayu(z, 1)
z€R™, t€[0,p]
t
= sup / —u(x,s)ds
z€R™, t€[0,p] |J0

t
< sup lu(z, s)|ds
xeR™, t€[0,p] JO
t

< sup / sup  |u(z,s)|ds
0

z€R™, t€[0,p] z€R™, s€(0,p]
t
— sl
zeR™, t€[0,p] JO
< pllull,-

Como A;(u) — Ai(v) = A1(u — v) segue que
| Ayu — Ayol] < pllu— o]

Assim, para p < 1, o operador A; é uma contracao.
Pela hipotese (H3y) a derivada da funcao f é limitada. Usando esta informagao
e o Teorema do Valor Médio de Lagrange (Ver Teorema (A.1))) concluimos que f é

lipchistziana, ou seja, existe uma constante L = Ly tal que

1f(s) — f(3)] < L|s — 3|,V 5,5 € R. (1.9)

A partir disso podemos fazer a seguinte estimativa:

| () (1) = J(ug)(2, 1) =

[ wtensttny = [ ety

m

[t o) - St )
< [ el 0) - fGusty 1)l
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Usando a desigualdade ([1.9)) e a hipotese (H2,), temos

m

|J(w1)(z, ) — J(ug)(z,t)| < / lw (@, y)|Llui(y, 1) — ua(y, t)]
< L/ lw(z,y)| sup  |ui(y,t) — ua(y, t)|dy
m zeR™, s€(0,p]
L[ Juwtag)lun  ualdy
= Lljuy — us||, /Rm \w(z,y)|dy

= Llur = wall[[w(z, )|l L @m)

< CyLljur — ugl,.
Dai,

|Ag(ur)(x,t) — As(ug)(z,t)| = /0 J(ul)(a:,s)ds—/o J(ug)(z, s)ds

/0 (J(ur)(z,s) — J(ug)(z,s))ds

t
§/ |J(uq)(z, s) — J(uz(z, s))|ds
0
t
g/ Co Ly — us)],ds
0

< pLCyllur — uzl[,-

Portanto, para p suficientemente pequeno o operador A, é uma contracao em X,.
Assim,

[A(ur) = A(ug)ll, = sup  [Aur)(2,t) — Auz) (2, )]

z€R™, t€]0,p]

= sup |Ai(w)(x,t) — As(ug) (1) + Ag(ur)(z,t) — As(us)(z,t)|

zeR™, t€0,p]

< sup Ay (ur) (2, 1) — Ar(uz)(, 1)]

z€R™, t€]0,p]

+  sup  [As(ur)(w,t) — As(uz)(z, 1)

z€R™, t€[0,p]
< pllur — usll, + pLCy||ur — uall,

= (14 LCy)p|lur — uz,.

Tomando ¢ := (14 LC,,)p temos que A é uma contragao em X, se ¢ < 1. [ |
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Teorema 1.6 (Existéncia e Unicidade Local de Solucao) Suponha que w cum-
pra as hipdteses (H1,,) — (Hb5,) e que a fungdo f cumpra as hipdteses (H1y) — (H3y)
eq:=(1+LC,)p < 1. Entdo a equagio (1.1 adimite existéncia e a unicidade de

solugao no intervalo [0, p].
Demonstragao: Definimos o operador A : X, — X, por

A(u) = up + Au. (1.10)
Como provamos no Lema [T.5] A é uma contragao em X,. Dali,

[A(u1) = Aua)ll, = lluo + Alur) — uo — A(uz) |,
= || A(u1) — A(u2)|l,

< qllur — uzll,, q € (0,1).

Entdo, A é uma contracio em X,. Logo, aplicando o Teorema do Ponto Fixo de Banach

(Ver teorema (A.2)), existe um tnico u € X, tal que A(u) = u e portanto
u = ug + A(u).

Portanto, u é a unica solugao da equagao de Volterra em [0, p|. E como provamos no

Lema isso implica que u € a tnica solu¢ao da equagao (1.1]) em [0, p]. [

Teorema 1.7 (Existéncia e Unicidade Global de Solugao) Suponha quew cum-
pra as hipdteses (H1,,) — (Hb,) e que a fungdo f cumpra as hipoteses (H1y) — (H3y).
Entao, obtemos a existéncia e unicidade global de solucoes para a equagao .

Demonstragdo: Primeiramente, observamos que pelo Teorema[l.6]temos a existéncia
1

e unicidade de solugdo no intervalo Iy = [0, p] com p = m Como as estimativas
na prova do Teorema [1.6]nao dependem da condigao inicial, podemos repetir o processo
para o problema de Cauchy com condic¢ao inicial u; = u(x, p) e assim conseguiremos a
existéncia e unicidade de solu¢ao para o intervalo [p, 2p|. Entao, por iterac¢do, poderemos
obter a existéncia e unicidade de solugdo para qualquer intervalo [,, = [np, (n + 1)p),

VneN. [ |
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Capitulo 2

Equacao de Campos Neurais com a

Parte Nao-linear Descontinua

Como vimos no Capitulo 1, quando o termo nao linear da equacao é Lipschitz, te-
mos condicoes suficientes para mostrar a existéncia e unicidade de solucao do problema
de Cauchy . Quando o lado direito de é apenas uma funcao continua ja nao
podemos garantir a existéncia de solucao, pois o Teorema de Peano nao ¢ valido em
dimensao infinita (veja [3]). Neste capitulo, motivados por [9] estudamos o problema
de Cauchy associado a Equacao de Campos Neurais, em que a fungao de ativagao f é
dada pela fungdo Heaviside, isto é, f : R — [0, 1] dada por

0, ses<n

f(s) = , (2.1)

1, se s > n,

onde 7 descreve a lei do tudo ou nada da geracao de potencial de agoes. Estudamos,
neste caso particular, métodos para analisar a existéncia de solucao e outras proprie-

dades para solucao do problema.

2.1 Existéncia de Solucao

Para comecar, é necessario observar que ao considerar a funcao f descontinua,
o operador F(u) definido em ((1.2)) deixa de ser continuo, fazendo com que nao exista
mais garantias de que o problema de Cauchy (1.5)) com a fun¢ao de ativagao dada pela

funcao de Heaviside tenha solucao.
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O objetivo dessa secao serd mostrar que, embora nao possamos aplicar os resul-
tados classicos de EDO em Espacos de Banach, neste caso particular, serd possivel

garantir a existéncia de solucao.

Lema 2.1 Supondo que w cumpre as hipdteses (H1,) — (H5,) e que f € a funcao de
Heaviside definida em (2.1). Entdao o operador F(u) ndo depende continuamente de
u€ X,

Demonstracao: Considere a sequéncia de funcoes u,, € X dada por

0, se v < —2;
(n — %)(24-:6), se x € (—2,—1);
Up (1) = n— %, se x € [—1,1]; (2.2)
(n— %)(2 — 1), se x € (1,2);
\ 0, se x > 2,

para x € R.

Observe que o limite da sequéncia (u,(x)) é a fun¢do u(x), definida por

.
0, se x < —2;

n2+zx), se v € (—2,—-1);
u(z) = n, se x € [—1,1];
22— ), se @€ (L2);

0, se x > 2.

Veja o gréafico abaixo:
Pela lei de formacao das funcoes, e pelo que podemos observar na Figura [2.1
temos:

u(z) =n, se x € [—1,1]

u(x) <n se xz e [—1,1]
e ainda u,(z) < n para qualquer x € R e n € N. Com isso, obtemos
1, se z € [—1,1]
fu(z)) =

0, se x € [-1,1]°
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—u(x)

1
n- —

n g

u, (x)
n-1
uy (x)
-2 2

Figura 2.1: Comportamento da sequéncia u,, e de seu limite u

e f(un(x)) =0, para todo n € N e todo z € R.
Dali,
(Fu)) = —ute) + [ iy
-1,
(Fup) () = —un(z).
Usando que,

[, vy = (ne).

Temos,
Tim [(Fu)(2) — (Fun)(@)] = 1 [u(x) — u,(x) + J(2)] = Jn(a).
Portanto, concluimos que F' nao é continuo. |

Uma importante conclusdo do Lemal[2.1)é que o operador A(u), definido em (L.3),
nao pode ser uma contracdo no espaco X,. Pois, caso contrario o operador A(u) seria

continuo, mas isso nao ¢ verdade, pois

A (2, 1) — Au)(z, )] = /0 Flun)(x, $)ds — /0 Fu)(z, s)ds

- / [F(un) (2, 5) — F(u)(x, 5)]ds

= /Ot Jn(x)ds
< [Jn(z)[[t].
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Logo, [|A(u,) — A(u)||o ndo tende necessariamente para zero quando ||u, — u|l. — 0.

Por A nao ser uma contracao, nao é possivel aplicar o Teorema do Ponto Fixo de
Banach, por isso ¢ necessario usarmos alguns argumentos de compacidade. Para isto,
considere o espaco de Hélder X, , := BC*(R™ x [0, p]) para o € [0, 1], formado pelas

fungoes continuas u : R™ x [0, p] — R e equipado com a norma de Holder

T, t) — , T z,t) — @z, s
T N R 2 ) et V2 BN G B GO
te[0,p],x,ycR™ |J} - y| t,s€[0,p],zER™ |t - S|

(2.3)

Embora o espago de Holder X, , = BC*(R™ x [0, p]) ndo esteja compactamente
imerso no espaco X, = BC(R™ x [0, p|), é bem conhecido na literatura que quando nos
restringimos a dominios limitados esta inclusdo compacta ocorre (Ver Teorema [A.4)).
Entao para R > 0, se Br(0) denota a bola de centro na origem de R™ e raio R, o
espago de Holder X,, = BC%(Bg(0) x [0, p]) esta imerso compactamente no espago
X, = BC(Bg(0) x [0, p]). Isto &, dada uma sequéncia limitada (¢,,) em X,, existe
uma subsequéncia (1, ) que converge localmente para um elemento ¢ € X, isso

significa que, dado R > 0

sup | Un, (z,t) —Y(x,t)] — 0 quando k — oc.
te[0,p],x€Br(0)

Como o operador A(u) pode ser reescrito como A(u) = A;(u) + As(u), com

Aq(u) = —u(x,t)

Aau)(at)i= [ (e fuly. 0)d.

Entdo é preciso mostrar algumas propriedades sobre os operadores A;(u) e As(u) nos

espagos X, e X, ,, respectivamente.

Lema 2.2 O operador A;(u) € um operador linear que leva os limitados de X, em X,
com norma limitada por p. Em particular para p < 1 o operador (I — Ay) € invertivel

em X, com a inversa limitada dada por
(I—Ay)~ ZA’
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Além disso, 0s operadores Ay, I —A; e (I —A;)™! sao locais com relagdo a varidvel

x com limitacao local no sentido que

Alxmu) = (xmA)(u), ue X,

para todo conjunto aberto M C R™ onde xp - A € limitado, por p, em BC(M x [0, p]).
Esses operadores levam sequéncias localmente convergentes em sequéncias localmente

convergente.
Demonstracgao:

e A, é linear

Al(u+v)($,t):/ —(u +v)(z, s)ds

- /:t—[u(a:,s) +v(z, s)]ds
- /Ot [—u(z,s) —v(z,s)]ds

e A, é limitado
[Ar(u)llp = sup  [Ay(u)(x, 1)l
tel0,p],zeR™
¢
= sup / —u(z, s)ds
tel0,p],z€ R™ |J0O
t
< sup / sup  |u(z,s)|ds
tel0,p),xze R™ JO tel0,p],xe R™

t
= Jull, / s
0

< PH“HP-
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e (I — Ay) é invertivel.
[e.e]
Primeiramente vamos mostrar que a série E A7" é convergente. Temos,

m=0
00 00
S IAT, <> (A
m=0 m=0

Como ||A4,||7* < 1, entdo a série E AT é absolutamente convergente. E como

m=0

X, &€ um espago de Banach, entao E AT é convergente. Observe, agora, que por
0

ZAT convergir temos lim A" = 0. E veja que,

m—0o0
(I—A)) =T —-A)T+A + AT+ .+ AT7h). (2.4)
Passando o limite em n na equacao (2.4) temos

lim (I — A") = lim (I — A))(I + Ay + ...+ A7)

n—oo n—oo

I=(I—-A)lm I+ A +..+AY
n—oo

I=(I-A)) Ar.
n=0
Logo,

(I —Ap)” ZA”

o A, (I —Ay) e (I —A))™! sdo locais. Veja que yau é a restrigao da fungao u aos

pontos (z,t) € M x [0, p]. Logo,
t
Aq(xaruw) —/ —u(z,s)ds com x € M.
0
Por outro lado,

XmAL : M x[0,p] = R
(z,t) = (X A1) (u)(z,t).

t
Logo, [(xam(A1))u](z,t) = / —u(x, s)ds com € M. E portanto,
0

Ar(xmu) = (xpAr)u. (2.5)
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Concluindo que o operador A; é local.

Agora, vamos para o operador (I — A;). Usando a equagao (2.5)) temos

(I = A1) (xmu) = Ixpu — Ar(xaru)
= xardu — (X Ar)u
= xm(Iu — Aju)
= xm (I — Ap)u.

Mostrando que o operador (I — A;) é local.

Para finalizar precisamos mostrar que o operador (I — A;)~! ¢ local. Para isso

comecaremos mostrando, por inducao, que

AY (xmu) = (xsrAYu (2.6)
é valido para todo n € N.

Observe que, para n = 2 a igualdade (2.6]) é valido. De fato,

A(xaru) = Ar(Ai(xaru))
= Ai(xmAru)
= (Aixum) (A1)
= xmAi(Aru)
= xu(Afu) = (xmrA)u.

Supondo que a igualdade (2.6) é vélida para algum n € N, vamos mostrar que

ela também ¢é valida para n + 1. De fato,

A?H(XMU) = Al(A?(XMU))
= A1 (xmA7)u
= (xmA1AT)u

= (xm A" M.
Com isso concluimos que,
At (xpu) = (xmAY), Vn €N,
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Usando a igualdade acima, conseguimos provar que

(Ap+ A3 + o+ AV xu = xur(Ar + ...

De fato,

(Ay+ AT+ .+ AN xpu = Ay + ...

= ymAiu+ ...

+ AP)(u).

—+ A?X]V[U
+ XmAju

+ A7 )u.

Dai, fazendo n tender ao infinito na igualdade (2.7)), temos

(I = A) ™ (xwu) = (Z A?) (xmru)

= lim (I+ A1+ A+ ..+ A7) (xarw)

= lim xp (I + A1+ ... + A)u

n—oo

= XM ILm (I+A +...+AN)u
= XM (Z A?) u
n=0

=xm(I — Al)_lu.

Mostrando que (I — A;)~! é local.

(2.7)

o A, (I —Ay) e (I— A" levam sequéncias localmente convergentes em sequéncias

localmente convergentes.

Dado v, C X, localmente convergente para v, ou seja, existe uma subsequéncia

Wy, ) que converge para ¢ em X,. Isto é, para R > 0 fixado temos
k p

sup
t€[0,p],x€BR(0)

Por A; ser linear, temos,

|A1(¢nk)(x’t) - A1(¢(Ivt))| = |A1(¢nk

1, (1, 1) — b(z, )| = 0.
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r&ww—wmwhgé—wm—wamm

< /g [, (@, 8) — D(@, 8)|ds

t
s/ Sup [ty (. 5) — Wz, 5)|ds
0 s€]

0,p],2€Br(0)
t
w%—m/w
0

< pll¢n, —¥|l, = 0, quando k — oo.

Sendo assim,

sup | Ay (¢, ) (z,t) — Y(z,t)| — 0, quando k — oo.
te[0,p],z€Br(0)

Logo, A; leva sequéncias localmente convergentes em sequéncias localmente con-
vergentes. Vamos mostrar a mesma propriedade para o operador (I — A;). Para

isso temos,

|(T=A1) () (2, 8) = (T=Ar) (¢ (2, £))[= [ (n, ) (2, 1) — Ax (b, ) (2, 1)
— () + A(z, 1)
< [ (2, 1) = (1))
+ A (n,) (2, 8) — Ar(0) (2, 8)]. (2.8)

Como 1, converge localmente para 1) e A;(1),,) converge localmente para A; (1)),
entao tem-se que tende a zero quando k tende a infinito. Concluimos, dai
que o operador (I — A;) leva sequéncia localmente convergente em localmente
convergente. SO nos resta provar para o operador (I — Al)_l, e isto sera feito
por inducao. Note que para os operadores [ e para A; ja foi provado que le-
vam sequéncias localmente convergentes em sequéncias localmente convergentes.
Suponha que para algum i € N o operador A leva sequéncias localmente con-

vergentes em sequéncias localmente convergentes, ou seja,
| AL (Y, ) (z, 1) — AL(¥)(z,1)] — 0, quando k — oo.
Provamos que essa propriedade também vale para A™*!. De fato,
AT (W) (2, 1) — AT (W) (2, 8)] = [AL(A} (¥, ) (2, 1) — AL(A} (¥) (2, 1))
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Como A (¢, )(z,t) € uma sequéncia localmente convergente pela hipotese de
inducao, e como essa propriedade é vélida para o operador A;, entao conclui-se
que

| AL (A} (U (2,1))) = AL(A}(¥(2, 1)) = 0 quando k — oo.

Logo, para qualquer i € N o operador A} leva sequéncias localmente convergente

em sequéncia localmente convergente.

Sendo assim,

(1 = A1) (W (2, 8) = (I — A1) (0(x, )| =
ZA (tn, (2, 1) — ZAZ )| =

lim | ZA%M ,t) ZAiw(x,t)! =

p—00 0

]}ggow)nk(%t) +o Tt A€¢nk(x’ t) - %D(x»t) e AI;@ZJ(Iv t)| <
Tian [, (2, 8) = (. 6)] + .+ hn1|f4’wnk Ajp(z,t)] = 0.

Com isso mostramos essa propriedade para os trés operadores, completando a

demonstragao.

Teorema 2.3 Assuma que f € a fungao de Heaviside e que w € BCY*(R™, L}(R™)) e
satisfaz a hipotese (H2,), isto é, w é uma fun¢ao Hélder continua na primeira varidvel e

integrdavel com relacao a sequnda varidvel. Entao, temos uma limitagcao para o operador

Ay de X, para X, .
Demonstracao: O objetivo é mostrar que existe uma constante K > 0 tal que
|Asullpe < K, V ue X,

Lembrando que,

x,t)—p(x,s T, t) — T
T PR 1) e 0 | 2 C) R V2]
t,s€[0,p],zER™ |t - S| te[0,p],x,ycR™ |"L‘ - y|
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faremos a estimativa por etapas,

[As(u)ll, = sup — [As(u)(,t)]

z€R™, t€(0,p]

t
— aw / / w(e, y) f (ulix, 3))dyds
z€R™ te€[0,p] [JO m

t
< swp / / w9 IIf (u(z, ))\dyds
z€R™ t€(0,p] JO m

t
< sup // |w(z,y)|dyds
z€R™ t€(0,p] JO m

t
= s [l ds
0

z€R™ t€[0,p]
t
= ||w(z, )|l @m)  sup / ds
z€R™, te€(0,p] JO
S Cw - p

| Az (u)(2, 1) = A (u) (2, 5)|=

/Ot/f(x’y)f(u(yye))dyde_ /Os/g(x,y)f(uw,@))dyde
/:/ Jewf <“(y=9))dyd0‘

< [ [ twllstuty.oplayas

<[ (/[ wtola ) as

t
= et osgay [0

s

< Cult = s].

Assim, o operador Ay(u) é lipschitz com relagdo a variavel ¢. E pela imersao compacta
de BC"'([0, p]) no espago BC([0, p]) para todo espago de Holder com a € (0,1),

obtemos (Asu) é Holder continuo com relacao a variavel ¢, ou seja,

|Asu(x, t) — Aqu(x, s)| < C,|t — s|¥, a€(0,1).
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E ainda usando a hip6tese que w é Holder continua,

w(z,y) f(u(y, s))dyds —// w(T,y) f(u(y, s))dyds

w(z,y) = w(@,y)f (uly, s))dyds

m

/ [o(,9) — (@) £ (uly ) dyds

|Aqu(z,t) — Aqu(T, t)| =

< / lw(z, y) — w(T, )| dyds

Rm

t
~ otz )~ (@ | ds

< plx —T|.
Dai,
Asu(x,t) — Asu(x, s Asu(z,t) — Asuly,t

| Al | Asufl,+  sup |Agu(z,t) £ ( )lI sup | Agu(z, t) 2 (y,1)]

t,s€[0,1],z€R™ ‘t - S’ tel0,1],z,ycR™ |JI - y|

|t —s|* |z —y|

§ pr + Ow +
|t — s|® |z —y|

=Cop+Cy+p=K.

|
Considere, agora uma sequéncia de fungoes suaves e nao lineares f,, : R — [0, 1]

1 .
definida nos intervalos [—oo,n — —] e [, 00| como as constantes 0 e 1, respectivamente
n

as quais serdo ligadas por uma funcdo suave e nao linear no intervalo (n — %, n).

Os operadores A, e F), sao os que dependem de f,, e o operador A, pode ser
decomposto da seguinte forma A, = A; + Asg .

A descontinuidade de f traz algumas dificuldades para trabalhar com A; e Agp,

as quais sao refletidas nos seguintes resultados.

Lema 2.4 Para u € X, fizado, temos que Ay, converge para Ay localmente. A con-

vergéncia nao se mantém na norma do operador.
Demonstracao: Considere,

|A2u x,t) — Ay pu(x, t)|

L@@ y)f(uly,s)) —/Ot /m w(z,y) fa(uly, s))dyds

w(z, y)[f(uly, s)) = fululy, s))ldyds| .

28



Definimos agora o conjunto,

My (t) = {y € R™;u(y,t) € supp(f — fa)}-

on < // |wxy|dyds
]\/n

Para conjuntos compactos, temos a convergéncia uniforme, dai

// w(z,y)|dyds — 0.

Isso nao ocorre fora de conjuntos compactos. |

Dai,

Dada uma fungao v € X, definimos o conjunto

My nlt] := {(4,5) € Ba(0): v(y, 5) = n}. (2.9)

Quando, na defini¢ao acima, R = oo, temos B (0) = R™.

Denotaremos a medida de um conjunto M C R™ por

u(h) = [ 1dy.

Chamaremos o operador A de localmente continuo se dada uma sequéncia u,

localmente convergente para u, tivermos A(u,) — A(u).

Lema 2.5 Supondo que w cumpre as hipdteses (H1,) — (H5,)e f € a fun¢ao de He-
aviside. O operador Ay € localmente continuo em v € X, se, e somente se, a medida
do conjunto M, ,[v] definido em (2.9)), é zero. E ainda se (u,) converge localmente

para u temos A, (uy) — Agpn(u).
Antes de comecarmos a provar o Lema vamos fazer algumas observagoes.

Observagao 2.5.1 Se (M, ,~[v]) =0, entio p(M, , r[v]) =0, para qualquer R > 0.

De fato,
/ ldy| < / 1dy / 1dy
My, p,r[V] Mp,p,00[V] My, p, R[]

Logo, u(Mysmomfv]) = 0.

0< =0= = 0.
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Observagao 2.5.2 O conjunto M, , r[v] € fechado para qualquer R > 0.

De fato, dado (y,s) € M, ,r[v] existe uma sequéncia ((yn,sn)) € M, ,rlv] tal
que ((Yn, $n)) converge para (y, s). Dai temos v(yy, S,) = 1 para todo n € N, o que nos

dd ILm V(Yn, Sn) = 1. Por outro lado, v € uma funcao continua, entdo
n (o]

lim v(y,, s,) = v(lim (y,, $,)) = v(y, s).

n—0o0 n—o0

E pela unicidade do limite, temos v(y, s) =n. Logo, (y,s) € M, ,r[v]. Mostrando que
M, . r[v] € fechado.

Observacao 2.5.3 Da observacdo anterior podemos concluir que (Br(0) x [0, p]) ~
M, ,.r[v] € um aberto relativo. Dai podemos escolher uma sequéncia (Gy)ien de con-

juntos fechados contidos em (Br(0) x [0, p]) \ M, , r[v], tal que

= p((Br(0) x [0, p]) N G;) = 0, quando | € N. (2.10)

E ainda, se v, converge localmente para v em X,, entao eviste N € N tal que

f(un(y, s)) = f(v(y, s)),

paran > N e (y,s) € G.

De fato, por v, convergir localmente para v temos que

sup  |v, —v| = 0 quando n — oc.
5€[0,p], yeR™

Donde seque que,
|Un(y7 S) - U(y7 8>| —0

quando n — oo e para todo (y,s) € Br(0) x [0, p]. Ou seja, dado ¢ > 0 ezxiste N € N
tal que
(. s) —v(y,s)| <&, Vn=N eV (y,s) € Br(0) x [0, ). (2.11)

Como G; C (Bg(0) x [0, p]) \ M, , rlv], entdo dado (y,s) € G; temos
un(y,8) #n e vy, s) # .
Por , un(y, s) ev(y,s) estao tao proximos quando se queira, logo ou

vn(y,s) >n e v(y,s) >n
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un(y,8) <n e v(y,s) <n.
Dar,
flun(y,s)) = f(v(y,s)), Y n>N e (y,s) € Gy (2.12)

Agora, estamos prontos para provar o Lema [2.5]
Demonstracao: Dado v € X, tal que (M, , [v]) = 0 e v, uma sequéncia em X,
tal que v,, converge localmente para v. Dai, dado r > 0 e € > 0 analisamos as seguintes

situacoes:
1. Escolhemos R > 0 tal que

p | |w(z,y)ldy < ¢ com z e Bgr(0).
R~ B (0) 2

A existéncia de R é uma consequéncia da condi¢ao w(z,-) € LY(R™) e que é

continuo em x € R™ e limitado em um conjunto compacto B, (0).

2. Por (2.10) podemos escolher L € N tal que

lw(z,y)|dy < / Coody = C’oo/ ldy = Coopip, < E
Br(0)~Gy Br(0)~Gy Br(0)~Gy 2

3. Por (2.12)), dado L € N podemos escolher um N € N suficientemente grande tal

que em G, temos,
f(Un(y,S)) - f(v(yv S))7 (ya 8) € GL,TL Z N.
Agora,

|A2@n(y7 S) - A2U<y7 S)‘ <

/0 /mw(x’y”f(“"(y’ s) — f(v(y, s))]dyds| .

Entao, decompondo R™ mnos conjuntos M; := R™ ~ Bgr(0), My := Bg(0)
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Gr, Ms := Gp, e usando (1) — (3), obtemos,

|As (v (2, 8)) — Aa(v(z, s))| <

f(ualy, s)) — f(v(y, s))]dyds

m\BR

/ /B (0) G f(on(y,s)) — f(v(y, s))|dyds
+/ /Gf(m Y)[f (vnly, s)) — f(u(y, s))|dyds

/ / lw(z,y \dyds+/ / \w(x,y)|dyds
m\BR(O) Br(0)\G

para todo z € Bg(0) e para todo t € [0, p], e n > N(g). Assim mostramos a continui-
dade local de A, em .

Reciprocamente, suponha que a medida de M, ,.[v] nao é zero, entdo existe
G C M, ,[v] tal que u(G) > 0 e onde v(y,s) = n para todo (y,s) € G. Neste caso

podemos construir uma sequéncia v, € X, dada por

vy, s) = v(y, s), quando (y,s) € (R™ x [0,p]) N G

1
vy, s) =v(y, s) — - quando (y,s) € G.

E assim,

[As0n(y, s) = Av(y, s)| = w(z, y)[f (on(z, s)) = f(v(y, s))]dyds

w(z,y)dyds| > 0.

Isso prova que o operador A, nao é localmente continuo.

Para completar a prova, basta observamos que o operador A, (u) é formado por
fn que sao fungoes continuas, implicando que Ay, é um operador continuo, e portanto
é também localmente continuo. |

Com isso estamos prontos para realizar as etapas bésicas para estudar a solubi-
lidade da equagao de campos neurais com a nao linearidade descontinua.

Como (f,,) é uma sequéncia de fungdes continuas, entdo pelo o que foi mostrado

no Capitulo [T, para cada n € N existe u,, € X, tal que u, ¢ solu¢do da equacao de

32



Volterra com a fungao f,, isto é,

uy =ty — Ap(uy,),V n eN. (2.13)

Tomando p tal que p < 1, provamos no Lema que o operador (I — Ap) é
linear, invertivel em X, e com inversa linear. Dai, multiplicando a equacdo (2.13) por
(I — Ay)~! temos

(I—A) ug= (T —A)  u, — (I —A) A,
= (I —A) uy — (I — A)7HAL+ Ag)uy,
=(I—A)  uy — (I — AN A, — (I — Al)*lAz,nun
= — AN = ADu, — (I — A) Ay uy,
=, — (I — A)) " Ay . (2.14)

De acordo com o Lema 1.1 temos que a sequéncia (u,,) ¢ uniformemente limitada

em X,. Logo, definindo a sequéncia

1/}71 = A2,n (un)

temos que v, é limitada em X, , para o € (0,1). E pela imersao localmente compacta
de X,, em X, temos que a sequéncia (¢,,) possui uma subsequéncia localmente con-
vergente para v,. Como o operador (I — A;)~! leva sequéncia localmente convergente

em sequéncia localmente convergente, existe uma (u,, ), subsequéncia de (u,,) tal que
Uy, = (I — Ay) Fug + (I — Ay) " Ag o, (un,), (2.15)
é localmente convergente para uma fungao u, € X,. Aplicando (/ — A;) na equacdo
temos
(I — Ay)up, = ug+ Agp, tn,

Up, — A1y, = o + Az Un, -

Dali,
Up = Un,, — Alunk - AQ,nkunk

= Up, — AtUp, — Vp,. (2.16)
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Fazendo k tender ao infinito na equagao (2.16]) temos
Ug = Ux — Alu* — w*

Se mostrarmos que Asu, = 1, entdo teremos que u, € uma solugao para a equacao

de Volterra com f sendo a funcao de Heaviside, ou seja,
Uy = Uy + Aty

Para isso, precisamos que A; seja um operador localmente continuo em u, € X,
e pelo Lema temos que é necessario e suficiente que p(M, ,[v]) = 0. Portanto,

podemos resumir o que estudamos nos seguintes resultados.

Teorema 2.6 (Existéncia Local de solugdo quando f é a fungao Heviside) Seja

w € BC"(R™, L"(R™)) cumprindo as hipdteses ((H1,) — (H5,)) e f a fungio Hea-
viside definida em (2.1)). Se u,. é um ponto de acumulagao do conjunto de sulugoes da
equagdo u, — Apu, = ug e (M, , ous]) =0, entao u, € solu¢io da equagao (1.1)) em

X

pe

Além disso, procedendo como no Teorema obtemos o seguinte resultado:

Teorema 2.7 (Existéncia Global de Solugao quando f é Funcao Heviside) Seja

w € BOY(R™, LY(R™)) cumprindo as hipdteses (H1,)— (H5,,) e f a fungdo Heaviside
definida em (2.1)). Se u, € um ponto de acumulagao do conjunto de sulugoes da equagao
Up — Aptty, = ug € (M, , <[us]) =0, entdo u. é uma solugao global da equagao (1.1)

quando t > 0.
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Capitulo 3

Propriedades da Solucao para o Caso

Particular

Neste capitulo estudaremos algumas propriedades para solucao u(+, t) do problema

de Cauchy do caso particular em que f é a fungao de Heaviside.

3.1 Velocidade da Onda

Essa secao tem como objetivo estudar a velocidade de uma onda neural, para isso
devemos observar que por a funcao f ser uma funcao de Heaviside com limite 7, entao
o operador J(u) definido em (1.4 serd ndo nulo somente quando u(x,t) > 7. Dessa
forma chamaremos o campo de onda de relevante em um ponto x € R™ para t > 0
se u(x,t) > n. Caso contrario dizemos que o campo é irrelevante em z.

Além disso, vamos considerar o tempo nos campos que podem até se anular em
algumas partes, mas que atingem uma magnitude ou uma amplitude significativas.

Considere a condicao inicial ug com suporte no conjunto convexo e limitado M
contido em R™. Chamaremos esse tipo de condicao inicial de condigao admissivel.
Definiremos também 7T'(x) como o infimo de todos os tempos t > 0 para os quais a
fungao u(x,t) > n, isto é, T'(z) é o tempo minimo para que o campo da onda seja
relevante em z € R™.

Chamaremos de velocidade da onda, o quociente dado por

d(x, M)

W,x e R™. (3.1)

V(z) =
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E a velocidade maximal da onda é definida como o supremo das velocidades definida
acima, ou seja,

Vinaz = sup |V (x)]. (3.2)

up € admissivel, zeR™

E possivel obter estimativas para o tempo T'(x) usado na defini¢do da velocidade

da onda dada em B.1]

Teorema 3.1 Se w cumpre as hipdteses (H1,) — (Hb,) e f a funcio Heaviside, entio
o T(x) limitado por

w

T(z) < —1In <1 - Ci> Vo eR™ (3.3)

Além disso, dado x € R™, € possivel uma construcao de nicleos w tais que obtenha

uma tgualdade.

Demonstragao: Tomando u(z,0) = 0 a condicdo inicial da equacao (1.1)), considere
a equagao,

V(2 t) = —bV (2,t) +c, (3.4)

com V(z,0) = u(z,0) =0,b=1ec=C,. A qual foi resolvida na demonstracao do

Lema/|l.1|e cuja a solucao é dada por
V(z,t)=C,(1—e)

e que u(x,t) < V(x,t), ou seja, V & uma supersolucao para a equacao ((1.1)).

Sendo assim, o crescimento mais rapido do campo u(z,t) em um ponto x € R™
¢ dado por V(z,t).

Observe que como temos u(z,0) = V(z,0) = 0, e para que faca sentido esse
estudo na funcao wu, é necessario que exista r € R onde u seja relevante, ou seja,
xr € R™ tal que u(x,t) > n. Entdo vamos admitir que existe pelo menos um ponto onde
u(z,t) =mn.

Mas, supondo que V(z,t) > wu(z,t) > n, teremos que C,(1 —e™*) > n. Isso

implica que existe t(z) > 0 tal que 1 — e t@)y > o que nos dara,



|

Observe que para limitar a velocidade as propriedades assumidas para w nao

sao suficientes. De fato, se d(x, M) — oo entao v(x) — oo. Contudo se mais uma
propriedade for imposta ao niicleo sinaptico, de acordo com [9], é possivel obter uma
limitacdo para a velocidade maxima. Mais precisamente, em [9] é proposto o seguinte

resultado.

Proposicao 3.2 Assumindo que o nicleo sindptico w(x,y) salisfaz a estimativa

C
(14 fz —y[)m+s’

para alguma constante C' > 0 e s > 1. Entao a velocidade mazimal das solugoes para

Va,y € R™ x #y, (3.5)

jw(z, y)| <

a equagao (1.1) sao limitadas, mais precisamente

c, —
Vingw < =21, (3.6)
s-7

3.2 Limitacao Exponencial para a Solucao

Dizemos que w é um ntcleo sinidptico pesado, da equagao de Campos Neurais

(1.1) direcionada se existe uma dire¢ao dy € S tal que
w(z,y) <0,V (x—y)- dy > 0.

A direcao de um nucleo significa a influéncia para o crescimento do campo em

alguma parte do espaco limitado para a dire¢ao d com d - dy > 0. Usamos a notagao
H(r)={y eR™y-d< 7}

especialmente para um semiespaco do espaco R™. Aqui vamos assumir que os nicleos

sao nao- degenerados no sentido da condi¢ao

/ lw(z,y)] — 0,7 — 79
H(7)—H (7o)

para 7 > 79 uniformemente para 7o € R e x € R™.

Isso significa que quanto mais 7y se aproxima de 7 mais reduzimos a faixa de
influéncias maximas sobre o crescimento do campo.

O proéximo resultado assegura que campos com condic¢oes iniciais que possuem
suporte compacto e que é solucao da equacao com nfcleo dirigido tem limite de

durabilidade em alguma regiao do espago.

37



Teorema 3.3 Suponha que a condicao inicial ug tenha suporte compacto em R™ e
seja w um niucleo sindptico com peso nao degenerado e com direcao dy € S. FEntao,
dado x € R™ existe um tempo T(x) > 0 tal que para t > T(z) o campo u(zx,t) tem um

decarmento exponencial.

Demonstragao: Ja que uy tem suporte compacto existe um parametro 7y tal que ug
é zero em {x € R™ : z-d < 19}. Escolhemos 7 > 7y suficientemente pequeno tal que

Cri= sup / w(z, y)ldy < 1. (3.7)
H(rm)NH(

z€H(T1) T0)
Entao a derivada u/(z,t) para x € H(7) é menor que —u(x,t)+c, e maior que —u(z,t)—
¢, Isso significa que a funcao wu(z,t) é limitada pelas solu¢oes das equagoes v'(z,t) =

—bu(z,t) —ce V'(z,t) = =bV(z,t) +¢,com b= 1e c = ¢, isto &,
u(z,t) < e+ (ug(z) — ¢ )e o € H(my),t > 0.

J& que ¢; < n existe um tempo finito 7" dependendo somente de c¢; e n tal que
u(y,t) < n para t > T para todo y € H(r). Entao, f(u(y,t)) = 0 parat > T
e y € H(r). Isso significa que para t > T e x € H(m) o campo u(z,t) satisfaz
u'(x,t) = —u(x,t), o que acarreta uma convergéncia exponencial para zero.

Podemos repetir estes mesmos argumentos com 7,7, em vez de, 7,7y, onde
Ty — T = T — Tp. J& que o campo em H(7) é menor que 7, entdo nao influéncia o
campo em H(7) ~\ H(71) para algum 7 > 7y. isso gera um tempo finito 75 tal que
u(z,t) mostra um decaimento exponencial em H (7).

Entao, dado z € R™, depois de um tempo finito havera um decaimento do campo
u(z,t), provando o que queriamos.
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Capitulo 4

Existéncia de Solucao para uma
Extensao do Modelo de Campos

Neurais

Neste capitulo consideramos o problema de evolucao, descrito pelas equacoes

- %(I,t) = —u(z,t)+g <ﬁ /m w(x,y)f(u(y,t))dy)

u(z,0) = up(x).

(4.1)

A primeira equacgao em (4.1)) foi introduzida na literatura em [4] e estende a equagao
de campos neurais estudada nos capitulos anteriores e também estende uma classe de
equagbes de evolugao associada ao modelo ferro-magnético estudado em [§] e [10].

X

Note que, se g(z) = %, a primeira equacdo em 1) torna-se

ou

o (0 t) = —u(z,1) + /mw(w,y)f(U(y,t))d%

que coincide com a equacao estudada nos capitulos anteriores.

Por outro lado, se f(z) = z, entao a primeira equacao em ({4.1) torna-se

%(m,t) = —u(z,t) +g (ﬁ /m w(%y)U(y,t)dy) :

que ¢ a equagao estudada em [§] e [10].
Assumimos neste capitulo que a funcao g é Lipschitziana, f é a funcao Heaviside,

como definimos em (2.1, w satisfaz as hipoteses dos capitulos anteriores e 5 ¢ uma
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constante nao negativa. A diferenga de (4.1]) e a equacao considerada em [4] é que aqui
estamos considerando a fun¢ao de Heaviside enquanto que em [4] é assumido que f
também ¢ uma funcao Lipschitziana.

Mesmo a funcao g sendo Lipschitziana, o operador F : X, — X, dado por

Fu(e,t) = —u(a,t) + g (6 / w(x,y>f<u<y,t>>dy) (12)

m

nao pode ser continuo, pois a funcao f permanece sendo descontinua. Mas precisa-

mente, temos o seguinte resultado.

Lema 4.1 Suponha que w satisfaz as hipdteses (H1,)— (H5,), f € a func¢ao de Heavi-
side e g (ﬁ f_llw(m,y)dy) # g(0) . Entao, o operador Fu dada em nao depende

continuamente de u € X.
Demonstracdo: Considerando a mesma sequéncia (u,) definida em (2.2]) temos que

u(z,t) =mn, se x € [—1,1]

u(z,t) <n se xz € [—1,1]°
e ainda wu,(z,t) < n para qualquer x € R e n € N. Com isso, obtemos que

1, se z€[-1,1]
flu(z, 1)) =
0, se x € [-1,1]°
e f(un(z)) =0, para todo n € N e todo z € R. Dai,
1

(Fu)(w,t) = —ule,t) + g (ﬁ /

-1

w(z, y)dy>

(Fup)(x,t) = —uy(z,t) + g(0).

Entao

1

[Fu(z,t) — Fup(z,t)] = ‘—u(m,t) +g (6 /_lw(x,y)dy) + up(z,t) — g(O)‘

_ [_(_un(x,t) + u(z, b)) + (g (ﬁ /_llw(may)dy> —9(0)>]

(4.3)
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Usando (H5,) e a hipotese que g (6 I w(a, y)dy) # g(0), temos

lim |Fu(z,t) — Fu,(z,t)] = lim

n—oo

n—oo

>0

g (5 /_11W(w7y)dy) —9(0)

E portanto, concluimos que o operador F nao é continuo em u € X.

Dai, observamos que o operador A(u) ndo pode ser uma contragio, pois caso

contrario A(u) seria continuo o que implicaria na continuidade de F, o que nao pode

ocorrer pelo Lema Dai, vamos seguir os mesmos argumentos do Capitulo [2] para

mostrar a existéncia de solucao.

Teorema 4.2 Suponha que w cumpra as hipdteses (H2,,), a funcao g seja lipschitziana

ew € BC*(R™, L' (R™)) para o € (0,1). Entao, operador As(u) é limitado na norma
de X, definida em ({2.3]).

Demonstracao: Lembrando que a norma do espago X, ¢ dada por

[ Azullpa = [l Azul],+-

|AQU(ZE, t) - AQU(yv t>|

|Aqu(x,t) — Aqu(x, s)|

sup + sup

te(0,p],x,yER™ |$ - y|a t,s€[0,p],zER™ ‘t - 3|a

vamos trabalhar por etapas, limitando cada parte da soma.

Primeira parte do nosso trabalho é mostrar limita¢ao do operador As(u) na norma

de X,.

[ Azul],

<

sup  |Aqu(z,t)]

tel0,p],z€R™
[o(5 [ wtesat.opa ) as

I <ﬁ/m “<x’y)f(u(yvs))dy>’ds.

sup
te[0,p],z€R™

t
w |
tel0,p),z€R™ JO

Mas, como a funcao g é lipschitziana, existe uma constante K; > 0 tal que, para

todo x € R temos que

o que implica em

l9(x) = g(0)] < Kifz],

l9(2)] < Kilz| +[g(0)].
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Pela condicao (4.4) temos,

¢
<
p =
|| Agul| sup /{Kl
tel0,p],z€R™ J O

t
< s [l w(w,y)f(U(y,s»dy‘ sup / 19(0)]ds
tel0,p],z€R™ J O m

€[0,p],z€R™
t
< sup /K1 5/ w(z,y)dy
tel0,p],z€R™ J O m

t t
< s / K8 [ |w(z,y)dylds +1g(0)]  sup / ds
0 R™ 0

tel0,p],x€R™ te[0,p],x€R™

5 [ tnitatr. s + loo)]| as

ds+1]g(0)]  sup / ds

te[0,p],z€R™ J O

- /Klﬁnw( Mzmyds + 19(0)]o

t€[0,p],x€R™
< K Bllw(z, )| r@myp + [9(0)]p.

Assim,
[ Azull, < p (K1BC, + 19(0)]) - (4.5)

Vamos agora para a segunda parcela da soma.

(o (¢ [temnstutusnan)=o (5 [ wtz.o)stuts. )
< [ o2 [etenratn )= (5 [ss) i)

Por g ser uma fungao lipschitziana e por w € BC**(R™, L'(R™)), para o € (0,1),

|Aqu(x, t)—Asu(Z, t)|=

temos
|Aqu(x, t)—Aqu(z, t)| < / B/w(x,y)f(u(y,s))dy—ﬁ w(Z, s) f(uly, s))dy| ds
0 m R™
= [ 3 ( [t - ot stutr iy ) i
<[5 ( [t -t il dy) ds
0 R
=) Bllw(z, <) = (T, )| @myds
= Bllli, ) — @ ey [ s
< Blz —7[%.
Isso implica que
‘AQu(x7t)_A2u($7t)’ S BP (46)

|z —z[*
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Para a terceira parcela da soma temos,

[ As(u) (2, )= As(u) (2, 1)

Pela condicao (4.4]) obtemos,
st o) -Aa() D) < [ (Ko [t aty | +19(0)) s
< w06 [ [ wteglavis+ [ )i

t t
<06 [ | [ ey ds+190)] [ s
t t ¢
< Kiflfuwle, oo [ ds-+1g0)] [ ds
t t

< (KiBllw, ) gem) + 19(0)]) / ds

< (K1BCy +19(0)]) [t — 2.

E como BC%(]0, p]) esta compactamente imersa em BC%“([0, p]) para todo espaco

de Holder com « € (0, 1), entdo temos o operador Asu é Holder continua na segunda

variavel, sendo assim

[ Ay (1), £)— Ay (1), )
£ —1I°

Pelas desigualdades (4.5]), (4.6]), (4.7), temos

< K 16C, + 19(0)]

[ Azullpo < p (K18C, + |g(0)]) + Bp + K1 8C, + [g(0)]

Mostrando que o operador Asu é limitado na norma do espaco X, ,.

Usando as Observagoes (2.5.1)), (2.5.2)) e (2.5.3), provamos o seguinte resultado.
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Lema 4.3 Seja w cumprindo as hipdteses (H1,) — (H5,), f a fun¢do de Heaviside e
g uma funcao lipchitziana. O operador Asu € localmente continuo em v € X, se, e

somente se, a medida de M, ,~[v], definido em (2.9), € zero. E ainda se (u,) converge

localmente para u, temos Ag pu, — Aspu.

Demonstracao: Dado v € X, tal que (M, , [v]) = 0 e v, uma sequéncia em X,
tal que v, converge localmente para v. E ainda, dado r > 0 e ¢ > 0 analisamos as

seguintes situacoes:
1. Escolhemos R > 0 tal que

p [ |w(z,y)ldy < ° com z € Br(0).
R~ B (0) 2

A existéncia de R é uma consequéncia da condigao w(z,-) € LY(R™) e que é

continuo em x € R™ e limitado em um conjunto compacto B,.(0).

2. Por (2.10) podemos escolher L € N tal que

|w(z, y)|dy < / Coody = Coo/ ldy = Coopiy, < =
Br(0)\GyL, Br(0)NGL Br(0)~Gr. 2

3. Dado L € N escolhemos um N suficientemente grande tal que em G, temos
f(vn(y75)) = f(v(ya S))7 <y7 8) S GL,TL Z N.

Sendo assim,

/ot {g (ﬁ/ (@ y)f (enly. 8))dy)

g (5 / w<jﬁ y)f(u(y, s))dyﬂ s

/ot g( /mw x’y)ﬂ”n(y?s))dy)

5[
I\’ /Rm w(z,y) f(v(y, 8))dy) ‘ ds.

Az (0n) (2, 1) = Az(v) (,1)| =

<

Pela a fungao g ser lipschiziana temos,

t
Agn (2, 1) — Agv(z,1)] g/ K,
0

8 [ wlo)fenlnNdy— 5 [ wle)f(el.s)dy

Rm

< / KB | el )17 (ol ) = S (vl )y
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Decompondo R™ nos seguintes conjuntos
M, == R™ . Bg(0), My := Bg(0) ~ G, M5 := G
e usando (1) — (3) obtemos
| Agvn(,t) — Agv(z,t)] < ﬁ/ot UM w(z, y)I1f(vn(y, 5)) — fv(y, s))|dy
+ /MQ w(z, y)|[f(vn(y, s)) — fv(y, s))|dy

+/M lw(z, Y)||f(vnly, s)) — flu(y, S))|dy} ds

SBUM lald+ [ rw<x,y>|dy]ds
< / (5+3)d
< Bep.

Concluimos dai que As(v,,) converge localmente para As(v).
Reciprocamente, supondo que a medida de M, ,[v] é diferente de zero, entao
existe um conjunto G & M, ,[v] tal que u(G) # 0. E portanto, podemos construir

uma sequéncia vy, (y, s) dada por

un(y,s) =v(y,s) =n, se (y,s) € G°

vy, s) =v(y, s) — p se (y,s) € G.
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Dai, usando que g é uma funcao lipschitziana e usando a condicdo (H5,,), obtemos

/ot {g (5 / m“<x’y>f<vn<y,s>>dy)

- (5 /m wiz,y)f (v(y, 8))@)} ds

< [ o5 [ sttt sna)

(9 [ ctonrot )

S/;Klﬁ

<K [ [ laallf )09 = Fo(, ) duds

| Agvp (x,t) — Aqu(z, t)| =

ds

/R w(w,y) f(vny, S))dy—/m w(z,y) f(v(y,s))dy| ds

_ K1ﬁ/0 {/G lw(z, )| f(va)(y, s) — f(v(y, s))|dy
; /G el )l )0, 5) — ol s))\dy} .

=i [ [ otelduis

~ Kp ( / rw<x,y>rdy) :

Sendo assim, |As(v,)(x,t) — A2(v)(x,y)| tende a zero, somente se t = 0. Mostrando
que Ay nao é localmente convergente para As(u).

Para completar a demonstracao basta observamos que por f, ser uma sequéncia
de funcoes continuas, entao Ay, é um operador continuo. Logo, dada v, localmente
convergente para v temos A, ,(v,) convergindo para As,(v). [ |

Agora, procedendo de forma inteiramente anéloga ao que foi feito no Capitulo

é de facil verificacao os resultados enunciados abaixo.

Teorema 4.4 (Existéncia Local de Solucao da Equacao ) Seja g uma fun-
¢ao lipchitziana, w € BC**(R™, L*(R™)) satisfazendo as hipdteses ((H1,) — (H5,)) e
f a funcao Heawviside definida em . Se u, € um ponto de acumulacao do conjunto
de sulugoes da equagdo u, — Ayu, = ug e (M, , o[u]) = 0, entao u, € solug¢io da

equagdo (1.1) em X,.

Teorema 4.5 (Existéncia Global de Solucao da Equacao (4.1)) Seja g uma fun-
¢ao lipchitziana, w € BOY*(R™, LY(R™)) cumprindo as hipdteses (H1,) — (H5,,) e f
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a fung¢ao Heaviside definida em (2.1). Se u, é um ponto de acumulagao do conjunto
de sulugoes da equacdo u, — Ayu, = ug e (M, , oous]) = 0, entao u, € solu¢do da

equagdo (1.1) em X,.
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Apéndice A
Outros Resultados

Neste capitulo vamos apresentar alguns resultados auxiliares, que foram necessa-

rios na construcao do nosso trabalho.

Teorema A.1 (Teorema do Valor Intermediario de Lagrange) Seja f : [a,b] —

R continua. Se f é derivdvel em (a,b), existe c € (a,b), tal que

oy fla) = f(b)
f (C) - a — b .

Demonstracdo: Ver referéncia [5]. [

Através do Teorema[A.T| provamos que dada uma fungao f com derivada limitada,

entdo f é uma fungao lipschitziana. De fato, dado z,y € R, existe ¢ € (z,y) tal que

|f(x) = f(y)l

Como f’ é limitada entdo existe K > 0 tal que
f'(0)] < K. (A.2)

Por e (A.2) obtemos
10— _
|z —y|

O que nos

|f(z) = f(y)| < K|z —y|, Y,y € R.

Mostrando que a funcao f é lipschitziana.
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Teorema A.2 (Teorema do Ponto Fixo de Banach) Se M ¢é um espaco métrico
completo, toda contracao f : M — M possui um tunico ponto fito em M. Mais
precisamente, se escolhermos um ponto qualquer xo € M e pusermos x1 = f(xg),
re = f(x1), ..., Tnr1 = f(xn),..., a sequéncia converge em M e a = lim, oo x, € 0

Unico ponto fizo de f.
Demonstracao: Ver referéncia [6]. [

Teorema A.3 (Teorema de Ascoli-Arzelad) Seja E um conjunto de aplicagoes con-
tinuas f : K — N, onde K € compacto. A fim de que E C €(K; N) seja relativamente

compacto, € necessdrio e suficiente que:
1. FE seja equicontinuo;

2. Para cada x € K, o conjunto E(x) seja relativamente compacto em N.
Demonstragao: Ver referéncia [6]. |

Teorema A.4 Dado K contido em R™ x [0, p] compacto, temos BC*(K) € compac-

tamente imerso em BC(K).

Demonstracao: Para isso considere o operador inclusao
I (BCK), [ - |lpa) — (BC(EK), [ - l,)-

Vamos mostrar que esse operador é compacto, ou seja, que dado £ C BC(K) limitado,
E C BO(K) é compacto.

Dado F C BC*(K) limitado temos que E ainda é limitado em BC(K), ou seja,
dada ¢ € E existe ¢ > 0 tal que

1], < e

Dai, temos sup|i(x)| < ¢, isto &,
zeK

|(z)] < e, Vo e K.

Concluimos, portanto, que E(x) ¢ um conjunto limitado em R. Portanto, F(z) é

relativamente compacto em R.
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Além disso observe que E é equicontinuo. Para mostrarmos isso vamos usar
novamente o fato de E ser limitado, isto ¢, dado ¢ € FE existe L € R* tal que,

|19l pa < L. O que implica,
o 10 = 00

zyeK |z — y|*

< L.

E sendo assim, para quaisquer x,y € K temos,

U)ol _

[z =yl T
Ou seja,
[¥(x) = ¥(y)| < Llz —y|*
Em particular,

[(x) —P(y)| < Lz —yl.

€
Dai, dado € > 0 basta tomar § = T entao

2 —yl <d=|v(r) —P)| <e

Logo, E é equicontinuo. Sendo assim, pelo Teorema[A.3|concluimos que é relativamente
compacto em B(K). Mostrando assim que, BC“(K) estd compactamente imerso em

BC(K). |

Teorema A.5 (Regra da Cadeia ) Seja f : X - R, g:Y - R, f(X) CY,a €
XNX',b=f(a) e YNY'. Seezistem f'(a) e g (b) entdo go f : X — R ¢é derivdvel
no ponto a, valendo

(go f)(a)=4g'(a)- f(a).

Demonstracao: Ver [5], pagina 206. [

Teorema A.6 (Teorema Fundamental do Céalculo) Se uma funcgao integrdvel f -

[a,b] = R possui uma primitiva F : [a,b] — R, entao

/ F@)dz = F(b) — Fla).

Em outros termos, se uma func¢ao F : [a,b] — R possui derivada integrdvel, entao

Demonstracao: Ver [5], pagina 256. [
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