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Resumo

O conjunto das subvariedades de uma variedade de dlgebras, munido da
ordem de inclusao, é um reticulado. Neste trabalho, apresentaremos uma ca-
racterizacao, via identidades polinomiais, de distributividade em reticulados
de subvariedades de dlgebras associativas e alternativas, apresentadas origi-
nalmente em [1] e [14]. Mais precisamente, mostraremos que um reticulado
deste tipo é distributivo se, e somente se, a variedade satisfaz certas identi-
dades polinomiais.

Palavras chave: Identidades, variedades de algebras, distributividade.



Abstract

The set composed by the subvarieties of a variety of algebras, with the inclu-
sion as an order, is a lattice. In this work, we will provide a charterization,
using polynomial identities, of distributivity in lattices of subvarieties of as-
sociative and alternative algebras, presented originally in [1] and [14]. More
precisely, we’ll show that such lattices are distributive if, and only if, the
variety satisfies certain polinomial identities.

Key words: Identities, varieties of algebras, distributivity.
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Introducao

Meus argumentos de teoria dos reticulados pareciam tao mais bonitos, e tra-
ziam de forma tao mais vivida a esséncia das consideracoes envolvidas, que

eles eram obuviamente as provas ‘certas’ a se usar
- Garret Birkhoff.

Um reticulado é um conjunto ordenado (R, <) onde, para quaisquer
x,y € R, existem supremo e infimo do conjunto {z,y}. Uma defini¢ao tao
simples sugere que reticulados existem naturalmente nas mais diversas areas
da matematica. De fato, qual estudo vocé conhece que nao envolve um con-
junto de conjuntos, ordenados pela inclusao? Esse é o exemplo mais simples
de reticulado.

A origem da teoria dos reticulados se deu no século XIX, quando George
Boole tentou formalizar a 16gica proposicional de maneira algébrica. De fato,
o conjunto de todas as proposicoes légicas, munido da ordem de ‘implicacao’,
forma um reticulado, cujo supremo e infimo aparecem como os operadores 16-
gicos ‘ou’ e ‘e’, respectivamente. Tal reticulado possui algumas propriedades
importantes que nao seguem da definicao: ha uma lei distributiva entre ‘e’
e ‘ou’, e toda proposigao tem uma negagao (algo semelhante ao conceito de
complemento de conjuntos). Um reticulado que satisfaz essas propriedades
ficou conhecido como Algebra de Boole. A propriedade de distributividade se
mostrou particularmente interessante. Reticulados que satisfazem essa pro-
priedade foram chamados de reticulados distributivos, e seu estudo se mostrou
historicamente o mais importante e satisfatorio da teoria.

Ainda no fim do século XIX, Charles S. Peirce e Ernst Schroder introdu-
ziram o conceito de reticulados, e com o passar dos anos, outros reticulados
foram estudados nas mais diversas areas da matematica. Richard Dedekind
estudou estruturas chamadas “grupos duais”, que sao médulos de anéis com
as operagoes de minimo multiplo comum e méximo divisor comum (que nada
mais sao do que supremos e infimos). Tais reticulados satisfaziam uma pro-
priedade mais fraca do que a distributividade, também importantissima, a
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qual ficou conhecida como modularidade. Karl Menger trabalhou em um con-
junto de axiomas caracterizando geometrias projetivas, que também formam
um reticulado.

Um dos entusiastas da teoria de reticulados foi Garret Birkhoff, cujo inte-
resse surgiu do fato de que subgrupos de um grupo, ordenados pela inclusao,
formam um reticulado.

“Eu havia pensado muito sobre subgrupos e subgrupos normais de grupos,
e sobre os artigos de Remak sobre estruturas de grupos. Tendo lido van der
Waerden e Remak, fui convencido da importancia dos reticulados para o en-
tendimento de grupos.”

- Garrett Birkhoff.

E sobre reticulados de subgrupos muitos resultados interessantes apareceram
ao longo dos anos. A distributividade entre o supremo e o infimo, identifi-
cada nas dlgebras de grupo, foi caracterizada em reticulados de subgrupos
por Oystein Ore.

Teorema 0.1. (Teorema de Ore) Dado um grupo G, o reticulado de
subgrupos de G € distributivo se, e somente se, G € localmente ciclico.

Naturalmente, tentou-se obter teoremas andlogos para reticulados de sub-
estruturas de outros objetos importantes. Em particular, para os reticulados
de subvariedades de uma determinada variedade de dlgebras (cuja ordem é a
inclusao).

Para entender o que sao subvariedades, primeiro é necessario falar de iden-
tidades polinomiais. Uma identidade polinomial p(z1, - - - , x,,) para uma alge-
bra A (sobre um certo corpo K) é um polinémio (& principio nao associativo
e nao comutativo) tal que p(ay,--- ,a,) = 0 para quaisquer ay, -+ ,a, € A.
Dado um certo conjunto S de polinomios, o conjunto de todas as K-algebras
para as quais todos polinomios de S sao identidades polinomiais é dito uma
variedade de dlgebras. Por exemplo, o conjunto de todas as algebras comuta-
tivas, as quais sao as algebras que tém o polinomio f(x1,zs) = 129 — T2xq
com identidade, é uma variedade de algebras. Também o conjunto de to-
das as algebras associativas, as quais sao as algebras que tém o polinomio
f(xy, 29, 23) = (x129)x3— 21 (2223) como identidade, é uma variedade de édlge-
bras. O conjunto de todas as subvariedades de uma certa variedade, munido
da inclusao, é um reticulado.

O estudo de identidades polinomiais surgiu primeiramente nos trabalhos
de Dehn [7] e Wagner [17], mas somente décadas depois, apds a publicagao
de um artigo por Kaplansky [11], que se despertou o interesse geral no seu
estudo. Desde entao, tem sido uma fonte frutifera de pesquisa. Para o leitor
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que deseja se aprofundar nesse estudo, recomendamos [9], [8], [16].

Dada uma K-algebra A, o conjunto T'(A) de todas as identidades po-
linomiais de A é um ideal especial da K-algebra dos polinomios, chamado
de T-ideal da dlgebra A. O conjunto de todos os T-ideais da K-algebra
dos polinomios, munido da inclusao, é um reticulado. Existe uma relacao
entre reticulados de T-ideais e reticulados de subvariedades, e esta relacao
permite caracterizar distributividade em reticulados de subvariedades através
da caracterizacao de distributividade en reticulados de T-ideais. Essas ideias,
apresentadas aqui a titulo de motivagao, serao detalhadas nos Capiulos 1 e
2 deste trabalho.

O presente trabalho esta desenvolvido em quatro capitulos, sendo o pri-
meiro destinado a apresentar conceitos e resultados basicos necessarios ao
entendimento dos principais resultados, os quais aparecerao nos dois tltimos
capitulos. No Capitulo 2, caracterizaremos distributividade em reticulados
de subvariedades em funcao da decomposicao de médulos de identidades mul-
tilineares em submodulos irredutiveis. Muitos desses resultados podem ser
encontrados em [2], mas os métodos utilizados fugiam do escopo deste tra-
balho, o que nos levou a construir nossas proprias demonstragoes. Os Capi-
tulos & e 4 mostram respectivamente os resultados apresentados nos artigos
[1] e [14]. Em [1], vemos os estudos de A. Z. Anan’in, A. R. Kemer, que
em 1974 caracterizaram essa distributividade em reticulados de subvarieda-
des de dlgebras associativas, enquanto em [14], V. D. Martirosyan em 1982
estendeu esse resultado para algebras alternativas, isto é, algebras onde o
operador associador é antissimétrico. Em ambos os artigos, a caracterizacao
de distributividade nos reticulados de subvariedades é mostrada através da
caracterizagao de distributividade em reticulados de T-ideais. Basicamente,
os resultados que mostram essas caracterizacoes dizem que o reticulado de
subvariedades de uma certa variedade de algebras ¢ distributivo se, e somente
se, todas as algebras da variedades satisfazem certas identidades polinomiais.
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Capitulo 1

Conceitos prévios

1.1 Algebras e identidades polinomiais

1.1.1 Algebras

Comecaremos introduzindo o conceito de algebras. Pelo resto desse texto, K
sera um corpo.

Definigao 1.1. Uma &algebra (A, *) sobre o corpo K, ou simplesmente K-
algebra, é um par onde A é um K-espaco vetorial e * é uma operagao binaria
em A que satisfaz as propriedades:

L.ax(b+c)=(axb)+ (ax*c);
2. (a+b)xc=(axc)+ (b*c);
3. (Ma)xb=ax(\b) = Aaxb),
para quaisquer a,b,c € Ae X € K.

Chamamos * de multiplicacao. Por simplicidade de notagao, denotare-
mos (A, *) simplesmente por A quando estiver claro qual é a operagao de
multiplicagao, além de denotar a * b por ab. Definimos em uma algebra A os
elementos

[Tyl =2y —yz e (v,y,2) = (zy)z — z(yz)
para x, y, z € A, os quais se chamam comutador e associador, respectiva-

mente.
Uma algebra A é dita:

1. Unitaria se a multiplicagao possui elemento neutro, isto é, se existe
14 € A tal que
lga=aly = a,
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para todo a € A;
2. Comutativa se [a,b] = 0, isto é, ab = ba, para quaisquer a,b € A;

3. Associativa se (a,b,c) = 0, ou seja, (ab)c = a(bc), para quaisquer
a,b,c € A. Neste caso, denotamos

abc = (ab)c = a(be);

4. Alternativa se valem
(a,a,b) = (a,b,b) =0,
para quaisquer a,b € A.

Observe que toda algebra associativa é alternativa, mas uma algebra al-
ternativa nao precisa ser associativa. A motivacao por tras do nome “alge-
bras alternativas” se da porque, nessas condigoes, o associador (x,y,z) =
(xy)z — x(yz) é uma fungao antissimétrica, como serd mostrado nos capitu-
los seguintes. O estudo dessas algebras comegou com o importante exemplo
dos octonions (que serd visto mais adiante), dado por Arthur Cayley, mas se
impulsionou com a descoberta de conexoes entre as dlgebras alternativas e a
teoria de planos projetivos.

Existem varias outras classes importantes de dlgebras nao associativas,
como por exemplo as algebras de Lie e as dlgebras de Jordan, que nao serao
estudadas nesse texto.

Observacao 1.2. Se A € uma dlgebra associativa e x,y,z € A, entdo
[xy, z] = xyz — zoy = vyz — a2y + w2y — 20y = x(y, 2] + [z, 2]y.

Tal propriedade é conhecida como derivacgao.

Observacao 1.3. Se A ¢ um espaco vetorial, 5 ¢ uma base de A e
f B x B+ A € uma aplicacio qualquer, entao existe uma unica apli-
cacdo bilinear F' : A x A —— A estendendo f. Assim, a multiplicacao de
uma algebra é unicamente determinada pela forma como se comporta em
uma base (do espago vetorial) firada da mesma. Uma vez que os operadores
comutador e associador sao bilinear e trilinear, respectivamente, observamos
que as propriedades de comutatividade, associatividade podem ser verificadas
apenas em numa base firada. Com os resultados que mostraremos na Sub-
secao 1.1.4, a definicio de alternatividade € equivalente a serem satisfeitas
certas identidades multilineares, de onde tal propriedade também pode ser
verificada apenas em uma base fixada.
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Exemplo 1.4. Sejan € N. O K-espago vetorial M, (K) €, com a operagdo
usual de produto de matrizes, uma dlgebra associativa e unitdria, mas nao
comutativa (paran > 2).

Exemplo 1.5. Seja V' um espago vetorial de base {eq, eq, €3, ...}. Definimos
a dlgebra de Grassmann (ou dlgebra exterior) de V', denotada por E(V)
(ou simplesmente E ), como sendo a dlgebra associativa e unitdria com base

{1E76i16i2"'€ik; 1 <ilg < --- <ik, k > ].}
cuja multiplicagao dos elementos da base € dada pela justaposi¢ao, obedecendo
as relagoes €2 =0 e e;e; = —eje;, para quaisquer i, j € N. Observe que
mk
(eheiz"'eim)(eﬁejz"'ejk) = (_1) (€j16j2 "'ejk)(eilelé "'eim) (1'1'1)

Exemplo 1.6. Sejam K um corpo e G um grupo multiplicativo, e considere
o conjunto KG de todas as somas formais ZQGG ayg, onde ag = 0 a menos
de uma quantidade finita de elementos g € G. Considerando em KG as

operacoes
Do+ D By = (ag+ By,
geG geG geG
A Z Qg9 = Z()‘O‘g)ga
geG geG

para deG ay,g, deG Byg € KG e A € K, vemos que KG é um K -espago ve-
torial, do qual G € uma base. Ademais, conforme a Observacao 1.3, podemos
estender a multiplicacao de G para KG, obtendo

() () = 5 e

geG geG g,he€CG
E ( g Oéhﬁk) g.
geG \hk=g

Exemplo 1.7. Considere O o R-espaco vetorial gerado livremente pelos ele-
mentos {1 = eg, €1, €9, €3, €4, €5, €, €7}, NOS quais definiremos uma multipli-
cacdo de forma que 1 = ey € a identidade, e

€1 €2 €3 €4 €5 €6 €7
er | —1 eq e; | —ea | eg | —es | —e3
ey | —eq | —1 es e1 | —es | er | —eg
€3 | —€7 | —€5 —1 €g €9 —€4 €1
€4 €9 —€1 | —€g —1 €7 €3 —€5
€5 | —€p €3 —€g | —€7 -1 €1 €4
es | es | —er | eq4 | —e3 | —e1 | —1 e
er | es eg | —e1 | es | —eqa | —eq | —1
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Chamamos O de dlgebra dos octonions. Podemos reconstruir sua tibua de
multiplicagao com as sequintes propriedades:

1. ey, ...,er sao raizes quadradas de —1;
2. vale a anticomutatividade para e; e e; tais que © # 0, isto €
61'6]‘ = —€j€i
3. vendo os indices da base como elementos de 7z, vale a identidade de

ciclicidade dos indices:

€i€j = € = €i41€j+1 = Ck41;

4. wvale a identidade de dobra do indice:

€i€j = € == €2i€2; = €ak;

. €162 = €4.

Os octonions formam uma dlgebra nao associativa, pois,
(e1e0)es = er e er(ezes) = —er.

Dado um octonion x = xo + Y _ x;e; € O, podemos definir o conjugado de x
como x* = xg — Y xie;. Observe que

7

rxxt =x'r = g z?7

1=0

Uma importante propriedade dos octonions € a existéncia de uma norma, a
qual € definida por

e possui a importante propriedade de que ||xy|| = ||z||||y|| (ver [6], Capitulo
6, Teorema 1). Uma dlgebra que satisfaz essa propriedade é dita uma dlgebra
de composicao, o que por [16], Lema 1 da se¢ao 2.1 faz da mesma uma dlgebra
alternativa. Os octonions sao também uma dlgebra com divisao. O inverso

do octonion x € dado por

*
1 x

prm— 2.
1]
Recomendamos [3] para leitores que procuram saber mais sobre a historia,
propriedades e construcao dos octonions.
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Definigao 1.8. Seja A uma &algebra. Dizemos que:

1. Um subespaco vetorial B de A é uma subalgebra de A se bjby € B
para quaisquer by, by, € B.

2. Um subespago vetorial I de A é um ideal a direita (resp. a esquerda)
de A se xa € I (resp. ax € I) para quaisquer a € Ae x € I.

3. Um subespaco vetorial I de A é um ideal (bilateral) de A se [ é um
ideal a esquerda e a direita de A.

Definigao 1.9. Seja A uma algebra arbitraria. Definimos o centro associa-
tivo N(A), o centro comutativo K(A) e o centro Z(A), respectivamente,
como

N(A)={a€ A;(a,A,A) = (A,a,A) = (A, A a) = {0} };

K(A)={be A;[b, Al = {0} };
Z(A) = N(A) N K(A).

Exemplo 1.10. Destacamos na dlgebra de Grassmann E os subespacos ve-
toriais Ey, gerado pelo conjunto {1,e; €, ...¢e; ;m € par}, e By, gerado pelo
conjunto {e; €, ...e;k é impar}. Temos que E = Ey @ Ey. Observe que
Ey é uma subdlgebra, mas nao Ey. Seque da Fquacao 1.1.1 que Ey € central,
no sentido que Ey C Z(FE). Mostra-se que se a caracteristica do corpo K €
diferente de 2, entao Ey = Z(E).

Exemplo 1.11. Sejam A wuma dlgebra e S C A, Sendo
Qs = {B C A;B € subdlgebra e S C B}, chamamos de subdlgebra de A
gerada por S a subdlgebra

Bs= () B

BeQg

A mesma construgao pode ser feita com Ag = {I C A;I € ideal, S C I}
para obter o ideal gerado por S':

Ig = ﬂ I.

IEAS

Definicao 1.12. Sejam A e B K-algebras. Uma aplicacao ¢ : A — B
é dita um homomorfismo de algebras se ¢ é uma aplicacao K-linear e
p(ab) = p(a)p(b) para quaisquer a, b € A. Se ¢ ¢é bijetora, dizemos que
@ é um isomorfismo, que A é isomorfa a B, e denotamos A ~ B. Um
homomorfismo ¢ : A — A é dito um endomorfismo.
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Seja ¢ : A — B um homomorfismo de algebras. Entao o niucleo de ¢
kerp = {z € A; p(z) =0}
é um ideal de A e a imagem de ¢
Imyp ={y € B;y = ¢(x), para algum x € A}

¢ uma subalgebra de B.

Exemplo 1.13. Se A € uma K-dlgebra e I € um ideal de A, o conjunto
A
7= {a+I;a € A}
(onde a +1 ={a+x; v € I}) com as operagoes
(a+D)+b+1)=(a+b)+1I, (a+1)b+1)=(ab)+1

Ma+I)=(Ma)+1 (A€ K)

¢ uma dlgebra, chamada dlgebra quociente de A por I. Ademais, se
p: A— B é um homomorfismo de dlgebras, entdao

A
ker

~ Imep.

Destacamos para I um ideal de uma dlgebra A o homomorfismo canénico

A
A —
™ — 7

tal que w(a) =a+ 1.

1.1.2 Algebras Livres, Identidades Polinomiais,
T-ideais e Variedades

Fixado um conjunto infinito e enumeravel X = {z1,z9,...,2,,...}, cujos
elementos chamaremos de variaveis, adjuntemos a X os simbolos de parén-
teses a esquerda e a direita, obtendo o conjunto X* = X U {(,)}. Considere
Y o conjunto de todas as sequéncias finitas em X*, onde duas sequéncias
a10s . .. a4, e bibs ... b, sdo iguais se, e somente se, m = n e a; = b; para todo
i = 1,...,m. Definimos indutivamente o subconjunto V{X} de Y, cujos
elementos chamaremos de palavras nao associativas no conjunto X, da
seguinte forma:
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1. todos os elementos de X pertencem a V{X};

2. Sexy, 9 € X eu,v € V{X}—X, entao as sequéncias 12, 1 (u), (v)xs
e (u)(v) também pertencem ao conjunto V{X}.

Mostra-se indutivamente que todo elemento em ajas...a, € V{X} tem o
mesmo numero de parénteses a esquerda e a direita, e que se m < n, e
ajas . ..a, € V{X} é uma palavra formada pelos m primeiros termos de
aias . . .a,, entao o numero de parénteses a esquerda em aqas ... a,, ¢ maior
ou igual ao de parénteses a direita.

Podemos entdo definir em V{X} um produto da seguinte forma: se
x1,22 € X, u€v e V{X} — X, definimos

T Ty = X1, x1-u = z1(u),

V- 29 = (v)xg, u-v=(u)(v).

Proposigao 1.14. Toda palavra ndo associativa v € V{X} — X pode ser
escrita de maneira unica como produto de palavras formadas por menos ele-
mentos que v.

Demonstracao. Ver [16], Proposigao 2, Capitulo 1. O

Podemos entao definir a algebra absolutamente livre sobre K com
conjunto de geradores livres X, ou simplesmente algebra absolutamente
livre, denotada por K{X}, como sendo o K-espago de base V{X}, cuja
multiplicacao estendida de V{X} tem a regra

(Z Oéi'LLi) <Z BjUj) = Z Ctiﬁjui Uy

Os elementos de K{X} sdo chamados polindmios nao associativos nos ele-
mentos de X.
A dlgebra K{X} possui a seguinte propriedade universal.

Teorema 1.15. Sejam A uma K-dlgebra arbitrdria e 6 : X — A uma
fungdo. Entao, existe um unico homomorfismo de dlgebras de K{X} em A
que estende 6.

Demonstragao. Ver [16], Capitulo 1, Teorema 1. ]

Sejam A uma K-algebra arbitraria e a, € A, para n € N. Pelo teo-
rema acima, existe um unico homomorfismo ¢ : K{X} — A que leva z;
em a;, para todo ¢ € N, o qual chamaremos homomorfismo avaliacao em
{a,; n € N}. Denotamos a imagem de f = f(z1,...,2,) € K{X} pelo
homomorfismo ¢ por f(as, ..., a,).
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Definicao 1.16. Um polinémio nao associativo f = f(z1,x9,...,2,) €
K{X} é dito uma identidade polinomial para a 4lgebra A se
flay,aq, ..., a,) =0, para quaisquer aj, as, ..., a, € A. O conjunto de todas
as identidades polinomiais para uma algebra A é dito T-ideal da algebra
A e é denotado por T'(A).

Observagao 1.17. Se f = f(x1,...,x,) € uma identidade polinomial para
alguma dlgebra A, e ¢1,...,g, € K{X}, entao f(g1,...,9n) também é uma
identidade polinomial para A. Como, pela propriedade universal, existe um
endomorfismo de K{X} mapeando x; em g;, seque entdo que
©(T(A)) CT(A), para todo endomorfismo ¢ de K{X}.

Nesse sentido, chamamos de T-ideal um ideal I de K{X} que é fechado a
endomorfismos (isto é, se f € I, entdao ¢(f) € [ para todo
¢ K{X} — K{X} homomorfismo de algebras). Ainda, se S C K{X}
¢ um conjunto qualquer, chamamos de T-ideal de K{X} gerado por S,
denotado por ST (ou T'(S)), como sendo o ideal de K{X} gerado por todos
os elementos da forma f(g1,...,g,), onde f € [ e ¢g1,...,9, € K{X}. Se
f,pe K{X}epe {f}T, dizemos que p é consequéncia de f.

Exemplo 1.18. Se A € uma dlgebra associativa, entdo o associador (z,vy, z)
€ uma identidade polinomial para A, e se Ay € uma dlgebra alternativa, entdao
0s associadores (z,x,y) e (x,y,y) sao identidades polinomiais para A .

Exemplo 1.19. A dlgebra de Grassmann, definida no Fexemplo 1.5, satisfaz
a identidade polinomial

[[z,y], z] = 0.
Com efeito, sendo a,b € E, com a = ag + a1, b = by + b1, ag, by € Ey € aq,
b, € E1, temos
lao + a1, by + bi] = [ag, bo] + [aog, b1] + [a1, bo] + [a1, b1] = [a1, 1],

onde a ultima igualdade se dd pelo fato de que Eqy estd contido no centro
comutativo de E. Ademais, como [a1,bi| € Ey € também central, temos que

Hav bL C] = [[ah bl]? C] =0
para qualquer ¢ € E, o que mostra o resultado.

Definicao 1.20. Seja S um subconjunto de K{X}. A classe V' de todas as
K-algebras para as quais todos os elementos de .S sao identidades polinomiais
¢ chamada variedade de K-algebras determinada por S. O conjunto das
identidades que sao satisfeitas por todas as K-algebras de V' é denotado por

T(V), e é chamado T'-ideal da variedade V.
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Estudaremos particularmente as algebras associativas e alternativas, cu-
jas variedades sao definidas pelos conjuntos {(z,y, 2)} e {(z,z,v), (z,y,y)},
respectivamente.

Assim como existem as algebras absolutamentes livre, existem também
as algebras associativas livres e as algebras alternativas livres. Em verdade,
para qualquer variedade V de K-algebras fixada, existe uma &lgebra livre
naquela variedade, no sentido do Teorema 1.15. Uma algebra F' é dita livre
na variedade V com o conjunto de geradores livres Y se toda apli-
cagao de Y em uma algebra A de V pode ser estendida unicamente a um
homomorfismo de F' em A.

Teorema 1.21. Seja V' uma variedade nao trivial de K-dlgebras definida
pelo conjunto de identidades I. Entao, para qualquer conjunto de varid-
veis Y (ou seja, Y C X), a restricio a Y do homomorfismo candnico

o: K{X} — }T ¢ injetiva e a dlgebra quociente

Ko(Y) = Kj{_f}

¢ livre na variedade V' com conjunto de geradores livres o(Y).

Demonstracao. Ver [16], Capitulo 1, Teorema 2. ]

Podemos ainda mostrar uma forte relagao entre o conceito de variedades
e o de T-ideais.

Teorema 1.22. Exziste uma correspondéncia biunivoca entre T-ideais de
K{X} e variedades de dlgebras. Nessa correspondéncia, uma variedade V
corresponde ao T ideal de identidades T (V) e um T-ideal I corresponde a
variedade de todas as dlgebras satisfazendo as identidades de 1. Ademais,
nessa correspondéncia,

Vi CVy <= T(Va) C T(V1).

Demonstracao. Considere a aplicacao ® que leva um T-ideal T" na variedade
®(T) =V de todas as algebras que satisfazem as identidades polinomiais de
T (isto é, T'(V) = T'). Tal aplicacao é sobrejetiva no conjunto de todas as va-
riedades de algebras, uma vez que toda variedade tem um T-ideal. Ademais,
se Ty # Ty sao T-ideais, entao Ty — Ty ou T, — 17 é nao vazio. Suponhamos
sem perda de generalidade que 77 — T3 é nao vazio, e tomemos f € T} — Ts.
Temos que f é identidade polinomial para ®(77), mas nao para a algebra
K{X}/T, € ®(T3). Assim, ®(T1) # ®(13), o que mostra a injetividade da
aplicacdo. E facil ver que

T\ CTy, — ®(Tp) C (T,
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0 que mostra a correspondéncia. O

No decorrer deste trabalho, usaremos as algebras livres tanto na varie-
dade das algebras alternativas quanto na variedade das dlgebras associativas.
E possivel construir uma &algebra livre nessas variedades com o método apre-
sentado no Teorema 1.21, e no caso da algebra associativa livre, é possivel
também fazer uma construcao mais direta.

Exemplo 1.23. Considere F' um corpo e X = {x1,29,...,Zp,...}. A dlge-
bra F(X) dos polindmios nao comutativos e associativos em X € chamada
dlgebra associativa livre. Observe que se A é uma dlgebra associativa,
em: X — A € uma aplicacdo, entao existe um unico homomorfismo de
dlgebras ¢ : F(X) — A que estende m, coincidindo assim com o conceito
de dlgebra livre apresentado anteriormente.

1.1.3 Polindmios homogéneos e multilineares

Alguns tipos especiais de identidades polinomiais sao as homogéneas e multi-
lineares. Identidades multilineares de um grau n fixado nos serao de extrema
importancia, pois as mesmas formam as estruturas cujos reticulados iremos
estudar.

Definigao 1.24. Seja av € K{X} um monoémio, com o € K e v € V{X}.
Dizemos que awv possui multigrau (ny, no, ..., ng) se x; aparece exatamente
n; vezes na palavra v, para 1 < ¢ < k, e x; ndo aparece em v, para todo
7 > k. Nessas condicoes, dizemos que o grau de av na variavel x; é n;.

Exemplo 1.25. O monémio av = a(x122)xe)(z124) tem multigrau
(2,2,0,1). O grau de av em x3 € 0.

Defini¢ao 1.26. Sendo f(z) € K{X} um polinomio, dizemos que f(z) é
homogéneo (ou multihomogéneo) se f(z) pode ser escrito como uma soma
de monomios de um mesmo multigrau fixado.

Exemplo 1.27. O polinémio (zox3)xs — xo(x223) € homogéneo de multigrau
(0,2,1). O polinomio (xax3)xe — Ta2(x2x3) + x2(x323) NG € homogéneo.

Consideremos K ™1+ { X} o K-subespaco de K{X} gerado pelos mono-
mios de multigrau (ny, ..., ny), isto é, o K-subespago dos polinomios homogé-
neos de multigrau (ny,...,ng). Uma vez que K{X} ¢ livremente gerada pelo
conjunto V{X}, e todo elemento de V{X} tem um e somente um multigrau,
segue que

K{x} = @ KX},
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onde a soma direta percorre, para cadan € N, todos os multigraus (nq, ..., ng)j
tais que ny + -+ +nx = n. Assim, se f € K{X}, f pode ser escrito uni-
camente como soma de polindomios homogéneos. Chamamos tais polinomios
homogéneos de componentes homogéneas de f.

Teorema 1.28. Sejam K um corpo de caracteristica zero e f € K{X}
uma identidade para a K-dlgebra A. Entdo, toda componente homogénea da
identidade f € também uma identidade da dlgebra A.

Demonstragao. Ver [16], Capitulo 1, Teorema 3 e seu Corolario 2. O

Definicao 1.29. Um polinémio f é linear na variavel x; se x; ocorre com
grau 1 em todo monomio de f. Um polindmio que ¢é linear em todas as suas
variaveis é dito multilinear. Denotaremos por P, o conjunto de todos os
polinémios multilineares em K{X} nas variaveis xy, zs, ..., ©,, chamados
polinomios multilineares de grau n.

Teorema 1.30. Se K € um corpo de caracteristica 0 e A é uma dlgebra
A que satisfaz uma identidade polinomial de grau k, entao A satisfaz uma
tdentidade polinomial multilinear de grau menor ou igual a k.

Demonstra¢ao. Suponha que f(x1,...,x,) é uma identidade polinomial para
A. Se f é multilinear, o problema esta resolvido. Caso contrario, suponha
sem perda de generalidade que o grau de 1 em f é d > 1. O polindmio

h(yla Y2,T2, ... axn)

:f<yl+3/2,---,5132:-~,1’n)—f(y1>$2,---79€n)—f(y2,9527~->33n)

ainda é uma identidade polinomial para A. Mostremos que h nao é o polino-
mio nulo. Supondo que h = 0, entao

h(xy, 21,29, ..., 2,) = [(221, 29, ..., 2,) — 2f (21,29, ...,2,) = 0.

E se decompormos f = fo + fi + -+ fq, onde fi ¢ a soma de todos os
monomios de grau k em 1, entao segue da igualdade acima que

~fo+ (2=t + (2 =2 fs=0

o que contradiz d > 1 (observe que charK = 0 # 2). Assim, h nao é o
polinomio nulo. Uma vez que o grau de h em y; e em 35 é d — 1, o resultado
vale por inducao. O
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Observacao 1.31. Na prdtica, se K € um corpo infinito e
flx1,20,...,2,) € K{X} € um uma identidade polinomial multihomogé-
nea e que possui grau m em xi. Se em cada monomio de f(xy,Ta,...,T,)
substituirmos a primeira varidvel x; (da esquerda pra direita) por yi, a
sequnda varidvel i1 por ys, € assim por diante, obteremos um polinomio

fiyr, - Ym, Tay - .., x,). Definindo entao g(ya, ..., Ym, T2, ..., Ty,) tal que

g(yh e Ymy T2y . 7xn) = Z fl(ﬁ%(l)a cee ayU(m)aléa s 73:71)7

oESm
mostra-se que g(Yi, - -, Ym, T2, - ., Ty) € uma componente homogénea do po-
linomio f(y1 + -+ + Yn, T2, ..., x,). Assim, seque do Teorema 1.28 que
91y Ymy T,y .., Ty) € também uma identidade polinomial. Caso apli-

quemos esse método para todas as varidveis em que f tem grau > 1, obtemos
uma identidade multilinear, a qual chamamos de linearizag¢do (ou multi-
linearizacao) de f, denotada por lin(f).

Exemplo 1.32. Sabemos que (x,x,z) = 0 € uma identidade polinomial para
dalgebras alternativas. Aplicando o processo de lineariza¢ao em tal polinomio,
obtemos que

(z,y,2) + (y,2,2) =0

€ também uma identidade polinomial para dlgebras alternativas.

1.1.4 Algebras Alternativas

Nesta secao, consideraremos char K = 0. Comecamos recordando que uma
algebra A ¢é dita alternativa quando vale

(a,a,b) = (a,b,b) =0,
para quaisquer a,b € A. Segue do Exemplo 1.32 que
0=(z,y,2) + (y,2,2)

e analogamente, (z,y,z) = —(x,2,y). De posse de tais identidades, é fa-
cil ver que na classe das algebras alternativas, o associador é um operador
antissimétrico, ou seja,

(xla T2, xd) = (_1)0(1,0(1)’ Ts(2), 1'0(3))

para toda o € S3, onde (—1)7 é o sinal da permutagao o.

Exemplo 1.33. O principal exemplo de dlgebra nao associativa que € alter-
nativa € a dlgebra dos octonions.
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Proposicao 1.34. Sado equivalentes:
1. A ¢ uma dlgebra alternativa.

2. Sao satisfeitas duas das trés identidades
Z) ([I/’, m7 y) = O;
i) (y,x,x) =0;
iii) (x,y,x) =0,
3. O associador (x,y,z) € antisimétrico em A

Demonstracao. A implicacao 1 = 2 segue da definicao de algebra alter-
nativa, e 2 = 3 é andloga a discussao acima. Ademais, se o operador
(x,y, z) é antisimétrico, entao (z,z,2) = —(z,x,2) e (x,2,2) = —(x,2,2), 0
que mostra 3 = 1 (uma vez que charK # 2). [l

Um importante resultado sobre dlgebras alternativas é o Teorema de Ar-
tin.
Teorema 1.35. (Artin). Seja A uma dlgebra alternativa. Toda subdlgebra
de A gerada por dois elementos € associativa.

Demonstracao. Ver [16], Secao 2.3, Teorema 2. O

Enumeramos agora algumas identidades que serao utilizadas no decorrer
do Capitulo 4.

Lema 1.36. Seja A uma dlgebra alternativa. Sao vdlidas as sequintes iden-
tidades para quaisquer x, y, z € A:

i) (z%,y,x) = 0;

ii) x(yzy) = [(zy)z]y (Identidade de Moufang a direita);

iii) (yzy)x = ylz(yzx)| (Identidade de Moufang a esquerda);

i) (xy)(zx) = x(yz)x (Identidade de Moufang ao meio, observando que
podemos omitir os parénteses em x(yz)x por estarmos em uma dlgebra alter-
nativa);

v) (2, 2y,2) = (2,9, 2)x;

vi) (z,yx, z) = x(x,y, 2).

E considerando x oy = xy + yx, valem ainda:

vii) (22, y,2) = (v, 0y, 2);

ving) (2%,y,2) = z o (1,9, 2).

Demonstracao. i) Temos

(@*y)z = [2(zy)]z = 2[(xy)z] = 2z (yz)] = 2% (y2)

25



ou seja, (2%, y,z) = 0.

ii) Vale

2(y’y) = (xy)y — (2,9 y) = (2y)y + (v*, 2, y) = (2y*)y = [(zy)yly
sendo a peniltima igualdade consequéncia de i). Substituindo y por ¢y’ =

z 4y, a componente multihomogénea de multigrau (1,2, 1) (correspondendo

a x,vy, z respectivamente) de z(y'y'y") — [(xy)y']y’ é também uma identidade,

de onde
0= a(yzy) +2(y’ o 2) — [(wy)zly — (vy)z — (v2)y”
= 2(yzy) — [(2y)zly — (2.9%,2) — (2, 2,9°) = 2(yzy) — [(zy)2]y,
e portanto vale 1), e 74) é mostrada analogamente. Ademais,
(zy)(z2) — 2(y2)r = —(2y, 2,2) + (2,9, 2)x =

= (z 2y, 2) + (2,0, y)e = [2(2y)]r — 2(zyz) + [(z0)yle — [2(zy)]e

Mas, pela identidade de Moufang a direita, [(zx)y]z = z(xyx), temos que
(xy)(zx) = z(yz)x de onde segue iv).
Para v), temos pela antissimetria do associador e por v que

(z, 2y, 2) = (2y, 2,2) = ((zy)2)z — (zy)(22) =

= ((zy)2)x — (x(yz))r = (2,9, 2).

A identidade vi) é analoga a v).
vii) Substituindo x por 2’ = z + z em ) e tomando a componente mul-
tihomogénea de multigrau (2,1, 1), obtemos

0= (z02y,2)+(@%y,>)

de onde segue vii).
viii) Basta ver que

ro(x,y,z)=x(r,y,2)+ (x,y,2)xr = (z,2y,2) + (z,yx,2) = (x,x 09, 2).
Il

Lema 1.37. Em uma dlgebra alternativa A, a sequinte identidade € vdlida

[(a,b,¢),d] = (ab,c,d) + (be,a,d) + (ca, b, d).
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Demonstragao. Linearizando a identidade de Moufang do meio, temos
(ca)(bd) + (da)(bc) = (c(ab))d + (d(ab))c.
Assim, temos
d(a,b,c) = d((ab)c) — d(a(bc)) =
= —(d,ab,c) + (d(ab))c — d(a(bc))
= —(d,ab,c) + (d(ab))c + (d,a,bc) — (da)(bec)

de onde usamos a identidade de Moufang do meio multilinearizada para con-
cluir

d(a,b,c) = —(ab,c,d) — (be,a,d) — [c(ab)]d + (ca)(bd)
= —(ab,c,d) — (bc,a,d) + (c,a,b)d — [(ca)bld + (ca)(bd)
= —(ab,c,d) — (bc,a,d) + (¢,a,b)d — (ca,b,d),

que é o que queriamos demonstrar O

Definicao 1.38. Definimos a fungao de Kleinfield

f(t,l‘,y,Z) = (tl‘,y,Z) - ([E,y,Z)t - JZ(t,y,Z).

Segue de [16], pg. 139, que a funcao de Kleinfield é anti-simétrica em
algebras alternativas, e que

f(twrvyvz) = ([t7$]7yvz) + ([ya Z]7tvw)'

Observagao 1.39. Em uma dlgebra alternativa A sobre um corpo K de
caracteristica 0, vale
(K(A), A, A) = {0}.

Para essa demonstragao, usaremos as notacoes

Sy, 22, 3) = Y (=1)7 (Zo()Ta(2))To(3)

o€ESs3

S5 (21, Ta, T3) = Z (1) 201) (To(2)To(3))

oE€S3

as quais serao muito importantes no Capitulo 4 desse texto. Se x1 € K(A),
temos

S%(:Ula $271’3) —S§($17$27$3) = 1171(56'2333) —$1($35€2)+($31’2)SE1—(56'25173)56'1 =0
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e, por outro lado,

S; (:Cl; X, x3) - S?%(x17 To, .Z'g) = Z (_1)0<x0(1)7 :CO'(2)7 xa’(?)))'

og€ESs3

Mas, uma vez que a dlgebra A € alternativa, temos

Z (=) (@0(1), To(2): Toz)) = 6(21, T2, 23)

ogES3

e visto que K tem caracteristica 0, seque o resultado.
Observagao 1.40. De [16], pg. 156, vale

[vy, 2] = aly, 2] + [z, 2]y + 3(z, ¥, 2),
e assim, pelas identidades alternativas, vale

(2, 2] = x[w, 2] + [, 2]z

1.1.5 Modbdulos sobre uma algebra

Nesta se¢ao, as algebras serao associativas e unitarias.

Definigao 1.41. Seja A uma K-édlgebra. Definimos um A-mdédulo como
sendo um K-espaco vetorial M, munido de um produto

p: AxM — M
(a,m) +—— a-m

que satisfaz:
1. (a1 +az) -m = (a; -m) + (az - m);
2. a-(my+mg)=(a-my)+ (a-my);
3. (Ma)-m=a-(Am)=Aa-m);
4. ay - (ag-m) = (araz) - m;
5. 14-m=m,
para quaisquer a,ay,as € A, m,my,ms € M e X € K.

Exemplo 1.42. Se A ¢ uma dlgebra, entao A é naturalmente um maodulo
sobre st mesma. Denotamos esse modulo por 4 A.
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Exemplo 1.43. Sejam G um grupo, V um K-espago wvetorial e
v : G — GL(V) um homomorfismo de grupos, e denotemos ©(g) = pg.
Considerando o produto - : KG x'V — V' definido por

(Z /\gg> =) Agipy(v)

gelG geG

temos que V' é um KG-maodulo.

Exemplo 1.44. Considere P, o espaco dos polinomios multilineares de grau

n. Entao, o produto
-+ KS,x P, — P,

tal que 0 - Y g QrTr(1). . Trn) = D cg Qrlor(l) - - - Tor(n) faz de P um
K S,,-mddulo.

Definicao 1.45. Sejam A uma algebra e M um A-moddulo.

1. Um subespago vetorial N de M é um submoédulo de M se a-n € N
para quaisquer a € Aen € N.

2. Um submoddulo N de M é minimal se nao existe submodulo Ny de M
tal que 0 # N; € N.

3. M é um A-médulo irredutivel (ou simples) se seus tinicos submddulos
sao {0} e M.

Exemplo 1.46. Considere A uma dlgebra e considere o A-maodulo 4 A. Os
submaddulos de s A sao eratamente os ideais a esquerda da dlgebra A, e os
submddulos minimais de A sao os ideais minimais a esquerda da dlgebra
A. Tal correspondéncia se mostrard importante levando em conta a Obser-
vacao 1.43, pois associaremos representacoes irredutiveis de um grupo G a
submodulos irredutiveis do KG-modulo ko K G, que por sua vez sao oS ideais
minimais a esquerda da dlgebra de grupo KG.

Definicao 1.47. Sejam M; e M, A-moddulos. Dizemos que uma trans-
formacao linear ¢ : My — My é um homomorfismo de A-médulos se
w(a-m) = a-@(m), para quaisquer a € A e m € M;. No caso em que
M, = My = M, dizemos que ¢ é um endomorfismo de A-médulos.

Chamamos respectivamente de nicleo e imagem de ¢ os conjuntos
ker p = {z € My;p(z) = 0pp, },

Imy ={y € My;y = f(x), para algum x € M, }.
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E facil ver que tais objetos sao submédulos do dominio e do contradominio
de ¢, respectivamente.

Definimos um isomorfismo de A-médulos como sendo um homomorfismo
bijetivo. Quando existe um isomorfismo ¢ : M; — M, dizemos que M;
e My sao mddulos isomorfos, e denotamos por M; ~ M,. Observa-se que
o=t My — M, é também um isomorfismo de A-mddulos.

Agora, enunciaremos e mostraremos uma proposicao que da a unicidade
da decomposicao de um A-moédulo em A-submoddulos irredutiveis. Tal pro-
posicao serd usada para garantir a unicidade da decomposicao de uma repre-
sentacao de grupo em representacoes irredutiveis.

Lema 1.48. Sejam A uwma dlgebra, M um A-mddulo e N um submodulo
proprio de M. Entao,

a) Se My, My, ..., M, siao submddulos irredutiveis de M tais que M =
My ® My ® --- & M,, entao existem ji,...,5 € {1,2,...n} tais que M =
N@Mjl @ @Mjl‘

b) Se N1 e Ny sao submddulos de M tais que M = N @& Ny = N & Ny,
entao N1 ~ Ns.

Demonstragao. a) Uma vez que N # M, existe algum fator j; € {1,2,... n}
tal que M;, € N. Como M;, ¢ irredutivel, segue entdao que M; NN = 0. Se
M = N®M;,, vale o resultado. Caso contrario, podemos tomar N; = N®M;,
e continuar a demonstracao indutivamente.

b) Dado m € Nj, propriedades de soma direta nos dizem que existem
unicos m’ € N e my € Ny tais que m = m’ + mo. Defina

f: Ny, — Ny
m > f(m) =my

aplicagao essa que ¢ um homomorfismo de A-médulos cujo nicleo é NNN; =
0. Ademais, se n € Ny, entao existem n’ € N e ny € N tais que n = n’ +njy.
Logo, ny = (—n') + n, e assim f(n;) = n. Concluimos entdao que f é um
isomorfismo de A-mdédulos. m

Proposigao 1.49. Sejam A uma dlgebra e M e N A-mddulos isomorfos. Se
M=M®M® - ®M, ¢ N=N®No@® - DN,

onde M; e N; sao submddulos minimais de M e N, respectivamente, entao

m =n e M; ~ N;, para todo i = 1,2,....n (a menos de uma reordenagdo
2

dos N;’s).

Demonstracao. Provaremos por indugao em m. Se m = 1, N ¢ irredutivel,
e portanto M também é, de onde vale o resultado. Sendo f: M — N um
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isomorfismo de A-mddulos, temos que N = f(M;) & f(Mz) & --- & f(M,),
onde cada f(M;) é um submddulo minimal. Pelo lema anterior, devem existir
Jisegi € {1,2,...,n} tais que N = Ny & f(M;,) & --- & f(Mj,), e assim,
fIM;))&--- & f(M;) ¥ Ny®--- @B N,,. Como [ < n (pois se | = n, terlfamos
N = Ni® N, de onde Nj seria trivial), a inducao nos garante que [ = m—1, e
M;, ~ Ny, ..., Mj, >~ N,,. Sendo {ji+1,...,dn} =1{1,2,....n}—{j1,..., 5},
temos

N = (f(Mj,,) ®--- @ f(M;,) @ (fF(M;) @ -~ @ f(My,),

de onde concluimos pelo lema anterior que Ny ~ f(M;,_ ) @ --- @ f(M,).
Como N; é minimal, temos n = [+ 1 e Ny ~ f(M,,), o que mostra o
resultado. O

1.2 Representacoes Lineares de Grupos

Nesta se¢ao apresentaremos o conceito de representacoes lineares de grupos.
Durante toda a se¢ao, K serd um corpo. Na subsecao sobre representacoes
do grupo S, assumiremos também a hipotese de que K tem caracteristica
Zero.

1.2.1 Definicoes, Exemplos e Resultados Preliminares

Definicao 1.50. Sejam G um grupo e V um K-espaco vetorial. Definimos
uma representacao (linear) de G em V como sendo um homomorfismo
de grupos
p: G — GL(V)
g — ¢(9) =@,
chamamos dimg V' de grau da representacao ¢. No caso em que ¢ é
injetora, dizemos que a representacao é ¢ ¢é fiel.

No caso em que o grau de ¢ ¢ finito e igual a n, fixada uma base de V,
hé um isomorfismo natural GL(V') +— GL,(K). Assim, podemos ver uma
representagao linear de grau finito como uma aplicagao ¢ : G — GL,(K).
Exemplo 1.51. Uma vez que GL(K) = K* = K — {0}, onde K* é o grupo
multiplicativo do corpo K, uma representagao linear de grau 1 de um grupo
G é um homomorfismo

p:Gr— K.
Um caso particular importante é a representacao trivial

p: G — K*
g — 1.
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Exemplo 1.52. Seja S, o grupo simétrico de sobre o conjunto{1,...,n} eV
um K espago de base 5 = {vy,...,v,}. Fizada o € S,, considere a aplica¢ao
linear p, : V. —=V tal que o5 (v;) = Vo). Cada @, € um isomorfismo, visto
que mapeia uma base em uma base. Assim, podemos definir

¢: S, — GL(V)
o — ¢(9) = ¢,

a qual € um homomorfismo, e portanto uma representacao do grupo Sy,.

A matriz [©o)p = (@ij)nxn, associada a transformagao linear o, em rela-
¢io a base B, tem entradas ayj); = 1, e a;; = 0, se i # o(j), para qualquer
je{l,..,n}.

Exemplo 1.53. Sendo G um grupo e g € G, e considere a dlgebra de grupo
KG definida no Exemplo 1.6. A aplicacdo

pg: KG — KG
r > py(r) =gz,

€ um 1somorfismo de espagos vetoriais. Uma vez que KG é um K-espaco
vetorial, € uma representacao de grupo a aplica¢do

v: G — GL(KG)
g — ¢(9) = ¢g

a qual é chamada representacao reqular a esquerda.

Definicao 1.54. Sejam G um grupo, V um K-espago vetorial e
¢ : G — GL(V) uma representacao linear. Dizemos que um subespago
W de V é p-invariante se ¢, (W) C W para todo g € G. Se existe algum
subespago W p-invariante de V' tal que {0} # W # V', dizemos que ¢ é uma
representacao redutivel; caso contrario, dizemos que ¢ ¢ irredutivel.

Sendo W um subespaco ¢-invariante de V' e g € G, esta bem definida a
restricao
ng’W W — W

a qual é um isomorfismo, pois (W) € W e @,1(W) = ¢, ' (W) C W.
Assim, podemos definir

ow: G — GL(W)
g > pwl(9) = pglw,

que é chamada subrepresentacao de ¢ em W.

Exemplo 1.55. Toda representacao de grau 1 € irredutivel.
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Exemplo 1.56. Sejam ¢ : G — GL(V') uma representacao linear de um
grupo finito G e vg € V' € um vetor nao nulo. Considere os subespacos

Wi =(p4(wo); g€G) e Wa= <Z 909(00)> :

geG

Temos que Wy e Wy sao p-invariantes. Como toda ¢, é uma bijecdo, se-
gue que Wi € nao nulo, e como Wy € gerado por |G| elementos, seque
que dim Wy < |G|. Ja Wy C Wy tem dimensao 0 ou 1. Observe que se
dim Wy = |G|, entio {p4(vo); g € G} € LI, de onde ) . py(vo) € ndo nulo.
Assim, concluimos que se o grau de uma representacao ¢ € maior ou igual
do que |G|, entao Wi ou Wy é um subespago p-invariante nao trivial de V
de p, e portanto ¢ € redutivel.

Exemplo 1.57. Nas condicoes do FExemplo 1.52, o subespaco
W={v+-+uv,}
€ p-invariante e tem dimensao 1.

Definicao 1.58. Sejam G um grupo e ¢ : G — GL(V') uma representagao
linear. Dizemos que ¢ é completamente redutivel ou semissimples se
existem Wy, Wy, .-+ | W, subespagos de V' p-invariantes tais que:

2. As restrigoes de ¢ aos W;’s sao todas irredutiveis.

O préximo resultado mostra que, nas hipdteses que assumiremos, nao
precisaremos nos preocupar com representacoes que nao sao completamente
redutiveis.

Teorema 1.59. (Teorema de Maschke) Seja G um grupo finito cuja
ordem nao € divisivel por charK (o que particularmente sempre vale quando
charK = 0). Se ¢ : G — GL(V) € uma representagdo linear de grau
finito e W € um subespaco p-invariante de V', entao existe Wi subespaco ¢-
mvartante de V' tal que V.= W ®W;. Consequentemente, p € completamente
redutivel.

Demonstracao. Nessas condicoes, uma vez que W é um subespaco vetorial
de V', existe W, subespago vetorial de V' tal que V=W & W,. Usaremos W)
e conhecidas propriedades de espacos vetoriais para construir Wj.
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Nessas condicoes, considere a projecao T : V = W & Wy — V tal que
T(w+wy) = w, para w € W e wy € Wy. Tal aplicagao é uma transformagao
linear. Considere entao a aplicagao F': V — V tal que

F(o) = |GI7" ) (9, Teg)(v).

geG

Temos que F' ¢é linear, visto que é obtida por composi¢oes e somas de apli-
cagoes lineares, Fly = Idw, Im F = W e F? = F. Assim, F é uma
projecao linear, e portanto V= W @ ker F'. Basta entao mostrar que ker I
é p-invariante. Sejam v € ker F' e x € G. Entao, 3 (¢, Tpy)(v) =0, e
assim

GIF(0a(v) =) (05 Tepg) (0:(0) = > @al 050 Tipye) (v) =

9eG geqG
o (Z(%ﬁ%d(@) = ¢, (Z(cp;lTsoy)(v)> =0,
geG yeaG
o que mostra o resultado. O]

Definicao 1.60. Sejam G um grupo, V e W espagos vetoriais e ¢, 1 repre-
sentagoes de G em V e W, respectivamente. Dizemos que ¢ e 1 sao repre-
sentagoes equivalentes se existe uma transformacao linear 77 : V. — W
bijetora tal que ¥,T" = T'p,, para todo g € G.

Exemplo 1.61. Duas K-representacoes de grau 1 ¢ : G — K* e
Vv G — K* sao equivalentes se, e somente se, $Go 1guais.

Um importante caso particular € o do grupo G = S, para n > 2. As
representacoes

: S, — K v S, — K*
o +— ¢(o)=1 o — Y(o) =(-1)%.

nao sao equivalentes, e sao as unicas representacoes de grau 1 possiveis do
grupo Sy,.

Mostraremos que a decomposicao de uma representagao completamente
redutivel em subrepresentacoes irredutiveis é inica a menos de ordem dos
fatores e de equivaléncia da subrepresentacoes. Para tal, primeiro observa-
remos a elegante correspondéncia entre os conceitos de representacao de um
grupo G e KG-modulos.

Seja x = > a,p" y = > b,p" tal que b; = a; para i # n® e byz # bye
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1.2.2 Representagoes e Mddulos

Nos aprofundaremos na construcao feita no Exemplo 1.43. Conforme ja visto,
seja G um grupo e V um espago vetorial, e considere ¢ : G — GL(V) uma
representacao linear de G em V. Podemos fazer de V um KG-mddulo com

a operagao
(Z )\gg> S Z Agpg (V).

geG geG

Podemos ainda fazer o processo contrario: se V' é um KG-moédulo, entao
Y G— GL(V) tal que
Uy(v) =g-v

para g € G e v € V, é uma representacao do grupo G.

Existe entao uma correspondéncia biunivoca entre as K G-médulos em V
e as representacoes lineares de G em V. Toda a teoria de representacoes que
desenvolvemos pode ser enunciada em funcao de K G-médulos, o que nos déa
uma ideia muito mais intuitiva do que é um subespago @-invariante e uma
equivaléncia entre representacoes.
Proposigao 1.62. Sejam ¢ : G — GL(V) e : G — GL(W) represen-
tacoes lineares de G, e Vi um subespaco vetorial de V. Entdo valem:

a) Vi € p-invariante se, e somente se, Vi € um submddulo do KG-mdédulo
V.

b) ¢ e sao equivalentes se, e somente se, os respectivos KG-mddulos
V e W sao isomorfos.

¢) ¢ € irredutivel se, e somente se, o KG-mddulo V' € irredutivel.

Observe que, com base nessa proposi¢ao e na Proposi¢ao 1.49, a decompo-
sicao de uma representacao de um grupo GG em sub-representacoes irredutiveis
é unica, a menos de equivaléncia das sub-representagoes.

Corolario 1.63. Sejam G um grupo finito e K um corpo cuja caracteristica
nao dwide |G|. Se ¢ : G — GL(V) é uma representacdo linear de grau
finito, entdo

V=WaeW,d - oW,

onde cada W; € p-invariante, e a restri¢cao de ¢ a cada um dos W;’s € irre-
dutivel. Ademais, se
V=hoh%he oV

com cada V; @-invariante, e a restrigao de ¢ a cada um dos V;’s € irredutivel,
entao n = m e existe 0 € S, tal que pw, € equivalente a v, ), para todo
1=1,...,n.
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Pelo resto dessa secao, consideraremos G um grupo finito cuja ordem
nao é divisivel por char K. Denotaremos o K G-mdédulo a esquerda K G por
koK G, cuja definicao e algumas propriedades constam nos exemplos 1.42 e
1.46. Reforgamos que os K G-submédulos de K G sao os ideais a esquerda de
KG (como algebra), e que, com as hipdteses do Teorema de Maschke 1.59
(as quais sempre teremos), podemos escrever K G como soma direta de uma
quantidade finita de ideais minimais a esquerda.

Lema 1.64. Todo KG-maddulo irredutivel € isomorfo a um ideal minimal a
esquerda de KG. Em outras palavras, toda representacao linear irredutivel de
G ¢ equivalente a uma sub-representacao da representacao reqular a esquerda

de G.

Demonstragao. Seja V um KG-médulo irredutivel e fixemos vy € V — {0}.
Como G é uma base de KG como K-espaco vetorial, podemos definir a
aplicacao linear T': KG — V tal que T(g) = g - v, para ¢ € G. Uma vez
que
T(919) = (919) - vo = g1 - (9 - vo) = 1 T(g),

vemos que 7" é também um homomorfismo de K G-médulos. Como vy € ImT,
concluimos que ImT é um KG-submodulo nao nulo de V', que por sua vez é
irredutivel. Assim, T é sobrejetiva.

Seja I um ideal & esquerda de KG tal que KG = kerT & I (que existe
pelo Teorema de Maschke). Considerando a restri¢cao de 7" a [

. I — Vv
a — Ti(a)=a-v.

temos que ImT; = ImT, de onde 177 é também sobrejetiva. Ademais,
kerT) C kerT NI, de onde kerT; = 0, e portanto T} é um isomorfismo
de KG-médulos. O

Seja m o nimero de representagoes irredutiveis, a menos de equivaléncia
de GG, e tomemos I, I, ..., I, ideais minimais a esquerda de K G dois a dois
nao isomorfos como K G-médulos. Observe que todo ideal minimal a esquerda
de KG é isomorfo como KG-modulo a um deles. Para cada j =1,2,...,m,
consideremos o ideal bilateral J; = I;KG =} e 1o

Proposicao 1.65. Sendo G um grupo finito e K um corpo tal que charK
nao divide |G|, entdo

KG=J&J® @& Jy

Demonstracao. Ver [13], Teorema 25.15, pdgina 168. O]
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1.2.3 Representacoes do grupo 5,

Vimos no Exemplo 1.44 que o espaco P,, dos polinomios multilineares de grau
n é um KS,-mdédulo, o que torna as representacoes do grupo S,, bastante
relevantes para o estudo de identidades polinomiais. Para o leitor que deseja
se aprofundar nesse assunto, recomendamos o Capitulo 2 de [9].

Nessa segao, I, denotard o conjunto {1,2,...,n} e K serd um corpo de
caracteristica 0.

Definigao 1.66. Sejan € N. Definimos uma particao de n como sendo uma
r-upla (ny, ng, ..., n,) de nimeros naturais tais que ny > ng > --->n, >0e
ni+ns+---+n, = n. Nesse caso, denotamos (nl, No, ... ,nr) F n. Denotamos
por p(n) o nimero de parti¢oes de n.

Denotaremos a repeti¢ao de elementos em uma partigao com a notacao de
poténcias. Por exemplo, (1,1,...,1) serd denotada por (1"). A cada partigdo
N——

A, associaremos o diagrama de Young D), que é o conjunto
Dy={(,j) e NxN;1<i<r1<j<mn}.

Sendo A = (ny,na,...,n,), o diagrama D, costuma ser representado por n
quadrados dispostos em 7 filas horizontais (linhas), onde a i-ésima linha é
composta por n; quadrados.

Exemplo 1.67. Paran =17, A= (3,2,1,1), temos

D, =

Definicao 1.68. Sejam n € N, A\ = (ny,ng,...,n,) F n, ¢; o nimero de
quadrados na j-ésima coluna de D). Definimos uma tabela de Young do
diagrama D, como sendo uma funcao bijetora T : D) — I,,. Dizemos que
uma tabela de Young 7T é standard se satisfaz as seguintes condicoes:

1. T(i,j) <T(@i,j+1),paral <i<r1<j<ny;
2. T(i,j) <T(i+1,j), paral < j<mny,1<i<g.
Exemplo 1.69. A tabela

4]6]

ot

1
T=2
3]

é standard.
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Definigao 1.70. Dada uma tabela de Young T', definimos o grupo das per-
mutacoes nas linhas de 7', denotado por R(T'), como sendo

R(T)={o € S,;0(L) = L, para toda linha L de T},
o grupo de permutagoes nas colunas de T', denotado por C(T'), como sendo

C(T) = {o € S,;0(C) = C para toda coluna C' de T'},

er = Z (—DHou e KS,

oER(T),ueC(T)

onde (—1)* denota o sinal da permutagao p.

Proposicao 1.71. Sejam n € N, A\;, \s = n e 11, T, tabelas de Young dos
diagramas Dy, , D,,, respectivamente. Entao:

1. KS,ep, é um KS,-mddulo irredutivel;
2. KSper, e KSyep, sao isomorfos se, e somente se, A\j = Aa.

3. Todo K S,,-mddulo irredutivel é isomorfo a KS,er, para alguma tabela
de young T, de algum diagrama de Young D), de alguma particao \ de
n.

Demonstragao. Ver [5], Teoremas 3.1 e 3.2, Capitulo IV, §3. ]

Denotaremos a classe de isomorfismo de K S,,-mddulos associados a uma
determinada particao A por M (). Consideremos A1, A, ... Ap(n) as distintas
partigdes de n e T; tabelas de Young dos diagramas D, , i = 1,...,p(n).
Considerando os ideais bilaterais J; = KS,er, KS, de KS,, para todo i =
1,...,p(n)., temos

KSn:JlEBJQ@-'-@Jp(n).

Por tltimo, citaremos alguns resultados que relacionam o nimero de tabelas
standard para uma particao A e o grau da representacao irredutivel corres-
pondente ao K S,-médulo M(\) = K Ser,.

Teorema 1.72. Sejam \ uma particao de n. SeT € uma tabela de Young de
Dy, entao dimg K Syer = ST(X), o nimero de tabelas standard associadas
a A.

Demonstracao. Ver [5], Teorema 4.6, pagina 121. O
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Definicao 1.73. Sejam A\ = (ny,ng,...,n,) b n e (ig,jo) € Dy. Definimos
o gancho de (ig, jo) em D, como sendo o conjunto
{(i07j);j0 < ] < nio} U {<i7j0>;i0 <1< Cj0}7

onde ¢, é o comprimento da coluna jy. Ademais, chamamos de h;,;, 0 nimero
de elementos do gancho (i, jo)-

Teorema 1.74. (Formula do Gancho) Sendo n € N, X\ =
(n1,n9,...,n,.) uma particao de n e ST(X) o nimero de tabelas standard
do diagrama D), temos

n!
H(i,j)eDA hij'

Demonstragao. Ver [9], Proposigao 2.2.8. ]

ST()\) =

1.3 Reticulados

Falaremos agora sobre reticulados, uma classe especial de conjuntos parcial-
mente ordenados, nos quais existem supremo e infimo de qualquer subcon-
junto de 2 elementos. O menor exemplo de um conjunto ordenado que nao é
um reticulado é o conjunto {xy, 22} munido da igualdade

Ty &= =y,

pois nao existe cota inferior nem superior para o conjunto {z, s}, nao po-
dendo assim existir supremo ou infimo.

Definicao 1.75. Um conjunto parcialmente ordenado (R, <) é dito um re-
ticulado se existe inf{x, y} e sup{z,y} para quaisquer x,y € R. Nesse caso,
denotamos

zVy=sup{z,y} e xAy=inf{z,y}.

Exemplo 1.76. O conjunto R de todos os ideais de um anel A, munido da
ordem de inclusao, € um reticulado, onde

IvVI=1+J e INJ=1INnJ

sao o infimo e supremo de I,J € R.

Reticulados finitos sao costumeiramente denotados por diagramas, cha-
mados diagramas de Hasse. Neles, cada elemento é representado por um
ponto, e se x < y (isto é, x < y e x # y), entdo o ponto que representa y é
escrito acima do ponto que representa x. Ademais, se nao existe nenhum 2z
tal que x < z < y, entao uma reta é tracada de x para y.
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Exemplo 1.77. Os diagramas de Hasse de todos os reticulados com 5 ele-
mentos ou menos $ao

o
o
o
o
o
o

o
O
o
O
O
O

(o] O o o
@) o
(¢]
O
/ \
O

NN
N \/

Damos especial importancia aos dois ultimos reticulados acima, os quais cha-
maremos de pentagono e reticulado de Klein, respectivamente.

Exemplo 1.78. Seja V uma variedade de dlgebras e considere R o conjunto
de todas as subvariedades de V', munido da relacdao de inclusao C. Se Vi, Vs €
R, entao ViNVy é ainda uma subvariedade de V' e é a maior cota inferior de
{V1,Va} em R, sendo portanto infimo do conjunto. Ademais, a variedade V3
cujo ideal de identidades é T(V3) = T (V1) NT(Va) € uma cota superior para
{W1,Va} (visto que toda dlgebra que satisfaz as identidades de T(Vy) e T'(Vs)
necessariamente satisfaz todas as identidades da interse¢do), e da mesma
forma, € a menor cota superior para tal conjunto. Concluimos entao que o
conjunto de subvariedades de uma variedade de dlgebras munido da inclusao
€ um reticulado.

Observe que pela correspondéncia descrita no Teorema 1.22, o conjunto
dos T-ideais que contém um certo T-ideal I fixado, munido da inclusao, é
ainda um reticulado, cujo infimo e o supremo sao, respectivamente, 0 Su-
premo e o infimo do reticulado das subvariedades da variedade V(I). Tal
relacdo € chamada de dualidade.
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Entre as propriedades basicas de reticulados, estao as relacoes de semi-
distributividade

aV(bnrne)<(aVbA(aVe) e (aANb)V(anc)<aA(bVc)

cuja demonstracio pode ser encontrada em [12], Teorema 2.1.11. E intuitivo
que se questione em que condigoes vale a igualdade em tais relagbes (como
no conjunto das partes P(A) de um certo conjunto A, munido da ordem de
inclusdo, cujos infimo e supremo sao a interse¢ao e uniao de conjuntos). Tal
pergunta é central na teoria de reticulados, e foco dessa dissertacao.

Definicao 1.79. Seja R um reticulado. Dizemos que R ¢ distributivo se
sao satisfeitas as equacoes

l.av(bAc)=(aVb)A(aVec);
2. (anb)V(aNc)=aN(bVec),
para quaisquer a, b, ¢ € R.

Observacao 1.80. Segue de [12], Teorema 2.4.1., que as duas igualdades
que definem reticulado distributivo sao na verdade equivalentes.

Exemplo 1.81. Todos os reticulados com 4 ou menos elementos sao distri-
butivos. Todos os reticulados de 5 elementos, a menos de

1 1
/ /N
z a b c
| N
x Y 0
N
0
sao distributivos. Com efeito, observe que

zVyNz)=z, (@VyA(@Vz) =z,

aV(bAc)=a, (aVb)A(aVc)=1

Como serd visto no que seque, tais reticulados sao intrinsecos a nocao de
distributividade.
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Destacamos que “sub-estruturas” costumam formar um reticulado, cuja
relacao de ordem ¢ a inclusao, como o exemplo de subgrupos de um certo
grupo G fixado ou subespagos de um certo espago vetorial V. Destacamos
aqui o Teorema de Ore, que pode ser encontrado em [12] (onde é o Teorema
3.2.5). Tal teorema diz que a distributividade no reticulado de subgrupos de
um grupo G é valida se, e somente se, G é localmente ciclico. Ja a distri-
butividade em reticulados de subespagos vetoriais s6 é valida para espacos
de dimensao menor ou igual que 1 (o que seguird trivialmente dos resultados
dessa secdo).

Definigao 1.82. Um reticulado R é dito modular se satisfaz a condicao
xV(yAz)=(xVy)Az parax,y,z € R tais que x < z

Exemplo 1.83. Segue de [12], Exemplo 2.4.13, que todo reticulado distri-
butivo € modular. Dito isso, nem todo reticulado modular € distributivo. Em
verdade, considere R o reticulado de Klein

I\
N/

nao € distributivo, mas € modular. De fato, se x > vy, entao x =0 ou y = 1.
Tomemos x =0 e y = a. Temos para qualquer z € R que

aV(OAz)=aVz=(aV0)Az,

as demais iqualdades sao andlogas. Observe ainda que pentdgono

N\

X

0

nao € modular, pois r < z, mas

zV(yAz)=z, (xVy Az=z.
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Como os demais reticulados com 5 ou menos elementos sao distributivos,
concluimos que o pentagono € o unico reticulado com 5 ou menos elementos
que nao € modular.

Exemplo 1.84. Um reticulado de ideais, e em particular de T-ideais, é
sempre modular. Com efeito, sejam A um anel, e I,J, K ideais de A, tais
que K C I. A inclusdo

K+(JnNnI)C(K+J)nI

seque das relacoes de semidistributividade, que sao satisfeitas em todo reti-
culado. Para a inclusao contrdria, tomemos x € (K + J)NI. Temos que
x € I e que eriste z € K tal que v — 2z € J. Como K C I, temos que
x—z €I, eportanto x —z € INJ. Concluimos que x € K + (JN1I), o que
mostra a inclusao contrdaria. Tais reticulados nao precisam necessariamente
ser distributivos.

Definicao 1.85. Sejam (R, <) um reticulado e L um subconjunto nao vazio
de R. Dizemos que L é um sub-reticulado de R se x Vy e x Ay pertencem
a L, para todos x,y € L.

Exemplo 1.86. Considere o reticulado R
/ | \ |
B\ /C’
1‘4

0

O subconjunto {1, A, B,C} é um sub-reticulado de R, mas o conjunto
{1,0, B,C} nao é.

Definicao 1.87. Sejam R; e R reticulados, e ¢,1 : Ry — Ry aplicagoes.
Dizemos que ¢ é um isomorfismo de conjuntos ordenados se ¢ é bijetiva
e

T <my < @) <n, ¢ly), para todos z,y € Ry.

Ademais, homomorfismo de reticulados se ¢ se

Y Vy) =v@)Vly), PEAy) =) Ad(y)

para todos x,y € R;. No caso de 1 ser um homomorfismo de reticulados
bijetivo, dizemos que v é um isomorfismo de reticulados.
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Observacao 1.88. Dois conjuntos ordenados isomorfos possuem o mesmo
diagrama de Hasse.

Exemplo 1.89. Sejam R um reticulado e L um sub-reticulado de R, entao
a aplicagao inclusao v : L — R é um homomorfismo injetivo de reticulados.
Reciprocamente, se Ry, Ry sao reticulados e ¢ : Ry — Ry é um homomor-
fismo injetivo de reticulados, entdo a restricao de ¢ : Ry — p(Ry) € um
isomorfismo de reticulados, de onde Ry possui um sub-reticulado isomorfo a
Ry.

Usaremos uma caracterizacao de distributividade de reticulados em fun-
cao de seus sub-reticulados.

Teorema 1.90. Um reticulado R é distributivo se, e somente se, nao possusi
sub-reticulado isomorfo aos reticulados pentdgono ou de Klein

N

@) @)

o

Um reticulado R ¢ modular se, e somente se, mao possui nenhum
sub-reticulado isomorfo ao pentagono

N

o

(0]

Demonstragao. Ver [12], Teorema 2.4.18. O

Corolario 1.91. Um reticulado modular R ¢é distributivo se, e somente se,
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nao possut um sub-reticulado de Klein

DN

@) O @)

ANV

Consequentemente, reticulados de T-ideais e de subvariedades sao distributi-
vos se, e somente se, nao possuem nenhum sub-reticulado isomorfo ao reti-
culado de Klein.

o

@)

Demonstracao. Ja foi discutido que um reticulado de T-ideais é sempre mo-
dular. Tendo em vista o Teorema 1.90, segue o resultado para reticulados de
T-ideais. Para ver que isso também é verdade para reticulados de subvarie-
dades, basta ver que se {Vi, Vs, V3, V), V5} é um conjunto de variedades que
formam um pentdagono com respeito a inclusao, entao suas pré-imagens pela
correspondéncia T +— V(T') também formam um pentdgono com respeito a
inclusao, o que é um absurdo. O
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Capitulo 2

Caracterizacoes de
distributividade

Nesse capitulo, vamos caracterizar a distributividade de um reticulado de
subvariedades. Conforme argumentado nas secoes anteriores, existe uma
correspondéncia biunivoca entre variedades e T-ideais que inverte inclusoes.
Assim, ao invés de discutir a distributividade de subvariedades de uma vari-
edade V', nossos argumentos serao construidos sobre reticulados de T-ideais
que contém T'(A). Ainda, podemos considerar uma certa algebra A cujo
T-ideal ¢ T'(V).

Sejam A uma algebra cujo T-ideal é T'(A) = T(V), L(A) o reticulado
de T-ideais que contém T'(V'), e L,(A) o reticulado de K S,-submédulos de

by

Fal4) = P, NT(A)

Os resultados apresentados nesse capitulo podem ser encontrados em [2]
e [14], mas suas demonstragoes usam argumentos que fogem do escopo desse
trabalho. Escolhemos apresentar uma demonstracao de nossa autoria para o
Lema 2.2, usando os resultados apresentados no capitulo anterior.

Lema 2.1. O reticulado L(A) € distributivo se, e somente se, os reticulados
L,(A) sdo distributivos, para todo n > 1.

Demonstracao. Primeiramente, supondo [ e J T-ideais temos que
I+J)NnP,D>(INP,)+(JNP,) (uma das leis semidistributivas).

Supondo agora h € (I4+J)NP,, tomemos f € [ e g € J taisque h = f+g.
Agora, sejam f; e g; as componentes multilineares de f e g, respectivamente,
nas variaveis xi, xs, ..., Tp. Sejam também fy a soma das demais compo-
nentes multihomogéneas de f e go a soma das demais componentes multiho-
mogéneas de g. Temos f = fi+ fo, g = g1+ g2, L € [ e g1 € J (pela
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multihomogeneidade dos T-ideais). Como f+g = (fi+g1) + (fo+ g2) € Py,
devemos ter fy 4+ g2 = 0 e assim

h=fi+g € (INP,)+(JNPF,).

Considere agora M um K S,,-submédulo de P,,. Vale (M)T NP, = M. De
fato, é trivial que (M)T N P, 2 M, e elementos de (M)T N P, sdo obtidos de
elementos de M a partir de somas, produtos por escalar e substituicoes da
forma x; — Z?Zl a;x; que mantenham a multilinearidade, operagoes essas
as quais M é fechado, o que mostra a inclusao contraria. Assim, todo K.S,-
submddulo de P, é a intersecao de algum T-ideal com F,.

Fixado n, considere a aplicacao

on: L(A) — P,(A)
I — @n([>:[n

onde I,, = (P,NI)/(P,NT(A)). Tomando X um K S,-submédulo de P, (A),
temos que X = Z/(P, NT(A)), onde Z é um KS,-submédulo de P, que
contém P, NT(A). Sendo I um T-ideal de K{X} tal que Z = P, NI, temos
que

P.n(I+T(A) = (P.n1)+ (P.NT(A) = Z + (P, NT(A)) = Z.

Logo, I + T(A) € L(A) e ¢,(I + T(A)) = X, ou seja ¢, é sobrejetora. Para
quaisquer I, J € L(A), temos
en(INJ) =) Npn(J) e on(l+J)=eal) +en(J). (%)

A primeira é bem imediata e a segunda é consequéncia da conta feita acima:
(I+J)NP,=(INP,)+(JNP,). Sendo L(A) distributivo e ¢,, sobrejetora,
segue que L,(A) é distributivo.

Considere o conjunto R = Il,enL, (A), o produto direto dos L, (A), n € N,
e a relacao de ordem ¢é dada por

(X1, Xy ) < (Y7,...,Y,,...) <= X, CY,, paratodon € N,

Tal conjunto é um reticulado, cujo supremo e infimo é tomado coordenada
a coordenada. Supondo que cada L,(A) é distributivo, o reticulado R é
também distributivo. Considere agora a aplicacao

®: L(A) — R
J — @(J):(Jl,(]z,...,(]n,...)
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onde J,, = (P,NJ)/(P,NT(A)). Essa aplicagao é injetora, poisse I, J € L(A)
sado tais que ®(I) = ®(J), entdo P, NI = P, N J para todo n € N. Dai,
I e J tém os mesmos polinomios multilineares e assim I = J, uma vez que
estamos em caracteristica 0.

E bem imediato que I C J implica em ®(I) < ®(.J). Ademais, se I,
J € L(A) sao tais que (1) < ®(J), entao P, NI C P,NJ para todo n € N.
Como em caracteristica 0 todo T-ideal é consequéncia dos seus polinomios
multilineares, devemos ter I C J. Logo, existe um isomorfismo de conjuntos
ordenados entre L(A) e Im ®. Segue das igualdades em (%) que Im & é
um sub-reticulado de R. Supondo L,(A) distributivo para todo n € N,
temos que R é distributivo e portanto Im ® é distributivo. Logo, L(A) é
distributivo. O

Lema 2.2. Sendo K um corpo de caracteristica zero, G um grupo finito e
M um KG-mddulo de dimensao finita, o reticulado L de KG-submddulos
de M ¢ distributivo se, e somente se, M ¢ uma soma direta de submdodulos
irredutiveis dois a dois nao isomorfos. Consequentemente, o reticulado L, (A)

¢ distributivo se, e somente se, o KS,-mddulo P,(A) ¢ uma

" P.NT(A)
soma direta de K.S,-submaoddulos dois a dois nao isomorfos.

Demonstracao. Uma vez que L é sempre um reticulado modular, a nao-
distributividade de L é equivalente a existéncia de um sub-reticulado da

forma
/ | \ |
Ay As
0
Como estamos nas hipdteses do Teorema de Maschke (Teorema 1.59), temos

que M = M{&®...® M, onde M, é irredutivel para todo 7. Suponhamos entao
que My ~ M, e considere ¢ : My — My um isomorfismo de K G-médulos e

A

Temos que N é um KG-submédulo de M, NN M, = NN M, = {0} e
N+ My = N + My = M, & M,, de onde o seguinte reticulado é um sub-

48



reticulado de L
M, & M,

M, M, N
o que mostra a nao distributividade de L.
Reciprocamente, suponha que L tem um sub-reticulado da forma

A/I\C’
N

. Definamos entao a aplicacao

N

Ol

Temos que

Ql o
QA
Ol =

a=b+c—1b

A
que é um homomorfismo, ja que é a restricao a — do homomorfismo projecao

B C B
de = @ — em —. Ademais, ker o C 4 N <€ = {0}, e v é sobrejetivo, pois
290™Q pCQNg=10hees
do b € Z, segue de B C A@C que existem @ € A e ¢ € — tais que
sen 2 —C—=6—= — —
© Q~-Q Q@ Q Q
b=a+c
ou ainda ~
a=>b+(—c).
Assim, concluimos que
A B
-~ —, (2.0.1)
QR Q

Consideremos entao X e Y KG-submodulos de A e B taisque A=Q ® X e
B = Q&Y (os quais existem pelo Teorema de Maschke). Segue de (2.0.1) e do
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A B
fatodequeXzéeYza,queXzY. Ademais, de XNY CANB=Q

e XNY C X, temos que XNY CQNX = {0}

Tomando agora X; um submdédulo minimal de X e ¢y : X — Y um iso-
morfismo de K'G-médulos, temos que Y; = 9(X;) é um submédulo minimal
de Y. Como X; NY; = {0} segue do Teorema de Maschke que

onde cada Z; é um submoédulo minimal de M. Como X; ~ Y7, observando a
unicidade da decomposi¢ao de M (Proposi¢ao 1.49), concluimos a demons-
tracao. ]

Lema 2.3. Supondo charK =0, considere M um K S,,-maodulo. Entao,

a) Se A € uma particio de n, T € uma tabela de Young de Dy e f € M € tal
que erf # 0, entao KSy,erf € um submaodulo minimal de M.

b) Se M ¢é irredutivel, entao M = KS,erh para alguma tabela de Young T
de algum diagrama D), (sendo \Fn), e algum h € M.

Demonstragao. a) Basta observar que K S,erf é um submédulo de M e que
a aplicacao
po: KS,er — KSperf
« — (o) =af

¢ um isomorfismo de K.S,-modulos.

b) Veja [9], pagina 52, Lema 2.4.1. O

Uma vez que sabemos quais sao os submoddulos irredutiveis de um K.S,

modulo, podemos ainda usar o Lema 2.2 para chegar a uma caracterizacao
de distributividade ainda mais palpéavel.
Proposicao 2.4. A distributividade do reticulado L,(A) é equivalente a se-
guinte condi¢do: sendo A = (nq,...,ng) uma particio de n, Ty e Ty tabelas
de Young do diagrama D)y e fi1, fo € P,(A) tais que er, f1 # 0 e ep, fo # 0,
entao, KSyer, fi = KSyer, fa.

Demonstra¢ao. Suponhamos primeiramente que L, (A) é distributivo. Nesse
caso, segue de 1.71 que K S,eq, e KS,er, sao isomorfos. Ainda, parai = 1,2,
segue das aplicagoes

@ : KSneTZ. — KSneTifi
a o pla)=af;

que KSper, f1 e KSyeq, fo sao também isomorfos. Ademais, do Lema 2.2,
tais médulos sao iguais.
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Reciprocamente, sejam M, My sao dois K S,-mddulos irredutiveis e iso-
morfos de P,(A). Do Lema 2.3, existem T; e T tabelas de Young do dia-
grama Dy e f1, fo € P,(A) tais que My = KS,er, f1 e My = KSyer, fo. Como
M, My sao irredutiveis, sao também nao nulos, de onde er, f1, e, fo # 0. As-
sim, segue das hipdteses que M; = Ms, e portanto P,(A) tem no méaximo
um moddulo irredutivel de cada classe de isomorfismo. Do Lema 2.2, L, (A) é
distributivo. O

Vamos usar uma versao ainda mais forte da caracterizagao anterior:

Proposigao 2.5. A distributividade do reticulado L, (A) € equivalente a con-
digdo: sendo A = (ny,...,nx) uma particio de n, T uma tabela de Young do
diagrama Dy e vi,vy € P,(A) mondémios tais que ervy # 0 e epvy # 0, entao
KS,erv, = KS,ervs.

Demonstrag¢ao. Supondo que L,(A) é distributivo, a validade da condigao
segue imediatamente da Proposi¢cao 2.4. Suponhamos agora que a condig¢ao
é vélida. Primeiramente, observemos que se f € P,(A), entdao f é uma
combinagao linear de monémios em P,(A), e dai o submédulo KS,erf esta
contido em uma soma de submoddulos da forma K.S,erw, com w monomio
em P,(A). Mas, pela condi¢do, dois submddulos nao nulos desta forma sao
iguais. Logo, se erf # 0, entdo {0} # KS,erf C KS,erv, para algum
monomio v € P,(A), donde K Syerf = KS,erv, uma vez que KS,erv é um
submoédulo minimal.

Consideremos agora T} e T tabelas de Young do diagrama Dy e fi, fo €
P,(A) tais que er, f1 # 0 e er,fo # 0. Pelo que acabamos de ver, existem
v1 e vy monomios em P,(A) tais que KSper, f1 = KSper,v1 e KSyer, fo =
K S,er,ve. Tomando agora o € S, tal que oT7 = T; (tal permutagao o existe,
pois T e T; sdo tabelas do mesmo diagrama), temos e, = aeTla_1 e assim

KS,er,v, = KSnaeTla_lvg = KS,ernvs
onde vz = o 1vy é um monomio em P,(A). Como erv; e ep,vz sao ambos
nao nulos, segue da condicao que K S,eq,v1 = KS,epvs e assim KSyep, f1 =
K Syer, fo. Pela Proposigao 2.4, temos a distributividade de L, (A). O

Nos sera muito util descrever ep f em casos particulares onde o polindomio
f nao é linear. Assim, poderemos igualar algumas varidveis de f antes de
analisar igualdades da forma KS,epf, reduzindo o nimero de casos a se
estudar.

Observacao 2.6. Considere uma variedade de dalgebras V', a particao A =
(k1,...,kn) den, e f € Py(V). Dado um diagrama de Young D, sejam
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la, liay - . ., ik, 08 k; mimeros com os quais foram preenchidos a i-ésima linha,
e faca,

e
parai=1,...,m, etome g € F{X}/T(V) como sendo f apéds a substituicdo
acima. Dessa forma, seque da Observacao 1.31 que

lin(g) = Y of,

c€R(T)

Se em particular, f = epv para algum v € P,(V), entdo

lin(g) = Y oepv=|R(T)|epv = |R(T)|f.

c€eR(T)

Proposicao 2.7. Sejam D um diagrama de Young e vi,vy € P,(V) poliné-
mios tais que epvy, epvs # 0, € g1 € go 0s polinomios obtidos de fi = epvy e
fo = epvy usando as substituicoes de varidveis feitas na Observacao 2.6. Se
g1 € gs sao linearmente dependentes, entao K S,epv, = KS,epvs.

Demonstracao. Vemos da Observacao 2.6, que se g; e go sao linearmente de-
pendentes, entao epvy € epvy sao também linearmente dependentes, gerando
assim o mesmo K S,, modulo. ]

No contexto da Proposicao 2.5, nos é relevante analisar para quais dia-
gramas de Young D a igualdade KS,epv; = K S,epvsy é trivial, ou ao menos
é simples de se mostrar.

Proposicao 2.8. Seja V' uma variedade de dlgebras alternativas, e sejam
Dy e Dy as unicas tabelas standard dos diagramas de Young formados por
uma linha e uma coluna, respectivamente. Entao,

1. a condicao KSyep,v1 = KSpep,vo é sempre valida para monéomios
vy, vy € Po(V) tais que ep,v; # 0;

2. KSyep,v1 = KS,ep,vs € equivalente a dependéncia linear dos polino-
mMi0S €p,V1 € €p,V3.

Demonstracao. Para 1, basta ver que com as substituicoes feitas na Obser-
vacao 2.6, qualquer monémio de P, (V') se torna 2 a menos de um escalar.
Para 2, temos ep, = > .5 (—1)70, e segue da unidimensionalidade dos
moédulos K Sep,v que a condigao K S,ep,v1 = KS,ep,vs é equivalente a
dependéncia linear dos polinomios ep,v; € ep,vs. O
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Capitulo 3

Distributividade de reticulados
de subvariedades de algebras
associativas

Neste capitulo, K é um corpo de caracteristica 0 e K(X) é a algebra associa-
tiva livre sem unidade. Recordamos que hé um isomorfismo entre KS,, como
um K S,-modulo a esquerda e o K.S,,-mddulo P, dos polindmios associativos
multilineares de grau n. Entao, por simplicidade de notacao, muitas vezes
consideraremos os elementos

Z As0 (§ Z OzU:L‘U(l)[L“U(g) .. .ZL’U(n)

oESy oESy

como se fossem o mesmo objeto.

Baseado no artigo [1], nosso objetivo principal é mostrar

Teorema: O reticulado de subvariedades de V' € distributivo se, e so se,
para certos o, f € K, coma # 0 ou 3 # 0, todas as dlgebras em V' satisfazem
a identidade

alz,yly + Bylr,y] = 0. (3.0.1)

3.1 Resultados Preliminares

Seguem alguns lemas que serao utilizados para a demonstragao do resultado
principal dessa sec¢ao.

Lema 3.1. Em uma dlgebra associativa A, vale a identidade de Jacobi
[, 1y, 2]l + [y, [z, 2]] + [2, [z, y]] = 0.
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Demonstracao. Temos que

[z, [y, 2] + Ly, [z, 2] + [z, |2, 9] =

TYz —x2Y —Y2T + 2yr +yze —yrz — 2xy +x2y + 2oy — zyr —axyz +yrz =0
[

Lema 3.2. Para o, € K, com

(
por 0(z,y,2) = o([z,ylz + [z, 2]y
dimensao 2.

a, ) # (0,0), o submddulo de P3 gerado
) +

Blylx, z] + z[x,y]) € minimal e tem

Demonstragao. Considerando S3 como o grupo das permutacoes de {z,y, z}
e H={((y z)). Observe que (y z)0 = 6. Como

Ss=HU(x y)HU (z 2)H,

segue que o submddulo KS30 de P; é gerado (como espago vetorial) pelos
elementos 0, (z y)f e (r z)0. Mas, a soma desses 3 elementos ¢ 0, e dai
dim K.S50 = 2.

Se K S30 nao fosse irredutivel, deveria ser a soma de 2 submddulos de
dimensao 1 de P3. SO que P3 possui apenas 2 submodulos unidimensionais,
que sao gerados por

(z,y, 2 Za e s3(z,y,2) = Z(—l)"a.

o€ES3 o€S3

Dai, hs(z,y,z) seria consequéncia de 6(z,y,z), o que ndo acontece, pois
O(z,y,z) é identidade para toda &lgebra associativa, comutativa com uni-
dade, mas hs(z,y, z) nao é.

]

Lema 3.3. Sejam I ¢ um T-ideal de K(X) e f =) .o QoTo(1)-Tom) €
um polinomio multilinear de grau n € N.

1. Sendo A, < S, o subgrupo formado pelas permutagoes pares,
A= a0 # B =3 o 4 ag entio o polinomio standard
Sn(T1, ..., Tp) pertence a 1.

2. SeC =3 cq s # 0, entdo

hn(l‘l, Lo, ... ,:L‘n) = Z 1'0(1)1‘0(2) .. .:L‘U(n)

O'ESTL

pertence a 1.
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Demonstracao. 1. Considere 7 € A, uma permutacao par fixada e ¢, o
endomorfismo de K (X) que leva x; em x.-1(;, se 1 < i < n, e deixa fixos
os demais ;. Temos que ¢.f € I ¢ multilinear e, em ¢, f, o coeficiente da
permutacao o € S, é a.,. Logo, sendo o € S, fixado, enquanto 7 percorre
A, temos que 7o percorre a classe lateral A,,0. Logo,

g(.il?l, ,xn) = Z gOTf = Z A$U(1)...$U(n) + Z Bajg(l)...ajg(n)

TEARL o€An 0ESn—An

Ainda, considerando h(zq, s, x3, ..., T,) = g(T2, 1, T3, ..., T,) (iSto é, permu-
tando a primeira e a segunda varidveis em g), temos

h(xl, T2,X3, ..., l‘n) = Z B%U(l)...l’a(n) + Z AZEU(l)...ZL‘U(n)

og€A, 0ESn—An

Ademais, como A # B, temos que p = ﬁ(g — h) é bem definida, pertence
alep=s,(r1,...,2,).

2. Observe que

Z Mf(xlal‘% s 7xn) = Bhn(xlaan s 7xn)7
HESn

de onde h € KS,,f C I. O]
Lema 3.4. Se vale

[lL‘l,ZEQ][I'g,ZL‘4] = [ZE17174] [ZL‘Q,[E3], (3].].)
entao
54(21, T2, 13, 14) = 6[71, To][73, T4].

Demonstracdo. Sabe-se que
sa = [21, Tol[w3, Ta] + [23, Tal[21, T2] + [21, W3] [4, 2]+

+wa, o] [T1, 23] + [11, T4 [T2, T3] + [2, 3] [T, 4]

Temos que mostrar que as parcelas do segundo membro desta igualdade,
as quais denotaremos como (I), (II),(III),(IV),(V), (VI), respectivamente,
sao todas iguais a [r1, 25][x3, 4]. Enquanto a igualdade (I)=[z1, z5][x3, x4] é
trivial, outra delas segue da identidade (3.1.1), a saber, a igualdade entre (I)
e (V). Quanto as outras igualdades:
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a) Definindo um endomorfismo de K(X) tal que x; — x1, 3 — x3,
T3 > Ty, Ty —> Ty, a identidade (3.1.1) toma a forma

(21, 3] [T4, T2] = [21, T2] 73, 4]

o que mostra a igualdade entre (I) e (III).
b) Fazendo agora x; — x9, Ty — x4, T3 — T3, T4 — x1, concluimos que

(T2, Ta][T3, 71] = [T9, 1[4, T3] = [71, 2|73, 4]

o que mostra a igualdade entre (I) e (IV), pois [a, b] = —[b, al.
C) Com T > T3, Ty — Ty, T3 > To, T4 — T4, t€MOS

(23, T1][T9, wa] = [3, T4][T1, T2

de onde (II) é igual a (III), que por sua vez é igual a (I).
d) Finalmente, fazendo xy — w3, 29 — 4, T3 — T1, T4 — T9, VEMos que

[1’3, ']74] [xla x2] = [x37 x2] [x47 $1]
de onde (VI) é igual a (II), que por sua vez é igual a (I). O

Descreveremos ainda os K.S,-mdédulos para a algebra de Grasmann F
(Exemplo 1.5), que serd importante na demonstragao do teorema principal.
Fixado n € N, vamos denotar por H,(1,1) o conjunto de todas as parti¢oes
de n da forma

A=(p,1,...)=(17"7"), 1<p<n

Proposicao 3.5. Sendo E a dlgebra de Grassmann de dimensao infinita
sobre um corpo K de caracteristica 0, valem

1) O T-ideal de identidades de E € gerado pelo polinomio [xy, T, T3],

2) dim P,(F) = 2" %;

3) P.(E) = Z/\GHn(l,l) M(X);

Demonstracao. Recordemos do Exemplo 1.19 que FE satisfaz a identidade
[(I,’l,ZEQ,ZEi;] =0. (312)

Logo, denotando por V' a variedade determinada por 3.1.2, temos E € V.
Segue da propriedade de derivagdo do comutador em algebras associativas
(Observagao 1.2) que

0= [[z,y°], 2] = [z, yly + y[z,y], 2] = [, Y]y, 2] + [y[z,y], 2] =
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= [z, ylly, 2] + =, ], 2y + [y, 2l [z, y] + yl[z, y], 2]
de onde 0 = [z,y][y, 2] + [y, ][z, y], e assim
0= [z, ylly, 2] + [z, 9]ly, 2] = [z, 9]ly, 2] + [y, 2] [z, ]
0 =2[z, ylly, 2] + [[z, 9], [y, ]]
Mas uma vez que [[z,y], [y, z]] = 0, segue que
0= [z, y]ly, 7]
E multilinearizando, obtemos
0= [z,y]lz, 1] + [z, 2][y. 1]

Ou simplesmente (chamando y, z,t de y, ¥, 2, respectivamente)

0= [x7y1][z7 yQ] + [ZE, yQ][Z7y1] (313)

em virtude da Proposigao 4.3.3 da referéncia [8] e (3.1.2), toda identidade
polinomial multilinear de G em zy, ..., x,, pode ser escrito como combinagao
linear de produtos da forma

l’il...fEik[ZL'jl,[lij]...[ijQm_l,ZL'jgm]; 2m+k‘ ="n (314)

e com i3 < -+ < i, e por (3.1.3), podemos supor também j; < jy <

+ < Jom (0 que mesmo ordenando a base nao seria possivel, poderiamos
ter por exemplo [z, x3][x2, z4]). O nimero de polinémios satisfazendo essas
condigbes é (para contar, basta pensar na parte de baixo de cada coeficiente
binomial como sendo os comutadores)

SOMOE

P . . n .
onde q ¢é a parte inteira de 5 Denotando por s; a soma de todos os coefici-
entes (’Z) com ¢ < n impar, entao segue do binomio de Newton

2”2(1+1)n280+81, 0:(1—1)n:80—51.

Concluimos que sg = 1 = 2”‘1, e obtemos a seguinte cota superior para
cn(V)
dimP, (V) < 2" 1,

e uma vez que E € V, obtemos também dimP,(F) < dimP, (V) < 2"~ 1.

57



Para mostrar uma cota inferior para dim P, (V'), mostraremos a seguinte
afirmacao:

Afirmagao: Todos os S,,-mddulos irredutiveis (a menos de isomorfismo)
M () associados a uma particio A C H(1,1) aparecem com multiplicidade
ay nao nula ao se representar P,(E) = @ axM(\).

De fato, sendo A = (k,1"7%) uma de tais particoes, Dy o diagrama de
Young correspondente, T\ a tabela standard

[1]2] . |&]

Temos que
Rr, =S, e Cp =S k1({1,k+1,..,n}):=S5.
Aplicando o elemento idempotente ey, a0 monémio w = z;...x,, obtemos

W = e, W =

= (Z U) (Z(—1)Tx7(1)x2...xkx7(k+1)...xT(n)> .

oc€Sk TES

Mostremos que wj, nao é uma identidade de E. De fato, substituindo x4, ..., x,
por Ty, ..., T,, respectivamente, onde

1=€1, Tyl =€, .y, Ty = €p_f41

T2 = €n—k4+26n—k+3 ; L3 = Cn—k+4€n—k+5 , --- , Lk = Cnpk—26ntk—1-
Uma vez que 73, ..., Tf sao centrais em F, obtemos

wy = ( E 0) T2, oo, TSty k1 (T1, Thtts - Tn) s

€Sy,

onde Sty 11 (T1, Thgty ooy Tn) = ZaeSnka(_1)01:0(1)960(1)’ <y (1) Como
St k41(T1, Thr1, - Tn) = (n =k + Dlerepig...en # 0,

obtemos

wi(T1, oy T) = (0 — k4 1)! (Z O') T2 . TET1T ki1 -- Ty

g€eSy,
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=(n—k+ D)z TxTr1.. Tn = (n — k + 1) klejes...epi 1 # 0.

O que mostra que wy nao é uma identidade de E. Logo,
0 # KSpeq,wy, >~ M(N),

o que mostra que na decomposicao
P.(E) = @ aaxM())

a multiplicidade de M (A\¥), para \*¥ = (k,1"7%), k = 1, ..., n é maior ou igual
a um, e
dim P, (E) > ) dim M(\¥).
k=1

Basta entao calcular dim M (\¥), o que é feito usando a férmula do gancho
(Teorema 1.74)

, B n! B (n—1)! (n—1
dim M(X) = Gk—Dn—Kn F-—D(n-1)—(k-10) (k: - 1)

de onde

" /n—1
dim P,(E) > = on-L
im ()_k:1(k_1)

E portanto, dim P, (E) = 2"'. Uma vez que dim P,(F) < dim P,(V), ob-
servamos também que 2""! < dim P,(V), o que mostra o resultado que
var(E) =V. O

3.2 Resultado Principal

Em toda esta segao, consideremos V' uma variedade de algebras associativas.
Vamos agora a demonstracao do principal resultado deste capitulo:

Teorema 3.6. O reticulado de subvariedades de V' € distributivo se, e so se,
para certos a, 5 € K, coma # 0 ou B # 0, todas as dlgebras em V' satisfazem
a identidade
afz,yly + Bylr,y] = 0 (3.2.1)
Pelo Lema 2.2, segue que os médulos de Py = M(1) e P, = M(1?)® M (2)
sao sempre distributivos. Assim, para uma algebra associativa A, os médulos
Pi(A) e P(A) sao distributivos, uma vez que sao quocientes de P, e P,
respectivamente. Iremos mostrar a seguinte Proposicao, que é equivalente ao
Teorema 3.6, pelo Lema 2.1.
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Proposicao 3.7. Seja A € V. O reticulado de submddulos de P,(A) é
distributivo para todo n > 3 se, e somente se, para certos o, € K, com

(o, B) # (0,0), temos
alz,yly + Bylr, y] € T(A).

O caso n = 3 pode ser estudado separadamente.
Proposicao 3.8. Seja A € V uma dlgebra na variedade V. O reticulado
de submddulos de P3(A) = WBHPg ¢ distributivo se, e somente se, para
certos o, 5 € F, com (a, B) # (0,0), temos

alz,yly + Bylx,y] € T(A).

Demonstracdao. Sejam T e Ty as tabelas

T, = ;) 2l .- ; 3]

Temos que Pg = M(].g) D M(?)) D M1 D Mg, onde M1 = KS36<T1) e MQ =
K S3e(T3) sao isomorfos. Suponhamos que afz, yly + Bylx,y] € T(A). Sendo

0(z,y,2) = a([z,y]z + [z, 2]y) + By[z, 2] + 2[z, y]),

segue de 1.31 que 0(x,y, z) € PsNT(A). Do Lema 3.2, temos ainda que K.S36
¢ um K Ss-médulo irredutivel e tem dimensdo 2. Segue entao que P3(A) tem
dimensao < 4, e

P(A)C M1 Yo M3)e M

com M um K S3-médulo irredutivel de dimenséo 2 (a saber, um complemento
de K S30 em M; @ M, obtido pelo Teorema de Maschke), de onde segue do
Lema 2.2 a distributividade do reticulado de K Ss-submdédulos de Py(A).

Reciprocamente, suponhamos que P3(A) é distributivo. Pelo Lema 2.2
segue que em T'(A) N P; ha um K Ss-submodulo irredutivel de dimensao 2.
Consideremos os polindmios

0r(z,y,2) = [z,ylz +[r,2]ly e Oax(x,y,2) = ylv, 2] + 2[z,y],

que pelo Lema 3.2 geram K .S3-submoddulos irredutiveis de dimensao 2. Con-
siderando a algebra M = {aF; +bE15 | a,b € K}, temos que 0; é identidade
de M, mas 03 nao é. Logo, 6y ¢ K S50, e dai K.S36; N K.S305 = 0.

Seja J a soma de todos os submddulos minimais de P; de dimensao 2.
Temos que dimJ = 4 e assim J = K530, & KS30,. Pelo que foi visto no
Lema 3.2,
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{91(5[], Y, 2)7 (LU 2)91(1:7 Y, Z)} {02(%, Y, Z)7 (I Z>02(x7 Y, Z)}

sao base de K S30, e K S30,, respectivamente. Logo, se A é uma &algebra
associativa tal que J NT(A) # 0, entdo existem a, b, ¢, d € K tais que

q(z,y,2) = a[z,ylz + [z, 2]y) + b([z, y]x + [2, z]y)+

c(ylz, 2] + 2[z,y]) + d(y[z, x| + z[2, y])

¢ uma identidade nao nula de A. Observe que
q2(l‘7 Y, Z) = Q<x7 Y, Z) + (l’ Z)Q("L‘a Y, Z) =

(a+b)([r,y]z + [2,9]z) + (c + d)(2]z, y] + z[z, y]).

Como a, b, ¢ e d nao sao todos nulos, temos que a +b, 2a — b, 2c —d e ¢+ d
também nao podem ser todos nulos. Temos que

q(z,y,y) = (2a = b)[z, yly + (2¢ — d)y[x, Y]

q(,y,y) = (a +b)[x,yly + (c + d)y[x, y]

sao identidades de A.
O

Observe que a Proposicao 3.8 mostra a implicacao direta da Proposicao
3.7, pois se alx, yly + By|z,y] ¢ T(A), para todo («, 8) # (0,0), entao P3(A)
nao é distributivo, isto é, existe n > 3 tal que P,(A) nao é distributivo.

Nos resta mostrar que se existem «, § € K, nao ambos nulos, tais que
alz,yly + Pylz,y] € T(A), entao P,(A) é distributivo para n > 3. Divi-
diremos essa demonstragao nos seguintes casos, os quais serao tratados nas
proximas subsecoes:

1) a#0,840,a+8+0,a—B#0;

2) a= O ou = 0;

3) a

4) o+ ﬁ = 0.

61



3.2.1 Primeiro Caso
Estamos supondo «fx, yly + By[z,y] € T(A), onde « #0, B #0, a+ 3 #0
e a — 8 # 0. Primeiro, precisamos do seguinte lema.

Lema 3.9. A identidade o[x,yly + Bylz,y], nas condigoes supostas, tem
como consequeéncias as identidades

[z, 9]zt , xly, 2]t , wylz,1].
Demonstragao. A identidade oz, yly + By[z,y] = 0 tem como consequéncia
as identidades: 5
a) [z,y|z + [z, zly = b(y[x, 2] + 2]z, y]), onde b = ——. De fato, segue da

o
identidade que

[z, yly = by[z, y]

e, substituindo y = y + 2, concluimos que
([z,y]z + [z, 2ly) + [z, yly + [, 2]z = b(z[x, y] + ylx, 2]) + by[z, y] + bz[z, 2].
E utilizando a identidade duas vezes, concluimos que

[, ylz + [z, 2]y = bly[=, 2] + 2[z, ).

b) ylz, 2] + z[z,y] = ¢([z, y]z + [z, z]y), onde ¢ = —%, o que se mostra de

maneira andloga a demonstragao da identidade a).

(6—a)
(a+5)

Para mostrar tal identidade, partimos de b) para ter

¢) [x,yoz] = a([[z,y], z] + [[z, 2], y]), onde a = eyoz=1yz+zy.

0= a(lz, ylz + [z, 2]y) + Blylz, 2] + z[z, y]) (3.2.2)

Somando F(z,) = A((z, g}z + [z, 2ly] + a(y[z, 2] + 2[z, 4]) & ambos os lados
da igualdade (3.2.2), obtemos

F(z,y) = (a+ B)([z,y]z + [z, 2]y + y[z, 2] + 2[z,9y]) =

= (a4 P, yz] + [z, 2y] = (a + B)[z,y 0 2].

Somando agora —F'(x,y) a ambos os lados de (3.2.2), obtemos
—F(z,y) = (8 = a)(ylz, 2] + z[z,y] = [z, 9]z = [, 2]y] =
= (B =)y, [z, 2]l + [, [z, ).
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Ou ainda
Fa,y) = (6 — a)([[z, yl, 2] + [[, 2], 4])
o que mostra a identidade.
d) [z, y]lz, 1] + [z, t][z,4] = 0.
Substituindo x por zt em c), obtemos

[xt,y o 2] = a([xt,y|z + [xt, 2]y)

e por sua vez, através de cdlculos simples, porém laboriosos (basta abrir os
comutadores), vale a igualdade

[2t,y 0 2] = a([zt, y|z + [, 2]y) = 2a([x, y][t, 2] + [z, Z][t, y])

+ax(([t,y], 2] + [[t, 2], v]) + al{lz, 9], 2] + [, 2], y])t.

Aplicando agora a identidade c) duas vezes, obtemos
[wt,y 0 2] = 2a([z,y][t, 2] + [z, 2][t, y]) + x[t,y 0 2] + [w, y o 2]t =

= 2a([z, y][t, 2] + [z, 2][t, y]) + [wt, y o 2]

de onde concluimos a identidade d), uma vez que a # 0.
e) [x,y]lz,t] = z[y, z]t. Para demonstrar esta igualdade, substituimos z
por zt em c) e usamos que o comutador é uma derivacao, para obter

[z,y 0 (21)] = a([[z, y], 2t] + [[z, 2t], y])
= a([[z, y], 2]+ [z, 2], y])t +az([[z, y], 8] + [, 8], y]) + al[z, 2][t, y] + [z, y] [z, 1]).
Assim, segue de d) e c), que
[z, o (2t)] = [z,y 0 2]t + 2lz,y o] = [z, 0 (21)] + 2(z[x, y]t — [2,2][y, 1])

e portanto concluimos que vale a identidade e).
£) [z, ][z, 1] =0
g) zly, 2]t = 0.
Segue imediatamente da identidade e) que o polindmio

flz,y, z,t) = [x,y][2,t] — z[y, 2]t = —xytz — yxzt + yotz + zzyt =

pertence a T'(A). Considerando que o monémio zyzt corresponde a permu-
tagao identidade, temos que no polinomio f(z,y, z,t) o primeiro, o segundo
e o quarto termos correspondem a permutagoes impares, enquanto o terceiro
corresponde a uma permutacao par. Assim, em f(x,y, 2,t), a soma dos coefi-
cientes dos termos impares resulta em —1 e a dos coeficientes dos termos pares

63



resulta em 1. Se entdo do Lema 3.3 que vale a identidade s4(z,y, z,t) = 0.
Ademais, segue das identidades d) e e), e do Lema 3.4, que

0= Sy(z,y,z,t) = 6[z,y][2,t] = 62[y, 2]t

e assim mostramos as identidades f) e g).

h) [z,t]zy =0

Para demonstrar h), comegamos multiplicando a) por t pela direita e
usando g) para obter

0 =0b(y[x, 2| + z[x,y])t = [z, y]zt + [z, 2]yt (3.2.3)

e dai, usando f), temos
[z, y|tz + [z, 2]ty = 0. (3.2.4)

De (3.2.3), permutando z com t e depois permutando y com z, obtemos

[z, yltz = =[x, tlyz e [z, 2|ty = —[z,t]zy.
Dessas igualdades e de (3.2.4), obtemos

—|x, tlyz — [z, t]zy = 0.

Aplicando agora f) obtemos a identidade h).

i) xy[z,t] =0
A demonstracgao desta identidade é andloga a de h), mas partindo de b).
Temos entao o resultado. O

Observacao 3.10. Seque deste lema que a dlgebra A satisfaz as identidades
xyzt = yxzt , xyzt = xzyt , ryzt = xytz.

Dai, concluimos que, para toda o € S, e todot1 =1, 2, ..., n—1 tem-se

To(1) - - - To(i-1)To(i) To(i41) La(i42) - - - Ta(n) =
To(1) - - - Lo(i-1)To(i+1) Lo (i) Lo(i+2) - - - To(n)(mod P, NT(A)).
Logo,
Lo Ta(2) - - - Tamn) = 102 . . . Tn(mod P, NT(A))
para toda o € S,. Logo, P,(A) é gerado, como espago vetorial, por
12y ... 2, + (P, NT(A)),
donde dim P,(A) < 1.

Proposicao 3.11. O mddulo P,(A), tal que n > 4, tem dimensao no md-
ximo um como espaco vetorial sobre K.

Demonstracao. Segue da Observacao 3.10 n
Pela impossibilidade de existirem dois submaddulos nao nulos e distintos

em P,(A), segue que L, é distributivo.
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3.2.2 Segundo Caso

Suporemos ylz,y] € T(A), isto é, & = 0. Destacamos que h& certa simetria
neste caso. Todos os resultados mostrados possuem um anélogo caso § = 0.
Iniciemos o estudo deste caso com o lema:

Lema 3.12. A identidade y|x,y] tem como consequéncias as identidades
zylz, 1], xfy, 2]t

Demonstracao. Basta observar que para mostrarmos as identidades e), f),
g), h) da demonstragao do lema anterior, sé usamos as identidades b) e c),
que nao dependem de o # 0. O

Mostraremos que no segundo caso, o médulo P,(A), para n > 4, tem no
maximo dois submodulos proprios, de onde seria impossivel ter um subreti-

culado isomorfo a
Ay

Segue entao do Coroldrio 1.91 que Pn(A) deve ser distributivo.
Denotemos S,,_1 = {7 € S,;7(1) = 1}. Pelo Lema 3.12 e um raciocinio
andlogo a Observacao 3.10, vemos que,

T1Lg...Tn — T1Tr(2)---T7(n) € Py NT(A)

para qualquer permutagao 7 € S,,_1, e como P, NT(A) é um KS,-médulo a
esquerda, segue que

To(1)To(2)--Lo(n) — Lo(1)Tor(2)---Lor(n) € P,N T(A) (325)

isto é, duas permutagdes em 05,1 = {r € S,;7(1) = o(1)} pertencem a
mesma classe lateral de P, N T(A). Em notagao de polinomios, isso quer
dizer que dois monomios com a mesma primeira variavel sao iguais modulo
P,NT(A).

Seja X o submédulo de P,(A) gerado pelo elemento

(ng )+P NT(A)

c€eS
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Em notacao de anéis de grupos, usando a equacgao 3.2.5, isso ¢ igual a

(EIM1M)+&mﬂm

1<k<n
e Y o submédulo de P,(A) gerado pelo elemento
([1, xo]xs3...0) + P, N T(A)

Que por sua vez, é igual a (1 —(1 2)) + P, NT(A). Uma vez que Y é
submodulo a esquerda, temos, para cada 1 < k < n,

2 K)1—(1 2)+BPNTA)=(2 k-1 k 2)+PNT(A)eY

Mas uma vez que 1 = (2 k)(modP,NT(A)e (1 k 2)=(1 k)(modP,N
T(A)), concluimos que
1-(1 k)eYy

De onde

(Z n(1 k;)>+anT(A)+ Z(l—(l E)=Mmnle X+Y

1<k<n 1<k<n

E portanto, X +Y = P,(A), visto que (n!)1 é inversivel em K.S,,.

Para mostrar que, nesse caso, o médulo P,(A), para n > 4, tem no
maximo dois submédulos proprios, é suficiente mostrar que todo submodulo
nao nulo de P,(A) contém X ou Y. Com efeito, caso valha esta condigao,
podemos concluir trivialmente que X e Y sao minimais, e que se M é um
submoédulo que contém Y propriamente, entao existe m = x +y € M, com
04z € XeyeY. Nessas condigoes, t = m—y € M, de onde o submédulo
gerado por x esta contido em M. Pela minimalidade de X, segue que X C M
e M = P,(A).

Mostremos entao que essa condicao é véalida. Seja f uma identidade de
K S,, que nao pertence a P,NT(A). Como ja argumentado, médulo P,NT'(A),
a identidade f se reduz a forma

E ;2.0 1X1T441---Ty,

i=1
ou ainda

E ;L 01X2... L5 1L541---Ty

i=1
e multiplicando por escalares em K., convenientes, podemos supor a; = 1.
Caso > «; # 0, entao pelo lema 3.3, temos que o submédulo de P,(A) gerado
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por f+ P, NT(A) contém X. Se > a; = 0, podemos (multiplicando por

escalares convenientes) supor que as = —1. Sendo H = {0 € S,, | 0(2) = 2},
temos
ng(l'l,l'g, ey Ty) =
oceH
—(n—1)lxsxizs. .. 2y + (n—2)! sz‘xgl’ll'g T 1Tig1 - Xy (mod T(A)).
i#2

Como, para cada ¢ # 2, temos

ToXT1T3 ... Ty = T T1X3 ... Ti_1Tjx1 - - . T, (mod T(A))

e daf
E of(x1,29,...,2,) =
ocH
E [iL‘i, $2]$1l’3 e L1 X1 - - - Ty (mod T(A)) (326)
i£2
e permutando x; com x5, obtemos
n—1
[.TQ, ZCﬂLIZ’g...LEn,1 — E [.I'l, xi]wgl’g...$i71$i+1...l’n,1
=2
Somando e subtraindo
n—1
E LoXiX1X3...L5-1Lj4+1---Tp—1
1=2

e observando que dois monomios sao iguais médulo P, NT'(A) se, e somente
se, tem o mesmo primeiro termo, obtemos

n—1
= [.1'2, 1’1]1'3...1’”,1 =+ Z([l’g, I’l]l'l) + [.’Ei, xZ]xl)$3---$i71$i+1---xn71
=2

e somando e subtraindo [zq, xs]Ts...2, 1

n—1
= n[:cg, xl]xg...xn,l -+ Z[l’l, .Z‘Q].Tl...l'i,1$i+1...xn,1. (327)
i=1

De 3.2.7 e de 3.2.6, obtemos a identidade
[1’2,$1]$3...l’n_1

de onde, messe caso, o submédulo de P,(A) gerado pelo elemento
f+(P.NT(A)) contém Y.

Mostramos assim a distributividade do reticulado de submdédulos de
P, (A) no caso em que a = 0.
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3.2.3 Terceiro Caso

Estamos supondo «alx, yly + Sy[z,y] € T(A), com o« = . Neste caso, nossa
identidade toma a forma [z, y]y + y[z,y] = [x,y?], a menos de uma multipli-
cacao por escalar.

Lema 3.13. Se [z,9y%] € T(A) e f(z,y,2) € P3(A), entdo
f($7y7 Z) = &hg(x,y,z) + ﬁSg(l',y,Z> + 7[[3:7:’4]7 Z] + )‘Hxaz]ay]a

onde h3(r,y,2) = Y cq, To(1)To(2)To(3) €, 3,7, A € F.

Demonstra¢ao. Considere os polindmios
f@y,2) =[z,ylz + [z, 2y + ylo, 2] + zlw,y] = [z, 9] o 2 + [, 2] oy

9(@,y,2) = [z,y]z + [z, 2]y — (ylz, 2] + z[z,9]) = [z,y,2] + [z, 2, 9]
Como g(x,y, z) é identidade da algebra de Grassmann, mas f(x,y, z) nao é,
temos que f(x,y,2) ¢ KSsg e dai KS3f N KS3g = 0. Logo, J = KS3f @
K S5g e assim

P3 = KSghg @KSgSg @Kng@KSgg

Observemos que {g(x,y, 2), g(y, z,2)} é uma base de KS3g e que
9y, 2) = —[z,y, 2] + [y, z, 2] =

—2[.1’,3/,2] + [.T,y,Z] + [y,Z,LU] = _2[‘7:73/72] - [Z,;C,y]

sendo a ultima igualdade consequéncia da identidade de Jacobi (Lema 3.1).
Segue entao que {[z,y, z], [z, z,y]} é uma base de K Ssg.

Sendo A uma algebra tal que [z, y?] € T(A), temos que f(z,y,z) € T(A)
edal KS3f CT(A). O

Lema 3.14. Suponha que [z,y?] € A. Entdo,o médulo Py(A) tem no md-
zimo trés submddulos irredutiveis distintos. Ademais, o mddulo P,(A) (para
n >5) € no mdrimo unidimensional.

Demonstragao. Sejam X, Y, Z os submédulos de Py(A) gerados pelos elemen-
tos

ha(z,y, 2, t) 5 (o, 9], 2] + [l 2L w2, 9], 2] + ([, 2, )t

respectivamente, onde A, (21, ..., Zn) = Y To(1)--Tom). Mostremos que todo
submédulo nao nulo de Py(A) contém X, Y ou Z.

Para tal, comecemos observando que a identidade [z, y?] tem como con-
sequéncia a identidade [z, yzt] = 0, visto que

0= [z, (y1 +v2)%] = [&,y] + Y1y2 + Youi + ¥3]
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e dai
[ZE, y1y2] = —[ZL', yle]

Ademais, substituindo y; = y e yo = 2t, segue que

De posse dessa identidade, vemos que uma identidade multilinear g(z, v, z,t)
é congruente a uma da forma g (x,y, z)t, com g;(z,y, z) € P3. Ademais, do
lema 3.13, podemos escrever g(z,y, z,t) como

ahs(x,y, 2)t + Bsz(x,y, 2)t + ([, y], 2]t + Mz, 2], y]t.

Seja G o submédulo de Py(A) gerado pelo elemento g+ PyNT(A). Estudemos
os seguintes quatro casos:

a) Se o # 0, entdo multiplicando g por transposi¢oes, consegue-se zerar
os outros coeficientes e concluir que G contém X.

b) Se ao=0e v+ X # 0, entao (basta trocar y por z e somar as coisas) g
médulo PyNT(A) tem como consequéncia a identidade [[x, y], 2]t + [[z, 2], y]t,
de onde G contém Y.

c)Sea=0,7v+ =0, XA #0, entdao substituindo z por z, observamos
que g médulo P,NT(A) tem como consequéncia a identidade [[x, z], z]t, cuja
linearizacao ¢ o gerador de Y.

d)Sea=7y=A=0ef#0, entdo G contém Z.

Assim, a primeira parte do lema estd provada. De resto, basta mostrar
que [z, yzt] = 0 (ou seja, xyzt = yztx) tem como consequéncia as identidades

[z, ylztu , xly, z]tu , xy|z, tlu , xyz[t, u]
e o lema segue da observagao 3.10. Observe que, de [z,yzt] = 0,
xyz(tu) = yz(tu)x e ztur = xztu.

Multiplicando a segunda igualdade por y pela esquerda, temos a primeira
das quatro identidades.

De [z, yzt] = 0 segue que ([y, z]tu)z = z([y, z]tu). Logo, a segunda iden-
tidade segue da primeira e de [x,yzt] = 0. A segunda e a terceira seguem
analogamente. O]

O lema acima é o suficiente pra mostrar o terceiro caso. Com efeito,
se algum dos Py(A) tiver dois médulos irredutiveis isomorfos e diferentes,
digamos M, e My, e x1 € My, xo € M5 sao elementos nao nulos, podemos
criar os médulos

KSg(ZL’l +l‘2)7 KSg(Il —1)2)

os quais sao irredutiveis e diferentes entre si e de My, Ms.
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3.2.4 Quarto Caso

Estamos supondo alz, yly + Sy[x,y] € T(A), com a + = 0. Nesse caso, a
menos de uma multiplicagao por escalar, nossa identidade é da forma

[z, y],y] = 0. (3.2.8)

Moédulo o T-ideal gerado por tal identidade vale, por uma simples multi-
linearizacao
[[z,9], 2] + [z, 2], ] = 0

de onde

[z,y], 2] = —l[z, 2], 9] = [[2, 2], y] = —[[2, 9], z].
Segue da identidade de Jacobi (Lema 3.1) —[[z,y],z] = [[z, 2], y] — [[=, y], 2],
e dai

_HZ’ y], :L‘] = [[:L‘, Z]> y] - [[l‘, y]v Z] = —2[[%, y], Z]

de onde é uma consequéncia de (3.2.8) a identidade

[z, 9], 2] = 0.

Logo, temos [[z,y], 2] € T([[z,y], y]). Como [[z,y],y] € T([[x,y], z]), mostra-
mos que T'(A) é exatamente o T-ideal da algebra de Grassmann (Proposicao
3.5).

Do item 3) da Proposicao 3.5 e do Lema 2.2, segue a distributividade de
P,(A) neste caso.
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Capitulo 4

Distributividade de reticulados
de subvariedades em algebras
alternativas

Neste capitulo, estudaremos uma generalizacao do resultado anterior, mas
supondo que a variedade é de dlgebras alternativas, ao invés de associati-
vas. Tal generalizacao foi apresentada no artigo [14], e se sustenta no caso
associativo, utilizando-se das contas ja feitas para reduzir o nimero de casos.

Teorema 4.1. Seja V' wma variedade de dlgebras alternativas sobre um
corpo K de caracteristica zero. Para a distributividade do reticulado de sub-
variedades L(V'), € necessdrio e suficiente que para alguns o, [3,7,0, com
(a, B) # (0,0), (v,9) # (0,0), as sequintes identidades sejam satisfeitas em
V:

alz,yly + Bylz,y] =0, (4.0.1)
7Sz (1, T, T3) + 055 (x1, 9, 3) =0 (4.0.2)
onde
S5 (21, 9, 3) = Z(—l)a(%(l)xa@))%(?»)?
o€Ss
S3(21, 9, 43) = Z(_1)0‘7$a(1)($0(2)x0(3))'
T€Ss

No decorrer desse capitulo, K é um corpo de caracteristica 0, V' é uma
variedade de dlgebras alternativas sobre K, F' = Fy(X) ¢é a élgebra livre
da variedade V' com conjunto de geradores livres X = {z,29,...}. Seja
P, o KS,-submédulo de F' gerado por todos os monomios nao associativos
multilineares nos n argumentos fixados x1, ..., x,,, € consideremos para alguma
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algebra A € V os KS,-mdédulos

P, P

PO Earwy MY Ry

e L, o reticulado de K S,,-submédulos de P, (V).

4.1 Distributividade de L3 e L,

No caso associativo, nos foi 1util discutir a distributividade do reticulado de
submoédulos Lz separadamente. Aqui, discutiremos individualmente tanto Ls
quanto L.

Proposicao 4.2. Para a distributividade do reticulado Lz, € necessdrio e

suficiente que as identidades (4.0.1) e (4.0.2) sejam satisfeitas na variedade
V.

Demonstracao. Suponha que Lz seja distributivo. Considere a tabela de

Young
D=2, D=3
2
L4 ]
e da Proposicao 2.5 segue que KSsep, (zy)z = KSsep,x(yz), e como S; age
trivialmente em ep,, segue que existem v, € K tais que

V€D, (l‘y)Z + 6€D1x(yz) =0,

de onde a identidade (4.0.2) é necessaria. Quanto a necessidade de (4.0.1),
consideremos

0r(z,y,2) = [r,y]lz +[2, 2]y e Ox(z,y,2) = (y2)2 — (y2)7 + (22)y — (2y)2,

e o mesmo calculo feito na Proposi¢ao 3.8 (simplesmente se fixa todos os
parénteses na posigao de (xy)z) mostra que é satisfeita uma identidade da
forma

alz, yly + B((yx)y — (yy)z)
que na presenca das identidades alternativas mostra tal necessidade.

Ademais, suponha que sao satisfeitas as identidades (4.0.1) e (4.0.2). E
consideremos as seguintes tabelas de Young

A =[I[2]3] A=) 2] AS:.
— 3
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Devemos mostrar que, para ¢ = 1,2,3, vale a igualdade KSsea,v; =
K Ssen,vo para quaisquer monomios vy, vy € Fj tais que ea,vq, ea,va # 0.

Para A, tal propriedade segue trivialmente da Proposigao 2.8, enquanto
para Az, segue da equacao (4.0.2). Nos resta mostrar que tal igualdade é
vélida para A,. Denotando ea, por ep, segue da Proposicao 3.8 (fixando
todos os parénteses na posigoes (xy)z para a primeira igualdade e na posigao
z(yz) para a segunda) que KSsep(zy)z = KSsepo((zy)z) e KSsepr(yz) =
K Ssepo(z(yz)), para qualquer o € Ss. E entdo suficiente mostrar que

K Ssep(zy)z = KSsepx(yz).
Comecemos linearizando

a(lz, y))y + By([z,y]) = 0,

onde obtemos, para x = x1,y = T9, 2 = I3
a(ld — (12) + (23) — (132))(xzy)z + B((12) — (123) + (132) — (13))x(yz) = 0.

Adotando as notagoes da Proposigao 3.8, e chamando vy = (zy)z, v, = z(y2),
vemos que {e(11)v;, (123)e(T1)v;, e(Ty)vs, (123)e(T2)v;} é um conjunto gera-
dor para K Szepv;, para ¢ = 1, 2. Verifica-se que

(Id — (12) + (23) — (132))(zy)z = e(T1)vy — 2(123)e(T1)vy — 2(123)e(T5) vy,

((12) = (123) + (132) — (13))z(yz) =
2€(T1)U2 -+ 3(123)€(T1)'U2 —+ €<T2)U2 -+ 3(123)6(T2)'l}2
Assim, supondo a # 0 e 8 # 0, segue que K Ssepvy N KS3epvy € nao trivial.
Como ambos os mddulos sao irredutiveis, segue que eles sao iguais. Caso

a =0 ou f = 0, associamos a equagao (4.0.1) de maneiras diferentes antes
de linearizar, e podemos solucionar o problema de maneira analoga. O

Para L4, vamos proceder conforme a Proposi¢ao 2.7. Consideremos as
seguintes tabelas de Young

1/3[4]

D, = Dy =

Usaremos as notagoes e; = ep,, i = 1,...,4, wy = ((xy)2)t, wy = (zy)(2t),
ws = x((y2)t), wa = (x(yz))t,ws = (2(yz))t, e §' = 5'(z,y,2,1) = eqw;,
parai=1,...,5.
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Para um monémio v = v(z,vy, z,y) € Py, vamos descrever e;uv.
1) Temos que

Rp, ={1d,(13),(14),(34),(134),(143)}

Cp, ={1d,(12)}

de onde
egr=1Id+(13)+(14)+(34)+(134)+(143)

—(12)—(123)—(124) — (34)(12) — (1234) — (1243)

Analisemos entao ejv para x = z = t. Observe que os termos positivos
de e; nao alteram a posicao de y, e que os termos negativos todos movem y
para onde antes estava x. Concluimos, com essa substituicao, que ejv é, a
menos de sinal, um dos polinomios:

g1 = 6[$,y]$2, ga = 61'[1',?;]1’, g3 = Gx[$2vy]7
g = 6[2% ylz, g5 =6[2"y], gs = 62°[z,y].

Sendo satisfeita a equacao (4.0.1), os polinémios g; sao dois a dois linear-
mente dependentes.

2) De maneira anéloga, esv, para z = z, y = t, coincide a menos de sinal
com um dos seguintes polinomios

hy =4[z, Y hy = Az, yly — ylo,ylz),  hs = 4(z[z,y?] — ylz?,y]),

0s quais também sao linearmente dependentes supondo a equagao (4.0.1).
3) esv, para x = t, coincide com um dos seguintes polindmios f;;|.—,
ondei=1,....,4ej5=1,..05;
flj:e?)wj(xay?'zat)) f2j:€3wj(t7yazvx)7
f3j :egwj(a:,t,z,y), f4j :egwj(a:,y,t,Z).

A forma de tais polinomios, onde j nos da a posi¢ao dos parénteses, é

f1j|z:t = 253(%,% Z).Z', f2j|a¢:t - 2I53(xay72>7
3~x:t:2w2z — 2%yz + yxtz — 2ty + zayr — TZT),
J Y Y Y Y Y Y
fajlomt = 2(yza® — 2y2® + 22%y — ya®z + zyrz — x20Y),

onde S3(z,y,2) = >, cq,(—1)70xyz considera x,y, 2 como x1, Tq, T3 para
agir nos indices. Podemos usar informacgoes para elaborar uma caracterizagao
de distributividade especifica para L4, a qual serd usada futuramente.
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Proposicao 4.3. Seja V uma variedade de dlgebras alternativas em que é
satisfeita a identidade afz,yly + By[z,y] = 0, para (a, B) # (0,0). Conside-
rando

1
Dy=2
13

Para que Ly(V') seja distributivo, é necessdrio e suficiente que K Ssep, fi =
K Syep, fa para polindmios f1, fo € Py(V') tais que ep, fi,ep,fa # 0, i = 3, 4.
Ou ainda, se

a) S* = Si(z,y,2,t) = ep,w;, i = 1,....5, sdo dois a dois LD, para
wy = ((zy)2)t, wa = (vy)(2t), ws = 2((y2)t), wa = (x(yz))t, ws = (x(y2))t,
e

b) KSyfij = KSafirjr, para todos i,7" = 1,....4 e j,j’ = 1,...,5 tais que
fiz 70 e fuy #0,

Entao o reticulado Ly(V') é distributivo.

Demonstragao. Segue diretamente da Proposicao 2.7 e da discussao anterior.

]

4.2 Resultado Principal

Observe primeiramente que se alguma das identidades (4.0.1) ou (4.0.2) nao é
satisfeita, entao L3 nao é distributivo, o que mostra a necessidade no Teorema
4.1. Comegaremos a demonstragao da suficiéncia de forma andloga ao caso
associativo, dividindo em casos. Primeiro, veremos que alguns casos seguem
da discussao onde V' é uma variedade de algebras associativas.

Observagao 4.4. Seja A+~ = 0. Entao, toda dlgebra alternativa satisfa-
zendo

’73%(1’1,{[‘271'3) + 55%(%,@, x3) =0

¢ associativa. Com efeito, tal identidade pode ser vista como

Z (=1 (Ts(1), To(2); To(3))

oES3

de onde, usando a antissimetria do associador, concluimos que
0= 6('-7:17 X2, 1'3),

o que mostra o resultado. De posse dessa observacao e dos resultados do
capitulo anterior, iremos supor que v + 0 # 0.
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Suponhamos que as identidades (4.0.1) e (4.0.2) sao satisfeitas, mostremos
que L,, é distributivo, para todo n > 4. Temos os casos:

A)OZ?éO,/B%O’O[—FB#O,Oé—/B?A(L &5_67#()’

B)a%O,ﬁ#O,a—{—B%O,a—ﬁ;éO, O‘(S_B’YZO;

C) a =0, v #0 (ou analogamente 5 = 0,9 # 0);

D) a= 0,7 =0 (ou analogamente § = 0,6 = 0);

B)a=B,7 46

F) a=p0,y= J;

G) a=—03,0 # 0 (e analogamente o« = —f3,v # 0).

4.2.1 Alguns Lemas Técnicos

Mostraremos nessa subse¢ao alguns lemas e identidades que nos permitirao
provar muitos casos de uma s6 vez. No decorrer das demonstracoes que
seguem, ¢ importante recordar das propriedades apresentadas no Lema 1.36
e na Observacao 1.40. Recordamos ainda a notacao z oy = zy + yx.

Lema 4.5. Em uma dlgebra qualquer, sempre € satisfeita a identidade

(tx,y, z) + (t,x,yz) — t(z,y,2) — (t,x,y)z — (t, 2y, 2) = 0.

Demonstracao. Basta explicitar tais associadores e observar que ocorrem va-
rios cancelamentos. O]

Lema 4.6. Considere V uma variedade de dlgebras alternativas em que o
associador g(x,y, z,t) = (tx,y, z) € antissimétrico. Entao, (x,y,z) € N(F).

Demonstracao. Temos

((Iy>zat75) = g(Z,t,S,SCy) = —g9{%, 1Y, Svt) = —(t%x?/; 5) =

= (l’y,tZ,S) = g(y,tz,s,a;) = -9 S,tZ,y,JI 155;75273/

( ) =—(
= (tzaxsay) = Q(Zﬂsayyt) = —g(Z,ZCS,t,y) = —(yz,xs,t
= (zs,yz,t) = g(s,yz,t,x) = g(yz,t,s,x) = (x(y2),t, s).

De onde ((z,y, 2),t,s) = 0. O fato de que (¢, (z,v,2),s) = (¢, s, (z,y,2)) =0
segue da anti-simetria do associador numa algebra alternativa. ]

) =
) =

Lema 4.7. Para a+( # 0, as identidades alternativas e a identidade (4.0.1)
implicam

2alz, yl[t, y] + 3al(z, y, 1),y + 3(z, 4%, 1) = 0, (4.2.1)
onde a = Eg I_ ai. Se também vale o — B # 0, entao € também satisfeita a
!
identidade

[z, t][y, t] + tlzx, y]t = [(x,y,1),1]. (4.2.2)
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Demonstragao. Da equagao (4.0.1), temos
0 =2(alz, yly + Bylz. y)) + (B = B[z, yly + (o — a)ylz, y]

= (a+ B)([z, yly + ylz, y] + (@ = B)([z, yly + y[z, y])
de onde
[z, 9% = a[[z, 4], y], (4.2.3)

e substituindo x por xt em (4.2.3), segue da Observagao 1.40
[2t,y?] = al[at, y],y] =

= a([z[t, y], y] + [z, ylt, y] + 3[(z,t,9),y])
= a(2[z, yl[t, y] + [[t, y], y] + [z, y], y]t + k(2. y, 2,1))

onde k(z,y,z,t) = 3(z, [t,yl,y) +3([x, yl, £, y) + 3[(x, £, y), y]. Mas, usando as
relagoes do Lema 1.36, mostra-se que (z,[t,y],y) = ([z,y],t,y) =
—[(x,t,y),y], de onde k(z,y, z,t) = 3[(x,y,t),y], e assim

[xt,y%] = 2alz, y|[t, y] + ax([t, y],y] + al[z, yly)t + 3a](z, y. 1), y]

= 2a[z, y]ft,y] + [t v’ + [, It + 3al(2, 4, 1), 1]
= 2a[z,yllt, y] + [2t,y°] + 3(x,y*, 1) + 3a[(z,,1), y],
de onde vale (4.2.1).
Supondo a # 0 e aplicando (4.2.1) para [z, y][t, y] e para [t, y][x, y], vemos
que
[z, yllt, vl + [t e, y) = 0, (4.24)
e linearizando (4.2.3), e substituindo z = t?, obtemos
[z, y 0 t*] = a(([z, y], ] + [[, 2], y])-
Mas uma vez que [[z, y], %] = [[z, y], 1]t + t[[z,y], 1] e
[z, ¢%], y] = [[z, t]t, y] + [tlx, 1], y]

= [z, ][t y] + [z, t], ylt + 3([=, 8], £, y) + [, yllz, 8] + t][x, 8], y] + 3(¢, [2, 1], y)
= [z, t][t, y] + ([, t], y]t + [t gz, o] + e[z, t], y] = ([, 1], ylt + t][z, 1], y]
segue que
2,y 0 t*] = a([[x,y], 1] + [z, 1], y])t + at([[x,y], 4] + [[z,1],y])
= [z, yotft +tlz,yot],
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mas [z, yot]t +tlx,yot] = ([x, yt] + [z, ty])t + t([x, yt] + [z, ty]), e por outro
lado, utilizando a Observacao 1.40 e o Lema 1.36,

[2,y 0 t?] = (yt)[x, 8] + [z, yt]t + 3t(t,y, x) + t[x, ty] + [z, t](ty) — 3(¢,y, z)t
de onde
[,y o t]t + tlx,y ot] = ([z, yt] + [z, ty])t + t([x, yt] + [z, ty])
= o,y o ] + [w, tylt + tlw, yt] — (yt)[x,t] — [z, 1] (ty) + 3[t, (2, y,1)]
= [,y o 7] + (at)(yt) — (ty)(wt) + (tw)(yt) — (ty)(tz) — (yt)(at)+

Hyt)(te) — (xt)(ty) + (tz)(ty) + 2[L, (2,y,1)]

Onde a tltima igualdade segue de [z, tylt = (xt)(yt) — (ty)(xt) + t(z,y,t) +
2(z,y, )t e tlx, yt] = (tx)(yt) — (ty)(tx) — 2t(z,y,t) — (z,y, t)t (basta abrir os
comutadores e trocar ordens dos parénteses). Recordando que essa sequéncia
de igualdades comegou com [z,y o t?], e somando e subtraindo (tx)(yt) e
(ty)(xt) do lado direito da igualdade final, usamos a identidade (4.2.4) e a
identidade de Moufang do meio para escrever

[z,y0t%] = 1,y o t?] 4 2t[x, t]t + 2[w, ][y, t] + 2[t, (z,y,1)],
de onde segue a identidade (4.2.2). O

Lema 4.8. As identidades ((zy)z,t,s) = (z(yz),t,s) = (xy, zt,s) = 0 im-
plicam

(zy, z,t)s = —(zy)(2,t,5), s(z,y,z2t) = —(s,z,9)(zt).
Demonstracdo. A primeira identidade se obtém de
((xy)z,t,s) — (zy, zt, s) + (xy, z,ts) = 0.
A segunda identidade é provada analogamente. O

Lema 4.9. As identidades alternativas, em conjunto com as identidades
(4.0.1) e (4.0.2), implicam

alr,ylz + B((z2)y — (2y)7) = di(2,y, 2), (4.2.5)

alz,ylz + Bzlx,y] = da(x,y, 2), (4.2.6)
onde 61 = 26(a+ B) /(v + ) e g = 2(ad — Bv) /(v + 9).
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Demonstragao. Podemos linearizar a equagao (4.0.1) para obter as identida-
des

a(zy)z+(z2)y—(yx)2—(22)y) +B((yx) 24 (22)y—(y2)z—(2y)z) = 0 (4.2.7)

a(z(yz)+a(zy)—y(rz)—z(zy))+B(y(r2)+2(vy) —y(22) —2(yz)) = 0 (4.2.8)

e escrevendo (4.0.2) em z, y, z, e multiplicando por (a4 /), e somando as duas
equagoes acima, multiplicadas por (—v) e (—d), respectivamente, obtemos

(1 =201 2)[er((y2)z — (2y)x) + ad(y(zz) — 2(yz))+

+B8v((zy)z — (w2)y) + By(x(yz) — 2(2y))] = 0,

de onde a expressao dentro dos colchetes é igual a zero (basta multiplicar a
esquerda por (1+2(1 2))). Tal equagao, multiplicada a esquerda por —(1 3),
resulta em nas identidades (4.2.5) e (4.2.6) (que sao duas formas de escrever
a mesma coisa). O

Lema 4.10. Seja V uma variedade de dlgebras alternativas em que sao sa-
tisfeitas as identidades (4.0.1) e (4.0.2), onde o+ # 0 e v+ # 0. Entao,
as sequintes identidades sao satisfeitas em V :

0= ylz, 2]y = alz, 2]y* = By’[z, 2]

= [z,ylly, 2] = (7,y,2)y = y(,y, 2)

Demonstragao. Seja h(x,y,z) = oz, ylz+ fz[x, y]. Pelo lema anterior, temos
WMz, y,z) = d(x,y,2) = 2(ad — 7v)/(y + 0)(z,y,2) (observe que isso nos
mostra que h é uma fungao antissimétrica). Consequentemente, conforme as
propriedades do Lema 1.36,

hMz,y,2)z = h(zx,y,z), zh(z,y,2z) = h(zz,y,z)

h(z,y,2%) = zh(z,y,z) + h(z,y, 2)z.

Mas ainda
h(z,y,2%) = afz,y]® + B2z, y] =

= alz, y]2® + B2%[z,y] - Be[r, y]z + Bzlx,y)z
= (alz,y]z + Bz[z,y])z + Bz[z, [z, y]]
= h(x,y,2)z+ pz|z, [z, 9]],
e analogamente

h(z,y,2%) = zh(x,y, 2) + o[z, y], 2]z,
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de onde
2h(x,y,2%) = h(z,y, 2)z + zh(z,y, 2) + alz,y]z* + B2% [z, y] — (o + B)z[z, y]2

= 2h(l‘7y, 22) - (CY + ﬂ)z[x,y]z,

e portanto, concluimos
z[z,y]z = 0. (4.2.9)

Observe que das equagoes h(x,y,2%) = zh(z,y,2) + of[z,y],z]z =
h(z,y,z)z + Bz|z, [z, y]] ainda vemos que

[h(x,y,z)7z] = OZ[[L’,y]22 - 5Z2[I7y]
Ademais, de

0= h([z,yl], 2, 2) = allz,y], 2]z + Bz[[z,y], 2] =

= alr,y]2® — B2z, y] + (B — a)z]r, Y]z = alz, y]z* — B2*[z, ],

concluimos que
0 = [h(z,9, 2), 2] = h([2,2], 9, 2) (4:2.10)

onde a tltima igualdade se justifica pelo Lema 1.36. Das equagoes (4.2.2) e
(4.2.9), segue imediatamente que

[x,z][y, Z] = [(:U,y,z),z] (4-2-11)
E portanto,
Sz, t][y, t] = [02(z, y,t),t] = [h(x,y,t),t] = 0. (4.2.12)

Da equagao acima e de (4.2.10), concluimos utilizando a equagao (4.2.4) (para
a ultima igualdade)

0= h(z, t, [y 1]) = afo, )y, 4] + By, . 6] = (a = Ao, [y, 4], (4.2.13)

e portanto
0=[z,2][y, 2] = [(z,y,2),2],

O que, a partir de (4.2.1), nos mostra que
0= (2%y,2) = h(z® y,2) (4.2.14)

assim, vemos que 0 = h(x,y, 2%) = afz,y]z? + B2%[z,y], e como ja tinhamos
concluido que 0 = afz, y]2* — B2%[x,y], segue que

0 = alz,y|z* = B2°[x,y). (4.2.15)
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Assim, se a # 3, segue de (4.2.13) que 0 = [z, t][y, t] (7 # §), e se &« = [ mas
v # 0, obtemos de (4.2.12) e da defini¢ao de 0, também que 0 = [z, t][y, t].
Assim, se a #  ou a # 3, concluimos da discussdo acima, de (4.2.11), de
(4.2.14) e do fato de que (z%,y,2) = x o (z,y,2) que

0=z, tl[y, t] = [(z,y,t),t] = (x,y,t)t = t(z,y,1). (4.2.16)

Mostremos também a validade de (4.2.16) para a = 3 e v = §. Nesse caso a
equagao (4.0.1) pode ser vista como

(zy)y — y(yz) =0,
0 que, linearizado e somado & equagao (4.2.6), resulta em
0=2((zy)z — 2(yx)) + (z2)y — (y2)z + 2(zy) — y(z2).

Mas uma vez que (x2)y — (yz)z = [z, ] — (4., 2) ¢ =(ey) —y(z1) = [z2,5] —
(z,2,y), temos

0 =2((zy)z — 2(yx)) + [xz,y] + [22,Y]
= 2((zy)z = 2(yx)) +xlz, y] + [z, 9]z + 3(2, 2, y) + z[, y] + [z, Yl + 3(2, 2, y)
de onde, aplicando a identidade (4.2.6) duas vezes, obtemos
(xy)z = z(yx). (4.2.17)
Das equagoes (4.2.14), (4.2.15) e (4.2.17), segue que
(2(zy))z = 2?yz = 22y = ((z2)2)y = (2(22))y = ((z2)2)y

e entao, usando (4.2.17), a identidade de Moufang a direita e (4.2.17) mais
duas vezes, obtemos

((zz)7)y = y(222) = ((yz)2)7 = (2(2Y))7 = 2((7Y)*2)

de onde (z(zy))z = z((xy)z), isto é, 0 = (x,zy,2) = (z,y,2)z. Uma vez
que 0 = (22,y,2) = x o (z,y, 2), segue também que z(z,y,2) = 0, de onde
[(z,y,2),2] =0, e por (4.2.11), temos 0 = [z, z][y, 2|, 0 que mostra que as
equagoes (4.2.16) também valem para quando a = f e vy = . ]

Lema 4.11. Seja V uma variedade de dlgebras alternativas em que sao sa-
tisfeitas as identidades (4.0.1) e (4.0.2), onde o+ # 0 e v+ # 0. Entao,
as sequintes identidades sao satisfeitas em V:

0= alz,2|(yz) = al, 2|(zy) = B(y2)|z, 2] = B(zy) [, 2]

= af(zz’y — y2*z) = af2®,y?] = afl2?, yz].
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Demonstragao. De (4.2.15), obtemos que o[z, y|zz = —alz, y|zx, e portanto,
segue do Lema (4.10) que

—206[5137 y]I‘Z = Oé[xa y] [Za l’] =0.
Analogamente, obtemos

0= alr,y|(z2) = afz,y|(22) = B(x2)[z,y] = B(zx)[x, y].

Ademais, de 0 = a[z,y|(zz) = (zz)[z,y], segue que

0= af((zy)(zx) — (yz)(22) + (v2)(zy) — (22)(yz)),

mas observe que (zy)(zx) = x(yz)x e (x2)(yz) = z(zy)z pela identidade de
Moufang do meio. Logo, e tendo em vista que z[y, z]z = 0 pelo Lema 4.10,

0 = af((zz)(zy) — (yo)(z)). (4.2.18)

Por outro lado, de 0 = o[z, y](zz) = B(zx)[z,y], obtemos

0= aB((zy)(zz) — (yo)(zz) + (z2)(zy) — (27)(yz))

mas (yz)(zz) = yx’z + (y,z,22) = yx’z, visto que (y,z,22) = (v, 22,y) =
(z,2,y)xr = 0 pelo Lema 4.10. Analogamente, (zz)(zy) = 22%y. Assim, por
(4.2.18), concluimos

0 = aB(z2’y — y2’z).

Para mostrar 0 = a3[z?, y%], observe que se a = 0 ou 8 = 0, a identidade vale
trivialmente. Ademais, se @ = [, entao a identidade (4.0.1) toma a forma
[z,7% = 0, de onde também vale a afirmagiao. Ademais, se o — 3 # 0, segue
do Teorema 1.35 que K (z,y) é associativa, de onde podemos escrever

22, y%] = wyla, y] + 2z, yly + ylz, ylz + [z, ylya
e procede do Lema 3.9 que 0 = af[z?, y?]. O

Lema 4.12. Seja V uma variedade de dlgebras alternativas em que sao sa-
tisfeitas as identidades (4.0.1) e (4.0.2), onde o+ # 0 e v+ # 0. Entao,
todas 0os monomios de comprimento > 5 em V sao associativos.

Demonstragao. Uma vez que valem as equagoes (4.2.16) (e recordando que
(x,zy,2) = (v,y,2)x e (x,yx, z) = z(x,y, 2)), vamos mostrar que a aplicagao
g(x,y,z,t) = (tx,y, z) é antissimétrica. Com efeito, linearizando (z, zy, z) =
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(x,yz,z) = 0, segue que (tx,y,z) = —(ty,z, 2) e que (tx,y,z) = —(yz,t, 2),
e dessas duas identidades, obtemos

(tlE,y,Z) = —(ty,l',Z) = (.Z'y,t,Z) = —($t,y, Z)a

de onde segue a antissimetria da fungao g(z, vy, z,t). Logo, valem as hipéteses
do Lema 4.6, de onde segue que

((([y),% 2 S) = (x(yz), L S) = —(l‘t, Yz, 5)

onde a ultima igualdade é consequéncia de de (z(yz),t,s) = g(yz,t,s,x) =
—g(t,yz,s,x) = —(xt,yz,s). Por outro lado, ainda pela antissimetria da
funcao g,

(ztx,y,2) = —(ta* y, 2) = (yt,2*, 2) = 0,

e, da linearizacao das identidades acima, obtemos
((xy)z,t,s) = —((zy)z, t,s) = (x(2y),t,s) = —(x(y2),t, s),
de onde
()2 t,5) = (@(y2),t,8) = —(wt,yz,5)) =0.  (4.2.19)
Ainda, de [16], Capitulo 1, Lema 2, numa algebra alternativa arbitraria, vale

[(z,y,2),t] = (zy, 2, 1) + (yz,2,t) + (22, y,1),

e assim, pela antissimetria da funcdo g(z, vy, 2,t) = (tz,y, 2),

[(2,y,2),t] = 3(zy, 2, 1). (4.2.20)
Portanto,
i) de (4.2.19), vale
((x,y,2)t)s = (x,y, 2)(ts) + ((z,y, 2),t,8) = (z,y, 2)(ts); (4.2.21)
ii) de (4.2.16), especificamente de (z,y,t)t = 0, concluimos que

(x,y,t)z + (x,y, 2)t = 0, e particularmente
(z,y, 2)t* = —(2,y,t*)z = 0;
ou ainda (observe que podemos ser descuidados com o uso de parénteses por
i)
(x,y, 2)ts = —(x,y, 2)st; (4.2.22)
iii) das identidades (4.2.20) e (4.2.19),

[(z,y,2),ts] = 3(xy, z,ts) = 0; (4.2.23)
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iv) do fato de que afz, yJz+ Bz[z,y] = h(z,y, 2) = b2(x,y, 2) e de (4.2.19),

0=nh(ts, (z,y,2)) = alt,s|(x,y, z) + B(x,y, 2)[t, s],
e assim, por (4.2.23),
0= (a+p)(z,y,2)[t, 5]
de onde podemos concluir, uma vez que o + 3 # 0, que
(x,y, 2)ts = (x,y, z)st
logo, com tal identidade e (4.2.22), vemos que

(x,y, 2)ts = ts(z,y,2) =0 (4.2.24)

Afirmacao: Todas as palavras de comprimento > 5 em V sao associati-
vas.

Para mostrarmos tal afirmacao, separemos os possiveis associadores de
comprimento 5 em 3 casos:

I) Todas as cinco varidveis se encontram dentro de um associador. A
menos de sinal, sao possiveis

((xy)z,t,s);  (x(yz),t,s); (zy,zt,s)

tais associadores sao todos iguais a zero devido as identidades 4.2.19.
II) Uma variavel fora do associador. Nesse caso, sdo possiveis

x(yt,z,s);  (xy,2,t)s

Ambas sao 0, pois tendo em vista o Lema 4.8, tais associadores sao reduzidos
as identidades de (4.2.24).
II1) Duas variaveis estao fora do associador. S&o possiveis

((,y,2)t)s; (2,9, 2)(ts);  a(y(z,t,9));

(zy)(z,t,5);  (2(y,2,1))s; x((y, 2, 1)s)

Temos que (z,y,z)(ts) = 0 por (4.2.24), e por (4.2.21), segue também que
((z,y,2)t)s = 0. Analogamente, temos z(y(z,t,s)) = (xy)(z,t,s) = 0. Pelo
4.8 e pelas identidades (4.2.19) e (4.2.24), segue a associatividade das palavras
de comprimento > 5 em V. Ademais, tendo em vista (4.2.20),

(x(y, z,t)s = ((y, z,t)x + 3(xy, 2,t))s = ((y, z,t)x)s + 3(zy, z,t)s = 0

e analogamente, x((y, z,t)s) = 0. O]
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Lema 4.13. Suponha que em uma variedade V' de dlgebras alternativas, vale

Pa,y] = %, 2y] = [2,2)(y2) = [2, 2)(2y) = (y2)[z, 2] = (2p)[z, 2] = 0,

e suponha que todos 0s monomios de comprimento n > 5 sao associativos.
Se v =v(x1,...,z,) € um monémio pertencente a P,(V'), entao

2
V(2, 2,23, gy .oy Tp) = 2°T3T4... Ty

Demonstragao. Podemos usar as condigoes 0 = [z, z|(yz) = [z,2](zy) =
(yz)[x, z] = (zy)[x, 2] para trocar as posigoes das as varidveis z no monémio
v, de onde chegamos a

2
V(2, 2,33, .0y Tp) = Tjy o T 27Ty Ty,

onde (iy, ..., in—2) é alguma permutagao no conjunto {3,4,...,n}. Caso k > 2,
podemos entdo usar a identidade [2?, zy] = 0 para obter

2
(2,2, T3, 0y ) = 2°T4, T4, -

’ _ . 2 .
Jé no caso em que k = 1, podemos usar 0 = [2°, (%5, ,, %, ,,)Ti,,,] para reduzir
o problema ao caso anterior. Assim, vale

2
(2,2, 3, 0y ) = 2704, .. T4, .
Ademais, usando a identidade z*[x,y] = 0, obtemos
2 _
25 (o, 0 ) (T T, ,) =
2
z (.Z'ij+2...$in72xil...QJZ'],)QZ”.
Repetindo esse processo tantas vezes quanto for necessario, obtemos
v(2,2, T4, oy ) = 220374... 7. H
4.2.2 Casos A), B), E), F)

Resolveremos simultaneamente os casos A), B), E), F'), apresentados na pé-
gina 74. Tais casos tém em comum o fato de que monomios de comprimento
suficientemente grande sao associativos. O préoximo lema nos dard uma iden-
tidade que sera ttil para provar o caso FE).

Lema 4.14. No caso E) (isto é, « = [, v # ¢ ), a identidade (xy,z,t) =0 €
satisfeita na variedade V.
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Demonstragao. Como o = 3, a identidade (4.0.1) toma a forma
[z, "] =0
Que multilinearizada, se torna [z,y o z] = 0, e, em particular,
(£, 2(yz) + (yz)a] = O,

e multiplicando & esquerda pelo elemento Y __ (—1)%0, obtemos

o€Ss
t,S3(x,y,2) + S5(x,y, 2)] = 0. (4.2.25)
E uma consequéncia de (4.0.2) a identidade
[t. 7S5 (v, 2) + 055(x,y, 2)] = 0,
e visto que supomos 7y # §, em conjunto com (4.2.25), nos permite concluir
[t S5(x,y,2)] = [t, S5(z,y,2)] = 0,
de onde
0=1[t,S3(z,y,2) — S3(x,y,2)] = [t,6(z,y, 2)]. (4.2.26)
Consideremos a fungao de Kleinfield, conforme a Definigao 1.38
Jw,y,2) = (te,y, 2) = (2,9, 2)t = 2(t,y, 2) = ([t 2]y, 2) + (ly, 2], £, @),

De (4.2.16), temos
0= (z,y,t)t = (x,ty,t)

0=t(z,y,t) = (z,yt,t)

equagdes essas que, linearizadas (a segunda parte), nos mostram que (tz, y, 2)
¢ antissimétrico. Logo, temos que

ft,z,y,2) = 4(tx, y, 2).

Ainda de (4.2.16), linearizando agora (t,y,z)t = 0, obtemos (z,y,2)t +
(t,y,2)x = 0, que somada a 4.2.26, nos da

t(x,y,2)+ (t,y,2)r =0

de onde f(t,z,y,2) = (tx,y,z). Assim, concluimos que (tx,y,z) = 0. ]
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Para mostrar a distributividade dos reticulados L(V'), precisaremos mos-
trar em particular a distributividade de L4. Recorde que o método e as
notacoes para se demonstrar tal distributividade foram apresentados na Pro-
posicao 4.3.

Lema 4.15. Nos casos A), B), E) e F), o reticulado L(V') € distributivo.

Demonstracao. Dos Lemas 4.10, 4.12, 4.11, 4.13, segue que nos casos indi-
cados, os monomios v = v(xy,...,x,) € P,(V) de comprimento n > 5 sdo
associativos, e v(x, ¥, rs,...r,) = ¥?x3...7,. Seja entdao {ny,...,n.} uma par-
ticdo de n. O tnico caso em que ny = 1 é a partigao {1,...,1}. Nesse caso,
sendo D uma tabela de Young arbitraria pra parti¢ao {1,...,1}, temos, para
v € P,(V) um monomio, que epv = Y . o (—=1)7T1)To(2) " To(n). Nos de-
mais casos, segue do fato de que v(z, z, 3, ...z, ) = 2%w3...7, que epvy = epvy,
para quaisquer vy, v, monomios em P,. Assim, segue da Proposicao 2.5 que
os reticulados L,, sao distributivos para n > 5.
Das identidades

0=(z,y,2)y =y(z,y,2)

apresentadas no Lema 4.10, temos que fijl,—¢ = 0 e fa;[.—+ = 0, e das
identidades

0= By*[z, 2] = alz, 2]y* = af(z2y — y2°x)

dos Lemas 4.10 e 4.11 (uma vez que o # 0 e 8 # 0 nesses casos), segue que
f3ile=t = 0 € fijle= = 0. Assim, segue a condicdo b) da Proposicao 4.3.
Mostremos a condigao a). Para tal, consideremos o elemento

es =Y (~1)70 € KS,.

oESy

No caso A), sejam «a; = 52 e B = ? Entao, por (4.2.6), temos
2 2
(,y,2) = aa[z, ylz + Biz[z, 9. (4.2.27)
Que multiplicando a direita por t, nos da

(2,9, 2)t = en([z, yl2)t + Ba(z]z, y])t.

A qual, fazendo e, agir & esquerda, e observando que e4(z,y, z)t = S' + 54,
ea([x, yl2)t = 28, ey(z[x,y])t = 25*, nos d4

(2a; — 1)S' + (28, +1)S* =0 (4.2.28)
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as trés equagoes abaixo se obtém em um processo analogo, onde na primeira
se multiplica (4.2.27) & esquerda por ¢, na segunda substituimos x por zy, y
por z e z por t, e na terceira substituimos y por yz e z por t

(2a; — 1)S% + (28, + 1)S° = 0, (4.2.29)
52 = (1 — al)Sl -+ CY1S4 -+ ﬂlS?’ — ﬁ1$5, (4230)
a1 ST — (14 81)S* + (1 —a;)S* + 415 = 0. (4.2.31)

Observe que (2a; — 1) = 0 86 ocorre quando v = 0, e (267 + 1) = 0 s6
ocorre quando § = 0. Assim, ambos nao podem acontecer simultaneamente.
Conclufmos que (1 —a;) = 0 e (1 + 3;) = 0 também nao podem ocorrer
simultaneamente. E facil mostrar que, em todos esses casos e no caso em que
nenhuma dessas situagoes acontece, as equagoes (4.2.28), (4.2.29), (4.2.30),
(4.2.31) mostram que os polindmios S* sdo dois a dois linearmente dependen-
tes.
Nem ambos os casos B) e F), a equagao (4.2.6) se torna

alr,ylz + Bzlr,y] =0

e com o mesmo método utilizado para concluir as equacoes chega-se as equa-
coes (4.2.28), (4.2.29), (4.2.30), chegamos a

205" +2p8* =0
2005% +285° =0
—aSt +aS* +35% - BS° =0
e substituindo z por zt em (4.2.6), conclui-se ainda que
2(a+ B)S* =0,

o que mostra a dependéncia linear dos polinomios S para este caso.
Ja no caso E), temos pelo Lema 4.14 que 0 = (zy, 2,t) = (zv,y,2t) =
(x,yz,t), de onde

((zy)2)t = (zy)(2t) = x(y(2t)),  (x(y2))t = 2((y2)1).

e portanto
51252255 83254

Ademais, multiplicando (4.2.6) por t a direita, e por e4 a esquerda, obtemos
20(S* + St = 6, (ST — 5,

o que mostra que os polinémios S? sao dois a dois LI, para i =1, ..., 5. O
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4.2.3 Casos C) e D)

Agora discutiremos os casos C) e D), nos quais monomios de comprimento
suficientemente grande s6 dependem do seu primeiro termo.

Lema 4.16. No caso C) (isto é, « = 0,7 # 0), vale ov = v para qualquer
o€ S,_1, onde v =x,x1%9...T,_1 € P,(V), n > 5.

— o
Demonstrag¢ao. Considere 03 = —(;—i_ ) Entao, uma vez que o = 0, segue
Y
de (4.2.6) que
(2,9, 2) = 03[, 9], (4.2.32)

e ja que (a, B) # (0,0), considerando a Observagao 4.4, temos v+ 0 # 0, e
assim, estamos nas hipdteses do Lema 4.12. Segue desse lema e da equagao
(4.2.32) que

0 = xyz[t, s] = zylz, t]s = x[y, z|ts,

o que mostra o lema. O

Lema 4.17. No caso D) (isto é, a = 0,7 = 0), as palavras v € P,(V) sdo
associativas para n > 4, e se v = TpX1Ta...Tp_1, entdo ov = v, para qualquer
permutacdo o € S,_1.

Demonstragao. De (4.2.6), temos que
z[z,y] =0, (4.2.33)

e portanto,

Da primeira igualdade de (4.2.14) e das propriedades do Lema 1.36, obtemos
0= (z,zy,2) + (z,yz, 2),

e em posse de (4.2.34), concluimos ainda que
0=(z,2y,2) = (z,y,2)x. (4.2.35)

Linearizando a primeira parte da equagao (4.2.35) e somando a (4.2.34),
vemos que

(xy, z,t) = 0. (4.2.36)

Ademais, linearizando a identidade 0 = (y, z, z)z, obtemos

0=(y,2t)x + (y,2,2)t = (y2)t)r — (y(2t))z + ((y2)x)t — y(z2)t
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de onde, considerando (4.2.36), segue que

0= (y2)(tx) —y(zt)x + (y2)(at) — y(za)t.

Mas, da equagao (4.2.33) temos que (yz)(tx) = (yz)(xt), y(zt)z = y(z(zt)),
y(zz)t = y(t(zx)) de onde

0 = 2(y2)(xt) — y(a(=t)) — y(t(za)

e tendo em vista (4.2.36), concluimos

0= 2(yz)(xt) — (yx)(zt) — (yt)(z7).

Assim, valem as equacoes

(yx)(2t) =2
(y2)(2t) = 2

e subtraindo-as e usando (4.2.33)

3(yx)(2t) = 3(yz)(at) = =(yt)[x, 2] = 0,

(y2)(xt) — (yt)(22),
(yz)(2t) = (yt)(z2),

isto é,
(yz)(zt) = (yz)(xt). (4.2.37)
Das equagoes (4.2.33), (4.2.36) e (4.2.37), segue que

2(y(2t)) = 2(y(t2)) = (vy)(t2) = (21)(y2) = 2(t(y2)) = =((y2)1),

ou seja, z(y, z,t) = 0. Desse fato, de (4.2.36) e de (22,y,2) = z o (z,v, 2),
concluimos também que (z,y,2)t = 0. De tais identidades e de (4.2.36),
concluimos a associatividade das palavras de comprimento maior ou igual a
4. Segue ainda de (4.2.33) que podemos comutar a segunda letra em diante
um monomio associativo, conforme nos seja 1til, o que mostra a segunda
parte do lema. O

Proposicao 4.18. A identidade [z,y]z* = 0,k > 0 ndo seque de (4.2.6)
para os casos em que a = 0.

Demonstracdo. Considere a algebra A de dimensao 2 e base ey, e5, cuja multi-
plicagao segue de e;e; = e;, e;e5 = 0, parai = 1,2. A algebra A é associativa,
pois para quaisquer 7, j € {1,2},
(eiej)el = €;€; = €i<€j€1)
(61'6]')62 =0= €i0 = €i(€j€2)

e satisfaz a identidade z[x,y] = 0. Uma vez que [e1, es]el = —eq # 0, A néo
satisfaz a identidade [z, y|z* = 0. O
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Lema 4.19. Nos casos C) e D), o reticulado L(V') é distributivo.

Demonstracao. Considere n > 5 no caso C) e n > 4 no caso D). Entao,
pelos Lemas 4.12 e 4.16 para o caso C) e 4.17 para o caso D), segue que para
v € P,(V), existe algum i € {1,...,n} tal que

V=2;01X92... 05 1Lj41...-Ty,

e portanto dim P,(V) < n. Ademais, segue da Proposicao 4.18 que
[z,y]z"™? = 0 é ndo nulo em P,(V). Suas consequéncias multilineares for-
mam o médulo G,, = KSpep(xixs...2,), onde

3141 1a]

D=

1]
2]

sendo assim um K S,-submédulo irredutivel em F,(V). Pela férmula do
gancho (teorema 1.74), temos que dimG, = n — 1, de onde P,(V) ou é
irredutivel, ou P,(V) = G,,® H,, com dim H,, = 1. Assim, L,, é distributivo.
Basta entao mostrarmos a distributividade de L4 para o caso C).

Em C) supomos o = 0, e assim, vale § # «, de onde sao satisfeitas as
identidades de (4.2.16). Sendo P, o K-subespago gerado pelos monomios de
grau n nas variaveis xy, ..., r, que nao sao multilineares, segue de (4.2.16)
que as palavras v € P; sdo associativas. Agindo na equagao (4.2.32) pelo
elemento ¢ (—1)7c, obtemos

6(x,y, 2) = 20355 (2, v, 2)

de onde fijlo—t = 0 = faj|s—s. Segue ainda das equagoes 0 = Sy?[z, z] =
B(yz)[x, 2] dos lemas 4.10 e 4.11 que f3;],—¢+ = 0. Ademais, de (4.2.6), ob-
temos e da associatividade das palavras em Pj, segue que 0 = y[z,2?% =
zly, x|z = 2?[y, 2|, de onde fy;|.— = 0.

Ademais, multiplicando (4.2.32) por ¢ a direita, ou a esquerda, ou subs-
tituindo z por zt, ou ainda y por yz e z por t, obtemos respectivamente, ao
agir pro ey

St = (14 243)9*

S? = (1 +2635)5°
S? = (1 — 265)5?
St = (1—65)8% 4 5°

de onde, analogamente ao lema anterior, se mostra que os S%, i =1,...,5 sao
dois a dois linearmente dependentes, o que mostra o lema. O
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4.2.4 Caso G)

Por ultimo, mostraremos que no caso (), as condigbes do Lema 2.4 também
sao satisfeitas.

Lema 4.20. No caso G), um polinémio arbitrario f € P,(V') pode ser escrito
na forma

ZCVBf& (4.2.38)

onde
fB = ['Th ) xiz]"'[xi%q ) xizk]xh Ly g

ey < oo < lop,J1 < oo < Jnook, 2k <n eap € K. A soma em (4.2.38) €
tomada em todos os subconjuntos B = {iy, ...,i9,} C {1,...,n}. Os parénteses
de f, sao mormalizados a direita, isto €, os produtos sao lidos da esquerda
pra direita.

Demonstra¢ao. Uma vez que em G) supomos a = —f, a equagao (4.2.6)

toma a forma
[z, y], 2] = 2(z, y, 2). (4.2.39)

Tomemos mais uma vez a funcao
f(t> z,Yy, Z) = (t.fl?, Y, Z) - ([L’, Y, Z)t - 'I(ta Y, Z)

= ([t7x]7yv Z) + ([y7 Z],t,ZE) = (ya 2 [tv $D + (t,l‘, [ya Z])7
obtemos de (4.2.39)

2f(t,x,y,2) = [y, 2, [t, 2]] = [[t, 2], [y, 2]] = 0,
de onde, uma vez que K tem caracteristica 0,
(tz,y, z) = (v,y, 2)t + x(t, y, 2). (4.2.40)
Ainda, usando o Lema 4.5 e (4.2.39), obtemos a identidade
[(z,y,2),t] = 0. (4.2.41)

Recordando que o centro comutador K (A) em uma algebra alternativa estd
no centro associador N(A), a identidade (4.2.41) nos da

((z,y,2),t,s) =0. (4.2.42)
Ademais, de (4.2.40) obtemos
([t7 QZ], Y, Z) = (1’, Y, Z)t + l’(t, Y, Z) - (t> Y, Z)l’ - t(l‘, Y, 2)7
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e por (4.2.41), segue que
([x,t],y,2) = 0. (4.2.43)

Observando que no presente caso a equagao (4.2.5) toma a forma [z,y|z =
(zx)y — (zy)x, podemos somar (4.2.5) e [x,y|z + (yz)xr — (xz)y para obter

Sa(z,y,2) = 2[z,y]z + (y2)x — (v2)y. (4.2.44)
Usando (4.0.2) e o fato de que Si — S% = 6(x,y, 2), temos
(v +0)S5 = 6d(x,y, 2),
e assim, por (4.2.44),
2[z,ylz + (y2)xr — (x2)y = da(x,y, 2), (4.2.45)
)

onde 4 = 6——.

+0
Em posse das equagoes (4.2.42) e (4.2.43), podemos associar e comutar
palavras em uma mesma entrada de um associador. Assim, vemos que

((y2)z,t,8) = ((w2)y, t,8) = 0
e portanto, segue de (4.2.45) que
(z[x,y], t,8) = ([x,y]z, t,8) = (z1[x, y]z, t, s) = 0. (4.2.46)
Aplicando a equacao (4.2.40) em (z[t, s],y, z) = 0, obtemos
0= ([t,s],y, z)x + [t, s](x,y, 2)

de onde
t,s](x,y,2) = 0= (x,y, 2)[t, 5] (4.2.47)

Ademais,
[([E, Y, Z)ta S] = [(ZE, Y, Z)v S]t + (ZL‘, Y, Z)[tv S] + 3((I, Y, z)? t, 3)7
o que, por (4.2.40), (4.2.42), (4.2.47),
[(z,y, 2)t, s] = [t(x,y, 2),s] = [t1(x,y, 2)ts, s] = 0. (4.2.48)

Tomemos vy, vy € P,(V) monémios. Uma vez que v; e vy 820 iguais a menos
de uma reordenacao de elementos e de parénteses, segue que v; = vy +
u, onde u é uma soma de polinémios da forma wi[ws, wsw, e da forma
21(22, 23, 24) 25, COM W;, z; monomios, sendo possivel tomar w1, wy, 21, 25 iguais
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a 1. Por (4.2.43), (4.2.42), (4.2.46), (4.2.48) e do fato de que em uma algebra
alternativa o centro comutador estd contido no centro associador, segue que

(v1 — vg, z,y) = 0. (4.2.49)
Observe ainda que
[z,y]z + [y, 2]z + [2, 2]y = S3(z,y, 2)

E assim, de (4.2.44) e (4.2.45) (veja que a Observacao 4.4 implica que 04 é
inversivel)

(@9,2) = 5wyl + el + [z, ly). (4.2.50)

Usando a Observagao 1.40, as identidades alternativas, a equagao (4.2.39),
o fato de que (zy,y, 2) = y(z,y, 2), (4.2.41) e que podemos ignorar parénteses
por (4.2.43),

[z, ylyz = [vy,ylz — 3(x,y,y)2 = 2[zy, y] + 2(zy, ¥, 2) =

= zlz,yly + 32(x,y,vy) + 2y(x,y, 2) = [z, ylzy — 2(x, v, 2)y + 2y(z, y, 2),

de onde
[, yl[2, 8] + [z, ][z, y] = 0 = [2,y][2, y). (4.2.51)

Tomemos entdo mondmios v; € F,,,, i =1,...,5, > n; = n, e estudemos
o polinémio vy (vy, v3,v4)vs, onde vy e v5 podem ser tomados iguais a 1. Em
posse de (4.2.40), podemos supor que o associador presente em vy (vg, V3, V4)Us
s6 tenha uma letra em cada entrada. J& com (4.2.41), podemos supor que tal
vy = 1. Com (4.2.42), (4.2.41) e (4.2.48), supomos ainda que as varidveis em
vs estao em ordem crescente por indices e com os parénteses normalizados a
direita. Assim, podemos reduzir vi(vy,v3,v4)vs & somas da forma > S,
onde

C= {il,’ig,ig} C 1 <19 <13,

Yc = ('ri17'ri27'ri3>‘rj1 s 'x].n737j1 < .j2 <. < jn—3‘

Assim, como um mondémio v, o mesmo difere de (((x;x2)z3) ... )z, por uma
soma de wy[ws, ws]w, e da forma 21 (22, 23, 24) 25, podemos por meio da discus-
sao acima, de (4.2.39),(4.2.40),(4.2.41),(4.2.48),(4.2.50),(4.2.49),(4.2.51) che-
gar a representacao do enunciado do lema. O

Lema 4.21. No caso G), a identidade [x,y][z,t|s = 0 € satisfeita em V.
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Demonstragao. Seja es = Y g (—1)70 € KS5. Mostremos que esf = 0,
para qualquer f € P5. Pelo Lema 4.20, toda palavra v € P5 pode ser escrita
como uma combinacao linear de palavras normalizadas a direita, e portanto
é suficiente provar que esvg = 0, onde vy = (((z122)x3)x4)25. De (4.2.44) e
(4.2.45), obtemos

S3(x,y,2) = 64(,y, 2). (4.2.52)
Ainda, de (4.2.47) e (4.2.42)
((x,y,2)t)s = ((x,y, 2)s)t. (4.2.53)

Podemos escrever o polindmio e5vy da forma

Z (1 - (1425))[(S§(l‘11, Lig s Ii3)xi4)l‘i5]7

{i17i27i3}C{1,2,3,4,5}
de onde segue de (4.2.52) e (4.2.53) que esvy = 0, e assim, e5f = 0, para um
f € F5. Ademais, de (4.2.47) e (4.2.50), obtemos

0=1[t,8](z,y,2) = %([t, sz, ylz + [t slly, 2|z + [t, 5[z, z]y)

Fazendo z = t, segue da identidade acima e de (4.2.51) que
[t, s][x,y]t = 0. (4.2.54)
De (4.2.54) e de (4.2.51), obtemos que [z, y][z, t]s ¢ antissimétrico. Assim
0 = es[z, yl[z, t|s = B[z, y][, t]s,
o que mostra o resultado. O
Lema 4.22. No caso G), o reticulado Ly é distributivo.

Demonstracao. Seguiremos conforme a Proposicao 4.3. Considere primeira-
mente

Temos que ep = ) g, (—1)70, e segue do Lema 4.20 e da identidade (4.2.43)
que os ep f sao linearmente dependentes para qualquer escolha de polinomio
f. Ademais, para a tabela de Young

1]4]
2]
13
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consideremos os polinémios f;;|,—; da Proposicao 4.3. Segue da identidade
(4.2.43) que o polinémio zS;(z,y, z) independe da posicao dos parénteses.
Em posse das identidades (4.2.41) e (4.2.52), vemos que S; é central, e por-
tanto fi|y—t = fajls—t. Ademais, da identidade (4.2.51), vemos ainda que
Ja2le=t = —fo2lo=t € que fio]o—t = —fi2|o=¢. Por fim, os polinémios f3j’x:t
e fijla=t, para j =1,...,5, diferem de fs3|y,— € faz|s=¢ respectivamente por
somas de elementos da forma z(z,y, z) e (z,y, z)z (ver identidades do Lema
1.36), que por sua vez também sao linearmente dependentes a fi;|,—t € foj|z—t,
o que mostra o resultado. O

Lema 4.23. No caso G), o reticulado L(V') € distributivo.

Demonstragao. Consideremos a o diagrama de Young da particao {ly, s, ...}
de n > 5, cujas [; colunas tém comprimento kq, ks, ..., kj,, respectivamente,
e T sua tabela de Young preenchida de 1 a k; na primeira coluna, de k; + 1
até ki + ks na segunda coluna, e assim por diante. Consideremos os seguintes
casos

1. ko > 2. Neste caso, podemos tomar (i ¢+ 1) € C(T) disjunta de
(1 2), ¥ transversal a esquerda de H = ((1 2),(i i+ 1)) de forma
que C(T) = 2TC(T), e assim,

er= Y  (=1)7mo(l—(1 2)=( i+1)+(1 2)(i i+1)).

T7€R(T),0c€X

Portanto,

er(((x)z2) .. Jen = > (=1)770fwr, wols . [ws, viga] . 2y
T€R(T),0€X

(4.2.55)
que em posse da identidade (4.2.43) podemos associar comutadores e
variaveis, e de (4.2.39), podemos de comutd-los a menos de um as-
sociador. De (4.2.42),(4.2.41), tais associadores também associam e
comutam com varidveis, e assim, de (4.2.47), tais fatores extras sao 0.
Concluimos entao que (4.2.55) pode ser reduzida a

Z (—1)07'0'[1'1,ZL’Q][J,’?;7$¢+1]$3 c. .TAZI'[_;_l RPN 7%
TER(T),0€X

que pelo Lema 4.21 ¢ igual a 0.
Ainda,

er|ry, xoxs ... xy = eplTi, Tipa]Ty . Ty . Ty =0
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€T[I1, .Cl;i]ﬂfg . IAZ Ty = —eT[xQ, :Ciﬂ]xl R xi;l N

e se ao menos um de j,[ é diferente de 1,2,7,7 + 1, entao existe uma
transposigao ¢ = (j' ') € C(T') disjunta de (j ). Sendo ¥ C C(T)
um transversal & esquerda do subgrupo ((j° ")) e escrevendo C(T) =
T U T, temos

eplzj, vi]roxy ... 1y = Z (=1)7o([z;, i][xj, xp]zy ... 2n) =0
T€R(T),0€X

Concluimos entao que os ep f sao linearmente dependentes para qual-
quer escolha de polinémio f € P,(V).

. k1 > 4. Aqui, temos C(T) = Sk, @ N. Tome T um transversal do
subgrupo ((1 2),(3 4)) C C(T) para escrever

er(((x)z2) .. Jrn = > (=1)770fw1, 2a][w3, 245 ... 20 = 0.
TER(T),0€X

Ainda, analogamente ao caso anterior, dados i, j € {1,...n}, é possivel
tomar k,l € Sy, tal que (k 1) e (i j) sejam disjuntas, de onde

erlzi, xjleize .. 2y =

= Z (—=1)°71olx;, z))[xk, w)zy ... 2 = 0.
TER(T),0€ A, ON

. ]{?2:1,]{31:3;

Aqui, um raciocinio analogo aos casos anteriores nos mostra que se ao
menos um dos indices i, j for maior do que 3, entao

GT[JZZ‘, [Ej]l’lxg e J?ZZ%] =0
Ademais, se 0 € S3 = C(T'), entao
ETTo(1)To(2)To(3) - - - Tn = eTU_l(—1)”1‘04(1)x071(2)x071(3) R i

= (=1)%erz129 ... 20

de onde

er o), To@)|To@)Ta . .. 2 = 2(=1)7 (((x122)23) . . . )20,

0 que mostra que os epf sao linearmente dependentes para todo po-
linomio f € P,(V).
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4. ko =1, ky = 2. Também de forma analoga aos casos anteriores, temos
para i, j diferentes de 1 e 2

A ~

er[zi, xjleiwy . Ei. . D5 2y, =0
e que
er[ry, xoxs ...y = 2ep(((x122)x3) . .. )Ty
Ademais, temos que

erlry, xjlee .. . Tj. . x, = Z T(1— (1 2)|z1,zj]ze...35... 2y
T€R(T)

r€R(T) reR(T)

= Z T(1—=(1 2)(((z1,22)x3) ... )xn = ep((x122)23) . . . T,

TER(T)

o que mostra o resultado também para esse caso.
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