Resumo

Neste trabalho apresentamos uma introdugao a Teoria de Semigrupos Analiticos
e Poténcias Fracionarias de Operadores lineares nao limitados. Em seguida, veremos
como esta teoria pode ser aplicada para determinar a existéncia de solucao para a

seguinte classe de equacoes diferencias parabélicas

d
d—:f 4 Au= f(tu(t)), t>0,
u(0) = uy,

onde A: D(A) — X, com D(A) C X, e f sdo dados e satisfazem certas condigoes.



Abstract

In this work, we present an introduction to the Theory of Analytical Semigroups
and Fractional Powers of unbounded linear operators. Next, we apply this theory to

show the existence of a solution for the following class of parabolic differential equations

d
d—;‘ 4 Au= f(tu(t)), t>0,
u(0) = wy,

where A : D(A) — X, with D(A) C X, and f are given and satisfy certain conditions.
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Introducao

O estudo das equacoes diferenciais se iniciou com os métodos do Célculo Diferen-
cial e Integral que foram desenvolvidos por Newton e Leibnitz no final do século XVII
para resolver problemas oriundos da Fisica e Geometria. A evolucao desses métodos
levaram a consolidacao do estudo das equagoes diferenciais como um novo ramo da
matematica o qual, por volta do século XVIII, se transformou numa disciplina inde-
pendente.

Neste primeiro momento, os matematicos estavam preocupados com a procura e
analise das solucoes e com isso surgiram os métodos elementares para a resolucao de
varios tipos de equacoes diferenciais tais como as de variaveis separaveis, as lineares,
as de Bernoulli, dentre outras que sao estudadas até os dias atuais nos cursos béasicos
de equacoes diferenciais.

Com o passar dos anos, o conceito de solucao foi se aperfeicoando até o ponto
em que passou-se a expressar a solu¢ao na forma de uma integral contendo operagoes
envolvendo funcoes elementares. Porém, sem se preocupar em escrever uma expressao
em termos destas como era feito tradicionalmente. Quando os métodos existentes se
tornaram ineficientes, surgiram as solucoes expressas por meio de séries infinitas, mas,
sem o devido cuidado com as convergéncias.

Durante o século XIX, com a formalizacao das técnicas do Célculo Diferencial
e Integral, foi feito uma revisao e reformulacao no estudo das equacoes diferenciais
dando-lhe maior rigor e exatidao pois, neste momento, foi dada uma defini¢cao precisa
a vérios processos infinitos que antes eram usados sem rigor. Algo que nao deixou de
atingir as equacoes diferenciais foi a nova definicao de integral. As integrais passaram

a ser definidas como uma soma e deixaram de ser apenas uma primitiva como eram
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vistas no século passado. Ainda, ocorreu uma mudanca com respeito a abordagem de
uma equacao diferencial. Antes, procurava-se uma solucao explicita para uma dada
equacao diferencial. Porém, depois dessas mudancas, passou-se a dar importancia a
existéncia e unicidade de solucao de cada problema cumprindo uma condicao inicial
sem se preocupara em determinar as solucoes. Problemas desse tipo passaram a ser

chamados de Problemas de Cauchy ! e serdo estudados no decorrer deste trabalho.
Quando os espacos vetoriais de dimensao finita nao foram mais suficientes para
resolver determinadas equagoes diferenciais, nasceu a Anélise Funcional cujo objeto de
estudo sao os espacos vetoriais de dimensao infinita. O estudo desses espacos e de suas
propriedades iniciou-se na primeira década do século XX. Uma classe muito importante
de espacos de dimensao infinita é a dos espacos de Banach?. Os avancos no estudo dos
espacos de dimensao infinita fez com que o estudo de equacoes diferenciais em tais
espacos se solidifica-se. Um resultado muito importante para o avanco no estudo das

equacoes diferenciais em espacos de Banach foi o

Teorema 0.1 Seja X um espaco de Banach e F : X — X um operador Lipschitziano,

1sto €, existe uma constante L tal que
|Fu— Fv|| < Lllu—v|, Vu,veX.

Entao, para qualquer uy € X dado, eziste uma tnica solugio u € C*([0,+00); X) do

problema
du
—(t) = Ful(t t>0
dt( ) u( )7 > ?

Este teorema é amplamente usado no estudo de equacgoes diferencias ordinarias e é
famoso na literatura por levar o nome dos mateméaticos Cauchy, Lipschitz e Picard.
Porém seu uso no estudo de equacgoes diferenciais parciais é pequeno como ¢ dito por
Brézis |7].

Com o objetivo de contornar tais limitagoes, na primeira metade do século XX,
surge a Teoria de Semigrupo para operadores lineares a qual se consolidou com a
demonstracao do famoso Teorema de Hille-Yosida® em 1948. A importancia desse teo-

rema para o estudo de equacgoes diferenciais em espacos de Banach se da pelo seguinte

1Um estudo elementar dos problemas de Cauchy pode ser encontrado em Sotomayor [33] ou Fi-
gueiredo [14].

2Para mais detalhes, veja Oliveira [28] ou Botelho [6].

3Este teorema pode ser encontrado em Kesavan [19], Pazy [29] ou Brézis [7].
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motivo: seja X um espago de Banach e A : D(A) — X, com D(A) C X, um opera-
dor linear nao necessariamente limitado. Entao, conseguimos determinar uma tnica

solucao para o problema

d
d—?—l—Au:O, t>0,
u(0) = uo,

desde que ug € D(A) e A cumpra algumas condigoes técnicas *. Esse teorema leva
vantagens em relacao ao anterior por ser uma ferramenta muito potente para o estudo
de equagoes diferenciais parciais como pode ser visto, por exemplo, em [7]. Assim, a
Teoria de Semigrupos passa a ser muito usada para resolver problemas oriundos da
Fisica, Quimica, Biologia, Engenharia e até mesmo da Economia.

Neste texto, iremos estudar um pouco da Teoria de Semigrupo. Mais especifi-
camente, vamos nos concentrar no estudo dos Semigrupos Analiticos que, juntamente
com a Teoria de Poténcias Fracionérias para operadores lineares nao limitados, torna-se

uma Otima ferramenta para o estudo de equagoes parabolicas do tipo

du
7 + Au = f(t,u(t)), t>0,

u(0) = o,
onde A : D(A) — X, com D(A) C X, e f cumprem certas condigdes. A vantagem
de trabalharmos com semigrupo analitico estd no fato de que podemos pedir menos
regularidade do dado inicial ug. De forma mais precisa, enquanto que com a teoria
classica de semigrupo resolve-se problemas com ug € D(A), a teoria de semigrupo
analitico nos permite resolver os mesmo problemas pedindo que uy € X, para algum
0 < a < 1, o qual é menos regular do que D(A).

No que segue, vamos falar um pouco da estrutura do presente trabalho. Nosso
trabalho é escrito utilizando-se a linguagem da Anélise e, por este motivo, usamos do
tecnicismo e do rigor presente nos estudos voltados para a matemaética pura.

No Capitulo 1, vamos apresentar os principais resultados da teoria de semigrupo
que iremos utilizar no decorrer deste trabalho. Iniciaremos este capitulo recordando
algumas propriedades do espectro e resolvente de operadores lineares tendo como base

a leitura de Kreyszing 21|, Botelho |6], Brézis |7], Oliveira |28| e Kesavan [19]. Em se-

guida, fundamentado em Zheng [35|, Henry [18] e Pazy [29], vamos introduzir a nogao

1Para mais detalhes, veja [19], [29] ou [7].
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de semigrupo analitico. Na mesma secao, iremos falar um pouco sobre os operado-
res setoriais os quais estao intimamente ligados com a nogao de semigrupo analitico
de acordo com [35] e [18]. Além disso, dado um operador linear cumprindo algumas
condicoes, veremos como definir a poténcia fracionaria desses operador e apresentare-
mos algumas de suas propriedades. Na secao seguinte, estudaremos um problema de

Cauchy do tipo

du
— +Au=f(1), >0,
u(0) = up.

onde f:[0,+00) — X é uma funcado fixada tomando valores em um espaco de Banach

X. Este problema desempenha um papel muito importante no estudo do problema

abstrato
du
7 + Au = f(t,u(t)), t>0,
u(0) = up.

Problemas como os mencionados acima sao estudados em [29] e [18]. Para mostrar que
tal problema admite solucao, faremos o uso de todos os conceitos estudados anterior-
mente. Este teorema serd de suma importancia neste texto pois serd usado fortemente
nas aplicacoes que iremos apresentar. Encerraremos este capitulo demonstrando um
resultado de dependéncia continua com respeito aos dados iniciais das solugoes do
problema abstrato.

O estudo do Capitulo 2 é baseado em Fila [15, 16] e tem como principal objetivo
mostrar ao leitor como é feito, na pratica, o uso do Teorema Abstrato apresentado no
Capitulo 1. Em termos mais precisos, estudaremos a existéncia de solucao para o

problema

u — Au=g ([, F(u)dz) fu), z€Q, ¢>0,
u=0, x€d, t>0,
u(0) = uy € C?(Q).

onde as fungdes f e g cumprem algumas condigoes técnicas. Em [15], se encontra uma
versao do problema que iremos estudar. Por outro lado, em [16], encontramos técnicas

para o desenvolvimento de algumas demonstracoes de resultados apresentados em [15].
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Depois de mostrar a existéncia de solucao local para o problema, veremos que solucoes
classicas globais deste problema satisfazendo uma determinada condi¢ao sao limitadas
globalmente com respeito a certas normas. Problemas dessa natureza surgem, por
exemplo, no estudo analitico de fenémenos associado & ocorréncia de bandas de cisa-
lhamento em metais sendo deformados sob altas taxas de deformacao, na modelagem
do fenomeno de aquecimento d6hmico, na investigacao do comportamento real de um
fluxo turbulento e até mesmo na teoria da gravitacao equilibrio de estrelas politropicas.
Para mais detalhes, veja Bebernes-Lacey [4].

No Capitulo 3, temos como objetivo estudar o problema

—Au = f(u), x€Q
u=0, x¢€d.

(1)

Neste capitulo, iremos nos basear no artigo de Alves-Tahir [2] e usaremos Método
Dinamico como ferramenta para encontrar uma solugao para tal problema. O método

dinamico consiste em estudar o problema paraboélico

w—Au= f(u), z€Q, te(0,T)

u=0, x€0dQ, tel0,T],

Ulg—o = ug, x €
associado ao problema (1). Neste processo, iremos fazer uma escolha adequada de um
dado inicial ug para que possamos obter uma solucao do problema parabdlico. Em
seguida, mostraremos que a mesma ¢é globalmente definida, estacionaria e nao trivial.
Seguindo estes passos, conseguiremos encontrar uma solucao nao trivial para o pro-
blema proposto. O estudo do método dinamico tem sido utilizado em alguns trabalhos
de Quittner para a obtencao de solucao nao trivial para certas classes de problemas elip-
ticos. Por exemplo, em [30] Quittner usa o método dindmico para mostrar a existéncia

de solucao nao trivial para a seguinte classe de problemas elipticos nao variacionais
—Au= fu)+ f(z,u,Vu), =€
u=0, x¢€d.
Além disso, Quittner [31] aplica o método dinamico para estabelecer a existéncia de
solugao com sinal para a seguinte classe de problemas
—Au=ul —ul, 2€Q

u=0, x€ad,
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onde 0 <g<1l<p N< % se N > 2, uy = max{u,0} e u_ = max{—u,0}.

O Presente trabalho também consta de 4 Apéndices nos quais serao apresentados
conceitos e resultados complementares cruciais para o entendimento deste trabalho.
Nestes apéndices, veremos alguns resultados da anélise incluindo uma desigualdade do
tipo Gronwall, um teorema de Ponto Fixo e alguns resultados da Anélise Funcional.
Veremos também a defini¢ao de alguns espagos de funcoes como os Espacos de Lebes-
gue e os Espacos de Sobolev e algumas de suas principais propriedades. Por fim, vamos
introduzir uma noc¢ao de integragao em espacos de Banach e definir Cy-semigrupo e
enunciar algumas de suas principais propriedades. Nesta parte do trabalho, nao iremos
nos preocupar com as demonstracoes de todos os resultados apresentados, principal-
mente, os de cardter mais técnico. Porém, nao iremos deixar de informar uma fonte

para que o leitor interessado possa fazer um estudo mais aprofundado caso deseje.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo, vamos apresentar os principais resultados da teoria de semigrupo
que iremos utilizar no decorrer deste trabalho. Iniciaremos este capitulo recordando
algumas propriedades do espectro e resolvente de operadores lineares. As definicoes e
propriedades apresentadas nesta parte inicial do texto estao presentes em Kreyszing
[21], Botelho [6], Brézis [7], Oliveira [28]| e Kesavan [19].

Em seguida, seguindo de perto Zheng [35], vamos apresentar os conceitos de
semigrupo analitico e operador setorial. Uma outra abordagem para estes conceitos
ligeiramente diferente da que vamos apresentar pode ser vista em Henry [18]. Veremos
que estes conceitos estao intimamente ligados e serdao usados com bastante frequéncia no
decorrer deste trabalho. Tais conceitos sao muito importantes para o estudo de certas
equagoes diferenciais como podemos ver, por exemplo, em Pazy [29]. Também, iremos
definir as poténcias fracionéarias de operadores lineares e apresentaremos algumas de
suas principais propriedades. O conceito de poténcia fracionaria de um operador nos
motiva definir os espacos de poténcias fracionarias. Combinando a teoria de semigrupo
analitico com os espacos de poténcias fracionérias e suas propriedades, obtemos uma

ferramenta muito 1til para a obtencao de solucao de algumas classes de problemas do

tipo
du
- + Au = f(t,u(t)), t>to, P1)
U,(to) = U,

onde A é um operador linear fixado satisfazendo certas condicoes e f é uma funcao
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fixada que cumpre uma determinada condicao. Nas demais secoes, discutiremos a
existéncia de solucao para um problema linear. Em seguida, vamos estudar o pro-
blema abstrato mencionado acima. Encerraremos o capitulo discutindo algumas das

propriedades da solucao do mesmo.

1.1 Espectro e resolvente de operadores lineares

Nesta se¢ao, vamos definir espectro e resolvente de um operador linear e iremos apresen-
tar algumas de suas propriedades que serao usadas posteriormente. Para mais detalhes,
recomendamos a leitura de Kreyszing [21|, Botelho [6], Brézis [7] e Oliveira [28].

Definicao 1.1 Sejam X um espaco de Banach, I : X — X o operador identidade e
A: D(A) — X, com D(A) C X, um operador linear. Chama-se resolvente de A, e

denota-se por p(A), o conjunto de todos os nimeros complexos A tais que o operador
M — A: D(A) — X € injetor, a imagem de \I — A é densa em X, isto €,

ROM —A) =X

e o operador (A\[ — A)™' : R(AN[ — A) — X € limitado. Seu complementar C\p(A) é
chamado de espectro de A e é denotado por o(A).

-

Defini¢ao 1.2 Diz se que um operador linear A : D(A) — X, com D(A) C X, €

fechado quando o conjunto
G(A) = {(z, Az);z € D(A)}
€ fechado em X x X.

Veremos a seguir que o resolvente dos operadores lineares fechados admite uma

caracterizacdo. Mas antes, provaremos o seguinte resultado.

Lema 1.1 Sejam A : D(A) — X, com D(A) C X, um operador linear, fechado e
injetor tal que A™': R(A) — X € limitado, entdo R(A) € fechado.

Demonstragao: Seja y € R(A) , entdo existe uma sequéncia (y,) C R(A) tal que
Yo —y em X,

Note que, para cada y,, € R(A), existe um tnico =, € D(A) tal que

Yn = Axy,.

1O conjunto G(A) é chamado de grafico do operador A.
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Sendo A~! um operador linear limitado,

[A™y — A2 < Clly — 2l Vy,z € R(A),
para alguma constante C' > 0. Em particular,

1A g — A y| < Clly = ymll, Vn €N

Uma vez que (y,) é uma sequéncia de Cauchy em X, concluimos que a sequéncia
(A7'y,) também ¢é de Cauchy em X. Desse modo, como X é um espaco de Banach,
existe x € X tal que

T, =AYy, > em X.
Sendo A um operador fechado com

(Xn, Azp) = (2,y) em X x X,

concluimos que z € D(A) e y = Ax. Logo, y € R(A) e assim R(A) C R(A). Portanto,
R(A) é fechado. ]

Lema 1.2 Seja A: D(A) — X um operador linear fechado, entdo
p(A) = I\ € C; M — A: D(A) — X ¢ bijetor?.
Demonstragao: Se A € p(A), entdo A\l — A: D(A) — X é injetor,
RO\ -A) =X (1.1)

e o operador (A — A)™!: R(M — A) — X ¢ limitado. Queremos mostrar que A\I — A

é sobrejetor. Para isso, vamos fazer o uso da seguinte afirmacao.
Afirmagao 1.2.1 O operador A\I — A : D(A) — X € fechado.

Com efeito, seja (z,y) € G(AM — A), entdo existe uma sequéncia (x,, (Al — A)x,) C
G(M — A) tal que

(T, M — A)zp) = (z,y) em X x X,

isto &,

Ty—x e M—Azx,—y em X.
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Sendo A um operador fechado e (z,) C D(A) com z,, — x, segue que z € D(A) e
Az, - Ar em X.
Assim,
117?1()\1 — Az, = liyrln()\xn — Azx,) = )\1171111 Ty — lign Az, = x — Az = (M — A)z,

ou seja,

(M —A)zx, - (M —A)zxr em X.

Logo, x € DA — A) = D(A) e y = (M — A)x mostrando que (z,y) € G(AI — A).
Desse modo,

G\ — A) C G(M — A)

e portanto A\ — A é fechado.

Agora, tendo em vista que A\ — A esta nas hipoteses do Lema 1.1, obtemos
R(M — A) = R(M — A). (1.2)

Assim, combinando (1.1) e (1.2), R(A\] — A) = X. Logo, Al — A ¢ sobrejetivo. Uma

vez que NI — A é injetivo, segue que A\l — A é bijetivo. Dessa maneira,
Ae{AeC; A — A: D(A) — X ¢é bijetor},
0 que mostra a seguinte inclusao
p(A) C{\ e C; N\ — A: D(A) — X é bijetor}. (1.3)

Reciprocamente, se A € {\ € C;A\I — A: D(A) — X é bijetor}, entdo A\ — A :
D(A) — X é, em particular, sobrejetivo. Desse modo, R(AI — A) = X e obviamente

ROM — A4) = X.

Sendo A — A injetor, basta mostrar que o operador (Al — A)~! & limitado para con-
cluirmos que A\ € p(A). Para isso é suficiente verificar que o operador (A — A)™! :

R(M — A) — X é fechado.

Afirmacgio 1.2.2 O operador (\[ — A)™' : R(\] — A) — X ¢ fechado.
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De fato, se (y,z) € G((A — A)~1), entdo existe uma sequéncia (y,, (A — A)"ly,) C
G((AM — A)™Y) tal que

(Y, M — A y) = (y,2) em X x X.

Queremos mostrar que y € D((A] — A)™') = R(A — A) e z = (A — A)"'y. Uma vez
que y, > yem X e R(Al — A) = X, tem-se

y € RN — A). (1.4)
Além disso, sabemos que
M —A) 'y, =2 em X.

Para cada n € N, defina
2y = (M — A) "y,

e observe

(M — A) ™Yy, € DA — A).

Entdo, (z,) C D(AI — A) com

z, — 2z em X

M —-A)z, =y, —y em X.

Segundo a Afirmagao 1.2.1, Al — A é um operador fechado. Assim, z € D(A) e
y = (A — A)z. Consequentemente,

2=\ —A)"y. (1.5)

De (1.4) e (1.5), concluimos que o operador (A — A)~!: X — X ¢é fechado. Logo, pelo
Teorema do Grafico Fechado (veja o Teorema A.5), (A — A)~! é continuo e, portanto,

limitado. Desse modo, A € p(A) e assim
{ANeC; N[ — A: D(A) — X é bijetor} C p(A). (1.6)

Combinando (1.3) e (1.6), concluimos a demonstragao. ]
O préximo resultado juntamente com o seu corolério vao nos fornecer uma carac-

terizagao para o espectro e o resolvente de um operador linear limitado.
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Lema 1.3 Se A : X — X € um operador linear e limitado satisfazendo ||A| < 1,

entio 1 € p(A) e o operador (I — A)™! existe, € linear, limitado e

+oo
(I—A)'=S 4
=0

Demonstracao: Para cada n € N, considere o operador A, : X — X definido por

A, = z”: AF,
k=0

Sendo [|A|| < 1, concluimos que a série

+00
k
> Il
k=0
é convergente. Para dar continuidade ao nosso estudo, vamos mostrar que a sequéncia

(A,) é de Cauchy. Com efeito, sabe-se que
|AF] < |AIF, vk € N.

Entao, para m,n € N, com n > m,

o4y
k=0 k=0

- < 3 A< Y Al

k=m+1 k=m+1

>

k=m+1

HAn - Am” =

Uma vez que

n
S JAJF 50 quando n,m — +oc,
k=m+1

tem-se o desejado. Agora, como £(X) é um espaco de Banach e a sequéncia (4,) é de

Cauchy, existe Ay, € L(X) tal que

—+00
A =) A",
k=0
Por outro lado,

Al = Az = > AT — A)z
k=0
= (I+A+A+ -+ A - Az
= I+A+A+. +A")(x — Ax)
= v —Arx+Ax— A’ + ..+ A"z — A ig

= z— A"z, zeX,
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ou seja,

A (I —A)=(1 - A”“). (1.7)

Tendo em vista que

AR < jAlE,

k=0 k=0
obtemos

+0o0 +o0

1AM < lAR

k=0 k=0

Entao, pelo Critério de Comparacao?, a série

“+o0o

k

> lIAR

k=0
é convergente. Consequentemente,

|A"| = 0 quando n — 400,
e portanto A™ — 0. Fazendo n — +o0 em (1.7),
A(I —A)=1.

De modo inteiramente analogo, obtemos (I — A)A., = I. Desse modo,

+oo
A=A =(I-A)"
n=0

Além disso, como [ — A : X — X é limitado, o Teorema do Grafico Fechado garante
que o mesmo ¢é fechado. Assim, o Lema 1.2 assegura que 1 € p(A), pois I — A é um

operador bijetor. =

Corolario 1.3.1 Sejam X um espaco de Banach e A : X — X um operador linear
limitado. Se |\ > || A||, entdo X € p(A) e

“+o0
(A —A)™ = A,

n=0
Demonstragdo: Defina B = ;A. Observe que B ¢ um operador limitado com || B|| <
1. Entao, aplicando o Lema 1.3, concluimos que 1 € p(B) e o operador (I — B) ™! existe

e ¢ linear limitado com

“+oo
(I-B)™*' =) B
=0

2Para mais detalhes, veja Lima [23, Cap. 4, Teorema 1.].
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Note que o operador

11
[-B=I—-A=—-(\M-A
v A= )

é bijetor, pois 1 € p(B). Assim,
A —A=\I - B)
é bijetor e portanto A € p(A). Ademais, sendo

(I-B)™ = (1 - lA) e AAT = A)7

A
temos
1 1 +o0 1 400 1 n 1 +0o0 1
/\]—A_IZ—]—B_IZ— B" = — —_A I A"

ou seja,

+00

(/\I _ A)fl _ Z}\*(TL‘i‘l)ATL’

n=0

como queriamos demonstrar. [

Um conceito muito importante do qual iremos fazer o uso dele é o de operador

autoadjunto. Porém para definir tal conceito, precisamos fazer algumas consideragoes.

Proposicao 1.1 Seja A: D(A) = Y, com D(A) C X, um operador linear limitado.

Entio, existe uma tnica extensio A : D(A) =Y de A a qual ¢ um operador linear e

limitado.

Demonstracao: Por ser A um operador limitado, existe C' > 0 tal que
[Az]] < Cllzl], V2 € D(A).
Considere x € D(A). Entao, existe uma sequéncia (x,) C D(A) tal que

T, > em X.

Uma vez que (z,) é uma sequéncia convergente, a mesma é de Cauchy, isto é, dado

e > 0 existe ng € N tal que
€
|zn — x| < Yok Vn, m > ny.
Assim,

Az, — Azl = [|A(zn — 20) || < Cllz, — 2wl <&, Vn,m > ny,
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mostrando que (Ax,,) é uma sequéncia de Cauchy em Y. Sendo Y um espago de Banach,

segue que (Ax,) é convergente em Y. Desse modo, podemos definir o operador

Z:M%Y

r — Az =lim Az,.
n
Note que A estd bem definido. De fato, seja (,,) C D(A) uma outra sequéncia com

T, = em X.

Entao,
[Azn — AZp|| = [A(zn — Zn) || < Cllzn — Znll < Cllzn — 2l + [l = Zall),
e assim,
lim|| Az, — AZ,|| =0,
ou seja,
lim Ax,, — lim Az,,|| = 0.
Portanto,

lim Ax,, = lim AZ,,.

Claramente A estende A. De fato, dado z € D(A), considere
T, =z, VnéeN.

Entao,

Az = lim Az,, = lim Az = Axz.

Nao é dificil verificar que A é linear. Além disso, o0 mesmo é limitado. Com efeito,

dado z € D(A), existe uma sequéncia (x,) C D(A) tal que
T, > em X.

Assim,

[Az]| =

lim Az, || = lim||Az,| <limC|z,| = C||limz,||,
n n n n
ou seja,

[Az|| < Cllzll, ¥z € D(A).
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Resta-nos mostrar a unicidade de A. Com efeito, suponha que existe outro prolon-

gamento A : D(A) — Y de A linear e continuo. Entdo, dado x € D(A), existe

(z,) € D(A) tal que x,, — x. Por ser A continuo,
flxn — Az em VY.
Sendo, A um prolongamento para A, temos
Az = A%, V7€ D(A).
Assim,
Azx = lign Az, = lirrln Az, = Az,
e portanto A=A [

Defini¢ao 1.3 Diz-se que um operador linear A : D(A) — Y, com D(A) C X, €

densamente definido quando D(A) = X.

Por exemplo, se Q2 C RY ¢ um conjunto aberto e limitado de classe C?. Entao,
o operador A : H*(Q) N H}(Q) — L*(Q), onde H?(Q) N HY(Q) C L*(Q), dado por
Au = Au é densamente definido. Desde que C5°(Q) C H?(2) N Hi () e recordando

que o Teorema B.11 implica que C5°(2) = L*(92), concluimos

12(9)

H2(Q) N HL(Q) = L*(Q).

Dando continuidade ao nosso estudo, seja A : D(A) = Y |, com D(A) C X, um

operador linear densamente definido. Defina o conjunto
D(A") ={f €Y 3C>0; [f(Az)| <C|zll, Vxe D(A)},

onde Y’ é o dual topologico de Y. Nao é dificil mostrar que D(A*) é um subespaco de

Y’. Dado f € D(A*), defina o funcional

g:D(A) — R
r — g(x)= f(Ax). (1.8)

Note que g é um funcional linear pois f e A sdo lineares. Além disso, como f € D(A*),

existe C' > 0 tal que

l9(x)] = |f(Az)[ < Cllzl|, V€ D(A).
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Logo, g é continuo. Usando a Proposi¢ao 1.1 e o fato de que D(A) = X, obtemos um

prolongamento A*f :— R para g linear e limitado. Logo, podemos definir o operador

A" D(A*) = X'
[ = A,

onde

A f: X — R
r = (A" f)(z) (1.9)

é um operador linear. Combinando (1.8) e (1.9),
(A f)(@) = [(Az), Vf e DA), ¥re D(A).

Esta identidade motiva a seguinte definicao.

Definicao 1.4 Seja A: D(A) =Y , com D(A) C X, um operador linear densamente
definido. Um operador A* : D(A*) — X', com D(A*) C Y' € dito adjunto de A quando

(A"f)(z) = f(Ax), Vfe D(A"), Vze D(A).
Veremos que os operadores adjuntos tem uma propriedade muito especial. Em

termos mais precisos, mostraremos que o adjunto de um operador A é sempre fechado

independentemente de A ser fechado ou nao.

Lema 1.4 Se A : D(A) — Y, com D(A) C X, € um operador linear densamente

definido, entao A* é sempre fechado.

Demonstracao: Seja (f,g) € G(A*), entdo existe uma sequéncia (f,, A*f,) C G(A*)
tal que
(fo, A"fn) = (f,9) em Y'x X,

ou seja,

fo—f em Y e A*f,—g em X'

Queremos mostrar que f € D(A*) e A*f = g. Com efeito, por definigao,

(A*f)(z) = fu(Az), VYx e D(A), VneN.
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Entao, fazendo n — 400,
g(x) = f(Ax), Vx e D(A). (1.10)

Note que g : X — R ¢é linear e continuo, pois ¢ € X’. Assim, existe uma constante
C > 0 tal que
l9(z)] < Cfjzfl, Vo e X.

Em particular,

|f(Az)| = |g(x)| < C||z|, Yz € D(A),
mostrando que f € D(A*). Mais uma vez, por definicao,

(A*f)(z) = f(Az), V€ D(A). (1.11)

Sex € D(A) ex ¢ D(A), entdo existe uma sequéncia (z,) C D(A) tal que x, — = em

X . Usando (1.10) e (1.11),

g(x) = limg(x,) = lim f(Az,) = im(A" f)(x,) = (4° ) (limz,) = (A*f)(2)

Sendo D(A) = X, concluimos que
g(x) = (A f)(x), VeeX

e, portanto, g = A*f. n

Definicao 1.5 Sejam H um espago de Hilbert e A: D(A) — H, com D(A) C H, um

operador linear densamente definido. Diz-se que A € um operador simétrico quando
(Az,y) = (x, Ay), Vz,y € D(A).

O operador A € dito autoadjunto quando A* = A, isto é, quando A € simétrico e

D(A) = D(A%).

Exemplo 1.1 Seja Q C RY um conjunto aberto e limitado de classe C%. O operador
A H*(Q) N HYQ) — L*(Q) definido por Au = Au €é autoadjunto .
O proximo resultado garante que o espectro de um operador linear autoadjunto é

um subconjunto do conjunto dos ntimeros reais e sua demonstracao pode ser vista em

Botelho [6] ou Kreyszing [21].

3Uma justificativa para este fato pode ser encontrada em Kesavan [19].
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Lema 1.5 Se H é um espaco de Hilbert complexo e A : D(A) — H, com D(A) C H,

é um operador linear autoadjunto, entao o(A) € real.

Também temos uma caracterizacao para o resolvente de um operador linear au-

toadjunto como veremos a seguir.

Lema 1.6 Sejam H é um espaco de Hilbert complexo, A : D(A) — H, com D(A) C H,
um operador linear, continuo, auto-adjunto e A € C. Entao, \ € p(A) se, e somente

se, existe C' > 0 tal que

(A= ADz|| = Cllzfl, V€ D(A).

Demonstragao: Para mais detalhes, recomendamos a leitura Kreyszing [21]. [

Lema 1.7 Sejam H um espago de Hilbert complexo e A: D(A) — H, com D(A) C H,

um operador linear auto-adjunto. Se
(Az,x) > C’H:z:||2, Vo € D(A),
onde C' > 0 € uma constante, entio o(A) C [C,+00).
Demonstracdo: O Lema 1.5 implica que 0(A) C R. Queremos mostrar que o(A) C
[C, +00). Observe que, para € D(A) com = # 0,

(Az, x)

> C.
]2

Entao, podemos considerar

m = ”iIH1£l<Aa:,x>.

Seja A = m — §, com § > 0. Mostraremos que A € p(A). Com efeito, para cada
z € D(A), com x # 0, defina

Entao, x = ||z]jv e

(Az, z) = (A(|z[|v), [z]lv) = l|=]|*(Av,v) > |Ift7H2|iIlf (A, D) = m|z|.

|o]|=1

Assim,

—m(z,z) > —(Az, ).
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Por outro lado,

—S||lz|I? = A—m){z,2) = Mz, 2) — m{z,x)
> (Ax,x) — (Az,z) = (A — Az, x)
= (M — A)z, z).

Entao,

ollz[* < (A = AD)z,2) < [((A = Az, )| < [[(A = M)z [l

ou seja,

Olzl] < [I(A = ML)z

Aplicando o Lema 1.6, tem-se A = m — § € p(A). Como § > 0 é arbitrario, podemos
concluir que (—oo,m) C p(A). Em particular, (—oo,C) C p(A) e, portanto, o(A) C
[C, +00). =

1.2 Semigrupo analitico

Nesta secao, apresentaremos os conceitos de semigrupo analitico, operador setorial e
alguns resultados envolvendo os mesmos. Uma apresentacao mais completa da teoria
aqui apresentada pode ser encontrada em Pazy [29], Henry [18] ou Zheng [35].

Ao longo dessa segao X ¢ um espaco de Banach munido com norma ||-||. Vamos

também considerar o setor
[={z€C;¢ <argz < ¢, $1 <0< ¢}

do plano complexo. Uma representacao geométrica do setor I' é dada na Figura 1.1.

Defini¢ao 1.6 Para cada z € T', seja T'(2) um operador linear limitado sobre X. A
familia {T'(2)},er dos operadores lineares e limitados sobre X chama-se um semigrupo

analitico em T quando
(i) 2 — T(2) € analitica* em T;
(ii) T(0)=1e
limT(2)x =z, VrelX;

z—0

(i) T(z1 + 22) = T(21)T(22) para z1,2z € T
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Figura 1.1: Representacao geométrica do setor I'.

Um Co-semigrupo {T(t)}+>0® diz-se analitico quando existe um setor T contendo

a semi reta nao negativa tal que a extensao de T(t) neste setor € analitica.

Definicao 1.7 O gerador infinitesimal de um semigrupo {T(t)}i>0 € um operador li-
near A : D(A) — X onde

T(t)x —
D(A) = {:1: € X; lim # existe}

t—0t
¢ T(t
Ap = tim LWTZT e pea).
t—0+ t

Em alguns textos, principalmente quando se trabalha com aplicagoes, os ope-

At

radores T'(t) sdo denotados por e~ onde A é o gerador infinitesimal do semigrupo

{T'(t) } >0

O resultado a seguir estabelece condigoes necessérias e suficientes para que um

operador seja o gerador infinitesimal de um semigrupo analitico.

-

Teorema 1.1 Seja {T(t)}i>0 um Cy-semigrupo uniformemente limitado®. Se —A é
o gerador infinitesimal de {T'(t)}i>0 € 0 € p(—A), entdo as sequintes condi¢oes sdo

equivalentes.

4Caso o leitor sinta a necessidade de relembrar a definicdo de funcdo analitica, recomendamos a
leitura de Fernandes- Bernardes Jr. [11].

A defini¢do de Cyp-semigrupo se encontra no Apéndice D.

6Veja a definicio D.4 no Apéndice D.
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(i) O semigrupo {T'(t)}i>0 tem um prolongamento analitico no setor
[s={z€C;largz| <}’

e € uniformemente limitado em cada subsetor fechado Ts/, com &' < & de T, isto

é, existe uma constante M, > 0 tal que

IT(2)|| £ M., Vz€eTs.

Figura 1.2: Representacao geométrica do setor I's.

(ii) Eziste uma constante C > 0 tal que para cada o >0, 7 # 0

(o +ir)] + A < %

(ili) Ezistem 0 <0 <7/2 e M > 0 tais que

p(—A) > = {)\ € C; |arg \| < g + 5} U {0},

B M
[(AL 4+ A)7H < DYk

(iv) T(t) € diferencidvel para t > 0 e existe uma constante C tal que

lar@) <, weso.
t

"Uma representacdo geométrica do setor I's pode ser vista na Figura 1.2.
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Demonstragao: Uma demonstracao para este resultado pode ser encontrada em
Zheng [35] ou Pazy [29]. ]
Se {T'(t)}+>0 ¢ um Cy-semigrupo. Entdo, de acordo com o Teorema D.5, existem

constantes M > 1 e [ > 0 tais que
T < MePt, vt >0.
Definindo S(t) = e #'T(t), temos
1S()|| = e PT(t)|| < e PMe’ = M, Vt>0.

Assim, {S(t)}i>0 ¢ um Cy-semigrupo uniformemente limitado.

Utilizando a relagdo S(t) = e P'T(t), veremos que é possivel demonstrar uma
versao do Teorema 1.1 para Cy-semigrupos que nao sao necessariamente uniformemente
limitados. Mas antes, vejamos o seguinte resultado.

Lema 1.8 Se {T'(t)}s>0 ¢ um Cy-semigrupo gerado por —A, entio S(t) = e P'T(t) é
um Cy-semigrupo uniformemente limitado e o seu gerador infinitesimal é —A — (1.

Demonstracao: De acordo com o estudo acima, {S(t)}>0 € um Cy-semigrupo uni-

formemente limitado. Agora, observe que

St)yr —x e P'T(t)r —

t t
T —ePlatePlr—u
B t
T(t)z — |
= ¢ )z =2 + ¢ x.
t t
Entao,
S(t)x — T(t)x — o1
lim M = lim e Wz —a + ‘ x
t—0+ t t—0t t t
T(t)r — 1
= lim e‘ﬁtM + lim R
t—0t t t—0t t
= —Ax — Bx.
Dessa maneira, —A — 81 é o gerador infinitesimal de {S(¢)}+>o. ]

Teorema 1.2 Seja {T'(t)}1>0 um Cy-semigrupo. Se —A é o gerador infinitesimal de

{T(t)}1>0 € 0 € p(—A), entdo as sequintes condi¢des sao equivalentes.
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(i) O semigrupo {T'(t)}i>0 tem um prolongamento analitico no setor
I's={z€C;largz| < 4}
e em cada subsetor fechado Ts/, com &' < 6, de T
IT(2)]| < |”|M., =2 €Ty,

onde B > 0 e M, > 0 € a contante que limita uniformemente o semigrupo no

item (i) do Teorema 1.1.

(ii) Fziste uma constante C' > 0 tal que para cada o > 5, 7 # 0

(o +im) T+ A < £

7l
(iii) Existem 0 <6 <m/2 e M > 0 tais que

p(=4) > Ty = { A € C;farg(A = B)| < T + 3} U{r = B),

M
A=Bl

1AL+ A)7H] <
(iv) T(t) € diferencidvel parat >0 e
lAT(0)] < Se*, vio
onde C' e 8 sao constantes positivas.

Demonstracao: (i) = (ii) Por hipotese, {T'(t)}+>0 tem um prolongamento analitico
no setor

I's ={z €C;largz| <}

Entdo, {S(t)}+>o definido por S(t) = e P'T(t) também o tem. Ademais, sabemos que

existe uma constante M, > 0 tal que
IT(2)|| <|e”|M., VzeTs.
Entao,
ISl = e T ()l = le™*|IT(2)I| < M.|e™|le™], (1.12)

ou seja,

1S(2)I < M., VzeTs.
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Aplicando o Teorema 1.1 em {S(t)};>0, encontramos uma constante C' > 0 tal que
para cada o’ > 0, 7 £ 0

<

Il

(0" +4m)I = (=A = BD)) || = (0" + i) + (A+ BI)) || <

Assim,

(e +ir) I+ A = (o +ir)] = BT + BT + A)~|
= (o0 = B+im) I+ (A+BD)7"|
C
S ma

se 0 — 3 >0 e 7 # 0. Portanto, existe uma constante C' > 0 tal que para cada o > [3,

T#0
C
I((0 4ir)I + A)7H| < R

(77) = (i7i) Suponha que existe uma constante C' > 0 tal que para cada o > 3, 7 # 0

(o +im)I + A)7H| < %

Se —A é o gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo. Entao, aplicando o Lema 1.8,

concluimos que —A — 31 é o gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo uniformemente

limitado {S(t)}+>0. Além disso,

[((0 =B+in) I+ (A+BD) | = |((o+ir)] = BI+BI+A)7|
= (e +ir)I+A)7"|
C
< Ik

Assim, de acordo com o Teorema 1.1, existem constantes 0 < § < 7/2 e M > 0 tais

que
p(~A— 8D >T={NeCilargAl < T+6} U {0}, (1.13)
e
IO+ (4+ 80) ) < (1.14)

Seja A € C tal que
\arg()\—ﬁ)|<g+5 ou A—3=0
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Entdo, por (1.13), temos A — § € p(—A — BI). Segundo o Corolario D.6.1, —A — I é

um operador fechado. Assim, de acordo com o Lema 1.2,
A=P)+A+BI=I+A
¢ bijetor. Dessa maneira, A € p(—A) mostrando que
25 = { N € Cilarg(A = B)| < 5 + 3} U{A = B} C p(=4).

Por fim, dado A € ¥5\{3} segue, de (1.14), que

IAT+ A7 = (M = BI+ BT+ A)~|
= (A =B+ (A+pD)"|
M
<
- A=

(17i) = (iv) Suponha que existem 0 < 6 < 7/2 e M > 0 tais que
7T
p(—A) > Dy = {Aec;\arg@—wl < §+5}U{)\:ﬁ}, (1.15)
M

A—=B

Como {T'(t)}+>0 ¢ um Cy-semigrupo, o Teorema D.5 garante a existéncia de constantes

IO+ A4)Y < (1.16)

M >1e >0 tais que
IT()] < Me*, vt >0,

Definindo S(t) = e #'T(t) tem-se, pelo Lema 1.8, que —A — 31 & o gerador infinitesimal

de {S(t)}+>0 0 qual é um Cy-semigrupo uniformemente limitado. Considere
m

€€ {)\EC;|arg)\| < §+5},

entao
7r
jarg(€ + 5 — )] = axge] < 5+

Dessa maneira, por (1.15), £ + € p(—A). Consequentemente,

E+BI+A=¢E0+ (A+pI)

é bijetor e assim, £ € p(—A — BI). Logo,

E:{Ae@;\arg)\\ <%+5} C p(—A—pI). (1.17)
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Além disso, usando (1.16),

1y = M _M
1L+ (81 + A) | = [[((€+ B)] + A) H§|(€+ﬁ)_ﬁ| G

ou seja

1€ + (BT + A)) || < % VEes. (1.18)

Usando (1.17) e (1.18) juntamente com o Teorema 1.1, segue que S(t) é diferenciavel

para t > 0 e existe uma constante C' tal que

1as@)< S wiso.
t

Uma vez que

T(t) = e P (t) = 'S (1),
tem-se a diferenciabilidade de T'(t) para t > 0. Ademais,
C
[AT@)]| = A T(B)]| = [|e* AS@)]| = ™[ AS@)]| < e”—, Ve >0.
(1v) = (i) Suponha que T'(t) é diferenciavel para t > 0 e
C s
IAT@)] < S, VE>0,

onde C' e 3 sdo constantes positivas. Entao, S(t) = e #'T(t) ¢é diferencidvel para t > 0
e

1AS@)] = AT (D)) = AT < e Cet = <.

Desse modo, pelo Teorema 1.1, o semigrupo {S(¢) };>0 tem um prolongamento analitico
no setor

I's={z€C;largz| < 4}

e é uniformemente limitado em cada subsetor fechado 'y de I, com & < §. Observe

que o semigrupo {7'(t) };>0 também tem um prolongamento analitico no setor
I's={z€C;largz| < d}.
Além disso, como existe M, > 0 tal que

IS()l| < M., Vz €Ty,



temos,

1T = lle” e T ()] = ™ [IS(2)II < |e™[M.,  Vz €Ty,

encerrando a demonstracao.

Vamos supor que existem constantes 0 < 0 < 7/2 e M > 1 tais que

p(=A) > B = {A e Cilarg(A = B)| < T +6[ U{r =5},

M
M4+ A<
IO+ 47 < 7=

para todo A € ¥3 com A # . Considere o conjunto

{)\G(C;g—5§|arg(/\+5)|§7n A#—B}.

Se A € C é tal que
5 =0 < larg(A+8) <.

entao

g—égarg()\—f—ﬂ)gﬁ ou g—ég—arg()\—l—ﬂ)gw.

Uma vez que arg(—A — ) = m + arg(\ + ), tem-se

E—(Sgarg(—)\—ﬁ)—ﬂgﬂ ou g—(sg—arg(—)\—ﬂ)+7r§7r.

2
Assim,
3T o
7—5§arg(—)\—ﬁ)§27r ou 7—5§—arg(—)\—ﬁ)§0,
ou seja,
3T -
7—5Sarg(—)\—6)§27r ou 0§arg(—/\—@)§§+5,

Nestas condicoes,

m
larg(—=A — B)| < 5t J.
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Logo, =\ € ¥3. Como X3 C p(—A), concluimos que —\ € p(—A). Desse modo,

A € p(A) e portanto

{Aec;g—ég larg(A + B)] <, A;«é—ﬁ} c p(A).
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Além disso, se
Ne {Ae@;%—ég larg(A + 8)| <, A#—B},
entdao —\ € X3 e —\ # . Dessa maneira,

1AL =) = ==+ A7 = (=M + A7
.M M
T o=A=B0 Bl

(1.19)

ou seja,

!
IO = A7 < 55

Estes fatos motivam a seguinte definicao.

Definigao 1.8 Sejam X um espag¢o de Banach e A : D(A) C X — X um operador
linear. Diz-se que A € um operador setorial quando A for fechado, densamente definido

e existem constantes a € R, ¢ € (0,7/2) e M > 1 tais que o setor complexo
Sas ={A € C; ¢ < |larg(A —a)| <7, A #a}

estd contido em p(A) e

_ M
[T = )7 < = YA€ S

Uma representagao geométrica do setor S, 4 no plano complexo pode ser vista na

Figura 1.3.

Figura 1.3: Representacao do setor S, 4.

Os resultados a seguir irao nos fornecer varios exemplos de operadores setoriais.
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Proposicao 1.2 Seja X um espago de Banach. Se A : X — X um operador linear

limitado, entdo A € setorial.

Demonstracao: De acordo com o Corolario 1.3.1, se ||A|| < |A|, entdo A € p(A) e
(M — A)~ ZA (nt+1) 4 (1.20)
Nestas condi¢oes, o(A) C B(0, ||A4]]), onde
B0, [JA]]) = {X € C; |A] < [|14]]}.

Considerando a < —3||Al| e ¢ = 7, temos

Sa,d’ - p(A)Sa
pois
Al > 2||All, VYA€ Sas.
Agora, considere A € S, ; onde iremos admitir que a = —3||A||. Entao, usando (1.20)
IA]
a . K
A 2 Al
Figura 1.4: Representacdo do setor S, 4 para a < —3||All e ¢ = 7.
temos
400 n
(A+3JANA = A" = (A +3141) Y
n=0

8Uma representacdo geométrica desse fato pode ser vista na Figura 1.4.



Desse modo,

1A+ 3 AN = A)~7H|

Sendo |\ > 2||A]|, tem-se

AL+ 3[4

IN

n

+o0 A
434D Y o
n=0

An+1

A+ 3[[All 8
‘A’ ZE: An

AL+ 3[4 "
‘A| EE: An

|A+3HAH|'

R

VAN
15
8

M

i Z A

BIAl 5
T2\ 2
= [ -
= oo A"
n=0

) Z 7]
w%+a> |An

. LA™ A"
< 1 =1 kl)
- riELazE: |A"’ %jggsgzg |A’
() X
< lim -] = —
r—+00 2 2n
n= n=0
= 2.
De (1.21), (1.22) e (1.23),
5
1AL = AT < 57—
[A—a]
onde a = —3||Al|. Portanto, A é um operador setorial.
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(1.21)

(1.22)

(1.23)

Teorema 1.3 Sejam H um espago de Hilbert com o produto interno (-,-) e a norma

|-l e A: D(A) C H — H um operador linear auto-adjunto. Se existe uma constante

C tal que

(Az,z) > Cl=*,

entao A € um operador setorial.

Vo € D(A),

Demonstracao: Sendo A um operador auto-adjunto, o Lema 1.4 nos diz que A é

fechado. Além disso, como A é um operador auto-adjunto sobre um espaco de Hilbert

e

(Az,z) > Cll2|?,

Vz € D(A),
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onde C' > 0 é uma constante, o(A) C [C,00) de acordo com o Lema 1.7. Fixando

a=C/2e ¢ =mn/4, concluimos que S, , C p(A). Veja a figura 1.5.

Figura 1.5: Representagao do setor S, para a = C/2 e ¢ = /4.

Agora, sejam x,y € D(A), entao

(A—al)a,y) =

Y

C o (A)

<A$ay> - <CLSL‘,y>
<J],Ay> - (x,ay>
<$, (A - aI)y>7

(A —al)z,r) = (Az,x) — {az,z) > C||z|* — al|z|]* > 0.

Fixado A € S, 4, considere A’ = A — a. Suponha Re\ < 0, entao

1A = A)a]* =

IV +a)] — A)z||* = (N - (A — al))z||*

(1.24)

(1.25)

= XV|z|* = Nz, (A —al)z) — N{(A - al)z,z) + ||(A — al)z|?

= |NPz|]? = N{(A—al)z,z) — N{(A—al)z,z) + ||(A — al)z|*.

Recorde que

2Re(zw) = 2w + Zw,

Desse modo,

N{(A—al)z,z) + N{(A—al)z,2) =

Vz,w e C.

2Re(N{((A — al)z, x))
= 2Re(N(z, (A — al)x))
= 2(x,(A—al)x)Re\.
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Uma vez que Re)\ <0,
IAT = A)z||? = [N[P[[2]|* = 2ReX(z, (A — al)a) + [[(A — al)z[|* > [N[*[[«]?,

ou seja,

(AL — A)z|> > |N|?||=||?, Vo € D(A). (1.26)

Agora, suponha 0 < ReX < |[Im)'|. Sendo
(AImNz, (ReXN — (A —al))z) + (ReX — (A —al))xz, ImNz) = 0,
obtemos

I = A)z|® = (NI~ (A—al))a|?
= |[((ReX +iImX)I — (A — al))a|?
— ||(iImNT + ReXN'T — (A — aI))z|)*
= [ImN]P|z|® + [[(ReNT — (A — al))z|)?

v

[T [,
Desde que 0 < ReX < |Im)N|, tem-se
N2 = (ReX)? + (ImN)? < [ImN|? 4+ |[ImN|* = 2[ImN|?.

Logo,
N2

[T = Ayl = ol (127)

Por (1.26) e (1.27),

VP

| = A)all® = S 2], v € D(A).

Desse modo, para cada A € S, e © € D(A), tem-se

N\ —
I = Ayl 2 2.
Logo, para cada y € D((A] — A)™!) = R(A — A), obtemos
V2
M —A) Yy <
IO = 47 < 2=l
e portanto,
2
07— 4 < Y2 vaes,.,

A —al’
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mostrando que A é um operador setorial. |
Como aplicagdo do teorema anterior, vejamos o seguinte exemplo o qual serd

muito importante em estudos posteriores.

Exemplo 1.2 Considere o operador A : H*(Q) N HJ(Q) — L*(Q) definido por Au =

—Au, onde € um dominio limitado com fronteira suave. Entao, A € setorial.

De fato, pela Desigualdade de Poincaré (veja o Teorema C.2), temos
/|u|2d$ < C/|Vu|2dx, Yu € Hy(Q).
Q Q

Entao,

<AU,U>L2(Q) = /

Q

1 1
(~ajuds = [ [Vude > & [ uPds = G lulfg)

ou seja,

(Au,u)r20) > C”ul|2L2(Q)7 Vu € D(A).
Como A é auto-adjunto, segue do Teorema 1.3 que A é um operador setorial.

Lema 1.9 Se A ¢ um operador setorial coma = —f e ¢ =7/2—40, isto é, Sa.s C p(A)
e existe M > 1 tal que

I-A)71 < .

IO = A7 < T VAE S
Entao,

p(=4) > Ty = { A € C;farg(A = B)| < T + 0} U{A = 5}

‘ M

M+ A7 < . YA E S,

107 +4)7 ) < 5= :
com X\ # [.

Demonstracao: Seja A € Yz, entao
larg(A — )] < g+5 ou A=p0.
Definindo w = X\ — 3, temos
s
larg w| < 5 +90 ou w=0. (1.28)

Suponha que
larg w| < g +0.
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Entao,
™ 7r
arg w < 5—1—5 ou argw > —5—(5.

Tendo em vista que arg(—w) = 7 + arg w, temos

3T 0 T T
arg(—w)<7+5:—§+5:—<§—5> ou arg(—w)>§—5,

ou seja,

Jarg(—A — (=B))] = larg(=A + )] = Jarg(—w)| > £ — 4.

Por hipotese,

S-pz-s={A€C:T =6 < Jarg(~A— (=B)| <7 A # —B

esta contido em p(A) e

M
A= (=8I
Nestas condigoes, —\ € S_g =5 C p(A), consequentemente, A € p(—A), e portanto,

IO = 4)leex) < VAE S 550 (1.29)

{/\ € C;larg(A — B)| < g + (5} C p(—A4A).
Para o caso em que w = 0, temos que arg(—w) = 7, ou seja,
jarg(—\ — (=B))| = .
Logo,

—-\eS_ TS C,O(A)

5—

e, portanto, A = 5 € p(—A). Desse modo,
T
p(—A) > 8y = {)\ € Cilarg(A - B)| < 3 + 5} U{) =3l

Além disso, por (1.29), para cada A € Xg com X # 3,

1AL+ A) e = II=(=M = A) e
= (=M = A4) e
< M
A= (=)
B M
A =Bl
concluindo a demonstracao. [

Observacao 1.1 Combinando o Lema 1.9 com o Teorema 1.2, concluimos que se A €

um operador setorial entao —A € o gerador infinitesimal de um semigrupo analitico.
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1.3 Poténcias fracionarias de operadores

Nesta secao, vamos definir as poténcias fracionérias de operadores lineares e apresentar
algumas das suas principais propriedades. Para mais detalhes a respeito do que vamos

apresentar, veja Pazy [29] e Henry [18].

Lema 1.10 Se A € um operador setorial e 0 € p(A), entdo existe 6 > 0 tal que
IT(1)]| < Ce™®, vt >0,

|AT ()| < Cit e, Wt >0,

onde C,C7 > 0 sao constantes.

Demonstracao: Para mais detalhes, consulte [29] ou [18]. ]

Definicao 1.9 Seja A : D(A) — X, com D(A) C X, um operador setorial com
Reod(A) > 0, entao para qualquer o > 0 define-se a poténcia fraciondria de A por
1 tee
Ao L / LD (1)t
I'(a) Jo

onde .
[Na) = / tte~tdt
0

e {T(t)}+>0 € 0 semigrupo analitico gerado por —A.

Para completar a teoria, convenciona-se A= = I para o caso em que a = 0.

Além disso, como 0 € p(A), podemos falar em A~'. Quando a = 1, o operador
1 oo
AT = —/ t T (t)dt
T W

coincide com A~'. Para mais detalhes, veja Henry [18].

Lema 1.11 O operador A= € linear limitado.

Demonstracao: Sejam z,y € X e a,b € R, entao

A %ax +by) = ﬁ /0+OO t* VT (t) (az + by)dt

1

- @/o (at* T () + bt T(t)y)dt

— ﬁ (a /0 m t* () zdt + b /0 o t“lT(t)ydt>

! /+Oo t VT () zdt + b ! /+Oo t YT (t)ydt
= Q= T — Y
I'(a) Jo I'(a) Jo

= aA %+ bA™%y.
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Portanto, A~ é linear. Ademais,

1 +o0o L 1 +o0o .
A%l = —/ tO‘_TtxdtHS—/ t T () x||dt
A= HF(Q) 0 Oadt| < s | e @)
1

+o00 1 Lo
~ Tla) t | T () dts—/ YT @)t (1.30
[(a) / IT®=ldt < =5 | I7(®) |l de. (130
Pelo Lema 1.10,

IT(t)]| < Ce™, Vt>0.
Assim,
+00 +00 +00
/ t T (@) ||| dt < / t 1 Ce™ | 2||dt = CO||=|| / t et (1.31)
0 0 0

Agora, fazendo a mudanca de variavel s = §t, obtemos

—+o00 —+o00 s a—1 —+o00
/ et = / (—) e 50 lds = / seiglmeems57 s
0 0 0 0
+oo
= 5_0‘/ s le 5 ds = 67T (a). (1.32)
0
Combinando (1.30), (1.31) e (1.32), obtemos
|A=x|| < Cllzfl, Vo€ X,
como queriamos demonstrar. [
Teorema 1.4 Se a, 3 > 0, entao
ATEFB) = Ao AR,
Demonstracao: Uma demonstragio para este resultado pode ser encontrada em [18]
ou [29]. m
Lema 1.12 O operador A= ¢é injetor.

Demonstracao: Seja x € ker A=¢, entao A~“x = 0. Considere n € N com n > «.

Entao, usando o Teorema 1.4,
A = ATrremag = Am(nme) grag — A=(nma)g —

Como 0 € p(A), A7 ¢ injetor, consequentemente, A~ = (A~1)" ¢é injetor. Dai, z = 0
mostrando que ker A= = {0}. Portanto, A~ ¢ injetor. m

O conceito que vamos definir a seguir serd muito importante para o estudo de
algumas classes de problemas parabolicos como veremos posteriormente. O mesmo é

motivado pelo Lema 1.12.
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Defini¢ao 1.10 O operador A* : D(A%) — X, onde D(A%) = Im(A~%), chamado de
poténcia fraciondria de A é definido por

AY = (A
Lema 1.13 Se A ¢ um operador setorial, entao dado n € N temos
T(t)xr € D(A"), VYxe X, Vt>D0.
Além disso, existe § > 0 tal que
|AT(t)|| < Ct e, Wt >0,
onde C' € uma constante que depende apenas de A e n.
Demonstragao: Veja [29]. ]
Teorema 1.5 Seja A um operador setorial com 0 € p(A). Entao,
(i) Se a> 0, entao A“ é um operador fechado e densamente definido;
(i) Se a > B> 0, entdo D(A*) C D(AP);
(iii) A®APy = APA°x = A**Py, Va € D(AY), onde v = max{a, 8, + 3}.
Demonstragao: A demonstragao deste resultado pode ser encontrada em [29]. [

Teorema 1.6 Se A é um operador setorial e 0 € p(A), entao

(i) Dado x € X, tem-se
T(t)x € D(A%), Vt>0, Va>0.
(ii) Para cada x € D(A®), tem-se
T(t)A% = A*T(t)x.

(i) Para cada t > 0, o operador A*T(t) € limitado. Além disso, existem constantes
M, >0 ed >0 tais que

| AT (t)|| < Myt~
(iv) Se0 <a<1exe D(AY), entio

IT(t)z — || < Cat®[|A%]).
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Demonstracao: (i) Seja o > 0. Considere m € N tal que m > «a. Entao, de acordo
com o Teorema 1.5, temos

D(A™) C D(A®).

Desde que
T(t)x € D(A™), Vre X, Vt>D0,

aplicando o Lema 1.13, obtemos
T(t)x € D(AY), VYre X, Vt>D0.

(ii) Considere z € D(A®). Sendo A® invertivel, existe y € X tal que

v = Ay,
Assim,
Tt = T(t)Ay =T(t) (ﬁ /0 m so‘_lT(s)yds)
_ ﬁ /0 " (0T (s)yds = ﬁ /0 " ()T (1) yds
—AT()y = AT() A%,
ou seja,

AT (t)x = T(t)A%x,

como queriamos demonstrar.
(iii) Note que A*T'(t) é um operador fechado. De fato, seja (z,y) € G(A*T(t)). Entao,
existe uma sequéncia (x,) C D(A*T(t)) tal que

T, > em X

AT(t)x, -y em X. (1.33)

Queremos mostrar que x € D(A*T(t)) e A*T'(t)x = y. Ora, pelo item (i) demonstrado
acima, tem-se D(A*T(t)) = X. Assim, © € D(A*T(t)). Agora, tendo em vista que,

para cada t > 0, o operador T'(t) : X — X é continuo, tem-se

T(t)x, — T(t)xr em D(A?). (1.34)
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Segundo o Teorema 1.5, A% é um operador fechado. Entao, de (1.33) e (1.34), tem-se
AT (t)x = y. Logo, AT (t) ¢ limitado, de acordo com o Teorema do Grafico Fechado

(veja o Teorema A.5). Para a outra parte, considere n € N tal que n — 1 < a < n.

Entao,
ATt = A"™T(t)x = A* AT (t)x
1 +oo 1
= — " T (s)AMT () xd
F(n—a)/o s (s) (t)xds
1 +oo 1
= — PO AMT(t ds.
F(n—a)/o s (t + s)xds
Assim,

14T (1)) < m/o S ATt + s)| ds.

Usando a estimativa dada no Lema 1.13,

1 +oo
|A“T (t)x|| < m/o Sn_a_lc(t+8)_n6_6(t+s)||:v||d8
Ce |z [+ | 5
— n—a— t -n _— Sd
T /, s (t+s) e %ds
06_5t||$|| “+oo .
< - nTamL(t ds.
S Tz J, s (t+s) "ds
Logo,
A°T S d 1.35
“rt| < ——— nTaT (it ~"ds. .
Note que

/0+00 st + 5)"ds = /O+OO gt [t <1 + ;)} s,

Fazendo a mudanga de variavel r = 2, temos

+o00 s —n oo
/ ghmel [t <1+ Z)] ds = / (rt)" %" (1 + ) "tdr
0 0
—+oco
= to‘/ r"’a’1(1+7’)’”dr. (1.36)
0

Agora, observe que

+oo 1 “+00
/ e )T e = / PN 4 ) e + / PN (1 4 )T
0 0 1

1 “+o00
/ rve 4+ / (1+7)"dr
0 1

1 21—n
_ (1.37)

n—a 1—n

IN
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Combinando (1.35), (1.36) e (1.37), obtemos
IAT ()] < Mat™e™,

encerrando a demonstracao.

(iv) Seja x € D(A%). Entao, pelo Teorema D.6,

/tT(s)xds € D(A)

A ( /0 t T(s)xds) ~ Tt — g

Uma vez que T(-)z : [0,t] — D(A) ¢ continua e A : D(A) — X & linear e limitado,

com relacao a norma do gréfico, tem-se pelo Teorema D.3 que

t t
A (/ T(s)mls) :/ AT (s)xds.
0 0
Por conseguinte,

IT(t)e - af = HA ( / tT<s>m) H _ ‘

t t
/ AT (s) A%ds|| < / | AT (s) ||| A%]|ds.
0 0

/Ot AT (s)xzds

Aplicando o item (iii),
«

t
t
IT(H)z — 2| < HA%HMl_a/ 77N ds = || A% ]| My -0 — (1.38)
0

e, portanto,

IT(t)z — || < Cat®[|A%2].

]

Dado um operador setorial A : D(A) — X com Rec(A) > 0, podemos definir o
operador A% o qual estda bem definido sobre o conjunto D(A%). Neste conjunto, pode-
mos introduzir uma topologia como veremos a seguir. A mesma serd muito importante

quando estivermos trabalhando com as aplicacoes.

Definicao 1.11 Seja 0 < a < 1. Define-se o espaco de poténcia fraciondria como
sendo o par (X% ||-||la), onde X* = D(A*) e

|z]la = [|[A%||x, Vze X
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Quando « = 0 convencionamos X° = X. Nao é dificil mostrar que ||-||, define

uma norma. Em X também podemos definir a seguinte norma
]l = llzllx + [[A%]lx,
a qual é conhecida como norma do grafico de A*.

Lema 1.14 A norma |||« € equivalente a norma |||+, isto €, existem constantes
Ci,Cy > 0 tal que
[zlla < Chllzfle e flz]l. < Collla,

qualquer que seja x € X<,
Demonstragao: Note que
[zllo = A% x < [lz]lx +[[A%]lx = [[zfl, Vze X
Por outro lado, sendo A~* um operador limitado, existe uma constante C' > 0 tal que
[A™%lx < Cllyllx, Vye DA™).
Entao, sendo x = A%y, temos
z]lx < Cl[A%]|x,
para alguma constante C' > 0. Consequentemente,
2]l = lzllx +[[A%x < CllA%]|lx + [[A%2]|x = (C'+ D|A%]x = (C' + 1)][z]|a,
mostrando o resultado. [

Teorema 1.7 O espaco X* munido com a norma ||| € de Banach.

Demonstracao: Seja (z,,) C X® uma sequéncia de Cauchy, isto é, dado € > 0 existe
ng € N tal que
|z — Zmlla <&, Vn,m > ny.
Entao,
A%z, — A% ||x <&, Vn,m > no.

Assim, a sequéncia (A%, ) é de Cauchy em X. Uma vez que X é um espago de Banach,
existe y € X tal que

A%, -y em X,
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ou seja, dado € > 0 existe ng € N tal que
A%z, —yllx <&, VYn >mnoe.
Logo,
Hxn - A_ayHOé = ||Aaxn - y”X <&, Vn=>ny,
mostrando que (z,) C X é convergente. Portanto, X* é um espago de Banach. [
Teorema 1.8 Se o> > 0, entdo X estd imerso continuamente em X5,

Demonstracao: De acordo com o Teorema 1.5, X* C X? pois a > 8 > 0. Agora,

observe que, dado x € X, tem-se
lzlls = A% = [ AP~ A% < C||A%]| = C||za,
pois A?~® ¢ um operador limitado. Portanto,
lzlls < Clllla, Ve X*

mostrando que X esta imerso continuamente em X7, [

1.4 O problema de Cauchy linear

Nesta segao, vamos estudar a equagao nao homogénea

du
— 4+ Au = f(t), t>0,

u(0) = up.

onde f : [0, +00) — X é uma fungdo fixada tomando valores em um espago de Banach
X e A ¢é o gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo {T'(t)};>0 ?. Este estudo é baseado
em Pazy [29] e nosso objetivo é estudar a existéncia de solucao para esta classe de
problemas. Mas antes, vejamos o que entendemos por uma solugao para (P2).

Defini¢ao 1.12 Uma func¢ao u é chamada de solugao cldssica para o problema (P2)

quando
(i) ue C(]0,+00), D(A)) N C*((0, +00), X),

(ii) u(t) € D(A), Vt>0,

9Para mais detalhes, veja o Apéndice D.



49
e u verifica (P2).
Sendo u uma solugao classica da equacao (P2) e ¢ : [0,4+00) — X uma funcao

definida por ¢(s) = T(t — s)u(s), temos
i PR — ¢(s) T(t—(s+h)u(s+h) =T = s)u(s)

h—0 h - }lg% h

— lim Tt —(s+h))u(s+h) =Tt —(s+h))u(s)
h—0 h

N }lg% T(t— (s+h))u(s) —hT(t —s—h+h)u(s)
: u(s+ h) —u(s)

= }L%T(t—(s—i—h))( - )
, [—T(h)

+ }ILILI(I)T(t —(s+h)) (T(> u(s),

ou seja,
Z—f(s) = T(t—ys) (%(3) - Au(3)> =Tt —s)f(s). (1.39)

Se f € LY([0,+0); X), entdao T(t — s)f(s) é integravel em [0,¢]. Integrando (1.39)
sobre [0, ],
t
u(t) = T(t)up + / T(t—s)f(s)ds, t>0.
0

Esta identidade motiva a seguinte definicao.

Defini¢ao 1.13 Sejamug € X e f € L'([0, +0); X). Uma fungio u € C([0, +0); X)

é chamada de solu¢ao generalizada para o problema (P2) quando
t
u(t) = T(t)uo —i—/ T(t—s)f(s)ds, ¥tel0,+o0).
0

De acordo com o que vimos acima, se f € L'([0,+00); X), entdao uma solugao
classica de (P2) é também uma solucao generalizada. Porém a reciproca nem sempre
¢ verdadeira. Para mais detalhes, veja Kesavan [19] ou Pazy [29].

Os conceitos que apresentaremos a seguir serao fundamentais no estudo de exis-

téncia de solucao para a classe de problemas (P2).

Definicao 1.14 Seja I C R um intervalo. Diz-se que uma fungao f : I — X é Holder

continua quando existem constantes 0 < a <1 e L > 0 tais que
1f(s) = fF(OI < Lls —t]*, Vs, tel

Diz-se que f : I — X € localmente Holder continua quando, para cada t € I, existe

uma vizinhanca V de t tal que f é Holder continua em V.
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Observacao 1.2 Se I é compacto e f: I — X € localmente Hélder continua, entdao f

¢ Holder continua'®.

Teorema 1.9 Seja A um operador setorial com 0 € p(A). Seug € X e f € L'([0,+00); X)
é uma fungao localmente Hélder continua em (0,+00), entao o problema (P2) possui

uma unica solucao cldssica.

Demonstracao: Seja

u(t) = T(t)ug + /O T(t — s)f(s)ds.

Nosso objetivo é usar Kesavan [19, Teorema 4.9.2]. Para isso, precisamos mostrar que

a aplicacao definida por

é tal que

v(t) € D(A), Vt>0,
e Av() & continua em (0, +00). Com efeito, observe que
o(t) = /OtT(t _ 8)f(s)ds
= [1=956)s = [ 1= 95w+ [ 16- 0500
= [0 - snas+ [ 1= 950

Defina .
vﬁ%jAT@—$U®—f@Ms (1.40)

t
ve(t) = / T(t—s)f(t)ds. (1.41)
0
Afirmagao 1.9.1 A aplicacio vy definida em (1.40) cumpre a condigdo
vi(t) € D(A), Vt>0,

e Avi(-) € continua em (0, +00).

0Para mais detalhes, veja Pazy [29].
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Inicialmente, vamos trabalhar em um intervalo [0,¢] C [0, +o00) fixado. Mostra-

remos que

lim (T“‘;l_]) vl(t):/OtAT(t—s)(f(s)—f(t))ds.

h—0t+
Com efeito, note que o operador

T(h) — I

: X X
h —

é linear e continuo, para cada h > 0 fixado. Assim, aplicando o Teorema D.3,

(F5) [ e - sopas= [ () oy - sps
(1.42)

Defina

Entdo, por (1.42),

Rl = TR0 - [ AT 9)(70) - ft)ds

= (TU=D) [ o= o) - sonas — [ are=9(5) - steas

gy
- / (mi - 1) T(t = 5)(f(s) = F(0)ds = | AT — )(F(5) — F()ds
_ /Ot (T(hzl— I A) T(t — s)(f(s) — f(t))ds.

Desse modo,

IR@)| < /

ds. (1.43)

(T(h;— I_ A) T(t— 5)(f(s) — f(8))

Desde que
|lul| >0, YueX,

tem-se

[Aul] < [lull + [[Aull = lullpea),  Yu € D(A).

Dessa maneira, o operador A : D(A) — X é continuo com respeito a norma do gréfico.

Ademais, sabemos que, para cada h fixado,

T -1
H( (h) )uH < Cyllull, Vu e X,

h
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onde (', > 0 é uma constante, e
| Aul| >0, Vu € D(A).
Entao,

.

Logo, o operador

< C’h||u|| + C’h||AuH = C’h||u||D(A), Yu € D(A)

T(h) — 1
h

também é continuo com respeito a norma do grafico. Recorde que, para cada u € D(A)

fixado,
lim (M) u = Au.

h—0t h

:D(A) —» X

Assim, para cada u € D(A) fixado, existe uma constante C, > 0 tal que

|5 -)

Sendo (D(A), ||:[[p(ay) um espaco de Banach, o Teorema de Banach-Steinhaus (veja o

< éu”““D(A), Vh € [0,1].

Teorema A.4) assegura a existéncia de uma constante C' > 0 tal que

(51

Motivado por (1.43), defina a funcao gy, : [0,¢] — R da seguinte forma

< Cllullpay, Yu € D(A), Yhe]0,1]. (1.44)

= (P = a) - e - s

De acordo com o Lema 1.13, para cada s fixado, tem-se

T(t—s)(f(s) = f(t)) € D(A).

Entao,

AT~ 9)(7(s) = o) = Jim (FE=E) 7 - 8)(76) - S0
e H(%—A) T(t—s)(f(s)—f(t))H 0, h— 0.
Portanto,

gn(s) =0, h— 0%, (1.45)
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para cada s fixado. Além disso, usando (1.44),
o)l = (P = 4) - 9000 - 50
< CIT( = 5)(f(s) = f(#))llpay,

isto &,

lgn(s)| < CIIT(t = 5)(f(s) = FO) + CIAT(t = 5)(f(s) — F())]I.
O Teorema D.5 garante a existéncia de constantes M > 1 e § > 0 tais que

IT(8)]] < Me, vt >0.

Temos também, pelo Teorema 1.2, que

C
lAT@) < 7,

v

~

> 0.

Entao,

gn(s)l < CIT(t = 9)(f(s) = FO)I + CIAT(t = 5)(f(s) — F(t))]
< CIT(E = )lIf(s) = FOI + CIAT(E = s)[[IL.f(5) = F @)
< OMPI|f(s) = f(O]l + @%Hf(S) = J@Il (1.46)

Por hipotese,
1f(s) = FO < Kls — ¢, Vs, t €[0,1],

onde K = K(f) >0 e 0 < a <1 sdo constantes. Assim, segue de (1.46), que

IN

. - C
lgn(s)] CMe’B(t_s)K|s—t|°‘+CmK|s—t|°‘
< CMePK|s —t|* + CCK|t — s| s — [

< O™+ Cult —s|* (1.47)

onde C, = max{é’MeBgK, C’CK}. Agora, fazendo a mudanca de variavel r =1t — s,

t t a Yt
/ (t —s)*tds = / r*tdr = i Gl < 400.
0 i a

Dessa maneira,

i
/ it — s|* tds < +o0.
0
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Logo,
Ct® + C,|t — s|*t e L'([0,1]). (1.48)

Combinando (1.45), (1.47), (1.48) e aplicando o Corolario B.12.1, temos

t
lim [ gn(s)ds =0,
0

h—0t

ou seja,

tin [ (FEEE ) 7 960 - o) as =
e portanto .
i =L = [ arie— o700 - s

Nestas condicoes, concluimos que

vi(t) € D(A), Vte(0,t)

t
Aui(t) = [ AT(E = 9)(7(5) ~ F(B)s
0
Resta mostrar que Av;(-) é continua em (0,%). Com efeito, sejam (t,) C (0,%) e
t € (0,%) com

t, —t, mn — 4o0.

Suponha inicialmente que

t, >t, VneN.

Note que,

t

/0 " AT (1, — 5)(f(s) — f())ds = / Nou) (AT, — 5)(F(5) — F(£))ds

/0 AT(t— 5)(f(s) — F(£))ds = / You ()AT(t — $)(f(s) — F(£))ds.

Entao,

|Av (t) — Av ()] = / " AT(t, — 5)(f(s) — F(8))ds — / AT(t — 5)(f(s) — F(1))ds

| 0

/ (o) () AT (b — 5) — X101 (S)AT( — 8))(F(s) — F(8))ds
< / 1 on (VAT — ) — X0 ()AT(E — $)(F(s) — £(2))]ds.




Defina h,, : (0,t) — R por

hin(s) = | (X102 () AT (tn — 5) = Xpo.1 () AT (t — ))(f (s) = F(D))].

Observe que

AT (t, — s)(f(s) — f(tn)) = AT(t — s)(f(s) — f(t)) quando ¢, — t.

De fato, fazendo

Ry = AT(tn — s)(f(s) = f(tn)) = AT(t = 5)(f(s) = (1)),

temos

Entao,
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Agora, sendo

Sn = T(tn = )(f(8) = f(tn)) = T(tn = 1)(f(s) = S,

tem-se
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Pela definicdo de Cy-semigrupot!,
1T (tn — ) (f(s) = f(£)) = (f(s) = F(E)I = O quando &, —¢. (1.52)
Além disso, usando novamente a definicao de Cy-semigrupo e a continuidade de f,
T (t, —t)(f(t) — f(tn))|]| = 0 quando ¢, — t. (1.53)
Assim, de (1.50), (1.51), (1.52) e (1.53),
|R.|| = 0 quando t, —t,

e portanto

AT (t, —s)(f(s) — f(tn)) = AT(t — s)(f(s) — f(t)) quando ¢, — t.

Note também que

X(0,4.1(8) = xp4(s) a.s. em (0,7). (1.54)

De fato, sendo s < t e t, — t, existe ng € N tal que
t, > s, Vn > nyg.

Desse modo,

e, portanto,

lim X[o.,)(5) = X0 (s), Vs <t.
Agora, se s > t, existe ng € N tal que

2fn S S, Vn 2 Nng.
Entao,
Xt (8) =0, Vn=no e Xxpq(s) =0.

Consequentemente,

h}bn X[O,tn](s) = X[O,t](S), Vs > t,.

Dessa forma, concluimos que

han[o,tn](S) = Xp04(s) qs.em (0,%).

1Veja o Apeéndice D.
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Combinando (1.49) e (1.54), obtemos

hn(s) =0 q.s. em (0,t). (1.55)

[hn(8)] = [[(X{0.] () AT (tn = 8) = X10.(8) AT (t = 8))(f (s) = F())]]
= X1 (AT (tn — 5)(f (s) = f(1)) = X100 () AT (t = 8)(f (s) = f ()]
< X ($)AT (= 5)(f(s) = SO + [Ixp0. () AT (E — )(f (s) = f(t
= Xt (S AT (= 8)(f(5) = SO + x0.0()AT (¢ = 5)(f(s) = f(t
X0, (8)C1(tn = 8) 1 f(5) = F(O)I + X0 (5) Calt = )| f(s) = F(D)]]-

IN

Tendo em vista que

1£(s) = fO)Il < Ks — %, V¥s,t € [0,2],

obtemos
()] S Xoun)($)Cs(tn — )7 K5 — 1 + xj00(5)Ca(t — 5) K3 — t]°
< X001 (8)Ch(En — 8) 'K |s — t]* + X0, (5)Ca(t — )T K|s — t|*]
< CiKX[04,)(8)|tn — 8|7 s — t|* + CoK x04(s)|t — s| s — t|*
<

é<|X[o,tn](S) N X[0.4(5) )7

tp — s|t= |t — 5|t

onde C' = max{C, K, C1K}, ou seja

X4 (8)  Xpoa(8) .
|h(n<c(ﬁﬁipa+uigla, VneN, qs em (0,0).  (156)

Defina a funcao h,, da seguinte forma

7 X[o.t,] () X[o.4(8)
hn g .
)= = s = se

Claramente

h(s) = 220000 p e (08). (1.57)

[t — s|t—@

t t
- X[0,t,](5) Xo,(5)
ha(s)ds = d
A (s)ds [;Qm—ﬂka+u—ﬂka ’
t i
X[0,](S) / X[o.1(5)
= A e d
/It—ﬂla T s

= / |t, — s|*” 1ds+/\t—sya lds. (1.58)

Por outro lado,
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Considerando a mudanca de variavel A =¢,, — s, vem

tn tn to
/ t, —s|* ds = / N>\ = fn (1.59)
0 o

t ta
/ t— slolds = 1 (1.60)
0 8}

Analogamente,

Logo, de (1.58), (1.59) e (1.60),

Temos também

Assim,

o t° t* b
hm s)ds = llm +— ] =2—= [ h(s)ds. (1.61)
a o« « 0

Combinando (1.55), (1.56), (1.57), (1.61) e aplicando o Teorema da Convergéncia Do-

minada de Lebesgue Generalizado (veja o Teorema B.13), vem
t
lim / h
" Jo

||Avy(t,) — Avi(t)|| = 0 quando n — 400

Dessa maneira,

mostrando entdo a continuidade a direita de Av;(-) no ponto t. Com um argumento
semelhante temos a continuidade a esquerda de Av;(+) em ¢ mostrando assim que Avy(+)
é continua em t. Pela arbitrariedade de ¢, concluimos que Av;(-) é continua em (0, 7).

Agora, pela arbitrariedade de ¢, temos
v1(t) € D(A), Vte (0,400)

e Avy(-) é continua em (0, +o0) provando a afirmagao.
Afirmacgao 1.9.2 A aplicacio vy definida em (1.41) cumpre a condigdo
ve(t) € D(A), Vt>0,

e Avy(-) € continua em (0, +00).
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Com efeito, fazendo a mudanga de variavel 7 =t — s, temos
t t
vo(t) = / T(t—s)f(t)ds = / T(7)f(T + s)dr.
0 0
Entdo, pelo Teorema D.6, temos vy(t) € D(A) e
Avy(t) = T(8) f (7 + 5) — f(T + 5).

Uma vez que T'(-) e f(-) sdo continuas em (0, +00), segue que Avs(-) é continua em
(0, +00) como queriamos demonstrar.

Nestas condicoes, das Afirmacgoes (1.9.1) e (1.9.2), tem-se

u(t) = vi(t) + va(t) € D(A), Vit € (0, +00)

Av(t) = A(vi(t) + va(t)) = Avi(t) + Ava(t)

¢ continua em (0,400). Portanto, a solucao generalizada do problema (P2) ¢ uma

solugdo classica segundo Kesavan |19, Teorema 4.9.2 |. [

1.5 O problema de Cauchy semilinear

Nesta segao, nosso objetivo é estudar a seguinte classe de problemas

du
= HAu=f{tut), t>t, (P3)
u(to) = Uop-

onde f é uma funcao fixada verificando a seguinte condigao.

CONDIGAO (F): Seja U um subconjunto aberto de [0, +00) x X, Diz-se que a
fungio f: U — X satisfaz a condi¢ao (F) quando para cada (ty,up) € U existem uma
vizinhangca V C U de (tg,ug) e constantes L >0, 0 < 9 <1 tais que

1 (s,u) = f& 0| < L(|s =t + [lu = v]]a), (1.62)

quaisquer que sejam (s,u), (t,v) € V.

Definicao 1.15 Uma funcio f : U — X ¢€ dita localmente Lipschitziana na varidvel

u quando, para cada (to,ug) € U, existe uma vizinhanca V de (ty,ug) em U tal que

1t w) = f(& o) < Llju=vlla;  Y(E,u), (t,0) € V.
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Observe que a condigdo (F') nos diz que a fungao f é localmente Holder continua

na variavel ¢t e localmente Lipschtziana na variavel w.

Teorema 1.10 Seja A um operador setorial com 0 € p(A). Suponha que f:U — X
satisfaz a condi¢ao (F'). Entao, para cada dado inicial (to,up) € U, o problema (P3)

possut uma unica solucao local
u € C([to, t1); X) N CH((to, t1); X),
onde t; = t1(to, ug) > to.

Demonstragao: Usando as hipoteses e o Teorema 1.6 temos, para cada t > 0, que o

operador A“T(t) é limitado e existem constantes M, > 0 e 6 > 0 tais que
|AYT ()| < Mot~ Vit > 0.
Uma vez que —dt < 0 e a exponencial é uma funcao crescente, temos
e <=1, Vt>0.

Assim,

AT ()| < Mat™®, V¥t > 0.

Para o desenvolvimento da demonstragao, fixe (to,ug) € U e escolha ¢’ > to e 6 > 0

tais que a estimativa (1.62) se verifica em
V={(t,u);to <t <t [[u—uglla <8}
Observe que a funcdo ¢ : [tg,t'] — R definida por

p(t) = [1f (£, uo)
¢ continua em [to, t']. De fato, sejam (t,) C [to,t'] e t € [to,t'] com ¢, — t. Entao,
olta) o] = 1Lt )]~ 170w < 1 ) — (1 0)]
< L(lta — " + lluo — uolla) = Litn — 1", (1.63)

ou seja,

lo(t,) — o) < Lit, —t|" =0, n— +oo.

Sendo [tg, '] um compacto, existe B tal que

B = max || f(t,uo)]. (1.64)

to<t<t/
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Desde que A é um operador setorial, —A é o gerador infinitesimal de um semigrupo

analitico {T'(t)}. Entao, uma vez que A%y € X, vem
T(t —tg) A%y — A%y quando ¢ — to,

ou seja

T (t —to) A%y — A%up|| = 0 quando t — t.

Logo, podemos escolher ¢; tal que

)
HT(t — to)AauU — AQUOH < 5, YVt € [to,tl) (165)
e
T—a
0 <t —ty < min {t’ — to, lg(l —a)MJY (B + 5L)‘1] } , (1.66)

onde 6, B, L e M, sao as constantes dadas acima. Considere Y = C([to, t1]; X') munido

COoI1l a norma

lylly = sup [ly@)]l

to<t<ty

Afirmacao 1.10.1 O conjunto Y definido acima é um espaco de Banach.

Com efeito, seja (y,) C Y uma sequéncia de Cauchy. Entao, dado ¢ > 0, existe ng € N
tal que

|Yn — Ymlly <&, Vn,m > ny,

ou seja,
lyn(s) —ym()I < sup flyn(t) —ym(®)] <&, Vn,m 2no, Vs € [to, ta]. (1.67)
to<t<ty

Desse modo, para cada s € [ty, ;] fixado, a sequéncia (y,(s)) C X ¢é de Cauchy e, uma

vez que X é completo, existe y(s) € X tal que
Yn(s) = y(s) em X.
Defina agora a fungao

y:[to,tl] — X

t - y(t):h?{nyn(t).
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Note que y € Y. De fato, fixe s € [to,t1]. Dado ¢ > 0 arbitrario, existe ng € N de
modo que

€
lym(s) = y(s) < 3, Vn = mo.
Por outro lado, como y,, € Y, existe 6 > 0 tal que

£
[t = sl <= {[yno(t) = yno(s)ll < 3
Assim,

ly(&) =y < 1Y) = Yno (O + 190 (8) = Yo ()] + [y (5) = y ()l

< S+S4ioc |t —s| <¢
-tot+o= se -5 .
3 3 3 ’

Portanto, y € Y. Resta-nos verificar que
Yo —y em Y.

Por (1.67),
lyn(s) — ym(s)|| <&, Vn,m >ng, Vs € [to,t1]. (1.68)

Fazendo m — oo em (1.68),
lyn(s) —y(s) <&, Vn=no, Vs € [t ],

ou seja,

sup [lyn(s) —y(s)[ <&, Vn=ne.
to<t<ty

Portando,

lyn —ylly <&, Vn > ng,

como queriamos demonstrar.

Agora, defina a aplicacdo G : Y — Y por

G(y) : [to,tl] — X
o Gly)(t) = T(t — to) A®ug + / ATt — 1) f(7, A=y(7))dr. (1.69)

to

Afirmagao 1.10.2 G(Y) C Y.
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Com efeito, se z € G(Y'), entdo

2(t) =T(t — to) A% + /t AYT(t — 1) f(r, A~ %y(7))dr.

to

De acordo com o Teorema D.5, a aplicacao definida por
gb(t) = T(t — to)AaUO

é continua em [to, +00). Em particular, ¢ é continua em [tg, 1]. Resta mostrar que a

funcao dada por
wlt) = [ AT 1) (A (e

é continua em [to, t1]. Com efeito, observe que

60 = [ AT Ay

to

= / 1 Xito. (T)AYT(t — 1) f(1, A~ %y(7))dr. (1.70)

to

Sejam (t,,) C [to,t1] e t € [to,t1] com ¢, — t. Defina

entao

[ ‘/IX[to,tn}(T)AaT(tn—T)f(ﬂA_ay(T))—X[to,t}(T)AaT(t—T)f(T,A_O‘y(T))dT

to
t1

< Xto.) (T)AYT (t = 7) f (7, A™Y(7)) = Xito.)(T) AT (t = 7) f (7, A™%y(7)) || d.

to

Vamos agora considerar a fungao g, : [to, t;] — R definida por
gn(T) = [IXttota) (T) AT (b — 7) f (7, A™Y(7)) = Xito.)(T) AT (¢ — 7) f (7, A= y(7))|.
Note que
AT (t, — 1) f(1, A" %(7)) = AT (t — 7) f(1, A" %y(7)) q.s. em [to,t1]. (1.71)
De fato, fazendo

Sp=AT(t, —7)f(r, A% (1)) — A°T(t — 7) f(1, A %y(7)), (1.72)
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temos

Sn = AT(t, —71)f(r,A (7)) — A*T(t — 7) f (1, A" %y(T))

(
= AT(t, —t+t—71)f(r,A (1)) — A*T(t — 1) f(1, A" %y(7))
= AT(t —7)T(tn — ) f(T,A™Y(7)) = A*T(t — 7) f(7, A"y(7))
= AT(t —7)[T(tn — 1) f (1, A(7)) = f(T, Ay(7))].
Além disso, o Teorema 1.6 nos diz que
|AYT(t)]| < Myt™®, ¥Vt >0.

Logo,

[Snll = AT (¢ = 7)[T(tn — ) f (T, A" "y(7)) = f(T, A y(7))]l]
< AT = )T =) f (7, A (7)) = [ (7, A y(7))]]
< Mot = 7) 7Tt — ) f(r, A™(7)) = f(r, ATl (1.73)

Por definigao de Cy-semigrupo,
T (t, —t)f(r, A= y(T)) — f(1, A" %(7))|| = 0 quando ¢, — t, (1.74)
para cada 7 fixado. Logo, por (1.72), (1.73) e (1.74) tem-se o desejado. Sabendo que

Xito,tn] (5) = Xptog(s)  a@.s. em  [to, 1]
tem-se, por (1.71),
gn(T) = 0 qs. em [to, t1]. (1.75)

Por outro lado, temos também

9n (M = X0, () AT (b = ) f (1, AY(7)) = Xpeo.t (T) ATt — 7) f (7, Ay (7))

Xito.a) (T)AYT (= 7) f (7, A= YT + X100 (T) AT (8 = 7) f (7, Ay (7))

< Xito ] (DAY (tn = 7)f (1, Ay (T + Xppo.y (AT (E = 7). f (7, A%y (7))
(7 A™%(

Mo (Xfto ) (T) (b = 7) " LF (7, Ay (T + Xito.)(T) (& = 7) ([ f (7 A=y (7)) ])-

IN

IN

Note ainda que a funcao ( : [to, t1] — R definida por

() = [lf(m A=y ()



é continua. De fato, sejam (7,) C

[C(7n) = C(7)]

IANIN

ou seja,

[€(7a) = ¢(7)| < L(lm = 7|” + lly(7a) —

L(|Tn - 7_|19 + HA_ay(Tn) -

[to, t1] e T € [to, 1] com T, — T, entdo

[ (7, Ay (T )] = [1f (7, A=y (7)) ]l]
1 (s A%y (7)) = F (7, Ay (7))l
A7Y(7)la)

L(lrn = 71" + [ly(ra) = y(7) ]I x),

y(Mlx) =0,

Tp — T,
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(1.76)

mostrando a continuidade da funcdo ¢. Uma vez que [to, '] é compacto, existe B tal

B = max || f(r, A=y(r))|l

9a(r)] < Mo B (

hn<T) =

to<T<t’/

X[tOJH} (T)
(tn — 1)

n X[to,t](7)> ‘

(t—T1)

Xto,t] (1)
(t =)

Xto,tn] (7)
(t, — 1)

lgn(T)] < Maéhn(T) q.s. em [to,t1],

que
Logo,
Defina h,, : [to, t1] — R por
Claramente
e

hn(T) — 2

Além disso,

Considerando a mudanca de variavel A = ¢,

[ Gty et
ft0,1)(T)

/ | =T tn]gzd / -
/to (b — ) ad7+/t:(t—7) “dr.

— 7, vem

l—«
_to

tn tn tl—a -
/ (t, — 1) %t = / AN = —m——.
to t 11—«

(1.77)

(1.78)

(1.79)

(1.80)
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Analogamente,
/ (t —71)"%dr = ————. (1.81)

t() 1 —
Logo, de (1.79), (1.80) e (1.81),

t1 11—« 11—« 11—« 11—«
t —t t -t
/ hp(T)dT = = 0 4 o
to

1l -« 11—«

Temos também

t1 oo _ tlfa
/ h(r)dr = 2———2—.
to 11—«

Assim,

t1 11—« 11— 11—« 11—«
t —t t —1
lim/ hn(T)dT = lim( z S 0 )
" Jt

= /tl h(T)dr. (1.82)

De acordo com (1.75), (1.77), (1.78), (1.82) a sequéncia de fun¢oes (g,,) esta nas hipote-

ses do Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue Generalizado (veja o Teorema

B.13). Logo,
t1
lim/ gn(T)dT = 0.
noJt

0

Por conseguinte,

|w(t,) —¥()|| = 0 quando ¢, — t.

Dessa maneira, ¢ ¢ continua em [to, t1]. Sendo

2= () +¥(b),

obtemos z € Y. Logo, G(Y) C Y.

Considere agora o conjunto
S ={y e Y;y(to) = A%, |ly(t) — A%uol| < d}.
Claramente S # (), pois por (1.65) a fun¢ao
y(t) =T(t —tg) A% € S.
Vamos mostrar que S é limitado. Seja y € S, entao

y(to) = Aauo [§] Hy(t) — Ao‘u0|| S 5, Vt € [to, tl]
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Em particular,

ly(t) — A%uol| <6, Vi € [to, t1].

Desse modo,
[y < lly(t) = A%uol| + [[A%uoll < 6 + |A%uol|, Yt € [to, t4],

mostrando que o conjunto {||y(¢)||;t € [to,t1]} € limitado. Assim, por definicao de
supremo,

sup [|ly(¢)[] < 0+ [|A%uol,

to<t<t1

ou ainda,

[ylly <0+ [|A%0l], VyeSs.
Nestas condigoes, concluimos que S é um conjunto limitado.

Afirmacao 1.10.3 O conjunto S € um espaco métrico completo com a métrica
d(yiy2) = llyr — wellv, yi,p2 € S.

Uma vez que S C Y e Y é um espaco de Banach, é suficiente mostrar que S é fechado

em Y. Com efeito, seja y € S, entdo existe uma sequéncia (y,) C S tal que
Yo —y em Y.

Desde que

[yn(T) —y(M)llx < sup |lyn(t) =y@)lx = llyn —ylly, V7 € [to, 1],

to<t<ti
concluimos

Yn(to) = y(to) em X.

Por outro lado, para cada n € N,
Yn(to) = A% e ||yn(t) — A%ug|| <6, Vit € [to, t1]. (1.83)
Fazendo n — 400 em (1.83),
y(to) = A%y e |y(t) — A%upl| <6, Vit € [to, 1],

ou seja, y € S. Portanto, S é um conjunto fechado.
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Afirmagao 1.10.4 G(S) C S.

Com efeito, seja y € S, entao

G(y)(t) — A%y = T(t —to) A% + / AT (t — 1) f(m, A %y(7))dT — A%y

to

= T(t —tg) A% — A% + /t AYT(t — 1) f(r, A= %y(1))dT

to

Desse modo,

60 = Awll < T =t = A%wl + | [ 4T = 1) 40t

to

t
< T(E = to) A%uo — Auo| +/ AT (¢ = 7)f (1, A"y(7)) || d7
to
< HT(t — to)AQUQ — A(XUOH

n u[|P¥@Yt—7ﬂfﬁzAfayOﬁ)-AaTKt—70f@3u@HdT

t
+ |AYT(t — 1) f(T,uo)||dT
to

S ||T(t — to)AaU,Q — Ao‘u0||
n / VATt — )1 (r, A y(r)) — £ (o) |dr

t
[ 1A = o e o) (1.84)
to
De acordo com (1.65),
)
”T(t — to)AauO — AaUQH < 5, YVt € [to,tl). (185)

Defina
I= /t [AYT(t — ) f(m, A™%y(7)) — f(7, uo)l|dT.

Segue, do Teorema 1.6 e da Condigao (F'), que

t
s [ M HA ) s
to

t
MaL/ (t— )2 ly(r) — A% dr

to

Uma vez que y € S, temos

ly(T) — A%u|| <6, Vt € [to, t].
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Assim,

t
I < MaL(S/(t—T)adT
to

= M,LS(1—a) 't —t))®

< M,L3(1 —a) 'ty —to)' ™ (1.86)
Agora, defina .
7= [ 1A =l o)l
Usando (1.64) e aplicando o Teorema 1.6,
"
7= [T - ol

¢
< / M,(t—71)"“Bdr
to

¢
= MQB/(t—T)adT
to

= MyB(1—a) ' (t—ty)'™

< M,B(1—a) ' (t; —to)' ™. (1.87)

Combinando (1.84), (1.85), (1.86), (1.87) e usando (1.66), temos

)
HG(y)(t) — AQUOH S 5 + MQL(5<1 — Oé)il(tl — to)lia + MQB(l — Oé)il(tl — to)lia
)
= 5+ (LS + B)M,(1 — ) (t; — to)' ™
1 11—«
0 |9 ~1 |
< §+(L§+B)Ma(1—a) 5(1—04)]\/[a (B+4dL)
o 0
- 4 1.
S+ 5 (1.88)
ou seja,
||G(y)(t) - AaUOH < 57 vt € [tOv tl]'
Além disso,

G(y)(to) = T(0)A%q + 0 = [ A%ug = A%up.
Assim, concluimos que G(y) € S e portanto G(S) C S.

Afirmagao 1.10.5 G : S — S € uma contracgao.
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Com efeito, sejam y;,ys € S, entao

Gn(0) ~Gle) = [ AT(—r)f(r A (s — [ AT( ) f(r A ()

to to

= [ ATO= A ) - A
Assim,
6600 - Gl < [ 14T = D17 A () = J A )
< [IATE= A () ~ Al

t
< Mol [ (6= ) A ) = Al

to

— ML / (t — 7)Y () — ya(r)|dr

to

t
< MiLly - wally / (t—7)"dr

to

= M,L(1—a) " (tr — to) " “lly1 — w2l
Escolhendo t; de modo que

MaL(l — Oé)_l<t1 — to)l_a <

Y

DN | —

temos
1G(y2)(t) = Gly2) ()| < %Hyl —2lly,  VtE [t ta].
Desse modo,
1G(y1) — G(y2)lly < %Hyl —yally, Vyi,y2 €5,
mostrando que G é uma contracao.
Aplicando o Teorema do Ponto Fixo de Banach (veja o Teorema A.3) em G,

concluimos que G possui um tnico ponto fixo em S, isto é, existe um tnico y € S tal

que

y(t) =T(t — to) A% + /t AYT(t — 1) f(r, A %y(7))dr, Vt € [to,t1]. (1.89)

Considere a aplicacio f [to, t1] — X definida por

f() = f{t, A7y()).
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Nosso objetivo agora ¢ mostrar que o problema de valor inicial

du
a—i-AU—f(t)? t>to, (P4)
(to) = Up.

possui uma tunica solucao classica. Para isso, faremos o uso do Teorema 1.10. Sendo A
um operador setorial com 0 € p(A), basta mostrar que f é localmente Holder continua

em (o, t;]. Antes disso, note que a fungao f [to, t1] — R dada por

f(O) = 11t Ay )],

é continua em [to, 1], pois f satisfaz a condigdo (F') e y é uma funcdo continua de

[to, t1] em X. Assim, como [tg, 1] é compacto, existe uma constante N > 0 tal que

1F( Ay(0) < N, Vi € [to,t]. (1.90)
Afirmacéo 1.10.6 [ ¢ localmente Hélder continua em (to, t1].

Com efeito, sejam s,t € (to,t1], entdo

1F(s) = FOI = 11 (s. A™y(s)) = f(t, A= y(@))]]
< L(ls = t]” + [ A7y(s) — A™y(t) )

= L(|s —t[" + y(s) —y(®)])- (1.91)
Considere 0 < h < 1 de modo que s =t + h, entao

It +B) =yl < |T(t+h — to) A% — T(t — to) A%ug|
n / JAST(t + b — 1) f(r, A=y(r)) — A°T(t — ) (r, A=y(r)) | dr

t+h
+ / JAST (¢ + b — 1) (r, Ay (7)) |dr,
t
ou ainda,

ly(t+h) =y < (h) = )T (t = to) A%uo|

/

(7
n / JAT( + h— ) f(r Ay(r)ldr. (1.92)

_|_

DAYT(t = 7)f (1, A™%y(7))|ld7
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Considerando 0 < # < 1 — « e aplicando o Teorema 1.6, temos
I(T(h) = DTt = to) A%uol| = |T(h)T(t — to) A%uo — T(t — o) A%uo||
= [[T(h)AT(t — to)uo — A*T'(t — to)uo|
< Cal|| AP ATt — to)uol
= Cah?| APTT(t —to)uo

< ChMpralt — 1) fugl| 1. (1.93)

Defina
My = M (t) = CsMgya(t — to) ™5 lu.

Note que se t — tg, entao

Desse modo, devemos considerar ¢, com ty < t; <t < t; para que M; < +oo. Logo,
(T(h) — DT (t — tg)A%uq|| < MyhP, Vit € [th, t].
Como t{ >t é arbitrario,
I(T(h) — DT (t — to)A%uo|| < MihP, Yt € (to, t1]. (1.94)
Procedendo como em (1.93) e usando (1.90), segue que
I(T(h) — DAT(t = 7) f(r, Ay ()| < Coh® Mysalt — 7)"+IN.

Defina .
j:/t [(T(h) — DA°T(t — 7) f (7, A=y (7)) || dr

e observe que [+ a < 1. Entao,
t
I < / CshP Mot — 1)~ PTINdr
t
’ t
= Cgh’Mgs,oN / (t — )"t 9dr
to

= CsMaraN(1— (B+a)) 7 (t—to) " n?

< CpMpyoN(1— (B4 ) (ty — to) = PHnf
Dessa forma, definindo

My = CyMp o N(1 — (B +a)) 7 (t, —to)' =P+,



obtemos

/ (TR = DAT(t = 1) (7, A=y(r)) | dr < Mah®.

Por fim, considerando
3 t+h
T= [ 14T+ b st Ay,
t
usando a estimativa em (1.90) e aplicando o Teorema 1.6, obtemos
3 t+h
o< [ n - ol Ayl
t
t+h
< / M,(t+h—71)"“Ndr
t

t+h

= MQN/ (t+h—7)"%dr
t

= M,N(—a)'h'™™

Desde que 0 < h < 1le 3 <1—q, temos h'~* < h®. Defina
My = M N(1 — )",
Nestas condicoes,
t+h
/ |AT(t 4+ h — 7) f(1, A=y(7))||dT < Msh”.
t
Combinando (1.92), (1.94), (1.95) e (1.96),
ly(t + 1) = y(t)]| < (My+ My + M),

ou seja,
ly(s) —y@)]| < Ks —¢|°,

onde K = My + My + M3 e 0 < < 1. Assim, de (1.91) e (1.97),
1F(s) = F)II < L(ls =t + K|s — t]°).
Considerando v = min{4¢, 8}, obtemos

1F(s) = FOI < Lls —#,

para alguma constante L > 0. Logo, f é localmente Holder continua em (to, t,].
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(1.95)

(1.96)

(1.97)
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De acordo com o Teorema 1.10, o problema (P4) tem uma tnica solugao classica,
isto é, existe u € C((to, t1]; D(A)) N C((tg, t1); X) tal que
u(t) € D(A), Vt € (to,t4]
e u verifica o problema (P4). Além disso, u é dada por
u(t) =Tt —to)uo + /t T(t—71)f(r,A%y(T))dr. (1.98)

to

Segundo o Teorema 1.8, a imersao D(A) — D(A%) é continua. Assim, como u(t) €

D(A), temos u(t) € D(A®). Entao,

A%u(t) = A° (T(t—to)uo+ / tT(t—T)f(T,A—ay(T))dT)

to

= ATt — to)up + A° ( / tT(t—T) f(r, A-ay(T))dT). (1.99)

to
Ademais, T(t — 7)f(1,A=*y(7)) € D(A®), pois T(t — 7)f(r, A y(1)) € D(A) e
D(A) < D(A%). Observe que a funcao ¢ : [t, t] = X dada por

(1) =T(t —7)f(r, A y(7))

é continua e que o operador A® : X* — X ¢é linear e continuo. Assim, a integral
/ T = ) [ Aoy
to
estd bem definida e, aplicando o Teorema D.3,
A® (/tT(t —7)f(T, A_O‘y(T))dT) = /t AYT(t — 1) f(1, A= %y(1))dT.
to to
Nestas condicoes,

A%u(t) = A°T(t —to)ug + /t AT (t — 1) f(r, A~ %y(7))dT

to

= T(t—tg) A%y + /tt AT (t —7)f(r, A" %y(7))dT

= y(t). (1.100)
Por conseguinte, u(t) = A~“y(t) e, portanto,

t
u(t) =Tt —to)uo + / Tt —7)f(r,u(r))dr
to
¢ a solucao classica de (P3). A unicidade desta solugao segue de (1.89) e (1.98). n
No que segue, T4, sera o niimero real tal que [0, T,,,) € 0 intervalo maximal de

defini¢ao da solucgao u(t) de (P3) dada pelo Teorema 1.10.
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Teorema 1.11 Seja A é um operador setorial com 0 € p(A). Se f : [tg, +00) X X* —
X satisfaz a Condicao (F) e existe uma fungao k : [ty, +00) — R tal que

Ift,w)|| < k@A 4+ ulla), VE>ty, ue X (1.101)
Entao, para cada uy € X%, o problema (P3) possui uma dnica solug¢ao global.

Demonstracao: Seja
t
u(t) =Tt —to)ug + / Tt —7)f(r,u(r))dr
to
a solugao de (P3) dada pelo Teorema 1.10. Suponha, por contradi¢ao, que T},4, < +00.
Note que
t
A%u(t) = A® (T(t — to)ug + / Tt —71)f(r, u(T))dT)
to

= T(t —tg) A% + / AYT(t — 1) f (7, u(T))dT.

to

Entao, fazendo o uso do Lema 1.10 juntamente com o Teorema 1.6 e (1.101), obtemos

[u(®)lla < IIT(t—to)AauOII+/tIIAO‘T(t—T)f(T,U(T))IIdT

IN

Ol Auo | + M, / (t — 7)1 (ryu(r)) |dr

IN

CllA%uo +Ma/t (t =7)" k(7)1 + [lu(7)]la)dr

IN

¢
Cl|A%uq|| + Mok(Trnaz) / (t —7)"%dr

to

+ Mak}(Tmax)/(t—T)_O‘Hu(T)HadT. (1.102)

to

Considerando a mudanca de variavel r =t — 7,

t t—to Trmaz 1
[a—nmar= [ [T e e o
" 0 0 1—«a

Combinando (1.102) e (1.103), temos

la®)lla < c1 + ¢ / (t = 7)° u(7) odr,

to

onde

1
c1 = C|| A%ul| + Mak(Tmm)mTl‘a e ¢y = Muk(Tha).

max
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Aplicando o Teorema A.2, concluimos que existe uma constante C > 0 tal que
Hu<t)Ha S CN’> VT € [t()aTmax)-

Um absurdo pois, de acordo com Pazy [29, Teorema 1.4, pg. 185, se Ty < +00,
entao

lim ||u(t)|loa = +o0.

t—=Tmaz

Logo, T)nae = +00. [

1.6 Dependéncia continua da solucao com relacao aos
dados iniciais

Nesta secao, vamos apresentar um resultado muito importante para o desenvolvimento

de estudos que serao apresentados posteriormente.

Teorema 1.12 Sejam que A um operador setorial e f : U — X, onde U C [0, +00) X
X é um aberto, uma fungao satisfazendo a condigao (F). Considere ug € X< e

suponha que eziste uma sequéncia (u,) C X tal que
U, = ug em X%,

com (to,u,) € U. Seja ¢,(t) a solugao mazimal de

do,,
% 4 Ady = [t dn(t)), > to,

¢n(t0> = Unp,

definida em (ty, +00). Entao,

[¢n(t) = do(t)[|a — O

uniformemente em cada subintervalo compacto de [to, to+To), onde Ty € o nimero real

tal que [to, to + Tp) € o intervalo mazimal de definicdo da solu¢ao ¢o(t) da equagio

% + Ago = f(t,00(t)), t > to,

do(to) = uo.

Demonstragao: Escolha t; € [ty,to + 1) arbitrario e considere o conjunto

K = {¢o(t);t € [to, 1]}
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Observe que K é compacto pois é a imagem do compacto [to, t1] pela fun¢do continua

¢o. Note que, para cada elemento ¢o(t) de K, existem constantes L, > 0 e §; > 0 tais

que
1f(t @1) = f(E,22)lx < Leflwy — @2,
sempre que
1,22 € B(¢o(1), 6¢),
onde

B(do(t),0r) = {x € X% |lx = ¢o(t)[la < 0:}-

Sendo {B(¢o(t),0¢) }ejto,r,] Uma cobertura aberta para K segue da compacidade de K
que

K C B(¢o(s1),01) U B(do(s2),02) U+~ U B(do(s;), ;).

Considerando § = min{dy, da,...,d;}, obtemos uma vizinhanga V5 de K onde
1f(tz1) — f(t.22)llx < Lllws —aofl, para zi,20 € Vs e tE€ [ty ],

para alguma constante L > 0. Agora, observe que

160(t) — b0l < Nl (atn — )|
¥ / ™A (F(E, 6u(s)) — £t 60(5))llads
<[4y — o)
i / | A% A (£(t, u(s)) — f(t, o(s)))xds. (1.104)

Aplicando os Teoremas 1.6 e D.5, obtemos

le™ (un —uo)lla = lle™ A (un — uo)|[x
< M| A (un — o) x
< MeP"||luy, — uolla, (1.105)

onde M > 1e 3 > 0 sao constantes. Defina

R = [|A% 2 (f(t, da(s)) — f(t, 60(s) ] x-

Se
On(t) € Vs, Vit € [to, 1],
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entao aplicando o Teorema 1.6

R < A%t 6u(s)) — f(t do(s))llx
< Mot = 5) | f (8 @n(s)) — F (2, do(s))llx
< MoL(t —5)"[n(s) = ¢o(s)llas (1.106)

onde M, > 0 & uma constante. De (1.104), (1.105) e (1.106),
[@n(t) = Go(t)lla < M [t — gl + MaL/Ot(t — 8)"%|én(s) = Go(s)]|ads.
Aplicando o Teorema A.2, obtemos
[6n(t) = do(t)lla < eMe™™ [Juy, — ugllas Y € [to, ],
para alguma constante ¢ > 0. Por hipotese,
U, > u em X<

Entao,

[¢n(t) = do(t)[|a — 0

uniformemente em [tg, ¢1].
Afirmacgao 1.12.1 FEuxiste ng € N tal que

¢n<t> € ‘/57 n Z No, Vit € [t07t1]~
Com efeito, fixe 0 < dy < 0 tal que
dist(z, K) < dy = x ¢ OVj.

Por hipotese,

Uy, — Uy, em X%

Assim, uma vez que uy € K, existe nyg € N tal que
u, € mtVs, Vn > ng.
Agora suponha, por contradi¢do, que existe s, € [0, ;] tal que
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Entao, pelo Teorema da Alfandega'?, existe ¢, € [0, s,] satisfazendo
On(s) € Vs, Vs e |0,t,]

e on(t,) € OV, onde
t, = inf{r; ¢, (r) € OVs}.

De modo semelhante ao que foi feito acima, temos
16n(ta) = Go(tu)lla < eMe™™ [lun — uglla < eMe™ ||uy — uolla- (1.107)
Mais uma vez, recordando que
Up, > u em X<,

concluimos que existe ng € N tal que

do

cMebtr’ Vn 2 no. (1.108)

[[tn — uolla <
Combinando (1.107) e (1.108), ficamos com

dist(pn(tn), K) < ||¢n(tn) — do(tn)lla < do.

Nestas condigoes, ¢, (t,) ¢ OVs de acordo com a escolha feita para dg. Um absurdo.

Logo, a afirmacao é verdadeira. [

12Para mais detalhes, veja Lima [24]



Capitulo 2

Limitacao de solucoes globais para
uma classe de equacoes parabodlicas

nao locais

No presente capitulo, vamos estudar a existéncia e o comportamento das solucoes

da seguinte classe de problemas

u— Au=g ([, F(u)dz) fu), z€Q, ¢>0,
u=0, z€9Q, t>0, (P5)
u(0) = uy € C%(9).

onde 2 é um dominio limitado com fronteira suave em R e as funcdes f e g satisfazem

as seguintes condigoes.

CONDICAO (f): f:R — R & uma funcao positiva de classe C' com

t
/ f(s)ds < 400, VteR

F(t) = /; F(3)ds.

CONDICAO (f1): Se N = 2, suponha que existem C' > 0 e g € (1,2) tais que
£/ < Cel”, vt eR.
CONDICAO (f,): Se N > 2, suponha que existem C' >0e 1< ¢q < % tais que

7] <Ot +1), VieR.
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CONDICAO (g): A funcio g : (0, +00) — (0, +00) & localmente Lipschitz.
CONDIGAO (H): Existem constantes a,b € R com

a>2, b>0, ab>2,
tais que
(a) Existe p > 0 tal que, para todo t > p, temos tf(t) > aF(t).
(b) tg(t) > bG(t) para t > 0, onde G' = g.
(¢) g(t) = o(G(t)) quando t — +o0.

A obtencao de solucao generalizada para esta classe de problemas sera feita através do
uso da teoria apresentada no capitulo anterior. Mais especificamente, iremos verificar
que o nosso problema se enquadra nas hipoteses do Teorema 1.10. Na segunda parte
desse capitulo, veremos que as solucoes classicas globais admitem certas limitagoes.

Este estudo é motivado pelo caso em que
f(t)=¢', gt)y=06t"7, Vop>0.

Pois, de acordo com [15], quando N = 1 todas as solugbes sao globais e limitadas.
Uma motivacao fisica para o estudo de problemas desta natureza é apresentada
por Bebernes-Lacey [4]. Porém, o nosso interesse em estudar esta classe de problemas
veio através da leitura de Fila [15]. Este texto, por sua vez nos remete a leitura de Fila
[16] o qual nos fornece técnicas para o desenvolvimento de algumas demonstracoes.
Um estudo semelhante ao que vamos apresentar aqui é feito em [4] para outra classe

de problemas nao locais.

2.1 Existéncia de solucao

Nesta secao, temos como objetivo usar a teoria apresentada no capitulo anterior para
encontrar uma solugdo local para o problema (P5), onde as fung¢des f e g cumprem
as condigoes mencionadas acima. Antes de iniciamos a busca por solugdo para (P5),

vejamos algumas consequéncias das condigoes acima mencionadas.
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2.1.1 Algumas consequéncias das Condigoes (f1), (f2) e (H)
Propriedade 2.1 A Condicao (f1) implica que

1F/(t)] < Cee . vieR

f(t)] < Cge, Vit eR,

onde Cg, C’~5 > 0 sao constantes.

Com efeito, por hipotese,

If/(t)] < Ce, vteR, (2.1)

onde C' > 0 e q € (1,2). Nao é dificil verificar que

ol

i 0 quando t— +oo,
e

para # > 0 dado arbitrariamente. Entao, dados ¢ =1 e S > 0, existe uma constante

M = M(1, 5) > 0 satisfazendo
" < P quando  |t| > M.

Para o caso em que [t| < M, considere a funcdo ¢ : [—-M, M] — R definida por

ol

Y(t) = PR

Uma vez que 9 é continua e estd definida em um compacto, existe uma constante
cg > 0 tal que
’1/1(t)’ Scﬁu Vit € [_M7M]7

ou seja,

' < g vt e [-M, M.

Nestas condi¢oes, considerando ¢ = max{1, cz},
' < zgef vt e R. (2.2)
Combinando (2.1) e (2.2), obtemos
f/(1)] < Cse?P, vt e R,

onde Cg = C'ég > 0 é uma constante.



Agora, note que

t

ft)=f0O)+ [ f'(s)ds, VteR.

/O ' (s)ds

Entao,

[f (] < [£(0)] +

Supondo que ¢ > 0 e usando (2.1), temos

/0 ' Fls)ds

Se t < 0, entao

ff@mzklﬂwm

Fazendo a mudanca de variavel r = —s,

0 —t —t
/ 9 gy — / & dr < 0" / dr = (—t)e0" = [,
t 0 0

Logo, de (2.4), (2.5) e (2.6),

/0 ' (s)ds

Cteltl”
pETE

0

0 0
< / |f'(s)]ds < C’/ e =" ds.
t t

< C|tle, vt eR.

Nao ¢é dificil verificar que

— 0, [t| = 400,

t t t
< [ <o [[etas<ce [ as= et = o
0 0

83

(2.3)

(2.5)

(2.6)

(2.7)

onde § > 0 é arbitrario. Entao, dados e =1 e > 0 existe M = M(1,5) > 0 tal que

Cltle” < P se |t > M.

Quando |t| < M, considere a fun¢ao ¢ : [-M, M| — R definida por

Cteltl”
= TeBHE

Sendo ¢ continua e [—M, M] compacto, existe uma constante Bz > 0 tal que
|¢(t)| §B57 Vt € [_M7M]a

ou seja,

Cltlel” < Bge®”, vt € [-M, M.



Considerando ¢ = max{1, Bs},

C|t|e‘t|q < 056’3”‘27 Vi € R.

/O ' (s)ds

1< PP wteR.

De (2.7) e (2.8),

< 0565‘”2, Vvt € R.

Por outro lado, observe que

Entao,

FO)] < [£(0), vt eR.

Combinando (2.3), (2.9) e (2.10), temos

1F)] < [£(0)]e 4 cgellt

= (If(0)] + c)®, Vvt eR,
Portanto, existe uma constante Cz = | f(0)| + ¢z > 0 tal que

1F/(t)] < Cpe?* Vi eR.
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(2.10)

Propriedade 2.2 A Condigao (f2) implica que existe uma constante Cy > 0 tal que

)] < Ci(Jt]? + 1), VteR.

De fato, desde que

temos

If (D] < [£(0)] +

/0 (s

/0 F(s)ds

< /Ot\f’(s)\ds < 0/ (]s|7 + 1)ds

Se t > 0, entao
t
0
= C’/(sql—l—l)ds—C(——i-t)
0 q
t|4
= c<u+yt|>.
q

Por outro lado, quando ¢ < 0, temos

[ s == [ s

(2.11)

(2.12)
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e assim,
t 0 0
"(s)ds| = |— '(s)ds '(s)|ds
[ e = |- [ o] < [1ro)
0 0
< C/qw*+nwzc/uew*+mw. (2.13)
Fazendo a mudanca de variavel r = —s, ficamos com
/t()((—s)ql 4 1)ds = /Ot(r“ 1) = <% + (—t)) - (% 4 w) (2.14)
Logo, de (2.13) e (2.14),
/t f’(s)ds' <c (W + |t|) | (2.15)
0 q
Combinando (2.11), (2.12) e (2.15),
lf()| < \f(O)]+C(|t§+\t|>, Vit € R. (2.16)

Observe que se [t| < 1, entdo
14 £
— 4+t < —+1
q q

Por conseguinte,

£

\ﬂw+0(;+m)smmwcwq

= +C
q

e, portanto,

Lf@)] < Ot + 1),

onde C' = max{%,C + |f(0)|}. Por outro lado, se |t| > 1, entdo 1/|t| < 1. Dessa

maneira,
t|? 1 1 1
Jinﬂﬂzuw<—+ .4)SHV<—+1).
q q [t q
Consequentemente,
01 < 11+l (5 +1)
e, portanto,
|fO)] < C(Je* + 1),
onde
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Considerando € = max{C,C’}, obtemos
FOI < Gt +1), VieR,

como queriamos demonstrar.

Propriedade 2.3 A Propriedade 2.2 garante a existéncia de uma constante Cy > 0

tal que
[F()] < Co(Jt|™ +1), VEeR.

De fato, note que

[F(t)| < |F(t) — F(0)| + |F(0)|, VteR.
Entao, pelo Teorema do Valor Médio!, existe \; € [0,¢] (ou \; € [t,0]) tal que
F(t) = F(0) = f(\)E
Desse modo,

[E()]

IA

[F A+ [F(0)]
Ci(I|* + D)lt] + [F(0)]

IN

< Gu([t]" + Dle] + [F ()],
ou seja,
(@) < Crlt™ + [t]) + [F(0)].
Supondo |t| < 1, temos
[F) < it +1) + |F(0)]
= Cilt|""! + (C1 +[F(0)])

< Gy + 1),

onde Cy = Cy + |F(0)|. Caso |t| > 1, temos 1 > |71‘ e assim

1
FOl < I (14 ) +1FO)
< G+ 1),
onde C; = max{2, |F(0)|}. Considerando Cy = max{Cy,C;}, obtemos

[F(#)] < Co(Jt]™ +1), VteR.

!Para mais detalhes, veja Lima [23, Teorema 7., Capitulo §].




Propriedade 2.4 De acordo com a Propriedade 2.1,
[F()] < Ca (€7 +1), VEER, B >0,
para alguma constante Cg, > 0.

Com efeito, sabemos que

[F(O)] < Mye, Wt eR.

Além disso,

F()] < [F() - F(0)] + |F(0)], VteR,

Entéo, pelo Teorema do Valor Médio, existe \; € [0,t] (ou A € [¢,0]) tal que
P(t) — P(0) = FOW)E.
Supondo que ¢t > 0, temos

[F@OL < [fQ)t] + [FO)] = [f)][t] + [F(0)]
< Mgltle™ + |F(0)] < Mgltle™ +|F(0)].

Tendo em vista que
t
|—|2 = 07
[t|—=+o0 est

onde 0 < £ < 1, mostra-se
t| < Cee™, Vit eR,

para alguma constante C¢ > 0. Assim,
[F(8)] < Mpltle” +|F(0)] < MsCeet ™ + |F(0)] = MyCee D™ 1| F(0)].
Definindo 8, = 8+ § e Mg, = M3C¢, obtém-se
[F(t)] < Mg, ™ + [F(0)], VteR,

ou seja,

|F(t)] < C, (M +1), VieR,
onde Cp, = max{Mz,, |F(0)|}.
Propriedade 2.5 FEzxiste uma constante 6 > 0 tal que

G(t) > ot*, vt >0.
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Com efeito, de acordo com a Condicao (H), temos
tg(t) > bG(t), Vt> 0.

Entao,

s

(t)

[5m= [ g

b(In|t| — In|e]) < In|G(t)| — In|G(e)].

o (8)-m(9) 0 (28)

Desde que a exponencial é uma funcao crescente,

, Vt>0.

| o

Considerando 0 < € < t, temos

ou seja,

Dessa maneira,

Gt

i G(s)’ Vt > e.

Como ¢ > 0 é arbitrério,

G(t) > ot*, vt >0,
onde § > 0.
Propriedade 2.6 A funcao F' € crescente.

De fato, considere t,t5 € R com t; < ty. Entao,

to t1 to
Flts) — F(ty) = / F(s)ds — / F(s)ds = / F(s)ds > 0,

—00 —00 t1

pois f > 0. Logo, t; < ty implica F(t;) < F(t2).

Propriedade 2.7 Dado c € R, existe uma constante K > 0 tal que

tf(t) >al(t)— K, Vt>c.
De fato, pela Condicao (H), existe p > 0 tal que

tf(t) > aF(t), Vt>p. (2.17)
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Agora, considere a funcao ¢ : [c, p] — R definida por
o(t) = t(t) — aF ().

Observe que ¢ ¢ uma fun¢ao continua definida em um compacto. Entao, existe tg € [c, p]

tal que
o(tg) = min ¢(t).

t€(c,p]

Escolhendo a > 0 tal que

o(t) > o(ty) > —a, Vit € e, pl,

temos

tf(t) —aF(t) > —a, VtE e pl.

Assim,

tf(t) >aF(t) —a, VtE]ep)]. (2.18)

Combinando (2.17) e (2.18), concluimos que
tf(t) > aF(t) — K, Vt>c,

onde K > 0.
Propriedade 2.8 Dado ¢ € R, existem constantes v,o > 0 tais que

F(t) >~|t|* — o, Vt>c.
Com efeito, de acordo com a Condigdo (H), existe uma constante p > 0 tal que
tf(t) > alF(t), Vt>p.

ou seja,

ou seja,

a(lnft] — Inlp|) < | F(8)| - | F(p).
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Assim,

In (ﬂ> =qaln (ﬂ) <In <M> .
p° p F(p)
Como a fungao exponencial é crescente,
PL< 220 wesop.
Desse modo,
F(t) Z~[t)", vt>p, (2.19)

onde v = F(p)/p* > 0. Agora, considere ¢ € R. Se ¢ > p, o resultado segue. Caso

contrario, defina a funcdo ¢ : [¢, p]| — R por

o(t) = F(t) — ~[t]*.
Uma vez que ¢ é continua e [c, p| é compacto, existe ¢y € [c, p] tal que

o(tp) = min ¢(t).

te(c,p]

Escolhendo ¢ > 0 de modo que

¢(t) Z ¢(t0> > —0, Vi € {Cv p]7
obtemos
F(t) > A|t|* — o, Vte|ep). (2.20)

Assim, combinando (2.19) e (2.20), obtemos

F(t) >~|t|* — o, Vt>c.

2.1.2 Existéncia de solugao local

Neste momento, estamos interessados em obter uma solugao para o problema (P5). Isso
sera feito através do uso do Teorema 1.10. Mas antes, faremos algumas consideragoes.
Inicialmente, observe que (P5) pode ser convertido no problema de valor inicial para a

equacao de evolucao abstrata de primeira ordem

Z_? + Au=g ([, F(u)dz) f(u), t>0,

u(0) = wo,

(P6)

onde X = L*(Q) e A: D(A) — X édado por Au = —Awu, onde D(A) = H*(Q)NHL(Q).
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De acordo com o que foi estudado no capitulo anterior, concluimos que A é um
operador setorial. Além disso, veremos que 0 € p(A). Isso sera conteido do seguinte

lema.
Lema 2.1 0 € p(A).

Demonstragdo: Para isso, devemos mostrar que A™' : L?(Q) — H?*(Q) N Hi(Q)
existe, ¢ linear e limitado. Observe que mostrar a existéncia de A~! é equivalente a
mostrar que dado uma fun¢do h € L?(2) existe uma tnica func¢ao v € Hg () N H*(Q)

que satisfaz o problema

—Au=h, em
u=0, em Of.

(2.21)

Ora, uma solugao fraca para (2.21) é uma func¢ao v € Hg () tal que

/Vqudx:/hvdx, Vv € Hy ().
Q Q

Definindo J : H}(Q) — R por
J(v) = / hvdzx
0

nao ¢ dificil verificar que J é um funcional linear continuo. Entao, o Teorema de Riesz-
Fréchet (veja o Teorema A.6G) nos assegura a existéncia de um tnico ug € Hj(Q) tal
que

J(v) = (v, uo)mr(), Vv E Hy ().
Recordando que
(u, v) g1y = / VuVudz,
Q
obtemos
/ hvdx = / VueVodz, Vv € Hy(S2).
Q Q

Logo, up € Hg(2) é a tnica solugao fraca de (2.21).

Teorema 2.1 2 Seja Q um conjunto aberto de classe C? com OQ limitada. Se h €
L*(Q) eu € HY(QY) satisfazem

/Vqudx:/hvdx, Vv € Hy(S2).
Q Q

2Para mais detalhes sobre este resultado, veja Brézis [7].
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Entao, v € H*(Q) e
[ullz2@) < Cllhl| 220,

onde C' > 0 € uma constante que depende apenas de Q.

De acordo o resultado acima, ug € H*(Q2). Entdo, dado h € L?*(f2), existe um
tnico u € H}(Q) N H?(Q) tal que
—Au=h, em (),
u=0, em ON.

Logo, o operador A admite inverso com

—Au=~h, em (
u=0, em Of.

AV h=u<e

Afirmacao 2.1.1 A~! € linear.
De fato, sejam hy, hy € L*(f2), entao existem tnicos uy, us € H () N H2(Q) tais que

—Aul = hl, e Q,
up =0, em 02

—Aug = hy, em (),
Uy =0, em OfD.
Considerando A, ¢ € R, temos
—A(Aug) = Ahy, em €,
Aup =0, em 0Of)

—A(&uy) = Ehy, em  Q,
Eug =0, em 0.
Dessa maneira,

—A(Auy +&ug) = Ahy +Ehy, em
A+ Eus =0, em O

Portanto,
Ail()\hl + £h2) = )\u1 + £UQ = /\Ailhl + £A*1h2,

como queriamos demonstrar.
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Afirmacao 2.1.2 A~ ¢ limitado.

De fato, sabemos que

ul| 20y < Cllh]|L2()- (2.22)

Entdo, de acordo com o Teorema C.4, a imersao H'(Q) < L*(Q) é continua, ou seja,

deve existir uma constante C > 0 satisfazendo
HUHLQ(Q) S C’lHuHHl(Q), Vu € Hl(Q) (223)

Por outro lado, segue do Corolario C.5.1 que a imersao H?(Q2) < H'(Q) é compacta.

Entao, existe uma constante Cs > 0 tal que
ullaro) < Cillullpz@), Yu € HY(Q). (2.24)
Combinando (2.22), (2.23) e (2.24), obtemos
lull 20y < ClIAll 2@,

ou seja,

A7 Bl 120y < Cllhl L2y,

mostrando que A~! é limitado. n
Para dar continuidade ao estudo, vamos fixar um espago X* para que possamos

concluimos, de acordo com Figueiredo-

aplicar o Teorema 1.10. Escolhendo a = %

Felmer [13], que

X2 = D(A2) = HY(Q). (2.25)
Deixamos claro que, daqui em diante, ||-|| denotard a norma usual de Hj (), isto é,
%
Joll = [ |vupac)”
Q
Lema 2.2 As normas ||| e HH% em H}(Q) sdo iguais, onde

lully = [A2ull (@), Vu € Hy(€).
Demonstracgdo: Considere uma base normalizada de L?(Q) formada por autofungoes
(¢n) de

—Ap=XAp, em ()
¢=0, em 01,



onde os autovalores associados sao ()\,). Assim, se u € L*(Q), podemos escrever

u = Z Oy -

n=1

Além disso, segue de [13| que o operador Az admite a seguinte caracterizagao

too
A2 =" Nand,, Yue Hy(Q).

n=1

Agora, observe que

+o00o “+oo
1 1 1
HAQUH%%Q) = <Z)‘%an¢naz)\%an¢n>
n=1 n=1 L2(Q)
i, i,
j—y—gloo Zx\agb,ZAa(b
n=1 L2(Q)

n=1
J
—  lim M@ (Dny Pn) 12(0)

j—r—+00
J n=1

+0o0

2

= g An,, .
n=1

Por outro lado, seja u € H} (). Entao, podemos escrever

—+00

u = Z Oy -

n=1

Dessa maneira,

400 +oo
Jul® = <Zan¢n,2an¢n>
n=1 n=1 H&(Q)
J J
= jgﬂ—noo <;an¢n>;an¢n>

Hg ()

j—+oo

J
n=1
Sendo
/ngSandx = )\n/ bpvdr, Vv € Hy(Q),
Q Q

temos

<¢m ¢n>H&(Q) = >\n<¢n> (bn)LQ(Q) = An,

94

(2.26)
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ou seja,
+oo
[ull> =" az,. (2.27)
n=1
Nestas condicoes, de (2.26) e (2.27),
lully = llull, Vu € Hy(€).

[
Observe que, a menos da Condigao (F), ja checamos todas as exigéncias do

Teorema 1.10. Neste momento, estaremos concentrados em verificar que a aplicacao

¢ : H} () — X definida por

ot =g ([ Fuods) s (2.28)
satisfaz a Condigao (F).
Lema 2.3 A aplicacio ¢ definida em (2.28) € localmente Lipschitz.
Demonstragao: Sejam u,v € H}(Q). Entao,

o) — p(v)] < \g

+‘g

VAN
&
A
S~
!
—~
S
Y
3
~
=
&
|
=
=

Desse modo,

Integrando sobre 2, obtemos

/Q p(u) — p()Pdz < 4

S~

|f(v)[Pda

_ ( / F<u>dx)2 |10 - s(0)Pda

+ 4'9 (/QF(U)C@ —g(/QF(v)d;v)

A\f(v)]de.(2.29)
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Observe que
Flu)— F(v) — AZ%F@+4U—MMS

_ A?u—mﬂv+qu—mms

:(u—mzfﬂv+4u—mm&

Entao,
|F(u) — F(v)| < ]u—v\/o |f(v+ s(u—wv))|ds. (2.30)

Se N = 2, segue da Propriedade 2.1 que
1F(t)] < Cse®™ ) Vi eR, (2.31)

onde Cz > 0 é uma constante. Além disso, como

lv+su—v)| = [(1=s)v+sul <[(1—s)v]+|su|
— (L= 9)lo] + slul < o] + ul. (2.32)
concluimos que
v+ s(u—v)* < (Jv| + |u])?. (2.33)

De (2.30), (2.31) e (2.33),
[F(u) = F(v)] < Iu—vl/olf(v+8(u—v))|d8

1
§|u—m/<%£wwﬂW@
0

1
< |u—v|/ Cyel I+ 1D? g

= Ju — v|CyeP D,

Assim, aplicando a Desigualdade de Holder (veja o Teorema B.1),

/]F v)|de < C’g/|u—vle (ul+1eD? gy

< Cpllu —vl|r2(q) (/ﬂ Alul+oh) dx) : (2.34)

Sejam ug € HJ(€2) um elemento arbitrério e

V = {u € Hy(Q); lu—ul < 0}



97

uma vizinhanca de ug. Supondo que u,v € V, tem-se

Iful + ol < ffull + o]
< Ju = woll + [Juoll + llv = wuoll + [Juoll

< 2(6 + Juoll)-

Entao,

u v 2 2
/ 2Bl ]2 g / 2P (rhaftitn) (lul+1olD? g < / 2645 +woll (qfiefetr) g
Q Q Q

< swp / 2B g — gy / (BB Ho I wl gy, (9 35)

 wli<tJa Jwl<1Jo

Considerando 8 > 0 de modo que 43(8 + ||ug||)? < 7, temos

pe (o s e

Aplicando a Desigualdade de Trudinger-Moser (veja o Teorema C.3), concluimos que

sup /685(5+”“°)2|w|2 < sup /62’”"2 < c|Q, (2.36)

lwli<1J@ lwl|<1JQ

para alguma constante ¢ > 0. Entao, combinando (2.35) e (2.36),
/ 2Bt g0 < 0y, Vu,v €V,
Q
ou seja, )
(/ e25(|“|+”)2d9€> ’ < Cs, Yu,velV. (2.37)
0
onde C3 = C’é. Assim, combinando (2.34) e (2.37), obtemos

/|F v)|de < CpCsllu — v 2(), VYu,v e V. (2.38)

De acordo com o Teorema C.4, a imersao HJ(Q2) < L?*(2) é continua, ou seja, existe

uma constante C' > 0 tal que
lullz2 < Cllull,  Vu € Hy(9). (2.39)
Assim, de (2.38) e (2.39),

/|F V)ldz < Cllu—vl|, VuveV, (2.40)
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para alguma constante C, > 0. Escolhendo 6 > 0 de modo que

1
<
0 < i /QF(Uo)dZU,
temos
LW@O—F@WM < Culllu = uoll + [lug — vl])
1
< C’*Q—C*/QF(UO)CLT;
ou seja,
/wmmewmgl/mem
Q 2 Ja
Assim,

AF@&M::lﬁwmuwaéwm@—ﬂm+mem

< 1) = Pl + [ [Pl
< %/QF(uo)dx%—/F(u)dx. (2.41)

Q

Por conseguinte,

N | —

/QF(uO)dxg/QF(u)dx, YueV.

Definindo

concluimos que

r < / F(u)dz, YuelV. (2.42)
Q

Por outro lado, dado u € V, temos
[Jull <6+ [luoll
Além disso, segue da Propriedade 2.4 que

(/F@ng/CMJWH4Mx§Ca/JW%wH2my
Q Q Q
Aplicando a Desigualdade de Trudinger-Moser, concluimos que existe uma constante

Cy > 0 tal que
/F@mg@@+@my
Q
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Fazendo
R = CyCy + 059,
obtemos
Ammmgﬁ Vue V. (2.43)
Portanto, de (2.42) e (2.43),
r < /QF(u)dx <R, Vuel, (2.44)

onde r, R > 0 sao constantes. Uma vez que g é uma funcao localmente Lipschitz e
[r, R] é um compacto segue, dos argumentos usados na demonstragao do Teorema 1.12,

que existe uma constante L > 0 tal que
9(s) —g(t)] < L|s —t|, Vs,t€[r,R].
Em particular, de acordo com (2.44),

P(éﬁﬁ&h)—g(éﬁh&h) QAmex—lywmm

onde L > 0 é uma constante. Assim, usando (2.40),

P(Lﬁmmm)—g(éF@ma

<L , Yu,velV,

< L

F( )d:p—/QF(v)dx

< /w o)|da
< LCu—v|, YuveV
e, portanto,
2
‘g </ F(u)dx) —g (/ F(v)dx) < Liflu—v|? VYu,veV, (2.45)
Q Q

para alguma constate L; > 0. Além disso,

/|f(v)]2da: < /C’geM”le@"
e Q
< Cg/ B 1012 g

Supondo que v € V, tem-se

[oll - < flo = uoll + fJuoll
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Entao,

/|f(v)\2d:c < Cﬁ/ e25(6+||uo||>2(ﬁ)2_
& Q

Escolhendo 3 de modo que (8 + |Jug||)? < 7 e usando a Desigualdade de Trudinger-

Moser, concluimos que
/If(v)|2d:v < (. (2.46)
Q

Sendo ¢ uma fun¢do continua e [r, R] um conjunto compacto, existe uma constante
B > 0 tal que
g(t) < B, Vte|rR].

Em particular,

g (/QF(u)dx) <B, YueV

g (/Q F(u)d:z:)2 <B?, YuelV. (2.47)

Usando o mesmo raciocinio empregado em F', temos

o que implica

1
Flu) = ) = (=) [ o+ stu=0))ds.
0
Entao, aplicando a Propriedade 2.1,
1
|f(u) = f(W)] < Ju—v] / (v + s(u —v))|ds
0
1
< |u—v / Cyel 3= g
01
< Ju—u| / CeP 101 g
0
— Ju = o] Gy,

Dessa maneira,

[f(w) = F)]P < Ju— o CFeP M7, (2.48)

Segundo o Teorema C.4, a imersao H}(Q) < L*(Q) ¢ continua. Assim, existe uma

constante C' > 0 tal que

ul| o) < Cllull, Yu € Hy(Q). (2.49)
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Integrando a expressdo dada em (2.48), aplicando a Desigualdade de Holder e a esti-

mativa dada em (2.49),

/If V)2 < /yu_vﬁcgezﬁ(wv)?dx
Q
< (/|u—v|4dx>2 (/ C§€45(|u|+vl)r"dx>2
< ([ Q
1
= CBllu— ol [ )
< Cullu— ol ([ eoteera )
Q

Por conseguinte, com o uso de (2.37),
/|f v)Pde < Cs|lu —v||?, Vu,v e V. (2.50)
Substituindo (2.45), (2.46), (2.47) e (2.50) em (2.29),
16w = pto)fde < (s + LaCllu— ol

ou seja,

le(u) = e(V)llz2@) < Lollu —vll,  Vu,v eV,

como queriamos demonstrar.

Se N > 3, entao a Propriedade 2.2 afirma que
lf@)] <C(t|*+1), VteR. (2.51)
para alguma constante C' > 0. De (2.32),
v+ s(u—0)| < |ul + |v].
Desse modo,

v+ s(u —v)|?

VAN

(o] + Jul)?

IN

(2max{]v], [u]})?

2% max{|vl, |ul}*

IN

29(Jv|7 + |ul?). (2.52)



102

Substituindo (2.51) e (2.52) em (2.30), obtemos

F@ = FO < Ju=ol [ (o st olds
< C’|u—v|/01(|v+s(u—v)|q+1)ds
< C’|u—v|/1(2q(|v|2+ [ul?) + 1)ds
= C\U—U|(20q(\v\q+\u|q)+1)-

Assim, integrando a expressao acima com respeito a 2 e aplicando a Desigualdade de

Holder,

JIF@ = Felte < € [ Ju=oler(ol + fup) + o
Q

< Cllu=olloey ([ @0l +la+170) " (253)
Nao é dificil verificar que
(27(J0]" + [ul”) + 1)* < c(Jo** + [ul* + 1).
onde ¢ > 0 é uma constante. Assim,

/(2q(|v!q+IUIq)+1)2dw < c/(|v|2q+ ul?? + 1)dz
Q
= e[|Vl 70y + llullZ3eq) + 1920

e, portanto,

N

@(fol + ul?) + 1%z ) < (elvl Py + 2 + 12)
Q

1
< alllvllfeag) + 1ullfaq) + 1212)  (2.54)
De acordo com o Teorema C.4, a imersao

H'(Q) = I/(Q), 1<p<

N -2
é continua. Por outro lado, por hipdtese, q € (1, %) Entao,
2q < 2N
1=N—2

Assim, a imersio H'(Q) < L29() ¢ continua, ou seja, existe uma constante C' > 0 tal
que

||u||L2‘1(Q) < C’HUHHI(Q), Yu € HI(Q)
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Em particular

lull L2y < Cillull,  Yu € Hy(Q), (2.55)

para alguma constante C; > 0. Do mesmo modo, como a imersao H'(Q) — L*(Q2) é

continua,

lull 2@y < Collull,  Vu € Hg(Q) (2.56)
para alguma constante Cy > 0. Combinando (2.53), (2.54), (2.56) e (2.55),
JIF@ - Polds < aCllu= ool + e + 1909
< egllu—vll(ealol? + eallull? +1902).
Desse modo, se u,v € V, entao
/m* ldz < Csllu — v,

para alguma constante C3 > 0. Assim, aplicando o mesmo argumento usado anterior-

mente, encontramos uma constante L > 0 tal que

p(éfmmm)_g(ép@ma

< L F( )dx—/F(v)dm

/|F v)|dx

< LCs|lu—v|, Yu,veV

IN

e, portanto, existe uma constante Cy > 0 tal que

o ([ i) o [ Foae)

Por outro lado,
[it@Pds < [ (ol 12
Q Q

4/ﬂm%+mm

4(/Ill720 gy + 120)
4(ChlofI* + 191

2

< Cyllu —v|?, Vu,veV. (2.57)

I IA

IN

< C5, WwelV. (2.58)

Usando os mesmos argumentos usados para provar (2.47), verifica-se que

g (/Q F(u)dx)2 < B?, (2.59)
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para alguma constante B > 0. Além disso, de modo semelhante ao que foi feito para
F, mostra-se através da Condigao (f2) que

/|f )2z < Collu—vl?, Vu,v €V, (2.60)
Combinando (2.57), (2.58), (2.59) e (2.60),
/]<p v)[Pde < Cqllu —v|?, Vu,v e V.
Portanto, existe uma constante Ly > 0 tal que
lo(u) = @)@ < Lollu —vll,  Vu,v eV,

encerrando a demonstracao. [
De acordo com as consideragoes acima, concluimos através do Teorema 1.10 que o
problema (P5) admite uma tnica solugao classica, isto é, a solugio u : [0,T] — H}(Q)
de (P5) dada por t
u(t) = e g —|—/ e A= o (u(s))ds,
0

a qual é continua, satisfaz
we C((0.7), H*() 0 HY(Q)) 1 C'((0,T), (), (2.61)
com
u(t) € H*(Q)N Hy(Q), Vte (0,7T)

e u verifica (P5).
A Condicao (H) nao é necessaria para a existéncia de solugao classica global para o
problema (P5). De fato, considere no problema (P5) as fungoes g = 1 e f(u) = (14+A;)u,

onde \; é o primeiro autovalor do problema
—Au= A u, em §,
u=0, em ON.

Seja ¢ a autofuncao associada ao autovalor A\;. Note que a funcao

u(z,t) = e'p(x)

é solucao da equacao

d
d—?—Au—(lqt)\l) rEeQ, t>0
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com
u=0, x€d, t>0,
pois
W Au=Lieg(@)] - Al'o(@)] = (1 + M)e'dla) = (1+ A
dt dt
o

u=0, xe€d, t>N0.

Porém observe que, neste exemplo, a solucao admite blow up no infinito. Assim, a Con-
di¢do (H) desempenha um papel muito importante neste trabalho porque, quando as
funcoes f e g cumprem todas as condicoes apresentadas no inicio do capitulo incluindo
a Condicao (H), as solucoes globais do problema (P5) admitem algumas limitagoes

como veremos no estudo a seguir.

2.2 Limitacao da solucao global

2.2.1 Propriedades da solugao

Recorde que, associado a equagdo (P5), temos o funcional energia J : Hj(Q) — R

definido por

ﬂ@z%%ﬁhﬂh—G(AF@MQ. (2.62)

Teorema 2.2 Sejam ug € C%(Q) e u a solucdo de (P5) dada por

u(t) = e Mg + /t e A g (u(s))ds.
0

Entao, J(u(-)) € CY((0,T)) e

d

aﬂmm:_ém@&m vt € (0,7), (2.63)

onde [0,T) € o intervalo de defini¢do de u.
Veremos este resultado como uma consequéncia dos seguintes lemas. A demons-

tracao dos mesmos serd baseada nos argumentos apresentados por Quittner-Souplet

[32, Lema 17.5.].
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Lema 2.4 A funcdo Jy : [0,T] — R definida por

Ji(t) = /Q|Vu(t)|2dm

é diferencidvel em (0,T) com
iJl(t) = —2/ u(t) Au(t)dx.
dt Q

Além disso, J; € C1((0,T)).

Demonstracao: Vamos mostrar que J; é diferenciavel em (0,77). Com efeito, sejam
t,s € (0,T), entdo

h(s) = A _ 1 /Q V(u(s) - u(t))V(uls) - u(t))de

s—t s—1

=~ )~ u)Als) ~ u(O)s
- / W) = 9 A (4 5) — u(t))da. (2.64)
Q S—1
Afirmamos que
EEE () :;jjl(t) = —Q/QUt(t)Au(t)dx
De fato, definindo
= Jl(sz: ()+2/ut(t)Au(t)dm
temos
= |- [ (M) aguts) — utoyas +2 [ wiaateyis
< /Q (—u<82:?(t))A(u(s)—u(t))+2ut(t)Au(t) do
< /Q (_u( i:?(t)) [A(u(s) —u(t)) + 2Au(t)]| dx
u(s) —u(t)
. /Q (_ — (t)) 28u(t)| da
_ /Q (“( 2:?(”) (Au(s) — Au(t))| dz
u() () N
b [ (M2 ) 2800
isto é,
Jl(si: tjl(t)m /Q w () Au(t)de| < /Q w@u(s)—m(t)) do

dx

+ (M-
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De acordo com (2.61),
u € C((0,T), H*(Q) N Hy(Q) N CH((0,T), L*(Q)). (2.65)

Entao, aplicando Desigualdade de Holder, obtemos

A=A [ wisutts| < o) = u) oy 18008) = BuD 13
b [ au)ee
L2(Q)
< [0 )| eau e
S — L2(Q)
+ BllAu(s) — Au(t)| 120y
< M2y o PR
+ Bllu(s) — u(t)|| n2)- (2.66)
Ainda por (2.65),
lu(s) = u(t) | 2@y — 0, st (2.67)
uls) —ult) _ u(t) =0, s—t. (2.68)
s—1 L2(Q)

Combinando (2.66), (2.67) e (2.68), concluimos que

Sils) = AlD) + 2/ u(t)Au(t)de| — 0, s —t.
s—1 QO
Portanto,
iJl(t) = —2/ u(t) Au(t)dx.
dt Q
Além disso,
d d
—Ji(s) — = ()| = —2/ut(s)Au(s)dI—i-Q/ut(t)Au(t)d:U
dt dt Q 0

< QL\ut(t)Au(t) — uy(s)Au(s)|dx
< 9 /Q g () (Aut) — Au(s))|dz
+ 2/Q|(ut(t) — ug(s))Au(s)|dz.



Usando (2.65) juntamente com a Desigualdade de Holder,

+
N
s
-

~

|

S
-
—

VA
=
=

=
2
=
—~

VA
=
T

)

2

Além disso, existe B > 0 tal que
Ju(s)llm2) < B, Yt e [0,T].
Assim,

_J1(S) - —J1(t) < OHU(t) - U(3)||H2(Q)

+ 2Blu(t) — wi(s)ll2 (),
onde C' = 2||uy(t)| r2(). Mais uma vez, recorrendo a (2.65), vem

|u(t) —u(s)||m2@) = 0 quando s —t,

| (t) — ue(s)||L2() = 0 quando s — .
Logo, de (2.69), (2.70) e (2.71),

d d
EJI(S) - Ejl(t) — 0 quando s—t

e, portanto,

Ji € Cl((O,T))

Lema 2.5 A funcao Jo: (0,T) — (0,T) definida por

5(t) = [ Plu(o)is

¢ diferencidvel com

Além disso, Jo € C1((0,T)).

IN +
)
S
g
/N /N /N /N
~
~— N~ ~—
|
e
g
oS
V2
=
=
[V
=2
S
—~
V2)
S~—
=
[V}
=2
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(2.69)

(2.70)

(2.71)
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Demonstracao: Para facilitar o entendimento, dividiremos esta demonstragao em

algumas etapas.
Afirmagao 2.5.1 Jy € diferencidvel em (0,T).

De fato, sejam t,s € (0,7) com t # s, entao

Jo(s) = () 1 / F(u(s)) = F(u(t))dx

s—1 s—1

:/Q )= /f —u(t)drde. (2.72)

No que segue, iremos justificar o seguinte limite

lim JQ(S) — JQ(t)

s—t s—1t

~ [w®sa(o)s
Q
Para isso, defina
s—t

ols) = 2O =R [ttt

Entédo, usando (2.72) e fazendo algumas manipulagoes,

p(s) — L =/ P /f — u(s)))d\dx
u(t) f(u(t))dx

u(si - ;L(t) /0 [F(u(t) + Aul(s) — u(t))) — f(u(®)]dAdz
O

J,
J
N /Qu(sz:;bt)/o u(t))d/\dzv—/Qut(t)f(u(t))dx
J,
J

S

_ / ) =W () 4+ Auls) — (b)) — Fu(t))]dAd
5) — u(t) o ut(t)

s—t

[ (M) suten

s—t

Desse modo,

lp(s) — L] < — t )+ Au(s) — u(t))) — f(u(t))]‘ d\dx
+ /Q (%7:“) —ut(t)) Flu(t))| da. (2.73)
Usando a Desigualdade de Holder,
/ (“(32 - ;‘(t) - ut(t>> f(U(t))’ dr < “(Si - ?(t) —u®| )
@ L2(9)

(2.74)
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Agora defina
Iuw=Cﬁiiﬂﬁ)uwwrwwww—wﬂw—fwwn

s—t

Aplicando o Teorema do Valor Médio em f, existe 6 € (0,1) tal que

fu(t) + Au(s) —u(t))) = fu(t)) = f'(u(t) + OA(u(s) — u(t)))A(u(s) — u(t)).

Entao,

US

IV =

L2 e+ 03(u(s) — )N — )

u(s) — u(t) ) ( ) | (u(t) + O (u(s) — u(t)))[|u(s) —u(t)].

Sendo N = 2 a Propriedade 2.1 nos diz que

If'(t)] < Cpe’, Vit eR,

onde 5 > 0. Entao,

u(s) — ult)

T = AR

< ACq

D
£
+
IS
—~
&
s
I~
—~
»
~—
|
£
—~
~
~—

< ACy

/ﬂﬂMuAs

Além disso, uma vez que

e assim,

S

‘ IO () — u(£)|dA

Q\_,

) ;‘(t) ‘ WO [y (5) — u(t)].

—u(t

g 1 =00
s—t s—t

existe uma constante B > 0 tal que

u(s) — u(t)

s—t

< B, Vse(0,T). (2.75)
12(9)

Assim, fazendo o uso de (2.75) e da Desigualdade de Holder, obtemos

/Q/OI\J(ANdAd;U < CB/Q u(s) — u(t)

s—1

u(s) = ult)
B

s—t

SO+ |y (5) — u(t)|de

1

2
( / 2B |y 5 — u(t)pdx)
2@ \Jo

1
1
CpBllu(s) — U(t)HL4(Q) (/(‘2 646(“(t)|+|u(5)|)2dx)

IN

IN
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Aplicando a Desigualdade de Trudinger-Moser como foi feito no Lema 2.3, mostra-se

1
1
( / 64B(IU(t)I+U(S))2dI) <
Q

para alguma constante C' > 0. Assim, uma vez que a imersao H}(Q)) — L*(Q) ¢

que

continua,
1
[ [10iats < uts) — ol
QJO

para alguma contante C > 0, ou seja,

9

Combinando (2.73), (2.74) e (2.76),

JQ(S) — Jg(t)
s—1

u(si : ;L(t) Lf(u(t) + AMu(s) —u(t))) — f(u(t))]' didz < C|lu(s) —u(t)].
(2.76)

—/Qut(t)f(u(t))‘%O quando s — 1,

como queriamos demonstrar.

Se N > 3, a Condigdo (f>) afirma que existem constantes C' > 0e 1 < ¢ < %

tais que
F@O <Ot +1), VteR.
Entao,
L/ (u(t) + OA(u(s) — u(t)] < Chl(Ju(t)]*™" + [u(s)]*7) + 1].

u(s) — uft) [(Ju(®)]77" + Ju(s)[27Y) + 1]|u(s) — u(t)|dz

1
//|J(/\)|d)\dm < 4
o Jo

/Q s—1
= o [P o uts) - utta
o [ |10 ) us) - uiplas
+ O /Q M lu(s) — u(t)|dz. (2.77)

A Desigualdade de Holder e a imersao continua H}(2) < L%*(Q) combinados com

(2.75) nos dao

/ u(s) — u(t)
Q

- ) =N ) — ) sy

s=t
< Cillu(s) —u(®)ll; (2.78)

|u(s) — u(t)|dz

IN
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onde C} > 0 é uma constante. Agora, defina

—u(t
L :/ M lu(t) [P~ u(s) — u(t)|dz.
Q s—1
Considere p’ tal que
1 1
p p

Entao, teremos p — 1 = p/p’. Nestas condigdes,

U~ utt) » (/|u O [u(s) — u(?)] dx)
B ( /Q |u(t)|2pdx) v ( / u(s) —u(t)|2pdx>p

= Bllu(s) — u(t)|| Lo [lu(t )IILap(Q)

I

IN

Analogamente, escrevendo

/
Q
2p

Iy < Bllu(s) = ult)l| 2wy lu(s) [ 22 .

u(s) — u(t)

—1

[u(s) P~ u(s) — u(t)|dz,

obtemos

Sendo w : [0, 7] — H}(Q) uma fungao continua definida em um compacto, existe uma
constante M > 0 tal que
lu(s) < M, vtel0,T]. (2.79)

Usando (2.79) e a imersao H}(Q) < L?(Q), concluimos

I < Collu(s) — u(t)|[lult )Hsz (2.80)

Iy < Cylu(s) — u(t)| M (2.81)

Assim, de (2.77), (2.78)7 (2.80) e (2.81), vem

[

ou seja,

fLof

' [/ (u(t) + OA(u(s) — u(t)))|u(s) — u(t)|drde < Cillu(s) —u(t)]),

‘ |f (u(t) + 0N (u(s) — u(t)))||u(s) — u(t)|dAdx — 0, (2.82)
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quando s — t. Combinando (2.74) e (2.82), obtemos

Ja(s) — Ja(t)
s—t

_/Qule(t)f(u(t))‘%() quando s — £,

Portanto,

Afirmacgao 2.5.2

é continua em (0,T)).
Com efeito, sejam ¢, s € (0,7 com t # s, entdo
) = a0 <[] — u(0) (u(t))|d
E 2l S E 2 ~ ut (7 u T
< [}Mﬂvwwn—ﬂmwwm+1ﬁM@—m@Wﬂwmum
Aplicando a Desigualdade de Holder,

/Q\ut(S)Hf(u(S)) — fu®)lde < flu(s)|[ 2@l f(uls)) = flu@)2@  (2.83)

/Q\Ut(S) — w(@)|[f (u(t))|dz < Culluls) — w(t)| 20 (2.84)
onde C, = || f(u(t))| r2(q)- Seguindo as ideias dos célculos feitos anteriormente, mostra-
se que

[f(u(s)) = fu®)llz@) < Cllu(s) = u(@)]], (2.85)
Para alguma constante C' > 0. Entao, combinando (2.83), (2.84) e (2.85), temos

d —Jo(s) — iJg( )' — 0 quando s —t.

dt dt
Portanto, J, ¢ continua em (0, 7). ]

Lema 2.6 A aplicacio Js: (0,T) — R definida por

Jy(t) = G (/Q F(u(t))dx) ,

é diferencidvel em (0,T) com derivada

L ie) - (anmw)éw@ﬂmmm

continua em (0,7T).
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Demonstracao: Basta notar que G é tal que G’ = ¢g. Assim, usando o Lema 2.5 e
aplicando a Regra da Cadeia® obtemos o desejado. [
Demonstracdo do Teorema 2.2: Que J(u(t)) € C*((0,T)), segue dos Lemas 2.4 e
2.6. Além disso,

$ i) = %[%/ﬂyvuy?czgx—c(/g F(u)daz)]
_ %%/Q]Vu\de— %G (/Q F(u)dw)
— %(—Q/Qut(t)Au(t)dx> —g (/Q F(u(t))dw> /Qut(t)f(U<t>)dx

= [ [Fau - ([ Fumas) stww)] wi
_ /Q () da,

ou seja,
iJ(u(t)) = —/|ut(t)|2dx, Vi € (0,7).
dt Q

De acordo com o Teorema 2.2, temos

/0 t /Q lug(s)[2dwds + T(u(t)) = J(uo), ¥t € (0,T). (2.86)

O Teorema que iremos apresentar a seguir serd muito importante no decorrer
desse estudo pois afirma que as solugoes globais do problema (P5) sao limitadas em

L*(Q2). Mas antes, vejamos o seguinte.

Observagao 2.1 No decorrer desse estudo, usaremos a notagao v = u(x,t). Deizamos
claro que nao estamos nos referindo a u como uma func¢do nas varidveis x et mas sim

como uma fungao u: [0,T) = H3(Q) que, para cada t € [0,T], associa uma fungdo

u(t): Q2 — R
r = u(t)(z) = u(x,t)

de H ().

Observacao 2.2 Seja u € uma solugdo global de (P5). Uma vez que f e g sdo positi-
vas, temos
u—Au>0, z€Q, t>0.

3Para mais detalhes, veja Lima [23, Teorema 3., Capitulo 8].
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Em particular, fizando T > 0,
u—Au>0, z€Q te(0,7T).
Definindo w(t) = —u(t), temos
wy — Aw = —(u; — Au) <0, z€Q, te(0,7).

e wy = —ug. Usando Teoria de Regularidade para a equacdo parabolica® e as requlari-

dades de ug, f e g, concluimos que w cumpre as hipéteses do Principio do Mdzimo®.

Assim,

max v(z,t) = maxv(z,t),
Qx[0,7] P

onde P = (Q x {0}) U (02 x [0,T]). Note que

t Q T
max v(z,t) = v(xg, tg) = 0, (z0,t0) €9 X_[O’ ]
P ’UQ($0), ($0,t0) e x {0}
Sendo v(xg,t9) = 0, temos (zo,tp) € 0 x [0,T]. Uma vez que xo € 02 e
v(x,t) =0, V(x,t) € x][0,T],

tem-se

Ug(ﬁo) = 0.

Logo, v(xg,ty) = vo(xg). Nestas condigoes,

max v(x,t) = maxvg(x).

Q

Assim,

max v (z) = m}ng(x,t) > v(x,t), V(z,t) € Qx(0,T),

Q

ou seja,

—minug(x) > v(x,t) = —u(x,t), V(x,t) € Qx(0,T).

0

Portanto,

min ug = minug(x) < u(x,t), V(x,t) € Qx (0,7T).
Q
Tendo em wvista que T € arbitrdrio,
minug < u(z,t), V(x,t) € Q x (0,00).

Teorema 2.3 Seja u uma solugdo global de (P5). Suponha que as Condicées (f), (g)

e (H) sao satisfeitas. Entao, existe uma constante C' > 0 tal que

[uls Ol 22(e) < C.

4Para mais detalhes, veja Evans [10].
®Este resultado pode ser encontrado em |[10] ou Brézis |7].
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Demonstragao: Suponha que u é uma solucao global para (P5), entdo

ut—Au:g(/QF(u)dx)f(u), re, t>0.

Multiplicando esta identidade por u e integrando sobre €2,

/Q wgdz — /Q wAudzr + /Q ug ( /Q F(u)dx) F(u)dz.

Assim, de acordo com os Lemas 2.7 e C.2, tem-se

%% Qu2dx = /Quutdx: —/Q|Vu|2dx+g </QF(u)dx> /Quf(u)dx
= —2J(u) —2G (/Q F(u)d:z:) +g (/Q F(u)dx) /Quf(u)da:.

Por simplicidade, defina
v = / F(u)dz.
Q
Entao,

1d

. QUde = —2J(u) — 2G (v) + g (v) /Q uf(u)dx. (2.87)

Combinando a Condi¢ao (H) com a Propriedade 2.7, onde ¢ = min v, temos

4(v) / wf(wde > glv) / (aF(u) - K)da
= avg(v) — K|Qg(v)
> abG(v) — K|Q|g(v). (2.88)

Assim, de (2.87) e (2.88),

1d

—— [ Widx > —2J(u) —2G(v) + abG(v) — K|Q|g(v)
2dt /.,

v

—2J(ug) + (ab — 2)G(v) — K|Q|g(v). (2.89)
Afirmacao 2.3.1

v = /QF(u)da: — +oo  quando ||ul|p2@q) = +o0.
Com efeito, a Propriedade 2.8 afirma

F(u) > ~vlul* — o, wu > minug (2.90)
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onde v > 0. Uma vez que a > 2, temos
Yul* — o > ~ul* — (¢ +7), w > minug.

Logo,

F(u) > v|ul* — (0 +7), u > minug.

Integrando sobre €2, obtemos

[ P> [ (P =+ = [ e =

onde ¢ > (. Por conseguinte,

v = / F(u)dx — o0,
Q

quando [ju||z2@) — +00. Tendo em vista que a > 2 segue, do Teorema B.5, que a

imersao L*(Q)) < L?*(2) ¢ continua. Assim, existe uma constante ¢ > 0 tal que
[ull 2 < ellullzeo)

Consequentemente,

/|u|“dx > C (/|u|2dx) ,
Q 0

para alguma constante C7 > 0. De (2.90),

/QF(u)d:c > W/Q|u\“dx Y
/QF(u)dx >0 </Q\u|2dx>g Y (2.91)

De acordo com a Condicdo (H), g(v) = o(G(v)). Considere uma constante M > 0

Dessa maneira,

suficientemente grande de modo que ||u|]%2(9) > M implica

(/\uy dx) oo > 24 (/\uy dw) . (2.92)

e
g(v) < ab — 2
G(v) ~ 2K|Q|
ou seja,
ab— 2
— K[Qlg(v) 5 G). (2.93)
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Combinando (2.91) e (2.92), temos

02( Q|u]2dx)2 < (/QF(u)dx)b, (2.94)

onde

G(v) > &’ v >0, (2.95)

onde 0 > 0. Desse modo, através de (2.89), (2.93), (2.95) e (2.94), obtemos

%% [P = —20u) + (@b = 2G() - K]0l
> —27(ug) + (ab—2)G (/Q F(u)da:) _ “b; 2G (/Q F(u)dx)
_ o) + @ - 2 ( /Q F(u)d:c)
> 2sug) + Py ( /Q F(u)dx)b
= —2J(up) + (abQ_Q)(ch( Q\u|2dq:>a;.
Defina

Se existir ¢t > 0 tal que

onde M é a constante escolhida acima, temos

Y (t) > cryf(t) — ca, (2.96)

para

cg = (ab—2)0Cy >0, co=4J(ug) e k=—>1.

Suponha que ¢ > 0. Vamos mostrar que

K
y(t)gmax{(@) ,M}, vt > 0.
C1



Com efeito, se esta estimativa nao ocorre, existe to > 0 tal que

y(to) >max{<20—cf)i,M}.

Em particular, y(tg) > M e assim

y'(to) > c1y*(to) — ca.

Afirmacao 2.3.2
y'(t) >0, Vt>to.

De fato, se isto nao ocorre, existe t; de modo que 3/'(¢;) < 0. Seja

t. = min{t > to; y'(t) < 0}.
Se y(t.) > M, entdo de acordo com (2.96) tem-se
cyF(t,) — ey < 0.

Por conseguinte

Porém, sendo

e
y'(t) >0, Ve [to,ts),
conclui-se .
9 %
y(t) <ﬂ) . Vi€ [to, b))
&1
Logo,
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(2.97)

o que é impossivel de acordo com (2.97). Suponha agora que y(t.) < M. Uma vez que

y(to) > Me
y'(t) >0, VteE [t ts),

devemos ter

y(t) > M, Yt e [to,t,).
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Consequentemente y(t,) > M. Um absurdo. Logo, a afirmagao é verdadeira. Recorde

que y(tp) > M. Entdo, usando a Afirmacao 2.3.2, tem-se
y(t) > M, Vit >t

Dessa maneira

y'(t) > eyt (t) — o, VE > 1o,

ou ainda,

Y Oy () > cr — ey (L), V>t (2.98)

Novamente, usando a Afirmacao 2.3.2, obtemos

(&1
pois
262 2
tg) > | — .
y(to) ( - )
Logo,
- 02—1 < —coy k), V>t (2.99)
Substituindo (2.99) em (2.98),
vy ) > -5 =c, Vit
Integrando sobre [tg, t]
R ) () 2 ealt— o)
k—1 k-1 -

Consequentemente,

oy () < oy R ) — st~ fo) = e — ealt — to).

k—1 — k-1

Nestas condicgoes,

L\ ) ST
t) > | —— _ t > 1.
y()_<k’—1> (C4-Cg(t—t0)> ’ =0
Desse modo, y teria blow up no tempo

Cy + Cgt()
C3 '

t, =
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Um absurdo, pois u é globalmente definida. Dessa forma,

202

y(t) < max { (-)t ,M} . VE>0. (2.100)

1

Se ¢y < 0, entao

y(t) < M, Vit >0.

Com efeito, caso contrario, existe to > 0 tal que y(to) > M. Assim,

y'(to) > ay®(to) — co.

Afirmacao 2.3.3
y'(t) >0, Vt>t.

De fato, se isto nao acontece, existe t; > to tal que y/(t1) < 0. Seja
t. = min{t > to; y'(t) < 0}.
Se y(t.) > M, entao

y'(t) > eyt (t) — e > ayt(t),

ou seja,

y(ts) <0.
Um absurdo, pois y(t.) > M > 0. Suponha agora que y(t.) < M. Sendo y(ty) > M e
y'(t) >0, VtEeE ltyt,),
obtemos
y(t) > M, Yt € [to, t).

Assim, y(t.) > M. Um absurdo. Logo, a afirmacao é verdadeira. Uma vez que
y(to) >Me
y(t) >0, V>t

segue que

y(t) > M, Vt>t,.

Desse modo,

y'(t) > clyk(t) —Cy > Clyk<t>7 vVt > to,



e assim,

YOy ) >, V>t

Argumentando como acima concluimos que

y(t) < M, Vt>D0.

Por (2.100) e (2.101), existe C' > 0 tal que

lul Dl 2) < C,

encerrando a demonstragao.
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(2.101)

Encerraremos esta secao apresentando uma técnica muito utilizada para o estudo

de blow up a qual é conhecida na literatura como Método da Concavidade. Esta técnica

¢ usada em varios trabalhos como, por exemplo, em Fila [16] e Alves-Tahir [2]. Antes

de iniciarmos a apresentacao de tal técnica, vejamos um lema auxiliar.

Lema 2.7 A funcdo ¢ : (0,T) — R definida por

o) = 5 [ [P = SOl

¢ diferencidvel em (0,T) com

Demonstragao:

isto é,

d
Colr) = /Q wy(t)ut)dz.
Sejam s,t € (0,7T), entao

o(s) — o(t) 1 ||U(5)H%2(Q) - Hu(t)H%?(Q)
s—t 2 s—1

2
L[ u(s)? — lu(®)?

= 5/Q p— dx
1 [ u(s)

- ; /Q —S:?(” (u(s) + u(t))dz,

(u(s) + u(t))dx.

s—t ) s—t

¢(s) — o(t) _ }/ u(s) — u(t)
Q
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Aplicando a desigualdade de Hoélder, encontramos

V’S—_t)— /Q ut(t)u(t)dx‘ _ ‘ / Si_t () — 2 /Q w(yu(t)da
< 2/9 W( (5) + u(t)) — 2us(t)u(t)| dz

< 1/‘@E%}?QM<>+M@»—mumm»+mw>m
+ /\ut ) (u(s) ) — 2u(t)u(t)| dz
<1 ij“—um>pmﬂw@+uamm@

1
+ Sllu@llrx@lluls) +ult) = 2u(®)] 20

Tendo em vista que
we C((0,T), H(Q) N Hy() N C'((0,T), L2()),
temos

u(s) — u(t)

s—1

— wy(t)

— 0 quando s —t
L2(Q)

lu(s) +u(t) — 2u(t)| L2 = [|u(s) — u(t)||r2q = 0 quando s —t.
Além disso, como u : [0, T] — H(Q2) é continua, existe B > 0 tal que
Ju(t)| < B, Vtel0,T].
Assim, da imersdo HJ(Q2) < L*(Q),
lu®)llz2) < B, ¥t €[0,T],

para algum B > 0. Logo,

6(s) — o(t) 1 [|u(s) — u(t)
‘T — /Qut(t)u(t)dx < B T - Ut(t) @) (HU(S)“L2(Q) + Hu(t)HL?(Q))
4—%%@@@%@—MWWW
< B M — uy(t)
s — L2(Q)

1
+ Slu®lz@lluls) — )l
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Portanto,
— ot
‘M - / u(t)u(t)de| - 0 quando s — t,
s—1 QO
como queriamos demonstrar. [

No resultado a seguir, veremos que o item (a) da Condicao (H) nao é suficiente
para que possamos provar tal resultado devido a presenga de um termo nao local na

equacao. Para contornar esse problema, vamos supor neste momento que
tf(t) > aF(t), VteR\{0}, (2.102)

onde a > 2 é a constante dada na Condicao (H).
No que segue, Tpqr ¢ 0 nimero real tal que [0,7,,,) é o intervalo maximal de

defini¢ao da solugdo u(t) do problema (P5).
Teorema 2.4 Seja ug € C*(Q) com J(ug) < 0. Entio, Thee < +00.

Demonstracao: Defina a fun¢do H : (0,7') — R por

t
10 = 5 [ Ius)zgds
Entao,
H(1) = 3 (0o
e, aplicando o Lema 2.7,
H'"(t) = /Qut(t)u(t)dx.

Agora, observe que

/Q w(Bu(t)de — /Q [Au(t)+ g( /Q F(u(t))d:c) f@(t))] u(t)dz
_ /Q Au(t)u(t)dx—i—g( /Q F(u(t))d:c) /Q Flu()ult)dz

= — V@) 2de + g( /Q F(u(t))dx> /Q Fut))u(t)dz.

Q
De acordo com (2.102),
f(u(®))u(t) = aF (u(t)).

Além disso, segundo a Condicao (H) ,

p ( /Q F(u(t))d:v) /Q Flu(t))dz > bG ( /Q F(u(t))dw) |
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Entao,

v

/Q w(t)ut)dz

- /Q V() 2dz + ag ( /Q F(u(t))daf) /Q Flu(t))dz
> /Q V() [2de + abG ( /Q F(u(t))dx),

H (¢ / V() 2dz + abG < /Q Flu (t))dx). (2.103)

Por outro lado, sabemos que
= —/\ut(t)\zdx.
Q

el =~ I (u).

ou seja,

Assim,

Integrando sobre o intervalo [0, ¢], obtemos
t
/0 lue(s)Z2yds = —J(u(t)) + J(u(0))
1
= —§/|Vu(t)|2dx+G (/ F(u(t))dm) + J(up) (2.104)
Q Q

Substituindo (2.104) em (2.103),

H'(t) > /|Vu \dx—l—ab(/ Jur(s) |72y ds + 5 /]Vu )|Pdx — (ug)>
— (—1—1—3) /Q]Vu(t)\zdx—l—ab/o e (5) |72y ds — abJ (ug)
ab — 2

t
(t))?dx + ab/ g (5) |72y ds — abJ (ug).
0

Sendo J(ug) < 0, temos —abJ(ug) > 0. Entao,
t
H'(1) > ab / lue(s)[2iopds, ¥t € [0,T). (2.105)
0

Ademais,

GOl = 2 [ wloubs = 21()

ab /|Vu )|?dx
= (ab— Mu®)]*.

v
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Como a imersdo Hj(Q) < L*(2) é continua, existe uma constante C' > 0 tal que

lull2@) < Cllull,  Yu € Hy(9).

Assim,
d (ab—2)
EHu(t)H%?(Q) > THUH%Q(Q)
e, portanto,
d
Ze®llz ) = Cillullzz), V€ [0,T). (2.106)

Afirmacgao 2.4.1 Ezxiste Cy > 0 tal que

[u(®)[l72(q) > Coe™, Vte[0,T).

Com efeito, de (2.106), temos

O ut) o) — Ol > 0
Entao,
o (IOl — Cillulagy ) 20,
ou seja,

o d
€ Clt%”“@)”%?(n) - CWCNH“H%Q(Q) > 0.

Nestas condicoes,

d / _
= (e u®)E2g0)) 2 0.

Integrando sobre [tg, t], obtemos
=M lu)lf72) — e llulto)1Z2(0) = 0,

ou melhor,

e~ u®)Z2() = e ulto) 2 0)-

Definindo €3 = €_CltOHU<tO)H2L2(Q)> obtemos
[u(®)I72() > Coe™, ¥t €[0,T).

Suponha, por contradicao, que T),.. = +00. Entao, de acordo com a Afirmacao

2.4.1, concluimos que

|u(t)]|r2@@) = o0 quando ¢ — +o0. (2.107)
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Multiplicando (2.105) por H,
t
HIOH'@) = abt(0) [ ()]s
0

ab [* 9 ¢ 9
T [T aayds [ ()]0 ds.
0 0

v

Observe ainda que, pela Desigualdade de Holder,

H'(t)— H'(0) = /OH"(S)dS

_ /0 t /Q u(5)u(s)dads

t
< / o)l o ) e s
¢ 1 t 1
< ( / Hut(S)Hmm)dS) ( / uu<s>up<mds) ,

(H'(t) — H(0))? < / ()2 s / e ()12

ou ainda,

Logo,
D (1)~ H'(0)) < HOH' (1)

Tendo em vista que (2.107) ocorre, concluimos que existem constantes 0 < v; < ab— 2

e Th > 0 tais que
24
2

H(t)H"(t) > (H'(t))?, Vvt>T. (2.108)

5

Afirmacio 2.4.2 A fungio I(t) = H=2 (t) € concava para t > T},

Com efeito, sendo ¢(t) = —H 2 (), temos

Assim, por (2.108),

o) = S (LEEnE )
g

dt \ 2
-2 [(_51 —1) BRSO H )+ H A (0 H (1)
- %H—”—Q(t)[( 712_2>(H’(t))2+H(t)H”(t)}

> D |- (252 wror+ e
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Dessa maneira, ¢ é uma funcdo convexa em [T}, 400) e, portanto, [ é uma fungao

concava em [T, +00) . Além disso,

lim 1(t) = 0.

t——4o00

Como [ é uma funcdo concava em [T}, +00),
t1,tg € [Th,+00), 0<t<1=1(tty+ (1 —t)ta) > tl(t1) + (1 —t)l(t2).

Em particular, se t = 1/2, tem-se

I 1t +1t >1l(t)+1l(t) Viti,ts € [T, +00)

i olz ) = 5ih o'\12); 1,02 1, TOO).

Logo,
. 1 1 _ 1 1 1
lim ! (§t1 + §t2) Z lim (§l<t1) + El(t2)> == §l(t1),
o que resulta em

l(tl) S 0, th € [Tl,—}—OO)
Absurdo. Portanto, T},,, < +00. n

Corolario 2.4.1 Suponha que as hipdteses do Teorema 2.3 sao satisfeitas. Substitua
o item (a) da Condigio (H) por (2.102). Entdo, para cada ¢ € C*(Q), com ¢ > 0,
existe um nimero A\, > 0 tal que para X\ > X\, a solugao de (P5) com ug = A¢ tem blow

up em tempo finito.

Demonstracao: Sendo A > 0, temos ug = A¢ > 0. Assim, pelo Principio do Méximo,

u > 0. De acordo com a Propriedade 2.8,
F(A¢) = 74| ¢|* — o,
onde as constantes v e ¢ nao dependem de \. Entao,

a — a o Ol
/Q F(AG)dr > / (AG" — o) = / Ag[dz — o9

Observe que

7/|)\¢|“d:c — 400 quando A\ — 4o00.
Q

Desse modo, podemos escolher \; suficientemente grande de modo que

7|0 < %/Q|/\¢|adx, YA > AL

6Veja Lima [23, Cap. 9, Corolario 2.].



Nestas condicgoes,

7/\)@]“(13: — ol > z/])\qﬂ“da:, YA > A\
Q 2 Q

Entao, usando a Propriedade 2.5,

G< /Q F(Agzﬁ)dx) > 5( /Q F(Agb)dx)b
5 <%/ﬂ|)\¢|“dx>b, YA > AL

Assim,

10¢) = 3 [ V09— G ( / F<A¢>dw)

b
lA2/|w>|2dx—5 (1/|A¢|ad:p) ,
2 Jo 2 Jo

IN

para A > Aq. Desse modo,

1 w (7 [ i)
J(\p) < §A2/ﬂyv¢12dx—& b <§/Q¢ dx)

129

ab 1 /\2 2 g a ’
= A 5@ Q|V¢’ dr — ¢ 5 ng dx s VA > )\1. (2109)

Este raciocinio nos leva a concluir,

J(Ap) = —o0 quando A — +o0.

Considere A\, > A; de modo que J(\.¢) < 0. Entao, aplicando o Teorema 2.4, conclui-

mos o resultado.

2.2.2 O teorema principal

Nesta segao, vamos nos preparar para apresentar o resultado mais importante desse

capitulo. Para isso, vamos necessitar de alguns lemas.
Lema 2.8 Se as condi¢coes do Teorema 2.3 sao satisfeitas, entao

lim inf||u(-, )| < +oo.

t——+o0

Demonstracao: Seja

v /Q Flu)dz,
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entdo
%%/Qqux: —/Q\Vu\2dx+g(v)/9uf(u)dx. (2.110)
De (2.62),
/|Vu| dr = —2J(u) - 2G(v)
= —2(J(u) + G(v)) —e(J(u) + G(v)) +e(J(u) + G(v))
= —(2+)(J(u) + G)) +e(J(u) + G(v))
= —(2+¢)(J(u) +G(v) /yvu|2dx (2.111)

onde 0 < ¢ < ab — 2. Além disso,
—(24¢)J(uw) < —(2+¢)J(u), (2.112)

pois J(ug) > J(u). Combinando (2.110), (2.111) e (2.112), obtemos

3 Lot = —@+ 9w +6E) + 5 [ [Vuldr b o) [ uptur

> —(2+4¢)J /|Vu| dr+ g(v )/uf(u)dx—(Q—l—e)G(v).
Entao, de acordo com (2.89),

3 s = el + 5 [ [VuPds+ abGlo) - Kow) - (2+2)6(0)

= —(2+¢)J(uo /|Vu|2d$~|—(ab— —e)G(v) — Kg(v)

= —(2+¢2)J(u /|Vu|2dx+G( )((ab— —5)—K9(“)).
Suponha, por contradicao, que
|lu(-,t)|]] = +00 quando t — +oo,

isto &,
/\Vu(-,t)]Qda: — +o00 quando t — +4o00. (2.113)
Q

Entao, usando novamente (2.62),

G (/Q F(u(-,t))da:) + T (up) > %/Q|Vu(~,t)|2dx.
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Assim, de acordo com (2.113),

G (/Q F(u(-,t))dac) — +00 quando t — +o00. (2.114)
Sendo G uma funcao crescente,

v = /QF(u(~,t))da: — +oo quando t — +4o00.

Por outro lado, a Condigao (H) nos diz que

Kg(v)
G(v)

— 0 quando t — +o0. (2.115)

Entao, de (2.113), (2.114) e (2.115), tem-se

1d
——/|U('at)|2d$ — 400 quando t — +00.
2dt Jq
Desse modo, aplicando o Lema A.1, concluimos que
||u('vt)||L2(Q) — +00 quando t— +o0.

Um absurdo pois, de acordo com o Teorema 2.3, existe uma constante C' > 0 tal que

lu(-, )| 2@ < C, VYt >0.

Para dar continuidade ao nosso estudo, vamos considerar o conjunto
w(ug) = {v € Hy(Q); existe (t,), t, — +o0, tal que u(t,) — vem Hy(Q)}

o qual é conhecido na literatura como o conjunto w-limite de ug. Vejamos também o

seguinte conceito, o qual serd muito importante daqui em diante.

Definicao 2.1 Diz-se que w é um ponto de equilibrio para o problema

% Au=—g (/Q F(u)dm) flu), >0, (2.116)

quando u(t) = w € tal que w € D(—A) e

~sw=g( [ Flupte) ),
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Lema 2.9 Seja u uma solugao global de (P5). Suponha que f e g satisfazem as Con-
digoes (f), (f1), (f2) e (g). Se

liminflju(-,t)|| < 400 e limsup||u(-,t)|| = +oo,
t—+o00 t—+o00
entdo para cada B suficientemente grande existe w € w(ug) com |w| = B. Além disso,

w € um ponto de equilibrio.

Demonstracao: A demonstragio desse lema serd feita em duas etapas. Durante o

processo, vamos seguir de perto os argumentos usados por Fila [16].

Afirmagao 2.9.1 Para cada B suficientemente grande existe w € w(ug) com ||w|| g () =
B.

Com efeito, suponha que

liminfllu(-, )| = k.
De acordo com as hipdteses, existem sequéncias (,,) e (s,) com t,, s, — 400 tais que
(i) |lu(tn)|| = B, VneN;

(ii) lu®)ll < B, V€ [tan, tans];

(111) Sn € (tgn,t2n+1) com

|lu(sn)|| =k + 1.

Veja a Figura (2.1). Recorde que, para t > s > 0, temos

ton Sn fansl

Figura 2.1: Defini¢ao das sequéncias (t,) e (s,).
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t
u(t) = e Ay (s) +/ e A p(u(r))dr. (2.117)
Entdo, considerando ¢ = tg, 41 € s = s, em (2.117), obtemos

[u(teni) | = Nultans)lly

ton+1
< ety + [ e () |y dr
Sn

= et abu(s )l + [ AR ) s
De acordo com o Lema 1.10, existe uma Constantne C > 0 tal que
lem A1) Avu(s,) | 2y < CllA2u(s0) |2y = Cllulsn)ls = Clu(sa)ll-
Usando o Teorema 1.6,

1 ., _1
|Aze A Do (u() |2y < Mi(tonrs — 1) 2l (u(r))]| 20

onde M% > (0 é uma constante. Assim,
ton41 )
[u(tania)l| < Cllu(sn)] +/ M (tanr — 7) 72 [[o(w(T)) | L2 (@) dT
! ton41 )
< Cyllu(sy)]| + C'*/ (tan+1 — 7) " 2[[p(w(7))] L2(0)dT,

onde C, = max {C’, M%}. Por outro lado,

Hg ([ Flatmas) satr) .
= o ([ Pt ) 1) (2118)

Para N = 2 segue, das Propriedades 2.1 e 2.3, que

le(u(T)llz2(0)

[f()] < Cae™, VteR (2.119)

|F(t)] < Cy, (M +1), VteR, (2.120)

respectivamente, onde C’NB,C’ﬁl > 0 sao constantes. Da estimativa dada em (2.119),

obtemos

1) oy = /|f D[ds < G /QGQBu(r)Igdx

u(T)l 2 ~ 2
= Cp / 28153 Il dr < Cjs" sup /e2532|w|2dx.
Q

lwl|<1JQ
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Escolhendo 3 de modo que $B? < 7 tem-se, pela Desigualdade de Trundiger-Moser,

que
sup /ewRQdex < (Y,
Q

wl<1

para alguma constante Cy > 0. Logo, existe uma constante C3 > 0 tal que

1 (7)) 22(0) < Cs. (2.121)

Aplicando em (2.120) um raciocinio inteiramente analogo ao que foi usado em (2.119),

obtemos
[Pl < ¢,
Q

para alguma constante C; > 0. Além disso, como u(t) > minug para ¢t > 0, temos
F(u(t)) > F(minug), Vt> 0.

Assim,

/QF(u(t))da: > F(minug)|Q], Vt>0.
Tendo em vista que g é continua no compacto [F(minug)|€2|, C4], concluimos
g ( /Q F(u(7’))dx> < (2.122)
onde Cs > 0 ¢ uma constante. Assim, de (2.118), (2.121) e (2.122),
le((T)llz2() < Cs, (2.123)

para alguma constante Cg > 0.

Se N > 3. Entao, de acordo com as Propriedades 2.2 e 2.3, temos

f@O) < Cu(t]* + 1), VEeR. (2.124)

|F(t)] < CoJt|9* + 1), VteER, (2.125)
onde C1,Cy > 0 sao constantes. De (2.124),
wwmm@=:@mmesaAwmwuwx

< ) / 4(Ju(7)|? + 1)dz = 4Cy / lu(7)|*dx + 4C1|9Q
Q Q
= 4(]1Hu(7')|]iq2q(mdx + 4C1[Q].
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Desde que a imersdo H} () — L?*(Q) é continua, existe uma constante C7 > 0 tal que
lull 2oy < Crllull,  Yu € Hy(€).

Dessa maneira,

1 () 220y < 4C1CFfu(r)|*dz + 4C1|€2).

Sendo ||u(7)|| < B para T € [ton, tant1],

1 (w(T)[|720) < Cs, (2.126)

para alguma constante Cg > 0. O mesmo raciocinio pode ser aplicado em (2.125).

Assim, existe uma constante Cy > 0 tal que

/|F |dl‘ < Cg

Além disso,
g ( / F(u<7>>d:v) < Cho, (2.127)
Q

onde Cjp > 0 é uma constante. Combinando (2.118), (2.126) e (2.127),
lo(u(T)llz2(0) < Cir, (2.128)
para alguma constante C1; > 0. Considere B > C,(k + 1). Entdo, sendo
lultzs)| = B e lu(sn)ll = k+1,

podemos concluir que existe § > 0 satisfazendo to,,1 —t2, > ¢ para todon € N. Agora,

considerando 8 € (3,1) arbitrario, segue de (2.117) que

la@®lls < e A Iu(s)]s + / e A (7)) | b
B _—A(t—s) [ (u ))HL?(Q)
< AP A Iu(s) ey + My / e

= ||A5—§6—A(t—S)A5u(s)||L2(Q) +Mﬁ/ llo( 1; T))HLQ(Q)dT

(t—7)8
< #umu(s)umm% [,
- #HU(S)H;—I—MB/ ||(’O(U(i)3_|)’22(9)d7'

_ H<P N2
— i )/B ———|lu(s H—i—M/ — ) dr.
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Escolhendo t = t5,11 € s = tg, 411 — 0, temos

Mg
(ton+1 — (tans1 —0))

< Mg P ||ultonsr — 6)| + Mg

ot | (u(r))l r2@)
toni1—s (tzny1 — T)°
ot lp(u(r)) |l r20)
tony1—06 (t2n+1 —T)'B
ol (u(r))l 2@
tony1—0 (t2n+1_7—)ﬁ

dr

[u(tenia)lls < gllutonir —0)llL2i) + Mg

dr

< Mps B+ Mg dr. (2.129)

Seja C1o = max{Cs, C11} onde sdo as constantes dadas em (2.123) e (2.128), respecti-
vamente. Entao,

/t2n+1 ng(u(T)) H L2 (Q) dT < /t2n+1 012 dT
t t

2n+1—0 (t2n+1 o 7—)6 on41—0 (t2n+1 - T)B

Fazendo a mudanca de variavel r = to,, 1 — 7,

tant1 0 1
/ (tongr — 7) Pdr = / rPdr = —— 7P,
t 0 1

271-‘,—1_(S B /6
Assim,
t2n+1 1
/ le@eze ;o L g (2.130)
tont1—0 (t2n+1 - 7-)/8 1 - 6

Combinando (2.129) e (2.130), obtemos

1
1=5

ou seja, a sequéncia (u,) definida por u, = u(ty,;1) é limitada em X”. Uma vez que

lu(tansr)lls < Mpd™"B + MsCry=—78' 7,

a imersao X < H}(Q2) é compacta (para mais detalhes, consulte Bebernes-Lacey [4]
ou Henry [18]), existe uma subsequéncia (u,,) de (u,) que converge em H;j(Q2). Ou

melhor, existem (¢;) C (¢,) e w € Hg(Q) tais que
u(t;) = un,;, —w quando t; — +o0.
Portanto, w € w(ug) com ||w|| = B.

Afirmacao 2.9.2 w é um ponto de equilibrio.

Com efeito, considere a sequéncia (t;) com t; — +o0o encontrada na afirmagao anterior.
Entao

u(tj,up) = w em Hy(€). (2.131)
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Defina
Uj(s) = u(t; + s,up), se€(0,7).
Desde que
ti+s d
u(t; + s,up) — u(tj, ug) = / au(t,uo)dt,
tj
tem-se
ti+s d ti+s d
ult; + 5, u0) — ulty, u0)| = / Lot uo)dt| < / Lot o) dt
ti+T
< —ul(t dt.
= /t7 dtu(’uo)
Por conseguinte,
ti+7 2
ult; + 5, u0) — ulty, w0 < / St )| dt
tj
- 1 192
ti+7 2 ti+T d 2 2
< dt —u(t dt
[y st
) ti+T
= T/ | (t, uo) | dt
tj
+oo
< T/ g (¢, uo) | dt (2.132)
t
Logo,
+oo
/|u(tj+s,u0) — ulty, uo)2de gT// s, uo) 2 dtd. (2.133)
Q Q t;

Recorde que

/O t /Q g (£)Pdadt = J(uo) — J(u(t))

st = 5 [vuoPae -G ( [ Fut).
Entdo,
[ [ttt = st - i)
— J(ug) % /Q Vu(ty)|Pde + G ( /Q F(u(tj))dx>
< J(uy) + G ( /Q F(u(tj))dx) | (2.134)
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De modo inteiramente analogo ao que foi feito na afirmacao anterior, podemos verificar

que
[ Pattpar<c
Q

pois

lu(t,)| = B, VjeN.

Ainda, com base em argumentos vistos na afirmacao anterior, tem-se
/ F(u(t))dx > F(minug)|2|, Vt > 0.
Q

Dessa forma, pela continuidade de G em [F(minug)|Q|, C], concluimos

G (/ﬂ F(u(tj))dx) < O,

para alguma constante Cy > 0. Fazendo j — 400 em (2.134), obtemos

+oo
/ /|ut(t)|2dxdt < (.
0 Q

+oo
/ / |ug(t, uo)|* dtdz — 0 quando j — +o0.
Q tj

Dessa forma,

Logo,
[u(t; + s, u0) — ult;, uo)l[r2(@x(0,m)) = 0 (2.135)

Afirmacgao 2.9.3
u(tj,ug) = w em L*(Qx(0,7)).

Com efeito, desde que a imersao Hj(Q2) < L*(2) é continua, existe C5 > 0 tal que
lull 2oy < Csllull,  Yu € Hy(€).
Assim, de acordo com (2.131),
u(tj,ug) = w em L*(Q).
Desse modo, dado € > 0, existe j, € N tal que

| (L5, u0) — w1200 < %7 Vi > Jo.
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Por outro lado,

s (15, 10) — wl2aoniom) = / / st uo) — wl’deds

_ / oty (£, 00) — w0225y ds
0
T 52

IA

?dS =% Vi >jo.
0

Logo,
u(tj,ug) = w em L*Qx (0,7)).

Usando o contetdo da Afirmacdo 2.9.3 juntamente com (2.135), concluimos
Uj(z,s) = w em L*(Qx (0,7)).

Afirmagao 2.9.4 A solucio u do problema (P5) satisfaz

/Q w(T)o(T)dz — / e + ulv + p(u)o] de dt = / w(O)(0)dz,  (2.136)

T Q

para toda funcio v € C*(Q x (0,T)) com
v(z,t) =0 em 002 x (0,7,

onde Qr = Q x (0,7) e
o(u) = g ( / F(u)dm) 7).

Com efeito, sabemos que
ur+ Au=p(u) qs. em [0,+00) X Q. (2.137)
Seja v € C?*(Q x (0,T)) tal que
v=0 em 00 x(0,7).
Entao, multiplicando (2.137) por v, temos
vuy + vAu = ve(u),

onde t esta fixado. Integrando ambos os membros da igualdade anterior com respeito

/Uutda:—i-/vAudx:/vgo(u)dx.
Q Q Q

a (), ficamos com



140

Assim, aplicando a Proposicao C.2, obtemos

/vutdx—i—/uAvdx:/vgp(u)dx.
Q Q Q

Agora, integrando sobre (0,7),

/OT (/Q Uutdx> dt + /OT (/Q uAvdx) dt = /OT (/Q w(U)dﬂf) at. (2.138)

Por outro lado,

/OT (/Q %(uv)dw) dt = /OT (/Q(utv + uvt)dgg) dt
_ /OT (/Qutvdx> dt+/0T (/qutd:c> dt. (2.139)

Aplicando o Teorema de Fubini (veja o Teorema B.10) e o Teorema Fundamental do

Calculo (veja o Teorema D.4),

/OT (/Q%(uv)dx) it = L(/f%(@dt) dx

_ /Q [W(T)o(T) — u(0)o(0)|dz
_ /Q W(T)o(T)dx - /Q WO (0)dr.  (2.140)

Desse modo, de acordo com (2.139) e (2.140),

/OT (/Qutvdx) gt — /OT (L%(uv)dm) dt—/OT (/qutdx) dt
_ /Q (T)o(T)da — /Q w(0)0(0)d — /O ' ( /Q uvtdx) dt. (2.141)

Combinando (2.138) e (2.141),

/ﬂ wW(TY(T)dx — / [ + ulv + p(u)v] dz dt = / w(0)v(0)dz,

T Q
demonstrando a afirmacao.

Uma vez que a imersao L*(2 x (0,7)) < L*(Q x (0,7)) é continua, tem-se
Ui—w em L' (Qx(0,7)).

Sejam &€ € C%(Q) com ¢ =0 em ON e p € C30,7), p>0e

/OTp(s)ds _1



Definindo
v(z,t) = p(t —t;)&(x)

e usando a identidade (2.136) com T' = t; + 7, vem
0 = / / W (£ — )€+ upl(t — 1) AE + p(w)pl(t — £,)€] da dt
ti+T1

= / /uvt+vAv+<,0 v] dz dt

pois, desde que p € CZ(0,7),

/ u(t; +7)v(t; +7)de = / u(t; +7)p(1)¢(x)dx
Q Q
= ol) [ ulty + D) =0

Q

/Q w(0)o(, t)de = /Q w(0)p(0)¢ (x)dx
= 0(0) [ w(O€(a)dr =0

Fazendo a mudanca de varidvel s = ¢ — t;, temos

0 = // s)U;& + pU; A& + ¢(Uj) p€| dx ds

- / / ulty + 5)E + pult; + )AL + plult; + 5))p€] da ds.

Uma vez que

// U£da;ds—>// s)wé dx ds

/ /[pUjAé + o(U;)pt] dx ds — / / pwAE + p(w)p€ dx ds,
0 Q 0 Q

// w§dxds+//pr§+g@( )p€] dx ds = 0.

tem-se

Ademais,

141

(2.142)

(2.143)

(2.144)

(2.145)

/ / s)wé du ds_/wgdx/ )—=p(0 ))/ngdx:o, pe C0,7).

Logo,

/OT /Q[f)U}Ag + p(w)p§ldrds = 0,
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ou seja,
| ets [ lwae+ptuigds =0
0 Q
Sendo
| otoyis=1.
0
conclui-se

/Q WAE + o(w)E]dz = 0.

Assim, aplicando a Proposicao C.2, ficamos com

—/VwVfdx—l—/go(w)fdx:O, VE € CH(Q).
Q 0

Observe que C3°(Q) C C2(Q) C H (). Como CR(Q) = HL (), temos

(@) = H(©).
Dessa forma, dado v € H{(Q), existe uma sequéncia (£,) C C2(Q) tal que
& — v oem  Hy(Q).
Tendo em vista que

—/ VwVE,dx + / e(w)é,de =0, VneN,
Q Q

concluimos

—/VwVvdx—l—/gp(w)vdx:O, Vv € Hy(S2).
0 Q

Logo, w € H}(€) é uma solu¢ao fraca para o problema

Au=g (/Q F(u)dx) flaw).

Por Teoria de Regularidade para o problema de Dirichlet 7, w € H?(Q). Dessa maneira,
w € D(—A) e, portanto, w é um ponto de equilibrio. n
O proximo resultado serd fundamental para a obtencao das limitacoes da solucao

global u de (P5).

Lema 2.10 Suponha que as hipdteses do Teorema 2.3 sao satisfeitas. Se w(ug) # 0 e

w € w(ug), entdo eriste uma constante L = L(ug) > 0 tal que ||w| < L.

"Veja o Teorema 2.1.



Demonstracao: A identidade dada em (2.86) implica que
J(w) < J(up).

Sendo w um ponto de equilibrio, temos

[ 1vukis = gw) [ wptwyis
W= / F(w)dz

Escolhendo 0 < € < ab — 2 e usando (2.147), obtemos

onde

(24 2)J(w) — 2+€(/|Vw\d:c— ))

- e /vaw\ dz — (24 £)G(W)

_ E/]Vw|2dx+/|Vw]2dx—(2+5)G(W)
2 Q Q

= §/Q|Vw|2dm—l—g(W)/wa(w)dm—(2+€)G(W).

Entdo, por (2.88),

2+ e)J(w) > % / IVw|2dz + abG(W) — Kg(W) — (2 + &)G(W)

- g /Q\Vw|2d:c 4 (ab—2 — )G(W) — Kg(W),
onde K depende de f e minwug. Sabemos que
u > minug, em §x (0,400).
Uma vez que F' é crescente,
F(u) > F(minug), em  x (0,+00).

Entao,
/ F(u)dx > / F(minug)dr = F(minug)||.
Q Q
Afirmacgao 2.10.1 A funcao dada por
o(s) = (ab—2—¢)G(s) — Kg(s), Vs> F(minug)|Q|

¢ limitada inferiormente.
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(2.146)

(2.147)

(2.148)
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De fato, de acordo com a Condicao (H), existe so > F(minu)|€2| tal que

Kg(s) ab—2—¢
G(s) = 2

, se §> sg.

Assim,

2
= (ab _22 — E)G(s), Vs > s
Desde que G é crescente,
o(s) > WG(SO), Vs > s.

Por outro lado, sendo ¢ uma fun¢do continua em [minug, S|, existe uma constante
B > 0 tal que

¢(s) > —B, Vs € [minuy, sgl.
Nestas condi¢des, concluimos que existe uma constante B > 0 tal que
¢(s) > —B, Vs > minu.
De (2.146), (2.148) e da Afirmacao 2.10.1, tem-se

(2+¢e)J(up) > /|Vw|2dm +(ab—2—e)G(W) — Kg(W)

> /\Vw[de —

Desse modo, existe uma constante M > 0 tal que
/|Vw|2dx <M
Q

e, portanto,

lwll < L,

para alguma constante L > 0. n

Para encerrar esta secao, vamos demonstrar o teorema principal desse estudo.
Este resultado é importante pelo fato de deixar explicito algumas situacoes onde a
solugdo global é limitada. A sua demonstracao nao é sofisticada devido todas as con-

sideragoes anteriores.
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Teorema 2.5 Se f e g satisfazem as Condicoes (f), (f1), (f2), (g9) e (H). Entao,
(i) supgslfu(-, 1)l < +oc,
(i) supys,||u(t, uo)| L) < +00, para qualquer T > 0.

para cada solucao classica global u.

Demonstragao: (i) Suponha que u é uma solugao global com

lim sup||u(-, t)|| = +oo.

t—-+o0
Recorde, do Lema 2.8, que

lim inf||u(-, )| < +o0.
t—+00

Entao, de acordo com o Lema 2.9, para cada B suficientemente grande existe w € w(ug)
tal que ||w|| = B. Um absurdo pois, segundo o Lema 2.10, existe uma constante L > 0
tal que

|lwl| < L, Yw € w(up).
Portanto,

suplJu(-, 1) < +oc.
t>0

(ii) De acordo com Fila [16] e Bebernes-Lacey [4], a imersao X# < L*(2) é compacta

quando 3 € (%, 1). Entao, existe uma constante C' > 0 tal que
[ull o) < Cllulls,  Yu e X7, (2.149)
Procedendo como anteriormente, obtemos
Jult. )l < He-AfuoHﬁ-+-j/tne-A“-ﬂ>f<u<s,uo>>uﬁds

< MOl Abolzo + M (¢ 57 s, o)z

< M ww+M/ )P || (s, o)) ooy
Usando as Condicoes (f1) e (f2) de acordo com a dimensdo e o item (i), mostrar-se

| f(u(s, u0)) L2 < Co,

onde C5 > 0 é uma constante. Assim,

t
u t,UO S MTf(ﬁfé) A%UO L2(Q -+ MC2 t—s *66*,8(t78)d87
B (©)
0
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onde 7 > 0. Considerando a mudanca de varidvel r =t — s, temos

t t
/ (t —s) PePl=2)gs = / r~Pe=frar.
0 0

Afirmacao 2.5.1 FExiste uma constante C3 > 0 tal que
“+oo
/ r e Prdr < Cj,.
0

De fato, pois

+00 1 +o0o
/ rBe Prdr = / rBe Prdr +/ rBe Prdr
0 0 1

(VAN
ﬁ
<
&
QU
=
+
»\
+
8
Q)
©
3
QU
]

Desse modo,
1 +o0
lu(t,up)llsg < MT_(5_2)HUO|]+MC’2/ rPe Prdr
0
~6-3) L 1 5
< M7 72|y + MCy m+ge : (2.150)

Combinando (2.149) e (2.150) tem-se o desejado. n



Capitulo 3

Existéncia de solucao para uma classe

de problemas semilineares

Neste capitulo, vamos usar o Método Dinamico para estabelecer a existéncia de

solucao nao trivial para uma classe de problema do tipo

(P7)

—Au= f(u), €
u=0, x¢€ i,

onde Q C RY é um dominio limitado suave e f : R — R é uma funcao de classe C*
satisfazendo as seguintes condigoes.

CONDIGAO (f;): (i) DIMENSAO N = 2. As fungbes f e f' tem um crescimento
subcritico exponencial no infinito, isto é,

O ()

It =400 €817 t|=to0 Bl

=0, V5>0.
(ii) DIMENSAO N > 3. Existem C; > 0 e p € (1, N/(N — 2)) tais que
If'()] < CL(1 + [P, VteR.

CONDICAO (f,):
lim /()

t—0 ¢

CONDICAO (f;): Existe v > 0 tal que

=0.

f(s)s > (24v)F(s) >0, VseR\{0},
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onde
F(s) = / f(rydr.
0
Esta condicao é conhecida como Condi¢ao de Ambrosetti-Rabinowitz. A titulo de

exemplo, se N = 2, a funcao f definida por
ft) = |tp2tell”, teR,

onde 1 < 2r < 2 e p € (2,+00), satisfaz as condigoes acima. Para o caso em que
N >3,
f&) =1t~ t+ "', teR,

onde p,q € (1, N/(N — 2)), cumpre as condi¢oes anteriores.
O estudo aqui apresentado é motivado pelo estudo do trabalho de Alves-Tahir 2]
que utiliza o método dinamico para estabelecer a existéncia de solucao nao trivial para

a seguinte classe de problemas nao locais

—a(z, [, g(u)dr) Au= f(u) + fo(z), z€Q
u=0, x€d,

para alguma funcao fy € L*(Q2), onde Q C RY (N > 2) é um dominio suave limitado,
a: QxR —=Re f,g:R — Rsio funcdes de classe C! satisfazendo algumas condicdes

técnicas. O método dinamico consiste em estudar o problema parabodlico

u—Au= f(u), =€, te(0,T)
u=0, x€0Q, tel0,T],

U‘t:() =Ug, ITE Q,

associado ao problema (P7). Inicialmente, é feito uma escolha adequada de um dado
inicial para que possamos obter uma solugao do problema paraboélico. Em seguida,
mostra-se que a solucao obtida no passo anterior é globalmente definida, estacionaria e
nao trivial. Com todas essas consideragoes, conseguiremos encontrar uma solucao nao

trivial para o problema proposto.
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3.1 Existéncia Local

Nesta secao vamos aplicar Teoria de Semigrupo para mostrar a existéncia local solucao
do problema
u—Au= f(u), ze€Q, te(0,T)
u=0, €0, tel0,T], (P8)
Uljmg = ug, x € Q,
onde Q C RY é um dominio limitado suave e f : R — R é uma funcao de classe C*
satisfazendo as Condigoes (f1), (f2) e (f3)-

Antes de iniciar nosso estudo, vejamos algumas consequéncias das Condigoes (f1),

(f2) e (f3).

3.1.1 Propriedades da funcao f

Propriedade 3.1 O item (ii) da Condi¢io (f1) nos diz que existe Cy > 0 tal que

If(1)] < Co(1 + [t|P), VteR.

A prova dessa propriedade segue usando os mesmo argumentos usados para demonstrar
a Propriedade 2.2.

Propriedade 3.2 A Condicao (f3) implica que existem constantes ci,co > 0 tais que

F(t) > ci|t|*t" — ¢y, VtER. (3.1)

De fato, seja § > 0 fixo. Se t > J, entdo de acordo com a Condicdo (f3)

f) S 2+

F = ¢ Y

Integrando a desigualdade acima sobre o intervalo (4, 1), obtemos
1 "2+ L f(s)

2+7/—ds:/ dsg/ ds,
( ) 5 s s S 5 F(s)

(24 v)(In|t| — In|d]) < In F(t) — In F(9).

ou seja,

Desse modo,

) ] F(t)
(24+7)In 5 = lnF(5>

In
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Uma vez que a fungao exponencial é crescente,

e E®
In|— In
e J <e F((S)’
ou seja,
_ < 7
’5 ~ F(9)
Por conseguinte,
2+
PO 2 G | FVE@5), V>4
Definindo
1
M = WT'Y)F((S) > 0,
ficamos com
F(t) > Mt vt > 6. (3.2)
Do mesmo modo, se t < —9, entao
F(t) > NJ{|**), Vi < =0, (3.3)
onde
1
N = WF(—5) > 0.

Considerando ¢; = min{M, N} segue, de (3.2) e (3.3), que
F(t) > ci[t|*™), Vt] > 6. (3.4)

Resta-nos ver o que acontece com F' no intervalo [—4,0]. Para isso, defina a fungao
¢ :[—0,0] — R por

Ot) = F(t) — eat|*).
Sendo ¢ uma funcao continua definida em um intervalo [—¢, 4] compacto, existe ¢y €
[—0, 4] tal que

B(ta) = min_o(s) < o(0). Vit € [=0,0].

Considere uma constante c; > 0 tal que ¢(ty) > —co. Entdo,
o(t) > —co, YVt € [=9,6],

ou seja,

F(t) > c1[t|*T) — ¢y, VYt € [=6,0] (3.5)
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De acordo com (3.4),

Ft) > at|®) —cy, V|t >0, (3.6)
pois ¢ > 0. Assim, combinando (3.5) e (3.6), obtemos
F(t) > ailt* — ¢y, VteR.

Propriedade 3.3 Segue da Condicio (f3) e de (3.1) que existem c3,cy > 0 satisfa-
zendo
[t?Y < csf ()t +csy  VEER.

De fato, se t = 0 o resultado segue trivialmente. Caso contrario,

FO)t = Q2+)F(t) = 2+7)(clt™ = ca),

ou seja,
12+ VI < fO)E+ (24 7).
Assim,
Co
P < ——f(Ot + =,
17 < ey O+

como queriamos demonstrar.

Propriedade 3.4 De acordo com as Condicoes (f1) e (f2), dados e > 0 e f > 0,

existe uma constante cy,> 0 tal que
FOF < cielt]® + ealt[Pe™, VteR.
Com efeito, segundo a Condicao (f2), dado € > 0, existe 6 > 0 tal que
|f(t)] < €%\tl, quando || < 4.

Por outro lado, a Condigao (f;) afirma

ft)

|t]=-+o0 €BIL?

=0, VB>0.
Assim, dados € =1 e > 0 existe uma constante Mz > 0 tal que
()] < Mg < i, Wjt| > M.

Resta-nos entender o que acontece nos intervalos [—Mpg, —d] e [0, M3]. Iremos trabalhar
com [§, Mps]. Uma vez que a funcdo f é continua em [0, Mg, existe uma constante M > 0
tal que

|f(t)| < M, Vteld, Mg
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Por outro lado, observe que a fungao ¢ : [, Ms] — R definida por
o(t) = eltl? + [t

é continua e estd definida sobre um compacto. Logo, existe uma constante C' > 0 tal
que

elt]? + [t|*e*” > O, Vit € [6, My).
Escolhendo uma constante C; > 0 de modo que
Cilelt) +|t7e®™) > €10 > M?, Vit €[5, Mj),
concluimos
[F@OF < Cielt + [¢7e*™), Vi € [6, Mp).

Do mesmo modo, mostra-se
[F(OP < Colelt + [17e*™), it € [-Mj,—d),

para alguma constante Cy > 0. Combinando todas as estimativas aqui obtidas, ficamos

com

1FO? < crelt + euft|e?, Vi e R,
onde ¢; > 0 é uma constante.

Propriedade 3.5 Segue das Condigoes (f1) e (f2) que, para cada € > 0 dado, existe

uma constante co > 0 tal que

I < colt]? + colt|?, VteR.

A demonstragao desse fato segue as mesmas ideias usadas para demonstrar a Proprie-

dade 3.4.

3.1.2 Existéncia de Solugao

Inicialmente, observe que o problema (P8) pode ser visto como sendo um problema de

valor inicial para a equacao de evolucao abstrata de primeira ordem

du
E—i—Au-f{u), 0<t<T, (P9)

u(0) = uyp,
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onde X = L*(Q), A=—-Ae D(A) = H*(Q) N H}(Q).
No que segue, vamos considerar a poténcia fracionaria o = % Assim, pelo que

foi visto no capitulo anterior, X2 = H}(Q) e H||% = |||, onde

Jull = [ |vupac)”
Q

Sendo A um operador setorial, resta-nos verificar que f satisfaz a Condicao (F') para

que possamos aplicar o Teorema 1.10.

Lema 3.1 O operador ® : H}(Q) — X definido por
O(u) = f(u), Yue H)(Q)

€ localmente Lipschitz.

Demonstracao: As ideias utilizadas para demonstrar esse lema sao as mesmas usadas
na demonstracao do Lema 2.3. Por este motivo, omitiremos a sua demonstragao. =
Em outros termos, o Lema 3.1 afirma que a fungdo f satisfaz a Condi¢ao (F)

pois, para cada ug € Hj () dado, existe uma vizinhanga V' de ug tal que
[f(w) = F()lle2(0) < Lollu—vll, Vu,veV, (3.7)

onde Lo > 0 é uma constante que depende de V. Aplicando o Teorema 1.10, concluimos

que o problema (P9) possui uma tnica soluc¢ao classica local
ue C([0,7); X)NC((0,T); X),

onde T' = T(0,uq) > 0. Como consequéncia disso, temos o seguinte corolario.

Corolario 3.0.1 (do Teorema 1.10) A solucio u : [0,T] — HL(Q) de (P8) dada

por t
u(t) = e My +/ e~ A9 f(u(s))ds
0

é continua. Além disso, u € a unica solugdo cldssica de (P8), isto é,
u € C((0,7), H*(Q) N Hy(Q)) N CH((0,T), L*()), (3.8)

u(t) € H*(Q) N Hy(Q), Vte (0,T)

e u verifica (P8).
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Daqui em diante, T'(ug) denotara o ntimero real tal que [0, 7T (up)) é o intervalo
maximal de defini¢do da solu¢ao u(t) do problema (P8) com dado inicial ug. Por

conveniéncia, também vamos assumir que

J(uo) :=[0,T(u)) e J(ug):= (0,T(up)).

Corolario 3.0.2 (do Teorema 1.12) Sejam uy € H}(Q) e uma sequéncia (u,) C
H} () com
U, — ug em  Hy (),

e T(u,) = oo. Entao, para qualquer intervalo compacto da forma [0,T] contido em
J(up), a convergéncia
u(- up) — u(-ug) em  HE(R)

é uniforme em [0,T].

3.2 Algumas Propriedades da Trajetoria

Nesta secao, nosso objetivo ¢ demonstrar algumas das principais propriedades da so-
lucao u : [0,T] — H}(Q) obtida na se¢ao anterior. Inicialmente, vamos fixar algumas
notagoes para que nao ocorra confusdo no futuro. No que segue, u(t,uy) denotard a
solucao t
u(t) = ey +/ e~ A9 f(u(s))ds
0
do problema (P8) no tempo ¢ com dado inicial uy € Hg (). Também, iremos considerar

0s conjuntos

O(up) = {u(t,ug) € Hy(Q);t € J(ug)}

w(ug) = {u € HY(Q);Tt, — +oo com u(ty,ug) —u em HI(Q)}.

Por fim, D4 sera o atrator de u = 0, isto é,
Dy = {ug € Hy(Q);u(t,up) = 0 quando t — +oo}.

Quanto ao conjunto D4, veremos que o mesmo estd bem definido pois serd mostrado

que u = 0 é uma solugao de equilibrio assintoticamente estavel para o problema (P8).
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3.2.1 Propriedades da Trajetoria

Seja E : H}(Q) — R o funcional energia definido por

_ %/QWUFC[;;C—/QF(U)CZL (3.9)
_ /0 CFr)dr

Teorema 3.1 O funcional E definido em (3.9) € de classe C*, isto é, E € C*(H}(Q),R)

com

onde

E'(u)v = / VuVudr — / fu)vdr, Yu,v € H(Q).
Q Q
Para facilitar o entendimento dessa demonstracao vejamos alguns lemas.

Lema 3.2 O funcional E, : H}(Q)) — R definido por

1
= §/Q|Vu|2da7

é de classe C', isto é, By € C'(HJ(Q),R). Além disso,

El(u)v = / VuVudr, Yu,v e Hi(Q).
0

Demonstragao: Seja u € H} (), entao
1
t

Ey(u+tv) — Ey(u) ( /|v (u + tv)|*dz — —/|Vu| dx)

lim =
o1
- %H%Z( /|Vu+tV"U| dr — - /|Vu| dx)

t—0 t
1

= lim - (1 /\Vu]2+2tVqu+t2]Vv| de — = /]Vu| da:)

t—0 t

= lim— ( /Vqudx—i—t —/|Vv\ dx)
t—0 {
= hm (/ VuVudr +t— /|Vv| dm)

= / VuVudz,
Q

ou seja,
0Ok,
o0 (u)

Agora, vamos mostrar que

:/Vqudx, Vu € Hy(Q).
Q

OE,
(")

10 espago H~1(Q2) ¢ o dual de H}(2). Para mais detalhes, veja Brézis [7].

(u) € H1(Q)1.




Com efeito, sejam vy, v9 € Hi(Q) e A\, £ € R. Para cada u € H}(Q),

0E,

e I G

= /Vu(AVvl—i—éVvQ)d:c
0

= A/Vquwix—kf/Vudex
Q Q

0F, 0F,
= A\— —(u).
St (1) + €52 (W)
. O0F o 1
Assim, m(u) ¢ linear. Por outro lado, para v € Hj(f2), temos
E
b(u)’ = / VuVudz| < /|Vqu|dx
8?) Q Q
3 3
< (/\Vu\Qd:r;) (/\VU|2dx)
Q Q
= [[Vul 2 llv]l
- OE, :
de onde segue a continuidade de m(u) Por fim, vejamos que se
u, —u em Hi(Q),
entao
OB, | OB

(up) — (u) em H™ Q).

() ()

Com efeito, como

(9E1 8E1
) - G

/VunV'de—/Vqudx
0 0

< /|(Vun—Vu)Vv|d93
Q
< lun = ulffoll,
tem-se
0F, 0F,
L) — = ()| < |luy, — ull.
s |5 ) = )] < =l
Desse modo,
OB |, O,

8()(un)—> 8()(u) em H (Q).

156

(3.10)

Nestas condigoes, de acordo com Willem [34, Proposi¢ao 1.3.], concluimos que E; €

C1(H}(Q),R) com

Ej(u)v = / VuVudz, Vu,v € Hy(Q).
0
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Lema 3.3 O funcional E5 dado por
EQ(U) = F(U)d.’E7
Q
¢ de classe C', ou seja, Ey € C'(H}(Q),R) com
E)(u)v = / f(uw)vdz, Yu,v e Hy(Q).
Q

Demonstragao: Seja u € H} (), entao

E .y 1
i 220t = Bolw) 1 (/ F(u—l—tv)dx—/F(U)da:)
t—0 t t—=0 ¢ Q Q
- lim/ Pluttv) = Fu) (3.11)
t—=0 Jo t

Aplicando o Teorema do Valor Médio, encontramos 6 € (0, 1) tal que
F(u+tv) — F(u) = f(u+ 0tv)to,
ou seja

F(u+tv) — F(u)
t

= f(u+ Otv)v.

Defina h; : Q2 — R por
hi(x) = f(u(z) + 0(x)tv(x))v(z).
Uma vez que f é continua, tem-se
lim he(x) = lim f(u+ 0tv)v = f(u)v. (3.12)

Suponha que N = 2. Entao, de acordo com a Condicao (f;), para cada § > 0 existe

uma constante Mg > 0 satisfazendo
()] < Mg, VieR.

Assim, aplicando a Desigualdade de Young (veja o Lema B.1),

[he(z)| = [f(u+6tv)o] < Mﬁeﬁ(%etvﬁv‘
28(Jul+}u)? )
< MpeP M| < MBGT M % (3.13)

Uma vez que u,v € H}(Q) segue, da Desigualdade de Trudinger-Moser (veja Teorema

C.3), que
28((ul+])?

MﬁT e L'(9). (3.14)
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Por outro lado, uma vez que as imersdes H}(Q) — L?(Q) e L*(Q) — LY(Q) sao
continuas, tem-se
Jol?

Mp=- € LY(9). (3.15)

Desse modo, combinando (3.12), (3.13), (3.14), (3.15) e aplicando o Corolario B.12.1,

/ht(x)dx%/f(u)vdx quando ¢ — 0.
Q Q

Por conseguinte,

lim Ex(uttv) = B>(u) = lim Fluttv) = F(u) dr = / f(u)vdz,

t—0 t t—=0 Jq t

ou seja,
E
%(u): /Q flwvdz, Yue HYQ).

Se N > 3, a Propriedade 3.1 afirma
|F(t)] < Co(1+[t|P), VteR.
Assim,

|he(z)| = |f(u+ 0tv)v] < Co(1 + |u+ 0tv|?)|v|
< Co(1+ (Jul + [v))") o] < Co(1 + 2°(Jul” + [v]?))]v|
= Cylv| + 2°Cy|ulP|v| 4 2P Cy|v|PT. (3.16)

Segundo o Teorema C.4, a imersao

HYQ LI(Q 1<qg<
() = L), VI<gs= s,

se N >3,
é continua. Além disso, o Teorema B.5 nos diz que a imersao
LYUQ) — LY(Q), se ¢>1,
também é continua. Dessa maneira,
Colv] 4 2PColulP|v| 4 2P Colv [Pt € LY(Q). (3.17)
Combinando (3.12), (3.16), (3.17) e aplicando o Coroléario B.12.1, obtemos

/ht(x)dx%/f(u)vdx quando t—0
Q Q



e, portanto,

Vejamos agora que

Com efeito, sejam vy, v9 € HE () e A\, & € R. Entao, para cada u € H (),

(u)

mostrando a linearidade de

O(Avy + &vo)

3E2

0F,

a(-

)

de Poincaré (veja Teorema C.2),

Desse modo,

implica

Com efeito,

ok,
a(:)

0F,

W(un) -

W(U)

OE; ‘

OE,
9

o0F,
90 (u)

IN

<

/f Jodz, Yu € Hy(Q).

0FE,

a)

S (W) € HH(Q).

= /f(u)(/\vl+§vg)dx
Q

I1f (u
C|

/Q (N (w)or + EF (u)va)da

= )\/f(u)vld:v—l—é“/Qf(u)vgdx

O0E,

Aw( u) +§

0E,

u)vdx

||L2 ||U||L2(Q

(@)l 2 @llv]]

u, —u em H}()

(un) —

IN

IN

IN

OE,
9

a_,UQ(u)v

2 , . .
(u) é continua. Finalmente, mostraremos que

(u) em H Q).

/f(un)vdaz—/f(u)vdas

/| () w))v|dx

([1s0) - 1

o) ([

1f (un) = f(u)ll2@ll0]l 220
Cllf (un) = f(W)llL20)

o]l
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E
~2(u). Seja v € H}(Q). Entao, usando a Desigualdade

< / it
(fors) (fp)

(3.18)

(3.19)
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Afirmacio 3.3.1 Se u,, — u em H}(Q), entdo

f(un) = f(u)|l 2@ = 0 quando n — +oo.
De fato, suponha que N = 2. Neste caso, temos
(O] < Mpe™, VEeR,

para todo § > 0. De acordo com a Proposi¢ao C.1, existem uma subsequéncia (u,, )

de (uy,) e h € H}(Q) tais que

Up, () = u(z) q.s. em £ (3.20)

|un, ()] < h(z), k€N qs. em Q.
Considere a sequéncia de funcoes ¢y, : {2 — R onde
(@) = [ f (un, (2)) = f(u())]*.

Observe que

lon(@)| = [f(un,) = fu)]* < A(F (un ) + £ ()]?)
< 4(]\4/‘362&“"’@‘2 + Mgew‘“P) < 4(M§ew‘h|2 + M[?ezﬁ'“'g). (3.21)

Uma vez que u, h € H}(Q) segue, da Desigualdade de Trudinger-Moser, que
A(MEPIE L A2y € LY(Q). (3.22)
De (3.20) e da continuidade da fungao f, concluimos
|f(un,) — f(W)]* = 0 quando k — +oo q.s. em (,

isto &,
op(r) - 0 quando k — 400 q.s. em (. (3.23)
Assim, de acordo com (3.21), (3.22), (3.23) e do Teorema da Convergéncia Dominada

de Lebesgue (veja o Teorema B.12),

/ or(x)dr -0 quando k — +oo,
Q
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ou seja,

/’f(unk) — f(u)|*dr — 0 quando k — +oo0.
0

Portanto,

f (tny,) = f(u)]|2() — 0 quando k — +oo.

Para encerrar, suponha que existe uma subsequéncia (u,;) de (uy) tal que
1f (uny) = f(W)llz2@) = €0, j €N,
para algum gy > 0. Desde que u,, — u em H}(Q) tem-se
Up;, — U €m Hi(Q).
Assim, pelo que acabamos de mostrar, existe uma subsequéncia (“”jk) C (un,) tal que
[ f(tn,, ) — f(u)llL2@) — 0 quando &k — +oo0.
Absurdo. Portando,
| f(un) = f(u)l|l 12 = 0 quando n — +o0.
Agora vamos considerar o caso em que N > 3. Comecamos recordando que
[fO)] < Co(1+t), VEeR,
onde p € (1, N/(N —2)). Por hipotese,
u, —u em Hy(Q).
Uma vez que a imersao Hj(Q) — L?(Q), onde 2p < 25, é continua

u, —u em L*(Q).

Entao, de acordo com o Teorema B.6, existem uma subsequéncia (u,, ) de (u,) e uma
fungdo h € L?’(Q) com

Up, () = u(z) q.t.p. em €,

|tun, (z)] < h(z), k€N qtp. em Q.
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Defina ¢y, : 2 — R por

or() = | f (un, () — f(u(z))]”

Note que

[f (uny,) = f(w)f?
A f (un,)[* + [ f () )
A (L fun, [7)* + C5(1 + [ul)?)

A(4C5 (1 + [un, [*7) +4C5 (1 + [ul™))

ok ()]

ININIA

16C3(2 + Jun, [ + [u]*)

IN

16C5 (2 + |h|* + |ul*)
Sendo a imersao L?P()) — L'(€2) continua, tem-se
16C3(2 + |h|*? + |u|*) € LY(Q).
Além disso, usando a continuidade de f,
|f(un,) — f(w)]? =0, k—+oo qs. em €,

ou seja,

op(r) =0, k— 400 qs. em Q.
Aplicando o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, ficamos com
/ngk(x)dx — 0, k— +oo.
Dessa maneira,
| f(tn,) = f(u)]|r2() = 0 quando & — +o0

e, portanto,
I f(un) = f(w)|lr2@@) = 0 quando n — +oc.
De (3.19) e da Afirmagao 3.3.1,
) OF,

sup |—(up) — —(u)| =0,
e o ()~ 5y )
de onde segue que
E E
Q(Un)%a 2(w) em H™Y(Q).

a() a)
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Nestas condigoes, de acordo com Willem [34, Proposigao 1.3.], concluimos que Ey €
CH(Hy(Q),R) e
Ey(u)v = / fu)vdz, Vu,v € Hy(Q).
Q

[
O proximo resultado ird desempenhar um papel muito importante no decorrer

deste trabalho.

Teorema 3.2 Sejam ug € HY(Q) e u a solugdo dada por

t
u(t) = e g —1—/ e~ A=) f(u(s))ds.
0
Entao, para cada T € j(uo), temos

E(u(t)) € C([0,T)) N C((0, 1))

d

4 Bu) = - /Q g (8)2dz, ¥t € (0,T). (3.24)

Demonstracao: A demonstracao deste Teorema segue as mesmas ideias usadas na
prova do Teorema 2.2. Por este motivo, iremos omitir tal demonstracao. [

Neste momento, iremos nos preparar para verificar uma propriedade do funcional
E que sera usada em alguns resultados futuros. Iniciaremos esse estudo apresentando

0s seguintes conceitos.

Definicao 3.1 Sejam X um espaco de Banach e E : X — R um funcional de classe
CH(X;R). Diz-se que (u,) C X € uma sequéncia (PS) no nivel d € R, ou simplesmente
(PS)a, quando

E(u,) —d e E'(u,)—0.

Definicao 3.2 Sejam X um espaco de Banach e E : X — R um funcional de classe
CH(X;R). Dizse que E verifica a condi¢io de Palais-Smale, ou simplesmente a condi-
cao (PS), se toda sequéncia (PS)y onde d € R, admite uma subsequéncia que converge
forte em X, isto ¢,

E(u,) —>d e E'(u,)—0

implica que existem (un;) C (un) e u € X tais que
Up; —> U em X.

Teorema 3.3 O funcional E definido em (3.9) satisfaz a condicao (PS).
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Demonstragao: Seja (u,) C H}(Q) uma sequéncia (PS); para E, isto ¢,

E(u,) —»d e FE'(u,) —0.

E(u,) = 1/|Vun|2dx—/F(un)alx
2 Ja Q
"(u )un:/]Vun\de—/f(un)unda:.
Q Q

Além disso, a Condicao (f3) nos diz que

Recorde que

fOt =2 +7)F(t) =20, ¢ eR\{0}.

Entao,

E(un)—LE’(un)un — (E—L) /|Vun|2dx+—/f Uy, undx—/F( )

2+ 247
= (5537 ) Il 4 5 [ flwdu, = @4 )P
=
> NIES
> (553 ) Il
ou seja,
1 1
E(u,) — ——E'(uy) - — 27, VneN. 3.25
(1) = 5= B > (5= 51 ) Il voe (3.25)

Por outro lado, sendo (u,) uma sequéncia (PS)y, existe ng € N tal que

E(un) Sd+17 VnZnoa

e
|E (un)|| <2+, Vn > ng.
Assim,
— L B(u)un < \—E’(umn < o IB @l < ol
2+ 24+
e, portanto,
E(u,) — ﬁE'(un) n <d+ 14+ |unll, Vn>ng.

Combinando (3.25) e (3.26), obtemos

11 ,
S <d+1
(553 ) Il < a1+
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ou seja,

lunll® < A+ Blluall,

1 1 \' 1 1\

Desse modo, a sequéncia (u,,) é limitada. De fato, se fosse (u,) uma sequéncia ilimitada,

onde

existiria uma subsequéncia (u,,) C (u,) tal que
[n, || > j,  Vj€N.
Por conseguinte,
[, || < ﬁ—FBS ?+B§A+B, Vj € N.

Um absurdo. Logo, (u,) ¢ limitada. Sendo H}(€2) um espago reflexivo, o Teorema A.10

nos assegura a existéncia de uma subsequéncia (u,,) de (u,) e u € Hj(2) com
Up, =~ u em Hg(Q).

Assim, aplicando o Teorema de Rellich-Kondrachov (veja o Teorema C.5) e o Teorema

A8,
Up;, —»u em LIQ), Vge[l,+o00) se N=2 e Vgel[l,27) se N >3

Dessa maneira, de acordo com o Teorema B.6, existem uma subsequéncia (un]k) de

(un,) e h € LI(12) satisfazendo

Un;, (¥) = u(r) qs. em Q, (3.27)

up,, ()] < h(z), VEkEN, qgs. em Q. (3.28)

Afirmacgao 3.3.1
/f(unjk)udx—)/f(u)udx
Q Q

Com efeito, recorde que

U, =~ u em Hj(Q).

Entao, aplicando o Teorema A.7, concluimos que existe uma constante C' > 0 tal que

lu, | <C. VjeEN.
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Em particular,

ltn,, || <C, Vk€EN.

Se N , entao

()] < Mg, VteR,

para todo § > 0. Assim,

lunj, 1\? lunj, 1\ ?
2 25( — Jk ) Hun HZ 25( — _ Ik > 02
|f(unjk)|2 < Mﬁ€2ﬁlun]k| = Mge Tun, T < Mge Ten, T ‘

Integrando sobre {2, obtemos

k 02
[1ftw, )Pz < 2y / wit) © g
Q

< sup /62502““") dx.
Q

[[w][<1

Aplicando a Desigualdade de Trudinger-Moser,
/\f(unjk)lzda: <e, VkeN,
Q
para alguma constante c¢; > 0. Logo, existe uma constante co > 0 tal que
1 (tn;, Mz2@) < 2y VE EN.

Caso N > 3, temos
|f(O] < Co(1+[tF), VEER,

onde C; > 0 é uma constante. Desse modo,
[f (g )P < CF(L A+ Juny, [7)? < 4CF(L+ |un,, [7).
Integrando sobre €2, obtemos

/Q|f(un].k)|2dx < 4022/Q<1+yun. )y
= ACI + AC e (3.29)

Como a imersido Hj(Q) < L?(Q) é continua, existe uma constante C3 > 0 tal que
lullz2r (@) < Csllull,  Vu € Hy(€).

Em particular,

Hun].kHsz(Q) S CgHunjk H S CgC, Vk € N.
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Assim,

Hunjk HLQ(Q) < C4, Vk € N,
para alguma constante Cy > 0. Aplicando o Teorema B.8, ficamos com
f(un, ) = f(u) em L*(Q).
Sendo J : L?(Q) — R definido por
J(v) = / vudr, u € L*(Q)
Q
um funcional linear limitado, temos
/ f(un;, Judz — / f(uw)udz.
Q Q
Afirmacao 3.3.2
/ S (un;, Jtin,, dz — / fwudxr quando k — +oo.
Q Q

Com efeito, sabemos que

Un;, —u em Hy(Q).

Usando novamente o Teorema de Rellich-Kondrachov com o Teorema A.8, concluimos
Up, = U em L*(Q).
Pelos argumentos usados na prova da afirmacgao anterior,
f(tn,,) = f(u) em L*Q).
Assim, aplicando o Teorema B.7,
/Qf(u”jk>u”jk dx — /Qf(u)uda: quando k — +oo.
Portanto, a afirmacdo ¢ verdadeira. Desde que (u,,) é uma sequéncia (P.S)4, temos
El(unjk>unjk = On(l)Qa
pois

0 < B (ttny, ity | < 1B (1t )ty | < MIE )| =0,k — +o0,

20,(1) denota uma quantidade que tem limite zero quando n tende ao infinito.
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0 < [E'(tn,, Ju| < B (un, )[[|ull =0,k — +oc.
Além disso,
[tn;, —ul®* = /|V Un;, — u)|*dx

= / V(up;, —w)V (U, —u)dz
Q

= /(Vunjk — Vu)V(u,, —u)dr
Q

= /QVunjkV(unjk —u)dx — /QVUV(unjk —u)dx. (3.30)

Note também que

/Vunv V(ty, —u)dr = /Vun. Vi, dm—/Vunv Vudx
Q Ik Ik Q Ik Ik Q Ik

= /Qf(unjk)unjkdx+E’(unjk)unjk —/Qf(unjk)ud:v
— E’(unjk)u

= / f(tny, Y, do — / f(un,, Judx + 0,(1). (3.31)
Q Q
Considerando o funcional linear continuo J : H}(Q) — R definido por
= / VuVvdz,
Q

segue, da convergéncia

U, = u em Hy(Q),

que

Up;, — / VuV(u,, —u)de—0, k— +oo. (3.32)
Assim, de (3.30), (3.31) e (3.32),
T /Qf(unjk)un].kdx _ /Qf(unjk)udx +on(1).
De acordo com as Afirmagdes (3.3.1) e (3.3.2),
11, = ull* = 0a(1),

ou seja

u, —u em Hy(S),

Tk



169

o que encerra a demonstragao. n
Para darmos continuidade ao nosso estudo, vamos definir V,,,(¢) = E(u(t)), onde

u(t) = u(t, up).
Teorema 3.4 Se ug € 0D 4, entio Vy, : J(ug) — R € uma fun¢ao limitada.

Demonstragao: Inicialmente, recorde que u € C([0,T]; H}(f2)). Entao, existe uma
constante C' > 0 tal que
., Vtelo,T] (3.33)

(3.34)

Afirmacao 3.4.1 Eziste uma constante M > 0 tal que |E(u)| < M, quando ||u|| < C.

Com efeito, recorde que

1
E(u) = —/\Vu\zdx—/F(u)dx,
2 Jo 0
onde
t
F() :/ F(s)ds.
0
Entéao, sendo |ju|| < C, temos

1 1
B < gl + [ [Fw)lde < 562+ [ |Fwds. (3.35)
2 0 2 0
Suponha que N = 2. De acordo com a Condicao (f),
(1) < Mg, VieR.
Assim, supondo que ¢t > 0, obtemos
t t )
FO1< [ 1folds < [ s
0 0

Como 0 < s < t concluimos que s> < t2. Uma vez que a exponencial uma funco

2 2 .~
crescente, ficamos com e?*” < ", Nestas condicoes,

t t
/ P ds < / B ds = Pt
0 0



170

Tendo em vista
t

m —=
2
[t| =400 st

=0,
onde 0 < £ < 1, nao é dificil mostrar que
t] < Cee, Vit eR,
para alguma constante C¢ > 0. Logo,
|F(t)] < Mgte® < MgCee P = MyCeel&+O,
Definindo 8, = B + £ e 1 = M3Cy, temos
IF(t)] < Ce™, vt > 0.

Se t < 0, entao
t 0
F(t) :/ f(s)ds = —/ f(s)ds.
0 t
Assim,
0 o o
|F(t)] < / |f(s)|ds < Mg/ P ds < Mﬁ/ e ds
t t t
= My(—t)e’” < MuCeet e (3.36)
Portanto, dado Bl > 0,
F(t)] < CreP® VieR,

para alguma constante C; > 0. A estimativa anterior combinada com |lu|| < C' e com

a Desigualdade de Trundiger-Moser resulta em

/!F(u)!dﬂc < Oy, (3.37)

onde Cy > 0 ¢ uma constante. Desse modo, usando (3.35) e (3.37), obtemos
|E(u)| < Cs, (3.38)

onde C'5 > 0 é uma constante. Para o caso em que N > 3, também podemos concluir
que

|E(u)] < Cy, (3.39)

para alguma constante Cy > 0. Considerando M = max{C5, Cy} + 1 concluimos,
através de (3.38) e (3.39), que
|E(u)] < M,
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quando |jul| < C.

Por hipdtese ug € 9D 4. Entao, podemos escolher uma sequéncia (u,) C D4 com

u, —ug em Hy(Q).
Afirmacao 3.4.2 Dado € > 0, existem 0 > 0 e ny € N tais que

lu(t,u,) —wo|| <e, Vn>mny, Vtelo,d].
Com efeito, note que
[ult, un) = uoll < [lult, un) — u(t, uo)|| + [lu(t, uo) — uoll- (3.40)
Uma vez que u é uma funcao continua, dado € > 0, existe § > 0 tal que
l[u(t, wo) — ol < g se te[0,d]. (3.41)
Por outro lado, o Corolario 3.0.2 nos diz que existe n; € N satisfazendo
l[a(t, wn) — ult, up)|| < g Vn>ny, Vtelo,d]. (3.42)
Assim, combinando (3.40), (3.41) e (3.42), concluimos que
lu(t,un) —wol| <e, Vn>ny, Vtel0,d].

Portanto, a afirmacao ¢ verdadeira. Em consequéncia de (3.34), existe ng € N, com
ng > ny, tal que

un € Be,(0)  Vn > ng.

Além disso, pela definicao de Dy,
u(t,u,) = 0 quando t— +o0, Vn > ny.
Queremos mostrar que
Vo, )| <M, teR"T, Vn>n,. (3.43)

Com efeito, suponha, por contradicao, que isto nao é verdade. Entao, existem uma

subsequéncia de (u,), que também serd denotada por (u,), e (t,) C R tais que

Vi, (t)| > M, Vn eN.
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Afirmacgao 3.4.3 t, > T.

De fato, suponha, por contradi¢do, que (t,) C [0,7]. Entao, aplicando o Teorema de

Bolzano-Weierstrass® em (t,), concluimos que existem uma subsequéncia (t,,) de (t,)

ety € [0,T] com t,,, — to. Vamos mostrar que
W(tn,, tn,) = u(to,uo) em Hy(Q) quando j — +oc.
Com efeito, temos
[t t0n,) = tlt, o) | < 1t ttn,) = ltny )] + [ty ) = (o wo)] (3.44)

para todo j € N. Sendo v uma funcao continua, para 0 < ¢ < (' dado, existe j; € N
cumprindo

€ . .
Hu(tnj,U(]) - u(to,UQ)H < 1_17 VJ Z J1- (345)

Por outro lado, o Corolario 3.0.2 nos diz que existe j, € N tal que
HMM%%W@WN<2 Vi > s, Vte[0,d]. (3.46)

Assim, de (3.44), (3.45) e (3.46), obtemos
£

2 ]-jO)

() = ulto, )| <
onde jo = max{ji, jo}. Usando (3.33) e a estimativa anterior,

[utn,, un)l < Nultn;, wn;) = ulto, wo) || + [ulto, uo)|

C
< S+5<0 Yz (3.47)

Assim, de acordo com a Afirmacao 3.43,

‘Vuw(tnj)’ = ‘E(u(tnjvunj))’ <M, Vj=jo.

J

Um absurdo. Portanto, a afirmacao é verdadeira.

Sem perda de generalidade, podemos supor que
Vi, (tn) > M, Vn €N,
a menos de subsequéncia. Desde que

u(t,u,) = ug quando t—0 e n— +oo,

3Para mais detalhes, veja Lima [23].
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existem ng € N e § > 0 tais que
lu(t,uy,)|| < C, Yn>mng, V0O<t<O.
Aplicando a Afirmagao 3.4.1,
Vi, )| = |E(u(t,u,))| < M, ¥Yn>mng, V0<t<O.
Desse modo, o nimero
s, =min{t > 0;V,, (s) > M, Vsé€ (t,t,]}

estd bem definido para todo n > ny. Veja a Figura 3.1. Seja s > s,, entao

Figura 3.1: Boa definicao de s,.

Vi, (s) > M.
Sendo V,,, uma fung¢ao continua,

M < hm+ Vi (8) = Vi, (sn).

S—>Sn,

Se fosse V,,, (s,) > M existiria ¢ > 0 tal que V,,, (s, — &) > M contrariando a minima-
lidade de s,,. Logo,
Vi, (sn) = M.

Por outro lado, de acordo com o Teorema 3.2,

% E(ultu,)) = — /Q g (£, ) 2.
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Assim,

Vo (t) <0, Y€ [sp,t],

mostrando que V,, & uma funcao mondtona nao-crescente. Em consequéncia disso,

o que contradiz nossa suposicao sobre t,. Agora, suponha que V, (t,) < —M a menos

de subsequéncia. Para cada u,, fixado,
u(t,u,) - 0 quando ¢ — +o0.
Entao, existe K > 0 tal que
Ju(t, u,)|| < C, Yt > K.

Logo, o niimero

d, = max{t > 0;V, (s) < =M, Vs¢€ [t,,1t)} (3.48)

o qual estd bem definido. Veja a Figura 3.2. Usando a continuidade de V,, , obtemos

lmv/ A

d
-
|
=

Vi, ()

Figura 3.2: Boa defini¢ao de d,,.
Vi, (d,) = —M. Além disso,
Vo (t) <0, Vtelt,, d)
Assim, sendo V,,, uma fun¢do monoétona nao-crescente,

M =V, (d,) <V, (t,).
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Um absurdo. Desse modo,
Vo, )| <M, teR"Y, Vn>n,.
Aplicando o Corolario 3.0.2 em (3.43), tem-se
Vi (D) < M,
para qualquer t € J(uy). n

Teorema 3.5 Se ug € 0D 4, entio T(ug) = +o0.

Demonstragao: Suponha, por contradi¢do, que T'(ug) < 4o00. Recorde que f é
localmente Lipschitz. Considerando a = %, v =0ety =0 em Henry [18, Teorema

3.5.2.], tem-se

e (t) | r2) < C(T(uo))t72, Wt € (0,T(up)). (3.49)

Por outro lado, o Lema 2.7 afirma

GOl =2 [ w(ou(t)is

|| u(t) ||L2 —2//ut dxds—i—“uoHLz

Combinando (3.49) com a Desigualdade de Holder, obtemos

Entao,

t
()72 < 2/0Hut(S)HL?(ﬂ)HU(S)HLQ(Q)CZS+HuoH%m)
t
_1
< 2/ C(T(uo))s 2 lu(s) |l L2y ds + luoll7z(
0
t
_1
< 2C(T(lm))/ 572 ([lu(s) 720 + 1)ds + [[uollZ2(q)-
Além disso, sendo
! 1 2 ! _1 2 t _1
|5 ) e+ 0ds = [ 5 ) Rads + [ s7as
0 0 0
t
= /séﬂu(s)H%g(Q)ds—i—%;,
0
ficamos com

t
lu®)lZ2@) < 2C’(T(u0))/0 572 [Ju(s)lI72 () ds + 2C (T (10))2T (uo)? + |[uol72(q)
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Assim, aplicando o Teorema A.1,
lu(8) 1320y < (2C(T(u0))2T (u0)* + [[uo|F2(0)) C1(T (o)), € (0, T(up)).  (3.50)
Recordando que vale a igualdade
u — Au = f(u),

concluimos que

wu — uAu = uf(u).

/utudx—/uAudx:/uf(u)d:c,
Q 0 Q

/Q w(t)u(t)de + /Q Vu(t)2de = /Q w(®) f(u(t))da.

Por conseguinte,
ou seja,

Agora, note que
/Qu(t)f(u(t)) —2F (u(t))dx = /Qut(t)u(t)dx—i-/Q\Vu(t)|2dx—2/QF(u(t))d:c
= / wudr + 2E(u(t))
< Nu@ 2@ llu®)l 2@ + 2E(u(t)). (3.51)

De acordo com o Teorema 3.4, a funcdo E(u(-)) é limitada em (0, T (up)). Logo, existe
M > 0 tal que
|E(u(t)| < M, ¥t e (0,T(uo)). (3.52)

Combinando (3.49), (3.50), (3.51) e (3.52),
/Q u(t) fu(t)) — 2F(u(t))dz < Co(T(un)), ¥t € (0, T(ug)),

para alguma constante Cy(7T(ug)) > 0. Por fim, de acordo com a Condigao (f3),

u(®) f(u(t)) = (2 +7)F(u(t)),

ou seja,
u(t) f(u(t)) — 2F (u(t)) = vF(u(t)).

Dessa forma,

/Q Fu(t))ds < % /Q w(t) F(u(t) — 2F(u(t))dz < Co(T(ug)), ¥t € (0, T(ug))-(3.53)
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Tendo em vista que

3 [Ivupde = 5 [ \vaPde— [ Fa@ds+ [ Fa)a

:EMM+AFMMM
M + Cy(T(ug)), Vt € (0,T(ug)),

IN

obtemos

D=

lu@)] < [2(M + Co(T'(uo)))]>,  Vt € (0, T (uo))-

Um absurdo pois, de acordo com Pazy |29, Teorema 1.4, pg. 185], se T(ug) < +o0,
entao

lim )Hu(t)” = +00.

t—)T(uO
Portanto, T'(ug) = +o0. ]
O proximo resultado serd muito importante para a obtencao de uma solucao

estacioniria como veremos no Teorema 3.10.
Teorema 3.6 Eziste uma sequéncia (t,) C (0,+00) tal que

ty = +00 e |lu(tn,uo)|lL2) = 0 quando n — 4o0.

Demonstragao: Esta demonstracao serd feita por contradicdo, mas antes, recorde

que

d

Vil® == [ f®)Pdz = =) e

Q
Entdo, integrando sobre [0, ¢],
t
Vialt) = Vao(0) = = [ ) s

Sendo V,,, uma funcao limitada, existe M > 0 tal que

Vi ()| < M, ¥t > 0.

Entao,

t
/WMM@®$§M+MMM7W>Q
0

Nestas condicoes,

+oo t
/0 e () 3y s = Timm / e (3)]22q@ds < lim (M + Vi (0)]) = M +[Viy (0)],
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ou seja,

Hut(')H%Q(Q) e L'(0, +00). (3.54)
Agora, suponha, por contradicao, que existem C' > 0 e to > 0 tais que
lun(t)l72) > C. VE > to.

Entao,
t t
/Hut(s)H%g(Q)dsz/ Cds = C(t —ty).
to to

Dessa maneira,

—+o0 t t
A mmmamw:g&LWMﬂ@@wzgﬂzgmﬁzmlapm:+m,

t——+o00

ou seja,

+o00
[ (o) s = +00

to

o que é impossivel por causa de (3.54). [

3.2.2 Propriedade da orbita O(uy)

Neste momento, nosso objetivo ¢ mostrar que o conjunto O(ug) ¢ limitado em H} ().

Mas antes, vejamos o seguinte resultado.

Lema 3.4 Seja ug € 0D 4. Entao existem constantes d > 0 e K > 0 tais que

lu@) = K =V, (t) < —6.

Demonstragao: Suponha, por contradicao, que o Lema nao é verdadeiro. Entao,

para cada n € N, deve existir ¢,, > 0 tal que

1
|u(tn, uo)l| >n, e Vi (t,) > -

Afirmacao 3.6.1 A sequéncia (t,) € tal que t, — +o00.

De fato, caso contrério, existe T' > 0 tal que
0<t,<T, VYneN.
Como u é continua em [0, 7], existe uma constante B > 0 satisfazendo

||u(t7u0)|| < B, vt € [OvT]
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Em particular,

[u(tn, uo)ll < B, ¥neN,

Escolhendo n € N com n > B, ficamos com
n < |lu(tn, u)|| < B,
o que é impossivel. Logo, a afirmacao é verdadeira. Agora, observe que

E’(u)v:/QVqudx—/Qf(u)vdx:—/Qutvda:.

Entao,

)l = s (Bags s [ ol
vl 2 (o) <1 vllp2o)<1/Q
sup

1 1
(/!umﬁdw) (/|v\2dx>
o]l 20y <1 Q Q
1
3
Q

HEWMPSAMMML

onde u,, = u(t,,up). Por outro lado,

IN

Desse modo,

1
2 < Viltn) = = [ JunalPde < B ),
n Q

ou seja,

15 )l < (3.56)

Além disso, segue do Teorema 3.4 que existe uma constante M > 0 tal que

|E(u(t,ug))| < M, Vte J(up).

Em particular,

|E(up)| = | E(u(tn, uo))| < M, VneN.

Desse modo, existem uma subsequéncia (uy,) C (u,) e d € R tais que

E(u,,) —+d quando j — +o0.
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De acordo com (3.56), tem-se E'(uy,) — 0. Entao, (u,,) é¢ uma sequéncia (PS)q para
E com

[m, || = Nultn;, uo)ll = nj, Vi €N
Um absurdo pois, segundo o Teorema 3.3, F' é um funcional (PS). m
Teorema 3.7 Seja ug € 0Da. Entdo, a orbita O(ug) é limitada em H}(S).

Demonstracgao: Essa demonstracao, a menos de algumas modificagoes usa as mesmas
ideias usadas na primeira parte da demonstracao do Lema 2.9. Porém, devido algumas
consideracoes adicionais que faremos aqui feitas, vamos apresentar esta demonstracao

com todos os detalhes. Suponha, por contradicao, que

lim sup||u(t)|| = +oo. (3.57)

t—+o0
Seja
M'" = liminf|ju(t)]].

t—+400

Afirmacgao 3.7.1 M’ < +o0.

Com efeito, suponha por contradicao que M’ = +o0. Entao, existe tq > 0 tal que
[u(®)]| = K, VE = 1o,

onde K > 0 é a constante do Lema 3.4. Assim, aplicando o Lema 3.4,
Vulo(t) < =0, Vt>tp,

para algum 6 > 0. Recorde que V,, € C[0,7] N C*(0,T). Entao, de acordo com o

Teorema do Valor Médio®,
Vo (t) = Vo (t0) = Vi, (e)(t — to),
para algum c € (t,t). Assim,
VuO(t) — Vi (to) < —0(t — to), WVt >to.
Por outro lado, segue do Teorema 3.4 que existe uma constante M > 0 tal que

Vi (B)] < M, Vt>0.

1Para mais detalhes, veja Lima [23].
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Entao,
It < Vi (to) — Vi () + 0tg < [V (to)| + [Viuo (B)| + 0tg < 2M + 5t
ou seja,
2M
t < T+t0’ vVt > to.

Um absurdo. Portanto, a afirmacgao é verdadeira.
Fixe R > K, onde K > 0 é a constante dada acima. Entao, existem sequéncias

(tn) e (T,) tais que
lu(tn)|l = R, |lu(T)|l =n, ton <Th <topi1, YneN,

coI1mn

Ju(®)l| < R, V€ [tan-1, ton]

R < ||u(t)|| <n, VteE (tan,T).

Veja a Figura 3.3. Sendo

Figura 3.3: Definigao das sequéncias (t,,) e (T,)-

||U(t)|| 2 R7 vt € [thaTn]

e R > K, ficamos com

VI (t) < =06, Yt € [tan, Ty

uo
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Assim, integrando sobre [to,, T,],

Vi (T) — Vo (tan) < — | 6t = —6(Ty — to0),
ton
ou seja,
Vo (t2n) = Vo (Tn) > 6(Ty — ton).
Portanto,
0< Ty —to, < 2](\54* = C,,
onde

M, = sup |V, ()]

teJ(uo)

Recorde que, para t > s > 0, temos

u(t) = e A=)y (s) + / e~ A7) f(u(r))dr.

Entao, seguindo as mesmas ideias usadas na demonstragao do Lema 2.9, mostra-se que

existe uma constante M > 0 tal que

ol < Ao+ ar [ G0, (3.5%)

ol < =l + o [ IED G )

Segue, das hipoteses acima, que existe uma sequéncia s, € (ta,_1, ta,) tal que ||u(s,)]| <

M’ + 1. Escolhendo t = t5, e s = s, em (3.58), temos

HWMHSAWMN+M/%W ez |

tgn — T)l
TG,

tan—1 <t2n - T)

= MM +1)+M
Sendo N = 2, temos
f()] < Me™, VteR,

onde 8 > 0 é arbitrario. Entao,

1F () 22y = / Flu(r)) P < M / AP g

= / 2’3(\13(:)“ [ Collppr < M? sup /ezﬁRQMQd:c,
Q

[lw|<1 JQ
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Escolhendo 3 de modo que SR? < 7 tem-se, pela Desigualdade de Trundiger-Moser,

que
sup /e2532|wl2dx < C.
Q

lwll<1

Logo,
[ f(u(r))][12(0) < Ch. (3.60)
Caso N > 3, sabemos que

[FO)] < Co(L+[t7), VieR,

para alguma constante C5 > 0. Nestas condigoes,

1) 2oy = / [ u(r) Pz < G, / (1+ Ju(r)P)2dz
< 02/Q4<1+\u(T)yQP)dx:wzyQy+402/Q|u(r)\2pdx

= 4CH|Q +4Cs |[u(7) ][y g

Uma vez que a imersao H}(Q) — L*(Q) é continua, existe uma constante C3 > 0 tal
que

lu(T)lzze(@) < Csllu(r)ll,  Yu € Hy().
Assim, como ||u(t)|| < R para t € [ta,—1, t2,], temos
1f(w(T) | 2@) < Ci, (3.61)
onde Cy > 0 ¢ uma constante. Portanto, de (3.60) e (3.61),
If (D2 < O, Vton1 <7 < b,

para alguma constante C'. Com essas informacoes, obtemos

[ e
ton—1 (th - T) lan—1 (t2n - T)E

Fazendo a mudanca de variavel r = t,, — 7,

ton 1 ton—tan—1 1
/ (tgn — T)_idT = / T_idT = 2(t2n tzn 1)

ton—1 0

l\)\»—l

Escolhendo R > max{M’, K'} + 1, concluimos que existe d > 0 tal que ty, —to,—1 > d.
Afirmacgao 3.7.2 Dado 0 < ¢ < d, existe ng € N tal que

T, —to, >c, Vn > ny.
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Com efeito, considere 0 < ¢ < d. Entao,
lu(®)]] < R, ¥Vt € [ta, — ¢, tan].
Agora, se fosse T, < to, +¢, isto é, T,, — ¢ < to,, teriamos T,, — ¢ € [ty, — ¢, to,]. Assim,
n = |lu(T)l = [u(Tn — ¢, ule, w))|| < R,

o que é uma contradigao quando n — +o00. Veja a Figura 3.4. Portanto, existe ng € N

Figura 3.4: u(T,, — c,u(c,up)) = u(Ty, up).

tal que
T, —to, >c, Vn > ny.
Fixado ¢ nas condi¢oes da afirmacao acima, considere 6 € (0,¢). Entao, usando
(3.59), obtemos

L f (u(T) [l e
ton—0 (t2n - T)B

Uma vez que o lado direito de (3.62) ¢ limitado e a imersdo de D(A%) em D(Az) =

[w(ton — 0)]|5 < MOP=2) ||u(tan_y)|| + M @ dr. (3.62)

Hj(2) é compacta, podemos extrair uma subsequéncia convergente de (u,,) em H (<),

onde u, = u(ty, — ). Sejam (u,,) C (un) e uy € Hy() tais que

Un,

= U(tgnj - 9) — U3 em HS(Q)
Entao, u; € w(up). Sendo u(-,u1) : [0,00) — HJ(Q) continua e [0,2C,] um compacto,
segue que

lu(t,u)|| < B, Vte[0,20.,].
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Por outro lado, o Teorema 1.12, nos diz que u(-,u(ty, — #)) converge para u(-,u;)

uniformemente em [0, 2C,]. Sendo a sequéncia (T, — t3,) limitada em [0, C.], temos
T — ton + 0| < T, —ton]| +0 < C + T, — top, < Cy +|T), — tan| < 2C,.
Assim,
|w(T, — ton + 0, ulte, — 0))|| < B, VneN,
o que é impossivel pois

(T — ton + 0, u(te, — 0))|| = ||u(T})]| =n — +o0  quando n — +oo.

3.3 Blow-up da solucao

Nesta secdo, veremos uma condicdo que garantem a existéncia global de solucao. Além

disso, quais sao as condi¢oes em que o blow-up ocorre.

3.3.1 Estabilidade

Definicao 3.3 Sejam A um operador linear setorial em um espaco de Banach X e
uma funcdo f: U — X onde U € uma vizinhanga de ug em X (o < 1). Diz-se que w
€ um ponto de equilibrio do problema

du

=+ Au=fu), >0, (3.63)

quando u(t) = w € tal que w € D(A) e
Aw = f(w), Vt>D0.

Diz-se que uma solugao de equilibrio @ = w de (3.63) em [0,00) € estdvel em X
quando, para todo € > 0 dado, existe d > 0 tal que qualquer solucao u com
|lug — wl|a< d
existe em [0,00) e satisfaz
|lu(t) — wlla<e, Vt>0.
Além disso, diz-se que U € assintoticamente estdvel quando u € estdvel e existe r > 0

tal que

lug — w||la< T
implica
|lu(t, uo) — w|la— 0 quando t — +oo.
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Teorema 3.8 A solucio u = 0 de (P8) é um ponto de equilibrio assintoticamente
estdvel.

Demonstragao: Nesta demonstracao, vamos utilizar os mesmos argumentos usados
por Henry [18, Teorema 5.1.1.]. Note que A = —A é um operador setorial. Além disso,

o(A) C [C,00). Entao, 0 € p(A). Assim, aplicando o Lema 1.10,
le™*|l < Cre™,
onde C7 > 0 e d; > 0 sdo constantes. Além disso, de acordo com o Teorema 1.6,
|AZe™ Y| < Oyt~ ze7%,
onde Cy > 0 e 05 > 0 sao constantes. Seja & = min{d;, J»}. Entao,

el < Cre="

|[Aze 4| < Cyt~7e %",
Considere § = ¢'/2.

Afirmacao 3.8.1 A integral

+o0 ) "
!
/ sze" (=93
0

¢ finita.

De fato,

+o0 ) - +o0 1 -
/ s2e” 0 D5gg = / s27te (0 =0)3 g
0 0

Considerando a mudanga de variavel r» = (6’ — d)s, ficamos com

t ~ .1 /_F 1 (@=0)t
/ (6" — L (=03 gg = E / rzte " dr.
0 8 =0 Jo

(o0
S—
2,

|

Assim,

oo ~ .1 5 1 too 1 1
/ (6" — 5)8]5_16_(5 —03ds = < / r2 le " dr = =I (—) )
0 0" —0Jo §—456 \2
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ou seja,

+oo 1 /1_ 5 < 1 1
/ s2¢” 0930 = (§' — §) =T (—) .
0 2

Portanto, a afirmacao é verdadeira. Escolha o > 0 suficientemente pequeno de modo

que

+oo 1 5 5 1
020/ s2e” (" 05ds < =
0 2

Afirmacgao 3.8.2 Eziste 6 > 0 tal que
1f ()29 < ollull,  quando  [lul] <6.

Com efeito, se N = 2 segue, da Propriedade 3.4, que existe uma constante C3 > 0

satisfazendo

|f(u)]* < eCslul? + 03|U|2p625\u|2’

para quaisquer € > 0 e § > 0 dados. Entao,

Jispas = <y [updr+cy [ et

1 1
< 503/’“‘2653”‘03 (/!urlpdx> (/ e46|“|2dx)
Q Q Q

Aplicando a Desigualdade de Trudinger-Moser,

1
(/ 645|“|2dx>2 < Oy,
Q

para alguma constante Cy > 0. Assim,

[1r@pae < ccq [pupars e [uva)” ([ eota)
Q QO Q Q

2
eCsllullL2(q) + CsClllull i e

A

< eCsllull® + Csllul®

[ull*(eCs + Cs[lul %),

ou seja,

1f (@)ll22(@) < (eCs + Csllul =)z |ull.

Escolha 6 > 0 e € > 0 de modo que |ju]| < ¢ implique

(eCs + Cs|lul|*2)2 < 0.
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Nestas condicgoes,

1f()ll2@ < allull, quando [lu] <6.

Para o caso em que N > 3, concluimos o mesmo resultado através da Propriedade 3.5.

Suponha que

< —.
ol < 57

Afirmacao 3.8.3
[u(t)| <0, Vte[0,T(uo)).

Em particular, T'(ug) = +o0.

Com efeito, suponha, por contradicao, que a afirmacao é falsa. Entao, existe t; €

[0, T(up)) tal que [[u(t1)]| > 8. Seja
t. = mint € (0. (ua))s )| = 5).
Entao,
el < el + [ e Sl s

= Abe A /|Mw 9 f () 2y ds

< Qf”“wM+/‘@@—@5 0] ) 2yl
tx
< Cillwll + Cor [ (t = 5 he 5 us) s
0
6 b 1 ’
= 5+ G [ (b= s Ee T u(s)ds
0
t
< g—i—CQa(S/ (t*—s)_%e_‘sl(t*_s)ds
0
o 0
—+ - =0. .64
< 5 + 5 (3.64)

Um absurdo, pois |Ju(t.)

= 4§. Logo,
lu()]| <6, Vi€ [0,T(uo)).

Além disso, se fosse T'(ug) < +oo entdo, de acordo com Pazy [29, Teorema 1.4, pg.
185],

1 —
Jim Ju(®)] = +o<.

o que nao ocorre. Portanto, T'(ug) = 4o0.
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Por outro lado, seja
2(t) = sup{||u(s)||€’*;0 < s < t}.
Entdo, para r € [0, ], tem-se
e < Cllul + Caoe® [ (=) 2 a9 ey

= Ciffuoll + Co0 /T(t — ) 2 N6 05655 |y () || L2y ds
0

< Cilluoll + Cao /r(r o) R V59 (1) ds
0

= Ciljuo|| + Coo2(t) /T(r — 5)"ze” 0 D)r=s)gg

0

1
< Cilluoll + 32(#). (3.65)

Nestas condicoes,

1
2(t) < Cilluo|| + 52(2),

ou seja,

2(t) < 204 ||uo|| < 6.

Logo,

lu(s)]| = llu(s)lle®e™* < z()e™ < de~.

Fazendo s — +o00, obtemos

[u(s)]|= 0

e, portanto, o teorema esta demonstrado. [
A proposicao & seguir desempenha um papel muito importante nesse estudo pois

é ela quem garante a nao trivialidade da solugao que queremos encontrar.
Proposigao 3.1 Se ug € D4, entdo 0 ¢ w(uyp).

Demonstracao: Suponha, por absurdo, que 0 € w(ug). Entao, existe uma sequéncia

(tn) com t, — +oo tal que
u(tn,ug) — 0 em Hy(Q). (3.66)
Como u = 0 é assintoticamente estéavel, existe r > 0 tal que ||u;||< r implica

|lu(t,u1)||=> 0 quando t — +oo.
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De (3.66), existe ng € N tal que
[u(tn, wo)l< 7, Vn = mno.
Em particular, ||u(t,,,uo)||< r. Entao, sendo u; = u(t,,, uo), temos
|lu(t,u1)[|— 0 quando ¢ — +oc.

Por conseguinte,

u(t,u;) =0 em H(Q)
quando t — 4o00. Uma vez que u(t, ug) = u(t — t,,,uy), concluimos
u(t,ug) =0 em Hy(Q)

quando ¢ — 4o0. Desse modo, ug € intD4. Um absurdo. Portanto, 0 ¢ w(u). ]

Proposigao 3.2 Ezxiste 0 > 0 tal que ||uo|| < & implica T(ug) = +o00. Além disso,
0e mtDA

Demonstracgao: Sabemos que u = 0 é um ponto de equilibrio assintoticamente estéavel.

Em particular, u = 0 é estavel. Consequentemente, 7T'(ug) = +00. Além disso, existe

0 > 0 tal que
luo||< & = ||u(t,up)||— 0 quando ¢ — +oo,
ou seja,
lluoll< & = u(t,up) -0 quando t — +o0.
Assim,
{uo € Hy(Q); luol|< 6} C Da
e, portanto, 0 € intD 4. [

3.3.2 Existéncia de blow-up
O proximo resultado afirma sobre quais condigoes o fendmeno blow-up ocorre.
Teorema 3.9 Se ug € Hy(Q) € tal que E(ug) <0, entdo T (ug) < +o00.

Demonstracao: Para cada t > 0, considere a funcao definida por

1 t
1) = 5 [ 1) s



Derivando H, ficamos com
H'(t) = S llu(®)1Z2)-
Assim, de acordo com o Lema 2.7,

H"(t) :/Qut(t)u(t)dx.

Note que
/Qut(t)u(t)dx = /Q[Au(t)#—f(u(t))]u(t)dx

- /Q Au(tyu(t)dz + /Q fu(t))u(t)d
- —/Q|Vu(t)|2dx+/ﬂf(u(t)) (t)d

Além disso, segue da Condicao (f3) que

Desse modo,

/Qut(t)u(t)dac > —/Q|Vu(t)]2dm+ (2 —i—’y)/QF(u(t))dx,

ou seja,

H(t /|Vu ]d:z:+(2+’y)/QF( (1)) dz.

Por outro lado, sabemos que V,, (t) = E(u(t)) e

Entao,
72 = == E(u(t)).
) oy = — o (1)
Integrando esta igualdade sobre o intervalo [0, ¢], obtemos
t
J ) ds = ~B(n) + Bu(o)
= ——/[Vu )| d:z:—l—/ u(t))dx + E(up)

191

(3.67)

(3.68)
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Assim, substituindo (3.68) em (3.67),

1) 2 = [1VuoPae+ @) ([ lulqds+§ [1Vu0fds - B

= (-4 557) [vuoPds + 2+ 9) [T Exgds - 2+ )5

= %/Q|Vu(t)|2dx+(2+7)/0 e ()32 ds — (24 7)E(uo). (3.69)

Observe que E(ug) < 0, entdo —(2 + v)E(ug) > 0. O restante dessa demonstracao
usa os mesmos argumentos da demonstracao do Teorema 2.4. Por este motivo, iremos

omitir estes detalhes. n
Lema 3.5 Seja v € Hy(2)\{0} fizado. Entao,

E(tv) —» —o0  quando t — +o00.
Demonstragao: De acordo com a Propriedade, 3.2
F<t) > Cl|t|2+’y — Cg, vt € R?

onde ¢y, co > 0 sao constantes. Entao,

/F(tv)dm > /(01|tvl2+7—62)dx
Q Q

= clt2+7/|v|2+7dx—02/dx
)

= at™ |l ) — el
Logo,

E(ty) — % /Q VioPdr — /Q Fltv)dz

2

i 2
< Sl — a2 g — e l9)
ol > el
_ tm( alolZih o~ S5 ) (3.70)

o que nos leva a concluir que
E(tv) — —oo quando t — o0,

como queriamos demonstrar.
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Proposicao 3.3 9D, # 0.
Demonstragao: Seja v € H}(Q2)\{0} fixado. Como 0 € intD,, existe € > 0 tal que
{ue Hy(Q); llull <e} € Da.
Assim, considerando s suficientemente pequeno de modo que ||sv|| < &, temos
sv € intD 4. (3.71)

Por outro lado, segundo o Lema 3.5, podemos escolher ¢ de modo que E(tv) < 0.

Entao, aplicando o Teorema 3.9, concluimos que T'(uy) < +oo. Dessa maneira,
tv ¢ Dy (3.72)
Combinando (3.71) e (3.72), ficamos com
[sv,t0] N Dy # 0 e [sv,tv] N HY(Q)\Dy # 0.

Note que [sv,tv] é um conjunto conexo. Entdo, de acordo com o Teorema da Alfan-

dega’, existe sq € [s,1] tal que syv € D 4. Portanto, D4 # 0. n

3.4 Existéncia de solucao nao trivial estacionaria

Teorema 3.10 Se ug € 9D 4, temos w(ug) # 0. Assim, o problema eliptico

{ —Au = f(u), z€ (P10)

u=0, x¢€odf

tem uma solucao nao trivial.

Demonstragao: De acordo com o Teorema 3.5, temos T'(ug) = 400, ou seja, u é
globalmente definida. Por outro lado, o Teorema 3.6 afirma que existe uma sequéncia

(tn) C (0,+00) tal que
tn = 400 e |luy(tn,uo)| 2@ = 0 quando n — +oo. (3.73)

Além disso, aplicando o Teorema 3.7, concluimos que a sequéncia (u,) definida por
Up = u(ty,ug) € limitada em HJ(Q2). Entdo, segundo o Teorema A.10, existem uma

subsequéncia (u,,) de (u,) e us € Hi(Q) tais que

Up, = us em  Hj(Q). (3.74)

SPara mais detallhes, veja Lima [24]
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Afirmagao 3.10.1 ug € w(uy).

Com efeito, observe que
E'(up, v = /Vunvada:—/f(unk)vdx
Q Q

::_LA%MM—éﬂWWM
_ _Aumm+fwwnwx

= —/ut(tnk)vdx.
Q

Entao, aplicando a Desigualdade de Holder e usando a continuidade da imersao HJ () <

L*(€2), obtemos

B (tn 0] < /Qlut(tnk)vldiv < lue(tn) 2@ 0]l 2 (@) < Cllwa(tn,)l 2@ 10

Logo,
1E" (um, )| = ”illfgllE’(unkM < Olfue(tn,) |l 22
ou seja,
|E (un )|l = 0 quando k — +o0.
Portanto,

E'(un,) = 0 quando k — 4o0.

Por outro lado, sendo

|E(u(tn,,u))| < M, VkeN,

a sequéncia (u,, ) admite uma subsequéncia, que denotaremos pela mesma notagao, tal
que

E(u,,) —d quando k — o0,

onde d € R. Assim, uma vez que (u,,) é uma sequéncia (PS); e E é um funcional

(PS) segue, do Teorema 3.3, que existe uma subsequéncia (unkj) de (up,) tal que
Up,,, = Us €I Hy(Q). (3.75)
Portanto, a afirmacao é verdadeira. Agora, note que

/ut(tnk,)vdx—i-/Vunk,Vvdx:/f(unk,)vdx, Vv € Hy(S2). (3.76)
Q ! Q ! Q !
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Segue de (3.73) que
/ u(ty, Jode — 0, j — +o0.
Q J

De fato,

/ ut(tn, )vdz
Q J

De modo inteiramente analogo, usando (3.75), mostra-se que

< [ b, Yol < uslto oo oz 0. 3 +cx.
Q

/Vunk,Vvdx%/Vuvadx, ] — 00
Q / Q

/f(unk,)vdx%/f(us)vdx, J — +00.
Q ! Q

Fazendo j — +o0 em (3.76), obtemos

/VUSVde:/f(uS)Uda:, Vv € Hy ().
Q Q

Logo, us & uma solucao fraca para o problema (P10). Uma vez que uy; € w(ug), a

Proposicao 3.1 nos garante que ug # 0.



Apéndice A

Alguns resultados da Anélise

A.1 Resultados da Analise Real
Lema A.1 Seja f:[0,400) = R uma fun¢ao diferencidvel verificando
f'(t) = 400 quando t — +o0.

Entao,

f(t) = +oo0  quando t — +oo.

Demonstracao: Uma vez que
f'(t) = 400 quando t — +oo0,

existe tg > 0 tal que

Assim,
/ ds < / F(s)ds = £(0) — (1),
o scia,
t—to+ flto) < f(1), Yt >t
Logo,

f(t) = 400 quando t— +oo0.
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A.2 Desigualdades do tipo Gronwall

Nesta secao, vamos apresentar uma desigualdade do tipo Gronwall com singularidade.
Esta desigualdade se encontra no trabalho de Kong-Ding [20] e ser4 uma ferramenta
indispensavel no estudo deste trabalho.

Lema A.2 Sejam b>a >0 e p >0, entao

oo
Y ot <400, VEER, (A1)

k=0
onde cy € uma constante positiva e

S F(k‘p—l—a)c
B T+ )

Uma vez que a série em (A.1) é finita para todo ¢ € R, podemos considerar a

funcao F, ., : R — R definida por

+oo
Foan(t) = cxt.
k=0

Teorema A.1 Sejam o, 5,7 >0, 0 =a+7v—1>0,v=0+7—1>0 e seja b uma

fungao nao negativa, continua e nao decrescente em [0,T) com
b(t) < M, Vte|0,T),

onde M > 0 é uma constante. Se u(t) é uma fungao nao negativa e " u(t) é local-

mente integrdvel em [0,T) com
¢
u(t) < at* '+ b(t)/ (t —s) 17 u(s)ds, 0<t<T.
0

Entao,
u(t) < at* 'Foss0s (LBL)7),  0<t<T.

O resultado a seguir, apesar de ser um caso particular do teorema anterior, é uma

ferramenta muito importante para o desenvolvimento do nosso estudo.
Teorema A.2 Seja u:[0,T) — R uma fun¢do integrdvel nao negativa tal que
t
u(t) <a+ b/ (t —s) ™ u(s)ds, 0<t<T,
0

onde 0 < o' <1 ea,b>0 sio constantes. Entao, existe uma constante C(T) > 0 tal
que
u(t) <aC(T), 0<t<T.

Demonstracgao: Considere a =y =1¢e =1— o no Teorema A.l. n
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A.3 Um teorema de ponto fixo

A presente secao ird nos brindar com o famoso Teorema do Ponto Fixo de Banach o
qual é muito 1til na teoria de equacoes diferenciais. Uma apresentacao mais detalhada

deste teorema pode ser vista no livro do Chaim [8] ou em Botelho [6].

Definicao A.1 Seja M um espaco métrico munido com a métrica d. Diz-se que uma

aplicacao G : M — M € uma contracao quando
d(G(x),G(y)) < cd(z,y), Va,y € M,
onde ¢ € uma constate real tal que 0 < ¢ < 1.

Teorema A.3 Sejam (M,d) um espago métrico completo' e G : M — M wma con-

tracao. Entao, G possui um tnico ponto firo em M, isto €, existe xo € M tal que

G(xg) = .

A.4 Resultados da Analise Funcional

Nesta se¢ao, vamos apresentar alguns resultados da anélise funcional que serao usados
neste trabalho. Uma apresentacao detalhada destes resultados pode ser encontrada nos

seguintes textos Kreyszing [21], Botelho [6], Oliveira [28] e Brézis [7].

Definicao A.2 Um espaco vetorial normado X é chamado espago de Banach quando

toda sequéncia de Cauchy? for convergente em X.

O leitor interessado em estudar alguns exemplos de espacos de Banach pode

encontra-los em [21], [6] ou [28].

Definicao A.3 Sejam X e Y espacos de Banach. Diz-se que um operador linear

T:X =Y ¢ limitado quando existe uma constante C' > 0 tal que
[Tz|| < Cllll, Vo e X.
Prova-se que um operador linear limitado é continuo e reciprocamente. O con-

junto de todos os operadores lineares continuos de X em Y é denotado por £(X,Y).

Quando X =Y, escrevemos L£(X) em vez de L(X,Y).

!Para mais detalhes, veja Lima [24] ou Hygino [9].
2Para mais detalhes, veja Lima [24].
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Teorema A.4 (Teorema de Banach-Steinhaus) Sejam X um espaco de Banach,
Y um espaco normado e (T;);c; uma familia de operadores em L(X,Y) satisfazendo a

condicao de que para cada x € X existe uma constante Cy, > 0 tal que

sup||T;z|| < C,.
el

Entao, sup,;|| T3] < oo.
Demonstragao: Para mais detalhes, veja [6]. m

Teorema A.5 (Teorema do Grafico Fechado) Sejam X e Y espagos de Banach

.~

eT : X — Y um operador linear. Entdo, T ¢ continuo se, e somente se, G(T) ® é
fechado em X X Y.

Demonstracao: Uma demonstragio para este resultado pode ser encontrada em [28]

ou [6]. m

Definicao A.4 Um espaco com produto interno que € Banach na norma induzida pelo

produto interno € chamado de espaco de Hilbert.
Exemplos de espagos de Hilbert podem ser encontrados em [6], [7] ou [28].

Teorema A.6 (Riesz-Fréchet) Sejam H um espaco de Hilbert e f : H — R um

funcional linear continuo. Entao, existe um 1inico yo € H tal que

f(x) = (x,y), VreH.

Demonstragao: Para mais detalhes, veja [6]. m

Definicao A.5 Sejam X e Y espacos de Banach eT : X — Y um operador linear.
Diz-se que T é compacto quando para toda sequéncia limitada (x,) C X, a sequéncia

(T'(z,,)) possui uma subsequéncia convergente em Y .

Definicao A.6 Sejam X eY com X C Y espacos normados munido com as normas

I-llx e ll-lly, respectivamente.

(i) Diz-se que X estd imerso continuamente em Y quando a aplicacdo identidade I :

X =Y € um operador continuo.

(ii) Diz-se que X estd imerso compactamente em Y quando a aplica¢io identidade

1: X —Y éum operador compacto.

3G(T) = {(z,Tx);x € D(T)}.
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Em geral, para dizer que o espaco X esta imerso no espaco Y faz-se o uso da
seguinte notagao

X =Y.

Neste caso, temos que deixar claro se a imersao é continua ou compacta pois a simbo-

logia empregada por si s6 nao esclarece tal fato.

Definicao A.7 Seja X um espago de Banach. Diz-se que uma sequéncia (x,) C X

converge fracamente para x € X quando

f(xn) = f(z), VfeX,

onde X' € o dual topoldgico de X.

Para indicar que uma sequéncia (z,,) C X converge fracamente para um elemento
x € X usa-se a notagao

T, —~x em X.

Teorema A.7 Seja X um espaco normado. Se x, — x em X, entdo a sequéncia

(lxnl]) € limitada.
Demonstragao: Para mais detalhes, veja |7 ou [6]. .

Teorema A.8 Sejam X e Y espacos normados e T € L(X,Y). Se T é compacto,
entao

u, ~u em X = T(u,) =>T(u) em Y.
Demonstragao: Para uma demonstragao, veja [6]. m

Definicao A.8 Um espagco normado X é dito reflexivo quando o megulho candénico
Jx : X = X" definido por

Ix(@)(f)=f(x), VeeX, VfeX
for sobrejetor, isto €, Jx(X) = X".
Teorema A.9 Todo espago de Hilbert é reflexivo.
Demonstragao: Para mais detalhes, veja [7] ou [6]. ]

Teorema A.10 Em um espaco reflexivo, toda sequéncia limitada admite uma sub-

sequéncia fracamente convergente.

Demonstracdo: Uma demonstragao deste resultado pode ser encontrada em [6]. =

4Detalhes sobre o espago X" e a aplicacdo J podem ser encontrados em [7] ou [6].



Apéndice B

Algumas propriedades dos Espacos de
Lesbegue

Neste apéndice, vamos recordar a definicao dos Espacos de Lebesgue e algumas
de suas principais propriedades. A teorias aqui apresentada pode ser encontrada nos

seguintes textos Adams [1], Bartle |3|, Folland [17] e Brézis |7].

B.1 Definicao e propriedades basicas

Definicao B.1 Sejam Q um dominio em RY ep € R com 1 < p < +00. O Espaco de

Lebesgue LP(Q)) é o conjunto de todas as fungdes u : 2 — R mensurdveis tais que

/|u(x)|pdx < +o0.
Q

Em verdade, os elementos de LP(Q2) sdo classes de equivaléncias de fung¢oes como

pode ser visto em [3| ou [6]. Em LP(£2), define-se uma norma da seguinte maneira

ol = ( | \u<x>rpdm)'17 B.1)

Para provar que (B.1) define uma norma é necessario que se faca um estudo das se-

guintes desigualdades como pode ser visto em [1] ou [3].

Lema B.1 (Desigualdade de Young) Sejam p,q > 1 tais que % + é =1. Sea,b
800 numeros reais nao neqativos entao
a? b

ab < — + —.
p q
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Demonstracao: Uma vez que a funcgao logaritmica é concava, tem-se
aP q 1 1
log| —+ — ) > —loga®? + —logb? = loga + logb = log ab.
p q p q
Tendo em vista que ela é também crescente,
a? bl
ab < — + —,
p q

como queriamos demonstrar. [

Teorema B.1 (Desigualdade de Hélder) Sejam p,q > 1 tais que

1 1
S =1

p q
Seu € LP(Q) ev e LI(NQ), entdo uv € L' (Q) e

/\uv|dx < (/\u]pdw)p (/qux) "
0 Q Q

Demonstragao: Para mais detalhes, veja [17] ou [6]. ]

Teorema B.2 (Desigualdade de Minkowski) Seja 1 < p < 4+00. Se u,v € LP(Q),
entio u+v € LP(Q) e

(/va\pdx)i . (/Q|u|pdx>; . (/dex)‘l’_

Demonstracao: Veja [1] ou [3]. ]

Teorema B.3 Se 1 < p < +oo, entdo LP(Q)) é um espago de Banach com a norma
definida em (B.1).

Demonstracdo: A demonstragao deste resultado pode ser encontrada em [6]. n

Quando p = 2, L*(Q2) é um espago de Hilbert com produto interno

(u,v) 12(0) :/Qu(x)v(x)dx.

Definigao B.2 Seja Q2 um dominio em RY. O Espaco de Lebesque L*°(S2) € o conjunto
de todas as funcoes u : 2 — R tais que u € mensurdvel e existe uma constante C tal
que

lu(z)] < C, ¢s em Q.
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O espa¢o L>(2) admite uma norma a qual é definida por
|l u||Loe (@) = inf{C; |u(z)] < C qs. em Q}. (B.2)
Observe que se u € L*®(£2), entao
lu(z)| < ||lul|pe@), a.s. em €.
Teorema B.4 O espago L™= () munido com a norma definida em (B.2) é de Banach.

Demonstragao: Para mais detalhes, veja |3]| ou [6]. ]
O proximo resultado desempenha um papel muito importante neste trabalho

como pode ser constatado pelo leitor durante a leitura deste trabalho.

Teorema B.5 Se 2 ¢€ limitado e 1 < q < p < 400, entao a imersao
LP(Q) — LY(Q)

€ continua.

Demonstragao: Seja u € LP(f), entao

[ fufraz < (/ﬂluv’dx) ,, (/Q dw) = 0l < +oc

mostrando que u € L?(2). Ademais,
_1
||U||L'1(Q) < |Q|p’q||u||Lp(Q),

mostrando que a inclusdo i : (LP(Q), |||/ zr)) — (LI(Q), ||| za(e)) definida por i(u) = u

é continua. -

Teorema B.6 Se (u,) converge para u em LP(Q), entdo existem uma subsequéncia
(Un;) de (un) e h € LP(Q) tais que

(a) u,. (x) = u(zr), ¢s em
(b) |un,;(z)| < h(z), VjeEN, gqs em S
Demonstragao: Para mais detalhes, veja [7]. ]

Teorema B.7 Se (u,) C LP(Q) converge forte para u € LP(Q) e (v,) C L) con-

verge fraco para v € L1(Q), onde % + i =1, entao

/unvndx%/uvdx quando n — +00.
Q Q
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Demonstragao: Note que

/unvndx—/uvdx
Q Q

<

/(unvn — uv)dx
Q

< /|unvn — uvy, |dx + . (B.3)
Q

/Q(uvn — uv)dx

De acordo com o Teorema A.7, existe C' > 0 tal que
|vnll Loy < C, ¥n €N,

pois (v,) C L(Q) converge fraco para v € L?(2). Utilizando a Desigualdade de Holder,

/|unvn —uvyldr < (/|un - u\pdx)p (/|Un|da:) '
Q 0 0

< Cllun — ullivco (B.4)

obtemos

Por outro lado, como J : L9(2) — R definido por
J(v) = /Q"Uudx, u € LP(9)
¢ um funcional linear limitado e (v,) C L9(Q2) converge fraco para v € L1(f),
/Qvnudx — /Qvudx quando n — 400. (B.5)

Combinando (B.3), (B.4) e (B.5),

/unvndx%/uvd:c quando n — 400,
Q Q

como queriamos demonstrar. [

Teorema B.8 Sejam Q@ C RY um conjunto aberto e limitado e f uma funcao continua.

Se (u,) € uma sequéncia satisfazendo
U, > u qs em €
e f(u,) € uma sequéncia limitada em LP(QQ) para p > 1, entdo

flun) = fu) em  LP(Q).

Demonstragao: Uma demonstracao para este resultado pode ser encontrada em

Munoz Rivera [27]. "
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Teorema B.9 (de Tonelli) Sejam 2, C RY, Oy C R e F: Q) x Qy — R uma

funcao mensurdvel satisfazendo

|F(-,y)dy < +o00, g¢.s. em
Qo

/ |F(x,y)dy dr < +oo.

o Joo

Entdo, Fe Ll(Ql X Qz)

Demonstragao: Veja [7] ou [3]. ]

Teorema B.10 Suponha que F € L'(y x Q). FEntdo, para quase todo x € Q,
F(I,y) S Ll(QQ) €

/Q F(z,y)dy € L' ().

Do mesmo modo, para quase todo y € Qy, F(x,y) € L'(Q4) e

/Q F(z,y)dy € L*(Qy).

Além disso,
/ / F(z,y)dy doe = / / F(z,y)dx dy = / F(z,y)dz dy.
Ql QQ QQ Ql Q1 XQQ
Demonstragao: Para mais detalhes, veja [7] ou [3]. ]

Teorema B.11 Seja Q C RY um conjunto aberto. Entio C5°(Q)! é denso em LP(Q)
para qualquer 1 < p < 4o0.

Demonstragao: Para uma demonstragao, veja [7]. ]

B.2 O Teorema da Convergéncia Dominada

Os resultados apresentados nesta secao sao muito tteis quando queremos mostrar certas
convergéncias nos Espagos de Lebesgue. Um estudo detalhado acerca destes resultados

pode ser encontrado em [17] ou [3].

Teorema B.12 (Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue) Seja (f,)

uma sequéncia de fungoes em L'(Q) tal que

fn(x) — f(l'), q.s. em Q

LCE°(2) é o espago das fungoes C°°(€2) que tem suporte compacto em ). Para mais detalhes, veja
[7] ou [25].
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e existe uma funcao g € L' (Q) satisfazendo
[fu(x)] < g(z), VReEN, g¢s em Q.

Entao, f € L'(Q) e
/f(x)dx = lim/ fo(x)dx.
Q noJo

Demonstracao: Uma demonstragdo para este resultado pode ser encontrada em [17]

ou [3]. m

Corolario B.12.1 Seja f : X x [a,b] — R uma fun¢ao mensurdvel para cada t € |a, b].
Se para algum ty € [a, D]
f(x, tg) = lim f(z,t),

t—to

para cada x € (), e existe uma funcao g integrdvel em €2 tal que

|[f(z, )] < g().

Entao,

Demonstracao: Veja |3]. ]

Teorema B.13 (Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue Generalizado)

Seja (fn) uma sequéncia de fun¢oes mensurdveis com

falx) = f(2), g5 em Q.
Suponha que
(i) [fa(x)| < gnlz), g5 em Q;
(ii) gn(z) = g(2), ¢s. em Q;
(iii)
%ﬂé%@Mx:Kk@Mx<+m.

Entao, [ € integrdvel e

1?Lﬁmmzéﬂmm

Demonstragao: Para mais detalhes, veja [17]. m



Apéndice C

Algumas nocoes sobre Espacos de

Sobolev

O estudo que iremos apresentar neste apéndice sera baseado em Adams [1], Ke-

savan [19], Medeiros [25] e Brézis [7].

C.1 Definicao e propriedades basicas

Definicao C.1 Sejam 1 < p < +oo, m um inteiro nao negativo e Q C RN um aberto.

O espago de Sobolev W™P(Q) é definido como sendo o seguinte subconjunto de LP(S2),
WmP(Q) = {u € LP(Q); D € LP(QY), para 0 < |a] < m},
onde a = (o, ...,ay) € uma N-upla de inteiros nao negativos com
la|=a1+ - +ay
e D% denota a derivada de u no sentido das distribuicoes.

Em W™P(Q), define-se a norma de u por

B =

lullwma@y = | D I1D*ulfnq

0<[al<m

Quando m = 0, usamos a notacao

WO (Q) = LP(Q).
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Teorema C.1 O espaco W™P(Q) munido com a norma ||-||wmnr) € de Banach.

Demonstracao: A demonstracdo deste resultado pode ser encontrada em [1]. |
O caso p = 2 ird desempenhar um papel muito importante neste estudo devido

uma propriedade que veremos a seguir. Neste caso, denotamos o espago W™2(Q) por
H™(2). Assim,
H™(Q) = W™2(Q).

O espago H™(£2) é um espaco de Hilbert com relagdo ao produto interno

<U, U>Hm(Q) = Z <D0‘u, Da’U>L2(Q)

0<|a|<m

1
2

llle = [ 3 / D*uPda

0<|a|<m

Definicao C.2 O espago Wi"*(Q) € definido como sendo o fecho do espago C$°(Q)

em W™P(Q) na topologia usual, isto €,
W(’]rn,p(Q) _ mll'llwmm(m'
Podemos observar que W;"" () é um subespago fechado de W™P(Q). Logo, o
mesmo é um espaco de Banach.

O préximo resultado que vamos apresentar é muito importante devido sua grande

utilidade em estudos envolvendo espacos de Sobolev.

Teorema C.2 (Desigualdade de Poincaré) Seja Q C RY um dominio limitado em

relacio a alguma direcao do RY. Entdo, existe C' > 0 tal que
/yu\pdx < C/\Vu\pdx, Yu € W, P(Q).
Q Q
Em particular,
1
p
foll = ([ 19upac)”, e wireio),
Q
define uma norma em Wy™"(Q) que é equivalente a norma ||-||wm.nr ).
Demonstragao: Para mais detalhes, veja [19)]. m

Proposigao C.1 Se (u,) converge para u em H'(Q)), entao exzistem h € H () e uma

subsequéncia (uy) de (u,) tais que
up(x) = w(x) e |up(z)] < h(z) qtp. em

Caso a convergéncia ocorra em HY(Q), tem-se h € H}(Q).
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Demonstragao: Uma demonstracio deste resultado pode ser encontrada em [5]. =

Proposigao C.2 (Identidades de Green) Se u,v € H*(Q) N H}(Q), entdo

/uAvdx:/vAud:c (C.1)
Q Q

/VUVUCMZ —/vAudx. (C.2)
Q Q

Demonstragao: Para mais detalhes veja o livro do Djairo Guedes [12]. |

C.2 A desigualdade de Trudinger-Moser

O resultado a seguir serd muito importante em nosso trabalho durante as aplicacoes.

Uma apresentacao completa deste resultado pode ser encontrada em Moser [26].

Teorema C.3 (Desigualdade de Trudinger-Moser) Sejam Q C RY um dominio
limitado e u € WOI’N(Q), com N > 2. Entao, para todo o > 0, tem-se

N
e LYQ).

colul
Além disso, existe uma constante C = C(N) > 0 tal que

N
sup /e“'“lN_1 < Cl19Ql, Va < ay,
Q

HUHW(},N(Q)Sl
onde |Q| é a medida de Lebesgue de 0 em RY,
1
ay = Nwy

e wy_1 € a drea da esfera unitdria SN~' C RV,

C.3 Teoremas de imersao

O presente apéndice contém alguns resultados de imersao em espacos de Sobolev que

foram usado neste trabalho.
Teorema C.4 Sejam Q C RY limitado, N > 2, Q de classe C™ e 1 < p < 400, entdo
() Wme(Q) = L1(Q), 1<q< —P  semp<N

’ —T T N-—mp’ '

(i) Wm™P(Q) — L), 1<g< +oo, semp=N.
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(iii)) W™P(Q) — C*A(Q), se mp > N.

Demonstragdo: Uma demonstracao para este resultado pode ser encontrada em [1],

[19] ou [25]. =

Teorema C.5 (Rellich-Kondrachov) Sejam Q2 C RY um aberto limitado, N > 2,

Q de classe C' e 1 < p < 400, entdo as sequintes imersoes sao compactas

N
() W'r(@Q) = L1(Q), 1<q<

, sep < N.

(i) WtP(Q) — L1(Q), 1<q<+o0, sep=N.

(iii) WhP(Q) — C°(Q), se p > N.

Demonstracao: Para mais detalhes, veja 7], [25] ou [1]. n

Corolario C.5.1 Sejam Q) um aberto limitado do RN, Q de classe C™, m > 0 e

1 <p<+o00. Entao, as sequinte imersoes sao compactas

N
(i) WrHe(Q) > Wma(Q), 1<q< P sep<N.
—p
(i) WmHbr(Q) — Wm™9(Q), 1<q< +oo, sep=N.
(iii)) WmHLP(Q) — C™(Q), se p > N.

Demonstragao: Veja [25]. n



Apéndice D

Algumas propriedades de

Ch-semigrupo

Neste apéndice, vamos apresentar algumas propriedades basicas de Cy-semigrupo.

Mas antes, iremos introduzir uma noc¢ao de integracao em espacos de Banach.

D.1 A integral de Bochner

Nesta secao, veremos algumas propriedades basicas da integral de uma funcao f :
[a,b] — X, onde [a,b] é um intervalo fechado da reta e X é um espaco de Banach. O
estudo aqui apresentado é baseado no livro do Lang [22].

No que segue B([a,b], X) denotara o espaco das funcoes f : [a,b] — X que s@o
limitada, isto é,

B(la,b], X) ={f :[a,b] = X; f é limitada}

munido com a norma

I711= sup [ £l

Definicao D.1 Seja X um espago de Banach. Diz-se que uma funcao f : [a,b] —
X € uma funcio escada quando existe uma partigio P = {to,t1,...,t,} de [a,b]' e
Wi, ..., w, € X tais que

f) =wj, Vi€ (tj,t).

Neste caso, diz-se que f € uma funcao escada com respeito a particao P.

'Para mais detalhes sobre parti¢oes de intervalos, veja [23].
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Observacao D.1 Se f,g : [a,b] — X sao funcoes escada, entio existe uma particdo

P tal que f e g sao funcgoes escadas com respeito a P.

Definigao D.2 A integral de uma funcao escada com respeito a partigao P = {tg,t1,... ,ty}

¢ definida por

n

Ip(f) =) (t; — tj)wj,

j=1
onde
ft) = wj, Yt (tja,15).

Lema D.1 A integral de uma func¢ao escada nao depende da escolha da particao.
Demonstracao: Seja f : [a,b] — X uma fung¢do escada com respeito a parti¢ao
P= {to7 t1,. .. ,tn}. Entéo,

f(t) = wy, vVt € (t]’_l, t])

Considere a particdo () = P U {c} onde t;,_1 < ¢ < tj, para algum jo € {1,...,n}.
Entao,

f(t) = Wiy, vt € (tjo—lv C)

f(t) = Wiy, vt € (C’ tjo)'
Desse modo,
]Q(f) = (tl - to)wl +ot (C - tjo—l)wjo + (tjo - C)wjo +oot (tn - tn—l)wn
= (tr—to)wr + -+ + (tj, — Lj—1)wjy + -+ + (tn = tnr)wn

= Ip(f).

Sendo () um refinamento de P, concluimos, por indugao, que Io(f) = Ip(f). Por fim,

se P e @) sdo parti¢oes quaisquer de [a, b],

Io(f) = Ipup(f) = Ip(f),

como queriamos demonstrar. [
Uma vez que a integral de uma func¢ao escada nao depende da escolha da particao,
ao invés de escrever Io(f) para denotar a integral de uma funcao escada f, vamos
escrever apenas I(f).
No que segue, S([a, b], X') denotard o conjunto das fungoes escada de [a,b] em X.

Note que S([a,b], X') é um subespago de B([a,b], X).
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Lema D.2 A aplicacio I : S([a,b], X) — X € linear e limitada.

Demonstracao: Mostraremos apenas a limitacdo. Ora, sejam f : [a,b] — X uma

fungao escada e P = {to,11,...,t,} uma parti¢ao de [a, b]. Entao,

n

I(f) =Y (t; — tj1)w;.

j=1
Por conseguinte,
NI = (t; —tj-1) Zt — b1yl
j=1 j=1
< ti-1) |
J:
= (b=a)lfl,
ou seja,
NI < @=a)llfll, VfeS(a,b], X).
Portanto, I é limitado. n

Lema D.3 Toda funcao continua pode ser aprorimada uniformemente por funcgoes es-

cada. Além disso,
C([a, 0], X) € S([a, b], X).
Demonstracao: Para mais detalhes, veja [22]. ]
Combinando o Lema D.2 com a Proposicao 1.1, obtemos uma extensao de I até

S([a,b], X). Essa extensao sera denotada por

ln@ﬁ

e a chamaremos de integral de Bochner da funcao f. Como consequéncia do Lema D.3,
concluimos que as fungoes continuas sao integraveis no sentido de Bochner.

Agora vamos mostrar algumas propriedades da integral de Bochner.

Teorema D.1 Sea <c <b, entao

L%@ﬁzlvwﬁ+lvwm

Demonstracao: Seja f € S([a,b], X). Entao, existe uma sequéncia (f,) C S(|[a, b}, X)
tal que
fo—f em B([a,b],X).
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Seja

a:tggtlg...gtjog...gtrzb

uma particao de [a, b] com t;, = c. Entao,

fn(t) = U);-Z, Vit € (tj—17tj>7

onde wy,...,w; € X. Desse modo,
b T
/ falt)dt = (t; = tj_1)w;
a =0
Jo r
= > ti—t)wi+ Y (=t 1w

=0 j=jo+1
- / )+ / b Fult)dt.

Usando a continuidade da integral,
b b b
/ f)dt = / lim f,(t)dt = lim/ fa(t)dt

~ lim (/acfn(t)dt+/acfn(t)dt) _1131/:fn(t)dt+h§1/cb £.(t)dt

e
c b c b
fOydt+ | f(t)dt = lim f,,(¢t)dt + [ lim f,(t)dt
[rons [ oa  [rosons [
~ lim / Fu(0)dt + lim / £a(Ddt.
Logo, , ,
[ rwae= [ s [ s
encerrando a demonstracao. [

Observacao D.2 Convencionamos

/abf(t)dt - —/baf(t)dt.

Teorema D.2 Se f € S([a,b], X), entdo

|| roai] < [isonar
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Demonstracao: Seja f € S([a,b], X). Entao, existe uma sequéncia (f,) C S([a, b], X)
tal que
fo—= [ em B([a,b], X).

Seja
a=ty <t <.. <t <..<t.=b
uma particdo de [a,b] com t; = c. Entao,

fn(t) = U);L, Vit € (tj_l,tj),

onde wy,...,w; € X. Por conseguinte
T

‘/abfn(t)dtH = Z(tj_tj_l)w?

b:0
= [ fu(®)lldz. (D.1)

a

< )ty —tj-1)[lwy|l
=0

Usando a continuidade da integral,
b b
‘/ f(t)dtH _ / limfn(t)dtH — lim

< i [ sl = [

= [Irwlae D.2)

|[ et < [“nseon

Teorema D.3 Sejam X e Y espacos de Banach. Se f € S([a,b],X) e F: X —Y ¢
uma aplicacao linear limitada, entao

F </abf(t)dt> _ /abF(f(t))dt.

Demonstracao: Seja f € S([a,b], X). Entao, existe uma sequéncia (f,) C S([a, b}, X)

[

)hgn fn(t)H dt

ou seja,

tal que
fo—f em B([a,b], X).
Seja

a=1ty <t <

A
IA

<...

IA
~
N

Il
=

tjo



uma particdo de [a,b] com t; = c. Entao,
fﬂ(t) = U);L, vt e (tjflvtj%

onde wf,...,w’ € X. Recorde que

/b fn(t)dt = i(t] — tj,l)w;‘.
a =0

Uma vez que F' é um operador linear, temos

r

F (/ab fn(t)dt> =F <§(tj - tjl)w?> =2t = i) F(wj).

j=0

Observe que F o f,, ¢ uma funcao escada de [a,b] em Y, temos

r

[ e gt =300 - o) Pl

a j:O

Combinando (D.3) e (D.4),

[isesona=r ([ s0n)

Da continuidade de F' e da integral, obtemos

fievsmas ([ 10e)
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Teorema D.4 (Fundamental do Calculo) Sejam f : [a,b] — X wuma fun¢io con-

tinua e f : [a,b] = X wma funcdo diferencidvel em (a,b) com F' = f. Entao,

b
/ f(t)dt = F(b) — F(a).
= /tf(s)ds, t € la,bl.

Vamos mostrar que ¢'(t) = f(t). Com efeito,

i ([ s [ ) = [ st

Demonstracao: Defina
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Note que

1 [t+h 1 [th
i [ e = |5 [ - s
t t
1 t+h
< 5[ 1= fols
t
Uma vez que f é continua, dado £ > 0, existe 6 > 0 tal que
1f(s) = f(®)]l <&, quando [s—¢] <d.
Escolhendo h suficientemente pequeno de modo que
|s —t| <0, Vselt,t+h],

temos
1 [tth 1 [th
[ - swlas < 5 [ eas =
h Ji h J,

Logo, ¢'(t) = f(t). Sendo as derivadas de ¢ e F iguais, devemos ter
o)+ C = F(t), Ve b

onde C' é uma constante. Ademais, tendo em vista que ¢(a) = 0, concluimos que

C = F(a) e, portanto,

F(t) = F(a) —l—/ f(s)ds, Vt e [a,b].

D.2 (-semigrupo

Os conceitos e resultados que iremos discutir nesta secao sao apresentados com mais

detalhes nos livros do Kesavan [19] e do Pazy [29].

Definicao D.3 Seja X um espaco de Banach. Uma familia de operadores lineares

limitados {T'(t)}i>0 € dita um Cy-semigrupo quando
(i) T(0) =1, onde I € o operador identidade em X ;
(i) T(t+s)=TWH)T(s), Vt,s>0;

(iii) Para cada x € X,

lim T(t)zr = .

t—0t
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O resultado a seguir é uma ferramenta muito utilizada no estudo deste trabalho.
Teorema D.5 Seja {T'(t)}i>0 € um Co-semigrupo em X. Entao,
(i) Ezistem M > 1 e 8> 0 tais que

IT(t)|| < Me™, vt >0.
(ii) Para qualquer x € X, aplicagio t — T(t)x é continua para t > 0.
Demonstracdo: Uma demonstragao deste resultado pode ser encontrada em [29]. m

Definicao D.4 Um Cy-semigrupo {T(t)}i>0 em X ¢é dito uniformemente limitado
quando
1T <M, vt=0,

para alguma constante M > 0.
Vamos agora introduzir um dos conceitos mais importantes da teoria de semi-
grupo.

Definicao D.5 O gerador infinitesimal de um semigrupo é um operador linear A :
D(A) — X onde

T(t)x —
D(A) = {.CL‘ € X; lim # existe}

t—0+
‘ T(t)
r—X
t—0+ t

Recorde que, para cada x € X, a funcdo t — T'(t)z é continua para t > 0. Em
particular, a fungdo ¢ : [0,t] — X definida por ¢(s) = T'(s)z é continua em [0, ¢].
Logo, faz sentido falar na integral de Bochner para esta funcao. Consequentemente,

podemos considerar o seguinte resultado.

Teorema D.6 Seja A o gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo {T(t)}i>0 em X.

Entao, para qualquer x € X,

/tT(s)xds € D(A)

A(A%@ﬂ@)zT@x—x

Demonstracao: Para mais detalhes, veja [19)]. n

Corolario D.6.1 Se A € o gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo {T'(t)}i>0 em

X, entao A € fechado e densamente definido.
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